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ЗАГАЛЬНI ХАРАКТЕРИСТИКИ РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Наука про складнi мережi настiльки тiсно переп-
лелась iз наукою про складнi системи, що часом важко встановити межу, де
закiнчується одна й починається iнша. Мережа (чи граф) є впорядкованою па-
рою G = (V,E), де V — це множина вершин (часом їх називають вузлами), а
E — це множина ребер (зв’язкiв). Теорiя графiв — це роздiл дискретної мате-
матики, що бере свiй початок ще з XVIII столiття. Уже iз самого означення
випливає перспективнiсть i природнiсть застосування формалiзму мереж для
опису складних систем аґентiв, що взаємодiють. При цьому потрiбно ставити у
вiдповiднiсть кожному з аґентiв вершину, а кожнiй iз взаємодiй — ребро. Засто-
сування концепцiї складних мереж виявилося надзвичайно продуктивним для
опису складних систем.

Фiзики почали аналiзувати мережi лише нещодавно – першi статтi дату-
ються кiнцем 1990-их рокiв. Мета дослiджень змiнилася вiд аналiзу невели-
ких графiв та властивостей окремих вершин i ребер до розгляду статистичних
властивостей цих графiв (мереж). Зi змiною мети змiнилися й методи аналiзу.
Народження “науки про мережi” вiдбулося внаслiдок розвитку комп’ютерних
технологiй та засобiв обробки великих масивiв даних. На сьогоднi в мережево-
му формалiзмi прийнято описувати взаємодiї, що змiнюються з часом, стоха-
стичнi взаємодiї, взаємодiї, що виникають на декiлькох рiвнях i не вбудованi
в евклiдовий простiр. Якщо додати можливiсть задавати рiзнi стани для ко-
жного аґента-вузла, то стає зрозумiлим успiх використання складних мереж як
своєрiдної lingua franca науки про складнi системи1.

Дослiдження ж колективної поведiнки на складних мережах є надзвичайно
важливим для розумiння процесiв у багаточастинкових системах. Застосування
теорiї колективної поведiнки є широким i охоплює рiзнi галузi: аналiз поширен-
ня iнформацiї, динамiки формування громадської думки у соцiальних мережах;
задачi перколяцiї – дослiдження стiйкостi до атак, поширення епiдемiй; опти-
мiзацiйнi алгоритми, як от пошуку найкоротшого шляху; явища самоорганiза-
цiї у бiологiчних системах, тощо. Актуальнiсть вивчення колективної поведiн-
ки зумовлена необхiднiстю вирiшення низки фундаментальних та прикладних
проблем, якi виникають у сучасному свiтi. Традицiйнi методи аналiзу складних
систем базуються на спрощених припущеннях, часто не здатнi описати складну
специфiку i структуру реальних мереж, чи просто обмеженi застосуванням для
однiєї областi знань i виникає необхiднiсть розвивати новi моделi та пiдходи.
Саме тому все частiше застосувують мiждисциплiнарнi пiдходи та узагальненi
моделi для вивчення складних мереж i виявлення прихованих закономiрностей.

1A. Albert, A. L. Barabási, Rev. Mod. Phys. 74, 47 (2002); S. N. Dorogovtsev, J. F. F. Mendes,
Evolution of Networks: From Biological Networks to the Internet and WWW (Oxford University
Press, Oxford, 2003); Ю. Головач, О. Олємской, К. фон Фербер, Т. Головач, О. Мриглод, I.
Олємской, В. Пальчиков, Журн. фiз. досл., 10 (4) 247-289 (2006); A. Barrat, M. Barthelemy, A.
Vespignani, Dynamical Processes on Complex Networks (Cambridge University Press, 2008); M.
Newman, Networks: An Introduction (Oxford University Press, 2010).



2

Важливим, а часто – визначальним, елементом у мiждисциплiнарних пiдходах є
застосування методiв i концептуального апарату фiзики, зокрема, статистичної
фiзики i фiзики фазових переходiв2.

Розробка нових спiнових моделей для дослiдження колективної поведiнки
на складних мережах мотивована прагненням поглибити розумiння складних
систем i явищ впорядкування виходячи за межi традицiйних пiдходiв. Так, на-
приклад, нещодавно була запропонована модифiкацiя моделi Iзiнга [1, 2], яка
зберiгає її бiнарну природу, але послаблює обмеження щодо фiксованої довжи-
ни спiна на кожному вузлi. Основною метою цiєї моделi є дослiдження кри-
тичної поведiнки на рiзних типах графiв, що дозволяє аналiзувати колективнi
явища у складних мережах. Особливу увагу придiлено вивченню взаємодiї мiж
iндивiдуальними характеристиками спiнiв та глобальними топологiчними вла-
стивостями графа. Впровадження iндивiдуальної сили спiна в модель дозволяє
бiльш адекватно описати складну природу соцiальних мереж i водночас зна-
йти практичне застосування у маркетингу, полiтицi та теорiї iгор. Як приклад
мiждисциплiнарного застосування моделi можна розглядати нейронауку. Вiдо-
мо, що когнiтивнi процеси залежать вiд структурної зв’язностi мозку, а нейрон-
на взаємодiя визначається складною взаємозалежнiстю геометрiї та топологiї
мозкових мереж3.

Iнше узагальнення моделi статистичної фiзики – модель Поттса з “невиди-
мими” станами4 була розроблена для пояснення розбiжностей мiж теоретични-
ми прогнозами та експериментальними спостереженнями критичної поведiнки
систем зi спонтанно порушеною Z3-симетрiєю, де спостерiгаються фазовi пере-
ходи першого роду. Це суперечить стандартним передбаченням для 2D моделi
Поттса, яка для q ≤ 4 передбачає фазовi переходи другого роду. Модель з “неви-
димими” станами привернула значну увагу завдяки своїй здатностi регулювати
iнтенсивнiсть та рiд фазових переходiв шляхом змiни кiлькостi невидимих ста-
нiв, зберiгаючи такi глобальнi характеристики, як вимiрнiсть простору, дiапазон
взаємодiї та симетрiю. Гнучкiсть у регулюваннi балансу енергiї та ентропiї ро-
бить цю модель потужним iнструментом для вивчення критичних явищ у рiзних
за структурою складних системах (див. огляд для моделi [3]). Дослiдження цiєї
моделi на графах [4–6] є особливо важливим через їхню здатнiсть описувати
структури, характернi для багатьох природних i штучних систем, таких як со-
цiальнi, нейроннi або технологiчнi мережi. Рiзнi властивостi графiв, як-от їхня
топологiя, масштабованiсть або складнiсть зв’язкiв, безпосередньо впливають
на колективну поведiнку системи та її критичнi властивостi. Зокрема, викори-
стання графiв дозволяє моделювати взаємодiї мiж вузлами з рiзною мiцнiстю

2Yu. Holovatch, R. Kenna, S. Thurner, Eur. J. Phys. 38, 023002 (2017); S. N. Dorogovtsev, A.
V. Goltsev, Rev. Mod. Phys. 80, 1275 (2008).

3C. Lynn, D. Bassett, Nat. Rev. Phys. 1, 318–332 (2019); C. Seguin, M. van den Heuvel, A.
Zalesky, PNAS 115(24), 6297–6302 (2018).

4R. Tamura, S. Tanaka, N. Kawashima, Prog. Theor. Phys. 124(2), 381 (2010); S. Tanaka, R.
Tamura, N. Kawashima, J. Phys. Conf. Ser. 297, 012022 (2011); S. Tanaka, R. Tamura, Journal of
Physics: Conference Series, J. Phys. Conf. Ser. 320, 012025 (2011).
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зв’язкiв та враховувати нерiвномiрний розподiл станiв, що надає моделi унiвер-
сальностi для застосування в рiзних галузях – починаючи вiд фiзики до теорiї
iгор i когнiтивних наук.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН Укра-
їни, iз науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень.
Поданi в дисертацiї результати отриманi згiдно проектiв FP7 EU IRSES № IRSES
project №612669 Structure and Evolution of Complex Systems with Applications in
Physics and Life Sciences (STREVCOMS) (2015-2017), IRSES Project № 612707
“Dynamics of and in Complex Systems” (2014-2018); планiв робiт в рамках бюд-
жетних тем НАН України “Методи i моделi статистичної фiзики для опису вини-
кнення структур та пояснення скейлiнгу у складних системах” (2018-2022 рр.,
номер держреєстрацiї 0118U003012), а також у рамках тем “Багатомасштаб-
нiсть i структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i застосування”
(2012-2016 рр., номер держреєстрацiї 0112U003119), “Новi концепцiї статисти-
чного опису i їх застосування у теорiї багаточастинкових систем” (2017-2021
рр., номер держреєстрацiї 0117U002093), 2017-2018: Проєкт НФДУ №76/105-
2017 “Концепцiя складних мереж у задачах квантової фiзики та космологiї”
(0117U003869) (у спiвпрацi з Астрономiчною обсерваторiєю та кафедрою тео-
ретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка);
гранту вiд Польської АН-НАН України для короткострокового стажування у
Польщi (2018 р.), 2020-2021: Проєкт НФДУ №2020.01/0338 “Комп’ютерне моде-
лювання та теоретичнi пiдходи до опису поширення iнфекцiї COVID-19: роль
просторової неоднорiдностi населення, гетерогенностi мережi соцiальних конта-
ктiв та соцiальної реакцiї”; Проєкт НАНУ для молодих вчених №07/01-2022(4)
“Макромолекулярнi утворення як складнi системи: комп’ютерне моделювання
та аналiтичнi пiдходи” (2022-2023); Грант для короткострокового стажування
у Францiї PAUSE programme (2022-2023); Проєкт НФДУ 023.03/0099 “Крити-
чнiсть складних систем: фундаментальнi аспекти та застосування”.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiд-
ження колективної поведiнки багаточастинкових систем, що описуються топо-
логiєю складних мереж. Зокрема, з’ясування особливостей фазових переходiв у
магнетиках з нетривiальною архiтектурою, явища впорядкування у класичних
моделях статистичної фiзики та їх модифiкацiях на графах рiзної топологiї,
а також формування соцiальних мереж спiвавторства та семантичних мереж
понять.

Завдання роботи:
— дослiдження фазових переходiв для моделi Поттса з невидимими стана-

ми на повному графi та на безмастабнiй мережi;
— дослiдження впорядкування, побудова фазової дiаграми для моделi Iзiн-

га зi змiнною довжиною спiна на графах рiзної топологiї;
— пошук скейлiнгових функцiй моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна

на графах рiзної топологiї;



4

— пошук функцiонального представлення вiльної енергiї моделi Iзiнга з ви-
падковою довжиною спiна;

— дослiдження впливу структурного безладу на магнiтне впорядкування,
чисельнi симуляцiї для структурно-невпорядкованої 3D моделi Iзiнга зi
спiнами двох довжин;

— аналiз нулiв статистичної суми у площинi комплексних значень фiзичних
параметрiв для моделi Блюма-Капеля на повному графi;

— кiлькiсний аналiз мережi спiвавторства ЖФД;
— аналiз динамiки росту семантичної мережi на прикладi мережi понять

препринтiв ArXiv.
Предмет дослiдження становлять системи багатьох агентiв iз взаємодiєю

рiзної природи: структурно-невпорядкованi магнетики, мережi спiвавторства та
семантичнi мережi понять.

Об’єкт дослiдження складають класичнi та новi моделi статистичної фiзи-
ки (моделi Iзiнга та Блюма-Капеля, модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiна,
модель Поттса з невидимими станами) на складних мережах.

Методи дослiдження, використанi у роботi:
— аналiтичнi – наближення неоднорiдного середнього поля, формалiзм Лi-

Янга-Фiшера для нулiв статистичної суми у комплекснiй площинi, метод
теоретико-польової ренормалiзацiйної групи, асимптотичнi оцiнки iнтег-
ралiв зi степеневими та логарифмiчними розбiжностями;

— чисельнi – наближенi методи обчислення iнтегралiв, методи теорiї склад-
них мереж, мiнiмiзацiйний метод simulated annealing для пошуку гло-
бального мiнiмуму функцiї багатьох змiнних;

— Монте-Карло симуляцiї граткових спiнових систем для пошуку ефектив-
них критичних показникiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Для моделi Поттса з неви-
димими станами виявлено особливий тип критичної поведiнки, що характери-
зується двома граничними значеннями числа невидимих станiв, якi вiддiляють
рiзнi типи впорядкувань. Вперше розглянуто модель на повному графi та на
безмасштабнiй мережi у рiзних дiапазонах параметрiв. Показано, що додавання
невидимих станiв змiнює неперервний перехiд у моделi перколяцiї зв’язкiв на
фазовий перехiд першого роду [4–6].

Запропоновано нову спiнову модель – модель Iзiнга зi змiнною довжиною
(силою) спiна [1,2] що, зберiгаючи симетрiю спiнiв, враховує також можливiсть
рiзної величини елементарного магнiтного моменту. Показано, що впроваджен-
ня спiнiв змiнної довжини значно розширює фазову дiаграму та зумовлює появу
нових класiв унiверсальностi (для провiдних значень критичних показникiв та
показникiв логарифмiчних поправок) у випадку, коли така модель розглядає-
ться на складних мережах (повному графi, графi Ердоша-Ренi та безмасштабнiй
мережi).

Запропоновано нову модель структурно-невпорядкованого магнетика, що на-
лежить до класу унiверсальностi моделi Iзiнга з розведеними вузлами. А саме,
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модель Iзiнга зi спiнами зi змiнною довжиною, коли структурний безлад зумов-
люється введенням не домiшки (немагнiтної компоненти), але iншого магнетика
iз вiдмiнним значенням елементарного магнiтного моменту. Вперше здiйснено
опис i проаналiзовано ефективну критичну поведiнку моделi Iзiнга зi змiнною
довжиною спiна на тривимiрнiй регулярнiй гратцi використовуючи теорiю ре-
нормгрупи [7]. Виконано Монте-Карло симуляцiї [8] для дослiдження ефектив-
ної та асимптотичної критичної поведiнки моделi з двома довжинами спiнiв, що
пiдтверджують теоретичнi результати.

Формалiзм Лi-Янга-Фiшера вперше застосовано для аналiзу фазових перехо-
дiв в моделi Блюма-Капеля на повному графi. Знайдено асимптотики координат
нулiв в околi критичної та трикритичної точки для наближеного предсталення
статистичної суми [9] в площинi комплексної температури (нулi Фiшера), комп-
лексного кристалiчного поля (нулi кристалiчного поля) та комплексного магнiт-
ного поля (нулi Лi-Янга).

При аналiзi мереж понять препринтiв arXiv було показано [10, 11], що ши-
роко використовуванi мережевi моделi – Ердоша-Ренi та Барабашi-Альберта –
не можуть згенерувати мережу з бажаними властивостями, як у реальної си-
стеми. Було запропоновано просту генеративну модель, де зростання мережi
понять вiдбувається не тiльки за рахунок додавання нових вузлiв i приєднання
їх до вже iснуючих у графi, а й за рахунок появи нових зв’язкiв мiж ранiше
iснуючими вузлами. Показано, що для отримання задовiльних результатiв у
моделюваннi таких явищ необхiдно враховувати два механiзми: i) зростання за
блоками та ii) переважний вибiр понять.

Практичне значення одержаних результатiв. Модель Поттса з неви-
димими станами була запропонована для пояснення розбiжностей мiж теорiєю
та експериментами в 2D-магнетиках iз Z3-симетрiєю, таких як Bi3Mn4O12(NO3).
Модель дозволяє налаштовувати iнтенсивнiсть та рiд фазового переходу, зберi-
гаючи вимiрнiсть i симетрiю. Було показано, що невидимi стани перетворюють
перехiд у моделi перколяцiї зв’язкiв на фазовий перехiд першого роду. Концеп-
цiя невидимих станiв має застосування в теорiї iгор (“нейтральнi стратегiї”) i
оптимiзацiї (“невидимi флуктуацiї”).

Узагальнена модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiнiв дозволяє краще зрозу-
мiти критичну поведiнку у складних системах та мережах, враховуючи як iнди-
вiдуальнi властивостi (сила спiна), так i глобальну топологiю (структуру ме-
режi). Модель може бути застосована для аналiзу задач соцiальної динамiки,
таких як формування думок та маркетинговi стратегiї завдяки здатностi мо-
делювати складнi взаємодiї. У нейронауцi спiновi моделi допомагають вивчати
нейроннi мережi в мозку, де змiнна сила вузлiв вiдображає рiзницю у функцiо-
нуваннi та взаємодiї нейронiв. Аналiз унiверсальних характеристик (критичних
показникiв, скейлiнгових функцiй i вiдношень критичних амплiтуд) дозволяє
передбачати поведiнку систем поблизу критичних точок, що сприяє розробцi й
оптимiзацiї магнiтних матерiалiв, макромолекулярних структур та iнших скла-
дних систем.



6

Застосований новий пiдхiд до проблеми впливу структурного безладу на маг-
нiтнi фазовi переходи дозволяє розширити коло можливих матерiалiв з власти-
востями структурно-неоднорiдних магнетикiв. Традицiйнi дослiдження безладу
в 3D моделi Iзiнга зазвичай зосереджуються на замороженому безладi з немаг-
нiтними домiшками у вузлах гратки. Запропонована модифiкацiя моделi Iзiнга
зi змiнними довжинами спiнiв моделює безлад для сумiшi двох iзiнгоподiбних
магнетикiв (сумiшi зi спiнами двох рiзних довжин). Такий пiдхiд дозволяє до-
слiдити вплив структурного безладу без врахування немагнiтної компоненти.
Також у перспективi планується дослiджувати бiльш складнi метерiали для рi-
зної кiлькостi магнiтних компонент, їх концентрацiй та законiв розподiлу.

Результати з отриманого аналiзу мережi спiвавторства мiж мiстами України
на базi “Журналу Фiзичних Дослiджень”(ЖФД), дозволяють редакцiйнiй коле-
гiї оцiнювати динамiку спiвпрацi з авторами та виявляти тенденцiї у публiкацiй-
нiй активностi, розробити стратегiї залучення нових авторiв, а також пiдтримки
зв’язкiв iз тими, хто ранiше спiвпрацював iз журналом.

Структуру семантичних мереж (систем знань, понять) можна моделювати
рiзними способами, використовуючи одномодовi проєкцiї вiдповiдних багато-
сортних графiв. Семантичний простiр рiзних галузей можна представити у ви-
глядi складної мережi тематично пов’язаних мiток (де вузлами можуть бути як
статтi, так i поняття). Важливим завданням є аналiз структури семантичних
мереж у науцi та моделювання процесiв їх еволюцiї. Iз проаналiзованої мережi
понять препринтiв на платформi arXiv, було встановлено, що спостережува-
на мережа є щiльною та має складнi характеристики, якi неможливо пояснити
простими генеративними моделями, типу випадкового графу Ердоша–Ренi або
моделi Барабашi–Альберта. Тому була запропонована модель, яка вiдтворює
основнi емпiрично спостережуванi особливостi, дозволяє згенерувати мережу з
властивостями, якiсно подiбними до властивостей мережi емпiричних понять,
тобто, краще дозволяє моделювати процеси i структуру емпiричних семанти-
чних систем.

Особистий внесок здобувача. Серед публiкацiй [1–7,10–14] 1 стаття по-
дана i 1 прийнята до опублiкування [8,9] (обидвi опублiкованi як препринти), 1
стаття [14] виконана дисертанткою одноосiбно. У 13 роботах, виконаних спiльно
зi спiвавторами [1–13], здобувачцi належить:

— отримання аналiтичних виразiв для статистичної суми та вiльної енергiї
моделi Поттса з невидимими станами на повному графi [4];

— аналiз мережi спiвавторства ЖФД в Українi [12];
— результати роздiлу: Унiверсальнiсть, нулi статистичної суми й поруше-

ння теореми Лi–Янга для моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi [13];
— отримання аналiтичних виразiв статистичної суми та вiльної енергiї мо-

делi Поттса з невидимими станами на безмасштабнiй мережi [5, 6];
— аналiтичнi розрахунки фазової дiаграми моделi Iзiнга зi змiнною довжи-

ною спiна [1, 2];
— обговорення особливостей мережi наукових понять на базi препринтiв
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ArXiv. Вiдбiр загальних i специфiчних понять [10,11];
— написання роздiлiв 1, 2 та 4 у статтi [3];
— отримання функцiонального представлення вiльної енергiї структурно-

невпорядкованого магнетика. Аналiз асимптотичної та ефективної кри-
тичної поведiнки замороженої (quenched) сумiшi двох магнетикiв [7];

— вибiр моделi для комп’ютерної симуляцiї феромагнiтного впорядкуван-
ня у випадковiй сумiшi двох магнетикiв. Тестовi симуляцiї структурно-
впорядкованої 3D моделi Iзiнга [8];

— отримання аналiтичних виразiв для точного та розкладеного представ-
лення статистичної суми моделi Блюма-Капеля на повному графi. Аналiз
нулiв для наближеного представлення статистичної суми у комплекснiй
площинi [9].

Здобувачка брала безпосередню участь в обговореннi усiх результатiв, опуб-
лiкованих у спiльних дослiдженнях.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiйної
роботи доповiдались i обговорювались на таких наукових зустрiчах: MECO41:
42-nd International Conference of the Middle European Cooperation in Statistical
Physics (Lyon, France, 2017); Рiздв’янi дискусiї на кафедрi теоретичної фiзики
Львiвського нацiонального унiверситету iм. I. Франка (2018, 2019); MECO43:
43-rd International Conference of the Middle European Cooperation in Statistical
Physics (Kraków, Poland, 2018); International 11th Workshop on Current Problems
in Physics (Lviv, Ukraine, 2018); IX Scientific Conference “Selected issues of astro-
nomy and astrophysics” (Lviv, Ukraine, 2018); 5-th Conference on Statistical Physi-
cs: Modern Trends & Applications (Lviv, Ukraine, 2019); MECO45: 45-th Internati-
onal Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics (Hungary,
online, 2020); MECO46: 46-th International Conference of the Middle European
Cooperation in Statistical Physics (Latvia, online, 2021); 13th Workshop on Current
Problems in Physics (Lviv, 2021); Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс мо-
лодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, IФКС
НАН України, Львiв (2018, 2021,2023); MECO47: 47-th International Conference
of the Middle European Cooperation in Statistical Physics ( Sicily, Italy, 2022);
Statistical Physics and Low-Dimensional Systems (Abbaye des Prémontrés - Pont-
à-Mousson, France, 2022); PG Meetings 2023 (Dresden, Germany, 2023); MECO48:
48th Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics ( Stará
Lesná, Slovakia, 2023); igmaPhi2023 Conference (Chania-Crete, Greece, 2023); Bogo-
lyubov Kyiv Conference “Problems of Theoretical and Mathematical Physics” (Kyiv,
Ukraine, 2024); а також на семiнарах Групи статистичної фiзики Унiверситету
Естремадури (Бадахос, Iспанiя), Групи статистичної фiзики Унiверситету Ло-
тарингiї (Нансi, Францiя), Вiддiлу конденсованої речовини Iнституту низьких
температур та дослiджень структури (Вроцлав, Польща), Iнституту теорети-
чної бiологiї, Унiверситету Гумбольдта в Берлiнi (Берлiн, Нiмеччина), семiна-
рах Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України (Львiв) та семiнарах
“Статистична фiзика складних систем” IФКС НАН України.



8

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 12 статтей (iз ураху-
ванням квартилiв журналiв: Q2 - 7, Q4 - 5) в наукових журналах, внесених до
перелiку наукових видань, що iндексуються наукометричними базами [1–7, 10–
14], 1 стаття прийнята до друку [8], 1 стаття подана до друку [9] та опублiкована
як препринт, 24 тез конференцiй [15–38].

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, роз-
дiлу з оглядом лiтературних джерел, що стосуються тематики дисертацiї, шести
роздiлiв основної частини, у яких викладенi результати дослiджень здобувача,
загальних висновкiв, списку використаних джерел та двох додаткiв. Робота ви-
кладена на 221 сторiнцi (повний обсяг разом з лiтературою та додатками – 255
сторiнок), бiблiографiчний список мiстить 313 найменування публiкацiй у нау-
кових виданнях.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обнрунтовано актуальнiсть теми, сформульовано мету i завдання
дисертацiї, висвiтлено наукову новизну i практичне значення отриманих резуль-
татiв. Також окреслено особистий внесок здобувача та наведено iнформацiю
щодо апробацiї роботи.

У першому роздiлi здiйснено огляд робiт та результатiв з теорiї та емпiрич-
ного аналiзу складних мереж. Також наведено короткий опис методiв дослiд-
ження та характеристик вибраних спiнових моделей на мережах, якi дослiджу-
ються у дисертацiї.

У другому роздiлi представлено результати дослiдження критичної пове-
дiнки магнетикiв складної структури при наявностi безладу та конкуренцiї ен-
тропiї i енергiї на прикладi q-станової моделi Поттса з r невидимими станами
на графах рiзної топологiї: на повному графi, графi Ердоша-Ренi та вiдпале-
нiй безмасштабнiй мережi. Особливу увагу придiлено аналiтичному формулю-
ванню моделi та огляду теоретичних засад її аналiзу. Використовуючи метод
неоднорiдного середнього поля розглянуто критичну поведiнку моделi для рi-
зних дiапазонiв параметрiв, що дозволяє виявити її особливостi при рiзних умо-
вах. Гамiльтонiан моделi Поттса з невидимими станами (invisible state Potts
model, ISPM) на мережi можна записати як [4]:

−H(q, r) =
∑

i,j

Jij

q
∑

α=1

δSi,αδα,Sj
+ h

N
∑

i=1

δSi,1. (1)

де Si = (1, ..., q, q + 1, ..., q + r) – поттсiвська змiнна, q та r кiлькiсть “видимих”
та “невидимих” станiв вiдповiдно, δα,Si

– дельта-символ Кронекера, h – зовнi-
шнє магнiтне поле, що спрямоване вздовж першого видимомого стану. Взаємо-
дiя Jij задається у формi матрицi сумiжностi, що визначає структуру мережi.
Перша сума в (1) береться за всiма рiзними парами взаємодiючих частинок, а
для другої суми потрiбно, щоб обидва взаємодiючi спiни перебували в одному
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i тому ж станi серед станiв пiдмножини Si ∈ (1, . . . , q). Це i є пiдставою нази-
вати такi стани “видимими”. Як можна побачити з гамiльтонiана (1), головна
i єдина вiдмiннiсть вiд звичайної моделi Поттса5 полягає в тому, що коли спiн
знаходиться в одному з q + 1, . . . , q + r “невидимих” станiв, вiн не взаємодiє зi
своїми сусiдами, i, як наслiдок, не вносить вклад в енергiю взаємодiї. Однак
присутнiсть “невидимих” станiв збiльшує кiлькiсть можливих спiнових конфi-
гурацiй i, отже, вони роблять внесок в ентропiю. Очевидно, що змiни параметра
r, якi керують кiлькiстю невидимих станiв i, таким чином, призводять до змiн
ентропiї, зрештою викликають нову незвичну поведiнку моделi. Слiд зазначи-
ти, що кiлькiсть основних станiв ISPM така ж, як i стандартної феромагнiтної
q-станової моделi Поттса. Таким чином, ISPM демонструє фазовий перехiд iз
q-кратним порушенням симетрiї.

Для дослiдження критичної поведiнки використовується метод середнього
поля (MFA) вводячи локальнi змiннi (термодинамiчнi середнi), як було запро-
поновано для стандартної моделi Поттса на мережi6:

⟨δSi,α⟩ =







µ , α = 1,
ν1 , α = 2, . . . , q,
ν2 , α = q + 1, . . . , r .

(2)

Тут усереднення виконується для гамiльтонiана (1) у термодинамiчнiй границi:

⟨. . . ⟩ = 1

Z Sp (. . . )e−βH, iз Z = Sp e−βH, (3)

де β – обернена температура, а шпур береться за всiма можливими конфiгурацi-
ями спiнiв. Ця асимптотична поведiнка разом iз очевидною умовою нормування
µ+ (q − 1)ν1 + rν2 = 1 дозволяє означити наступнi параметри порядку:

m1 = µ− ν1,

m2 = µ− ν2. (4)

Параметри порядку m1 i m2 мають стандартну температурну асимптотику,
оскiльки рiвнi нулю для β → 0 i одиницi при β → ∞.

Щоб отримати гамiльтонiан в наближеннi середнього поля, слiд представити
кожен дельта-символ Кронекера у Рiв. (1) як суму його середнього значення (2)
та вiдхилення вiд цього середнього. Нехтуючи членами, що мiстять добуток
двох таких вiдхилень, отримується:

H = −k

2

∑

i

[µ(2δ1,Si
− µ) +

q
∑

α=2

(2δα,Si
− ν1)ν1]− h

∑

i

δSi,1, (5)

5Wu F. Y. The Potts model, Rev. Mod. Phys. 1982. Vol. 54. P. 235–268.
6Див., наприклад, M. Krasnytska, B. Berche, Y. Holovatch, Condens. Matter Phys. 16, 23602

(2013).
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де k — кiлькiсть найближчих сусiдiв (ступiнь вузла). Для статистичної суми (3)
можна записати:

Z = e−Nβk(µ2+(q−1)ν2
1 )/2

∏

i

[eβ(h+kµ) + (q − 1)eβkν1 + r].

Розглядаючи вiльну енергiю в розрахунку на одну частинку в термодинамiч-
нiй границi (N → ∞), для вiльної енергiї було отримано [5]:

f(m1,m2) =
k̄

(q + r)2

(

(rm2 + 1 + (q − 1)m1)
2 + (q − 1)(rm2 + 1−

(r + 1)m1)
2
)

− 1

β

∫ ∞

2

dkP (k) ln
(

eβ(h+
k

q+r
(m1(q−1)+1+rm2)) +

(q − 1)e
βk
q+r

(m2r+1−(r+1)m1) + r
)

, (6)

де k̄ середнiй ступiнь вузла, P (k) — розподiл ступенiв вузла. Для безмасштабної
мережi P (k) задається як:

P (k) = cλk
−λ, kmin ≤ k ≤ kmax , (λ > 2). (7)

Отриманий вираз для вiльної енергiї залежить вiд двох глобальних пара-
метрiв порядку m1 i m2, якi описують стан системи, та параметрiв моделi, таких
як кiлькiсть станiв q i r, обернена температура β i показник загасання функцiї
розподiлу за ступенем вузлiв λ з Рiв. (7), що описує топологiю системи.

(a) (b)

Рис. 1: Залежнiсть параметра порядку вiд приведеної температури τ = T/Tc: (a) λ < λc(q)
з q = 3, λ = 3.5, (b) λ > λc(q) з q = 3, λ = 3.8. В обох цих випадках поступове
збiльшення кiлькостi невидимих станiв спричиняє виникнення фазового переходу
першого роду мiж двома частково впорядкованими станами, тодi як вихiдний фазо-
вий перехiд залишається при Tc. Коли кiлькiсть невидимих станiв достатньо велика
(r > rc2), залишається лише один перехiд першого роду.

Для стандартної моделi Поттса на безмасштабнiй мережi iснує двi рiзнi
областi залежно вiд значення λ: при λ < λc(q) спостерiгається фазовий пе-
рехiд другого роду, а при λ > λc(q) – першого роду. Саме тому було розгляну-
то як додавання невидимих станiв впливає на критичну поведiнку в обох цих
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Рис. 2: Фазова дiаграма q = 3-станової моделi Поттса з невидимими станами на безмас-
штабнiй мережi. Для λ < λc(q = 3) при великiй кiлькостi невидимих станiв r > rc2
(помаранчева область) вiдбувається фазовий перехiд першого роду; якщо кiлькiсть
невидимих станiв невелика (r < rc1), система описується поведiнкою фазового пе-
реходу другого роду (блакитна область); мiж ними — бiла область — як фазовi пе-
реходи першого, так i другого роду вiдбуваються при рiзних температурах. Однак,
для λ > λc(q = 3) критична поведiнка iще iнша: вiдбуваються два фазовs переходи
першого роду (зелена та темно-жовта областi). В областi λ > λu жодна кiлькiсть
невидимих станiв не може вплинути на критичну поведiнку, вiдбувається єдиний
перехiд першого роду (свiтло-жовтий).

випадках. На Рис. 1 показана залежнiсть параметра порядку m1 вiд приведе-
ної температури τ = T/Tc для q = 3, r = 0, 5, 15, 25, 100 i двох значень λ, що
представляє областi з рiзною критичною поведiнкою: (a)λ = 3.5 < λc(q = 3) i
(b)λ = 3.8 > λc(q = 3). Показано, що мала кiлькiсть невидимих станiв не змiнює
порядок фазового переходу, а велика кiлькiсть невидимих станiв призводить до
iснування лише фазового переходу першого роду. Однак у промiжнiй областi
ситуацiя iнша. Показано, що збiльшення невидимих станiв r у спiновiй системi
з фазовим переходом другого роду запускає фазовий перехiд першого роду при
нижчiй температурi. У попереднiх роботах передбачалося, що невидимi стани
не впливають на iснуючий фазовий перехiд першого роду. Пiсля чисельного
аналiзу вiльної енергiї моделi Поттса з невидимими станами на безмасштабнiй
мережi можна зробити висновок, що q, r i λ вiдiграють роль глобальних пара-
метрiв, якi впливають на критичну поведiнку системи. Було дослiджено вплив
змiни параметрiв у рiзних областях q, r, λ i пiдсумовано її на фазових дiагра-
мах. Залежно вiд q i λ критична поведiнка змiнюється (див., наприклад, Рис.2
для q = 3).

У третьому роздiлi розглядається запропонована в роботах, що увiйшли
до дисертацiї, модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiна, яка є узагальненням
класичної моделi Iзiнга. Роздiл починається з аналiзу мотивацiї та теоретичних
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засад моделi, якi визначають її значення для розумiння критичних явищ. Да-
лi подається формулювання моделi та її реалiзацiя на графах рiзної топологiї.
Основну увагу придiлено аналiзу термодинамiчних функцiй та побудовi фазо-
вої дiаграми. Отриманi результати сприяють розширенню розумiння фiзичних
процесiв у дискретних системах зi змiнною природою взаємодiй, вiдкриваючи
перспективи для подальшого дослiдження складних мережевих структур.

2|| S

4|| S

3|| S

3|| S

3|| S

1|| S

2|| S

4|| S

4k 3k

3k

4k

4k

1k

1k

1k

Рис. 3: Модель Iзiнга зi змiнною довжиною (iнтен-
сивнiстю) спiна, як модель для опису соцi-
альних явищ. Кожен iндивiд представлений
у виглядi вузла складної мережi iз заданим
ступенем ki (тобто, кiлькiсть осiб з якою вiн
поєднаний через соцiальнi зв’язки) i має си-
лу (iнтенсивнiсть) Si. Для такої соцiальної
мережi можна розглядати задачу поширен-
ня позитивних (спiни вгору) чи негативних
(спiни вниз) емоцiй.

Особлива риса, яка зробила
модель Iзiнга такою популярною
для опису колективної поведiнки
в безлiчi системах – бiнарнiсть.
Нещодавно у роботах [1, 2] було
запропоновано iнше узагальнен-
ня моделi Iзiнга, яке вирiшує такi
задачi, зберiгаючи бiнарнiсть мо-
делi Iзiнга, але пом’якшуючи умо-
ву фiксованої довжини спiна на
кожному вузлi. Нова модель збе-
рiгає бiнарний характер спiнових
змiнних, але допускає, що вони
змiнюють своє абсолютне значен-
ня неперервним i випадковим чи-
ном. Щоб досягти цього, ми на-
даємо спiнам довжину (iнтенсив-
нiсть), яка може змiнюватися че-
рез випадкову величину S iз зада-
ною функцiєю розподiлу ймовiр-
ностей q(S). Показовий приклад
наведено на Рис. 3. Нижче розгля-
дається випадок, коли ця функцiя
розподiлу характеризується степенево-згасним законом:

q(S) = cµS−µ, Smin ≤ S ≤ Smax, (8)

з константою нормування cµ i µ > 2 для забезпечення скiнченностi середнього
значення спiна ⟨S⟩ при Smax → ∞.

Розглядаючи критичну поведiнку спiнової системи на складнiй мережi, осо-
бливу увагу придiлено безмасштабним мережам, якi характеризуються степе-
нево-cпадним законом розподiлу ступенiв вузла (7). За наявностi однорiдного
поля H гамiльтонiан моделi зi змiнною довжиною запишеться:

H = −
∑

i<j

Jijσiσj −H
∑

i

σi , σi = ±Si. (9)

Для стандартної версiї спiн σi приймає значення ±1, i = 1 . . . N , а Jij – матриця
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сумiжностi з елементами один та нуль:

Jij =

{

1, pij ,
0, 1− pij ,

(10)

де pij — ймовiрнiсть зв’язку будь-якої пари вузлiв i та j. У роздiлi було роз-
глянуто три типи графiв для пошуку точних розв’язкiв: повний граф, граф
Ердоша-Ренi та безмасштабну мережу. Як i в моделi Вейса, у випадку повного
графа кожна пара вузлiв {i, j} пов’язана, тобто, pij = 1. У у другому випадку
iмовiрнiсть зв’язку також є однакова для кожної пари p = pi,j = c < 1, але не
кожна пара пов’язана. Для третього випадку, вiдпаленої (annealed) безмасшта-
бної мережi, розподiл ступеня вузла регулюється степенево-спадним законом
(7), а iмовiрнiсть зв’язку мiж вузлами задається як7:

pij =
kikj

Nk
+O(1/N2) , k =

1

N

∑

l

kl. (11)

Виконуючи термодинамiчне усереднення конфiгурацiйно-залежну статисти-
чну суму можна записати як:

Z({k}, {S}) =
∏

i<j

cijSpσ

(

e
∑

i<j dijσiσj+βH
∑

i Siσi

)

, (12)

cij =
√

a2ij − b2ij , dij = ln
aij + bij
aij − bij

. (13)

Тут шпур береться за усiма спiнами i σi = ±1, що вiдповiдає значенню спiна
σiSi. Коефiцiєнти (13) неявно залежать вiд pij i Si через спiввiдношення

aij = 1− pij + pij cosh(βJSiSj), bij = pij sinh(βJSiSj). (14)

Пiдставляючи вiдповiднi pij для означення кожного графа та усереднюючи за
спiнами було отримано фiнальнi вирази для статистичної суми iз яких легко
записати i вирази для вiльної енергiї. Так, наприклад, для повного графа
pij = 1, звiдки cij = 1, dij = 2βSiSj , i пiсля усереднення за спiнами отримуємо8:

Z({S}) =
∫ +∞

0

e
−x2T

2

[

e
I+
µ ( x√

N
)
+ e

I−
µ ( x√

N
)
]

dx , (15)

використавши (8) з Smax → ∞ i зберiгаючи лише провiдний доданок для малого
значення магнiтного поля отримуємо:

I±µ (ε) = N
[

cµε
µ−1Iµ(ε)±

S2

T
εH

]

, (16)

7S. H. Lee, M. Ha, H. Jeong, J. D. Noh, H. Park, Phys. Rev. E 80, 051127 (2009).
8У (15) i в усiх вiдповiдних iнтегральних представлення нижче, нехтується нерелевантними

множниками.
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з

Iµ(ε) =

∫ ∞

ε

dz
1

zµ
ln cosh z, ε =

x√
N

. (17)

З асимптотичної поведiнки iнтегралу (17) статистична сума (15) оцiнюється
в термодинамiчнiй границi N → ∞. Для вiльної енергiї на один спiн отримуємо:

f

N
∼























m2 +mµ−1 −mH, 2 < µ < 3 ,
m2 +m2 ln 1

m −mH, µ = 3 ,
τm2 +mµ−1 −mH, 3 < µ < 5 ,
τm2 +m4 ln 1

m −mH, µ = 5 ,
τm2 +m4 −mH, µ > 5 .

(18)

Тут m — параметр порядку, а τ = |T−Tc|
Tc

— приведена температура, де Tc позна-
чає критичну температуру. Форма вiльної енергiї (18) аналогiчна тiй, що описує
критичну поведiнку стандартної моделi Iзiнга (де σi = ±1) на вiдпаленiй без-
масштабнiй мережi з показником загасання λ (див. Рис. 4а). У нашому випадку
параметр µ вiдiграє подiбну роль (див. Рис. 4c). Основнi результати можна пiд-
сумувати наступним чином: при µ ≤ 3 система залишається впорядкованою при
будь-якiй скiнченнiй температурi; при µ > 3 спостерiгається фазовий перехiд
другого роду; у промiжному дiапазонi 3 < µ < 5 критичнi показники залежать
вiд µ; для µ > 5 поведiнка системи описується критичними показниками се-
реднього поля; у випадку µ = 5 спостерiгаються логарифмiчнi поправки, якi
визначаютьсяся класичними критичними показниками та задовiльняють стан-
дартнi скейлiнговi спiввiдношення.

У випадку графа Ердоша-Ренi можна замiнити pij = c у (13). Це забезпе-
чує подiбний вираз для статистичної суми (12), як i в випадку повного графа (з
точнiстю до перенормованої взаємодiї). Тому критична поведiнка обох моделей
по сутi, еквiвалентна (див. схематичну фазову дiаграму на Рис. 4c).

Для вiдпаленої безсмасштабної мережi з iмовiрнiстю pij , заданої вира-
зом (11), у термодинамiчнiй границi N → ∞ (тобто, з малим pij), застосованим
до (13) випливає, що dij ∼ pijβJSiSj . Перетворення Стратоновича-Габбарда
забезпечує усереднення за спiнами в (12) i статистична сума має унарну зале-
жнiсть вiд випадкових величин f(kiSi). Це зручно для переходу вiд пiдсумо-
вування по вузлах i до пiдсумовування за випадковими змiнними ki, Si. Було
розглянуто провiднi асимптотики для вiльної енергiї у рiзних дiапазонах λ− µ.
Проаналiзовано критичну поведiнку i пiдсумовано на фазовiй дiаграмi (див.
Рис. 4b). Там наведено рiзнi областi в площинi λ − µ, якi характеризуються
рiзною критичною поведiнкою. Остання регулюється розподiлом iз “жирнiшим”
хвостом (менше значення з пари λ, µ). Можна порiвнювати цю дiаграму з дi-
аграмами на Рис. 4 a, c. Дiйсно, коли один iз показникiв на Рис. 4b бiльший
нiж п’ять (дуже швидке спадання одного з розподiлiв (8) або (7)), отримана
дiаграма бiльше не залежить вiд цього показника. Таким чином можна гово-
рити про виродженiсть критичної поведiнки (Рис. 4b) до одного з вiдповiдних
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Рис. 4: (b) Фазова дiаграма узагальненої моделi Iзiнга зi степенево-згасним законом розпо-
дiлу довжини спiна на безмасштабнiй мережi порiвнюється з (a) моделлю Iзiнга на
безмасштабнiй мережi i (c) узагальненою моделлю Iзiнга зi степенево-згасним зако-
ном розподiлу довжини спiна на повному графi. Асимптотику параметра порядку
в рiзних дiапазоних µ, λ показано явно.

аналогiв (Рис. 4a або c). На лiнiях дiаграми Рис. 4b виникають новi цiкавi яви-
ща, якi роздiляють областi з рiзними асимптотиками для параметра порядку.
Зазвичай, змiни в степеневих асимптотиках для термодинамiчних спостережу-
ваних супроводжуються появою логарифмiчних поправок до скейлiнгу (див.9 i
посилання там). Для d-вимiрних ґраток такi поправки з’являються при верхнiй
критичнiй вимiрностi, а для безмасштабних мереж вони, як вiдомо, супрово-
джують провiдну асимптотику при λ = 5. У нашому аналiзi спостереження
велося за лiнiями в площинi λ − µ, де виникають такi поправки. Крiм того,
спостерiгаються новi закони скейлiнгу на перетинi цих лiнiй.

В дiлянцi, де спостерiгаються логарифмiчнi поправки до скейлiнгу, асимпто-
тику для будь-якої термодинамiчної функцiї можна означити в узагальненому
виглядi:

A ∼ τΘ| ln τ |Θ̂ , H = 0 . A ∼ HΘc | lnH|Θ̂c , τ = 0 , (19)

де A – одна з термодинамiчних функцiй, Θ – критичний показник, Θ̂ – показник
логарифмiчної поправки. Подiбно до випадку безмасштабних мереж, логари-

9R. Kenna, Universal Scaling Relations for Logarithmic-Correction Exponents, in “Order, Di-
sorder and Criticality”, Ed. by Yu. Holovatch, Vol. 3 (World Scientific, 2012), pp. 1–46.
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фмiчнi поправки для скейлiнгу появляються при λ = 5, µ > 5 i µ = 5, λ > 5, а
також уздовж лiнiй 5 i 6 на Рис. 4b. Значення показникiв логарифмiчних по-
правок збiгаються зi значеннями для звичайної моделi Iзiнга на безмасштабнiй
мережi10. Щоправда, у моделi, що розглядається, виникають два новi класи ло-
гарифмiчних поправок: в областi 3 < (λ = µ) < 5 (лiнiя 4 на Рис. 4b), а також
при λ = µ = 5 (точка B). Для λ = µ = 5 усi показники логарифмiчних попра-
вок вдвiчi бiльшi порiвняно з аналогiчними для моделi Iзiнга на безмасштабнiй
мережi при λ = 5 (див. детальнiше Табл. 1). В областi 3 < (λ = µ) < 5 усi
показники поправок залежать вiд λ. Усi показники логарифмiчних поправок
задовiльняють скейлiнговi спiввiдношення для логарифмiчних поправок11.

Таблиця 1: Показники логарифмiчних поправок для узагальненої моделi Iзiнга зi степене-
вим законом розподiлу за довжинами спiнiв на вiдпаленiй безмасштабнiй мере-
жi в рiзних дiапазонах параметрiв. Показники степеня для лiнiй 5-6 збiгаються
зi знайденими ранiше. Однак є два набори нових показникiв, якi керують лога-
рифмiчними поправками – Лiнiя 4 i в точка B.

α̂ α̂c γ̂ γ̂c β̂ δ̂ ω̂ ω̂c

Лiнiя 4 (µ = λ) − 3
λ−2 − 3

λ−2 0 − λ−3
2(λ−2) − 1

λ−3 − 1
λ−2 −λ−4

λ−3 −2λ−4
λ−2

Точка B −2 −2 0 −2/3 −1 −2/3 −1 −4/3
Лiнiї 5-6 −1 −1 0 −1/3 −1/2 −1/3 −1/2 −2/3

Скейлiнговi функцiї та вiдношення для критичних амплiтуд моделi Iзiнга зi
змiнною довжиною на графах рiзної топологiї проаналiзовано у четвертому
роздiлi. Щоб розпочати аналiз скейлiнгових функцiй, слiд звернутися до гiпо-
тези скейлiнгу для вiльної енергiї Гельмгольца F (τ,m), яка стверджує, що цей
термодинамiчний потенцiал є узагальненою однорiдною функцiєю12. Отже, ви-
користовуючи змiнну масштабування x, функцiю двох змiнних F (τ,m) можна
записати як деяку функцiю вiд f(x):

F (τ,m) ≈ τ2−αf±(x), (20)

де
x = m/τβ (21)

є скейлiнгова змiнна, f±(x) – скейлiнгова функцiя, знаки + та − вiдповiдають
T > Tc та T < Tc, вiдповiдно. Усi iншi термодинамiчнi потенцiали також є
узагальненими однорiдними функцiями.

10M. Leone, A. Vázquez, A. Vespignani, R. Zecchina, Eur. Phys. J. B 28, 191 (2002); A. Goltsev,
S. Dorogovtsev, J. Mendes, Phys. Rev. E 67, 026123 (2003); V. Palchykov, C. von Ferber, R. Folk,
Y. Holovatch, Phys. Rev. E 80, 011108 (2009).

11R. Kenna, D. Johnston, W. Janke, Phys. Rev. Lett. 96, 115701 (2006); R. Kenna, D. Johnston,
W. Janke, Phys. Rev. Lett. 97, 155702 (2006); R. Kenna, D. Johnston, W. Janke, Phys. Rev. Lett.
97, 169901E (2006).

12A. Hankey, H. E. Stanley, Phys. Rev. B 6, 3515–3542 (1972).
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В областi фазового переходу другого роду поблизу критичної точки T =
Tc, H = 0 спостерiгається степенева асимптотика для термодинамiчних хара-
ктеристик13. Для параметра порядку m, iзотермiчної сприйнятливостi χT , пи-
томої теплоємностi ch i магнетокалоричного коефiцiєнта mT наступнi функцiї
вiд τ = |T − Tc|/Tc (H = 0) можна записати через критичнi амплiтуди та кри-
тичнi показники:

m = B−τ
β , χT = Γ±τ

−γ , cH =
A±
α

τ−α, mT = B±
T τ−ω. (22)

В критичнiй точцi T = Tc (тобто при τ = 0) справедливi наступнi асимптотики:

m = D−1/δ
c H1/δ, χ = ΓcH

−γc , cH =
Ac

αc
H−αc , mT = Bc

TH
−ωc . (23)

На вiдмiну вiд критичних показникiв, критичнi амплiтуди є неунiверсальни-
ми, але їхнi вiдношення (комбiнацiї) є унiверсальними i використовуються для
аналiзу:

R±
χ = Γ±DcB

δ−1
− , R±

c =
A±Γ±
αB2

−
,

RA =
Ac

αc
D−(1+αc)

c B
−2/β
− , A+/A− , Γ+/Γ− . (24)

Для моделi Iзiнга зi змiнною довжиною на безмасштабнiй мережi вiльну
енергiю можна записати як [14]:

Φµ,λ(m,T, h) =
⟨k⟩m2T

2
− cµcλm

λ+µ−2

2 Iλ,µ(
√
m)− ⟨S2⟩⟨k⟩

T
mH . (25)

де

Iλ,µ(m) =

∫ ∞

√
m

∫ ∞

√
m

ln cosh(kS)
kλSµ

dSdk, (26)

а m — параметр порядку, ⟨S2⟩ — середнє значення квадрата сили спiна.
Отримана вiльна енергiя є симетричною при перестановцi iндексiв µ ↔ λ.

Провiдна асимптотика для вiльної енергiї визначається меншим параметром
з µ, λ (“товстiший” хвiст функцiї розподiлу виграє конкуренцiю у визначеннi
класу унiверсальностi). Тому було розглянуто два основнi випадки: µ > λ, µ < λ.
Зауважимо, що як показано вище, у дiлянцi µ = λ появляються логарифмiчнi
поправки i тому термодинамiчний потенцiал не може бути записаний у формi
скейлiнгової функцiї (20). Так проаналiзованi вирази для вiльної енергiї в трьох
основних областях фазового переходу другого роду (див. Рис. 4b): областi V

13V. Privman, P. C. Hohenberg, A. Aharony, Phase Transitions and Critical Phenomena, Vol.
14, edited by C. Domb and J. L. Lebowitz (Academic Press, New York, 1991); H. E. Stanley, Rev.
Mod. Phys. 71, S358–S366 (1999).
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(MFA), областi IV (µ-залежна критична поведiнка) та областi III (λ-залежна
критична поведiнка):

Φ(m, τ, h) =
A

2
τm2 +

B

4
m4 −Dmh, (Область V), (27)

Φ(m, τ, h) =
A

2
τm2 +

B′

4
mµ−1 −Dmh, (Область IV), (28)

Φ(m, τ, h) =
A

2
τm2 +

B′′

4
mλ−1 −Dmh, (Область III), (29)

тут τ = |T−Tc|/Tc i всi коефiцiєнти додатнi. Для моделi Iзiнга зi змiнною довжи-
ною спiна на графi Ердоша-Ренi вирази для вiльної енергiї є аналогiчними до
результатiв, отриманих для повного графа [1, 2] лише iз врахованим перенор-
муванням константи взаємодiї. Тому критичну поведiнку у режимi фазового
переходу другого роду також можна привести до представлення характерних
для дiлянок позначених як Область V (27) та Область IV (28).

Таблиця 2: Скейлiнговi функцiї та вiдношення критичних амплiтуд для моделi Iзiнга зi
степенево згасним розподiлом довжини спiна на нескорельованiй безмасштабнiй
мережi, отриманi з виразiв вiльної енергiї (27)-(29) у трьох областях. Область
V: λ, µ > 5; Область IV: 3 < µ < 5, µ < λ; Область III: 3 < λ < 5, µ > λ.

Область V Область IV Область III

Вiдношення амплiтуд

A+/A− 0 0 0
R+

χ 1 1 1
R+

c 0 0 0
Γ+/Γ− 2 µ− 3 λ− 3
R−

χ
1
2

1
µ−3

1
λ−3

R−
c

1
4

1
(µ−3)2

1
(λ−3)2

RA
1
3

1
µ−2

1
λ−2

Скейлiнговi функцiї

f±(x) ±x2

2 + x4

4 ±x2

2 + xµ−1

4 ±x2

2 + xλ−1

4

H±(x) x3 ± x µ−1
4 xµ−2 ± x λ−1

4 xλ−2 ± x
S(x) −x2/2 −x2/2 −x2/2

C±(x) x2

3x2±1
x2

xµ−3(µ−1)(µ−2)/4±1
x2

xλ−3(λ−1)(λ−2)/4±1

χ±(x)
1

3x2±1
1

xµ−3(µ−1)(µ−2)/4±1
1

xλ−3(λ−1)(λ−2)/4±1

M±(x)
x

3x2±1
x

xµ−3(µ−1)(µ−2)/4±1
x

xλ−3(λ−1)(λ−2)/4±1

Для аналiзу виразiв вiльної енергiї (27)–(29) у трьох областях фазового пе-
реходу другого роду були порахованi вiдповiднi похiднi за температурою та ма-
гнiтним полем, щоб термодинамiчнi характеристики можна було отримати та
представити у формi низки степеневих функцiй вiд τ , H i критичних амплiтуд
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(a) (b)

Рис. 5: (a) Окремий випадок моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна: сумiш двох магнети-
кiв Iзiнга з двома рiзними довжинами спiнiв. (b) Розведена модель Iзiнга, де деякi
вузли (сiрi) зайнятi немагнiтними сполуками або порожнi.

(22)–(23). Деякi вiдношення амплiтуд залишаються незмiнними в усiх критич-
них областях (див. першi 3 рядки для вiдношень амплiтуд у таблицi 2), тодi
як решта залежать вiд глобальних значень параметрiв i вiдрiзняються в трьох
областях. Для областi V вони приймають асимптотичнi значення з теорiї сере-
днього поля; у Областi IV i III спiввiдношення стають залежними вiд µ i λ i в
межi µ, λ → 5 наближаються до своїх середньoпольових значень i залишаються
незмiнними для µ, λ ≥ 5.

Модель, що включає iндивiдуальну силу спiна, вiдображає складну природу
соцiальних мереж. З iншого боку, для об’єктiв статистичної фiзики модель про-
понує розумiння впливу структурного безладу на колективну поведiнку в ма-
гнiтних системах з полiдисперсними елементарними моментами14. У п’ятому
роздiлi було вперше отримано представлення для ефективного гамiльтонiану
моделi на тривимiрнiй гратцi (див. також схематичне представлення на Рис.5a
для моделi зi спiнами двох довжин15) [7,8]. Використовуючи теоретико-польовий
пiдхiд ренормгрупи для потоку ренормгрупи при рiзних початкових умовах, об-
числено ефективнi критичнi показники. Проiлюстровано, як змiна властивостей
магнiтних компонентiв впливає на ефективнi показники. Показано, що модель
з наявнiстю двох (i бiльше) хiмiчно вiдмiнних магнiтних компонентiв (спiнiв рi-
зної довжини) еквiвалентна розбавленим магнетикам з немагнiтними домiшка-
ми [7] (див. Рис.5b). Крiм того, було пiдтверджено таку поведiнку за допомогою
моделювання Монте-Карло [8].

Для дослiдження поведiнки структурно-невпорядкованих магнетикiв роз-

14B. Tadić, K. Malarz, K. Kulakowski, Phys. Rev. Lett. 94, 137204 (2005); B. Tadić, N. Gupte,
EPL (Europhys. Lett.) 132, 60008 (2020).

15Покладаючи довжини всiх спiнiв рiвнi 1, отримується звичайна 3D-модель Iзiнга.
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глянута граткова версiя моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна. При наяв-
ностi у системi магнетикiв рiзних типiв – спiни зберiгають симетрiю моделi Iзiн-
га (спрямованi лише вгору та вниз), але можуть змiнювати значення довжини
спiна. Як i в попередньому роздiлi у такiй моделi довжина S кожного спiна
є випадковою змiнною, але тепер розглянемо випадок, коли спiни розташова-
нi у вузлах D-вимiрної (гiпер)кубiчної гратки i взаємодiють iз короткосяжним
потенцiалом J(R). Гамiльтонiан запишеться [7]:

H = −1

2

∑

R,R′

J(|R−R′|)SRSR′ , SR = ±SR, (30)

де SR є незалежнi, однаково розподiленi випадковi величини. Для замороженого
безладу, який розглядається, довжини спiна SR розподiленi випадковим чином
i фiксуються в певнiй конфiгурацiї {S}. Статистична сума залежить вiд кон-
фiгурацiї i фiзичнi спостережуванi величини отримуються з конфiгурацiйного
середнього вiльної енергiї:

F = −β−1⟨lnZ({S})⟩{S}, ⟨. . . ⟩{S} =
∏

R

∑

SR

p(SR)(. . . ) . (31)

Для обчислення вiльної енергiї, щоб уникнути усереднення логарифму в рiв-
няннi (31), використовують метод реплiк

lnZ({S}) = lim
n→0

(

Z({S})
)n − 1

n
. (32)

Застосовуючи цей метод, було отримано функцiональне представлення для
вiльної енергiї D-вимiрної граткової моделi Iзiнга iз змiнною довжиною, р-ня
(30), з таким виразом для ефективного гамiльтонiану:

Heff =
1

2

n
∑

α=1

∑

k

( 1

βν(k)
− ⟨S2⟩

)

ϕα
k
ϕα
−k

+
1

12
⟨S4⟩

n
∑

α=1

∑

R

(ϕα
R
)4 −

1

2
(⟨S4⟩ − ⟨S2⟩2)

n
∑

α,β=1

∑

R

(ϕα
R
)2(ϕβ

R
)2 , (33)

де ν(k) – фур’є-образ взаємодiї, ⟨Sk⟩ – моменти випадкової змiнної S, ϕα
R
, ϕβ

R
–

локальнi поля в точцi R для реплiк iз iндексами α i β вiдповiдно.
Як частковий випадок було розглянуто систему, коли всi вузли гратки зайня-

тi спiнами з двома рiзними довжинами (Рис.5a). Довжина деяких спiнiв фiксо-
вана i рiвна 1, а iншi мають фiксовану довжину s iз концентрацiями спiнiв c та
1− c вiдповiдно:

S =

{

1, з iмовiрнiстю c,
s, з iмовiрнiстю (1− c).

(34)
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Така двосортна модель вiдповiдає наступнiй двопараметричнiй функцiї розпо-
дiлу:

p(S) = cδ(S − 1) + (1− c)δ(S − s) . (35)

Легко отримати моменти випадкової величини S з розподiлом (35):

⟨Sk⟩ = c+ (1− c)sk ,

⟨S4⟩ − ⟨S2⟩2 = c(1− c)(1− s2)2 .

Пiдставляючи цi вирази в (33), ефективний гамiльтонiан запишеться:

Heff =
1

2

n
∑

α=1

∑

k

( 1

βν(k)
− c

)

ϕα
k
ϕα
−k

+
c+ (1− c)s4

12

n
∑

α=1

∑

R

(ϕα
R
)4 −

c(1− c)(1− s2)2

8

n
∑

α=1

n
∑

β=1

∑

R

(ϕα
R
)2(ϕβ

R
)2 . (36)

З отриманого виразу для ефективного гамiльтонiана (36) випливають два
важливi висновки. Перший i очевидний полягає в тому, що його симетрiя є та-
кою ж, як i для розведеної моделi Iзiнга (зображена на Рис. 5b, в якiй частина
вузлiв зайнята магнiтними iзiнгiвськими спiнами, а iншi є немагнiтними), ши-
роко дослiдженої ранiше рiзними пiдходами16. Це у свою чергу приводить до
висновку, що асимптотична критична поведiнка випадкової сумiшi двох магне-
тикiв типу Iзiнга спiвпадає iз вiдповiдною асимптотикою моделi Iзiнга з нема-
гнiтними домiшками [7]. Зокрема, усi обчислення ренормгрупи, виконанi досi
для аналiзу асимптотичної поведiнки розведеної моделi Iзiнга, також безпосе-
редньо застосовуються i до запропонованої нами моделi магнетикiв двох сортiв.
Другий висновок отримується зi спостереження за спiввiдношенням коефiцiєн-
тiв при двох доданках ϕ4 у рiвняннi (36). Воно залежить вiд концентрацiї c i
рiзницi довжини спiна s. Дiйсно, вiдношення цих коефiцiєнтiв можна записати
як:

r(c, s) =
g1,0
g2,0

= −3

2

c(1− c)(1− s2)2

c+ (1− c)s4
. (37)

Змiна значення цього вiдношення вiдповiдає змiнi початкових значень констант
зв’язку у ефективному гамiльтонiанi (36). Вiдповiдно рiзнi значення r(c, s) при-
водитимуть до рiзної ефективної критичної поведiнки при наближеннi до Tc.
У рамках пiдходу ренормгрупи (РГ) змiна констант зв’язку g1, g2 ефективного
гамiльтонiана (36) при перенормуваннi описується рiвняннями потоку17:

ℓ
d

dℓ
g1(ℓ)=βg1(g1(ℓ), g2(ℓ)) , ℓ

d

dℓ
g2(ℓ)=βg2(g1(ℓ), g2(ℓ)) , (38)

16R. Folk, Y. Holovatch, T. Yavors’kii, Physics-Uspiekhi 46, 169–191 (2003); Y. Holovatch, V.
Blavats’ka, M. Dudka, C. von Ferber, R. Folk, T. Yavors’kii, Int. J. Mod. Phys. B 16(27), 4027–4079
(2002); A. Pelissetto, E. Vicari, Phys. Rep. 368(6), 549–727 (2002).

17J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena, Oxford University Press
(2002); H. Kleinert, V. Schulte-Frohlinde, Critical Properties of ϕ4-Theories, World Scientific
(2001).
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Рис. 6: Залежностi ефективного критичного показника кореляцiйної довжини νeff (верхня
панель (а)) та ефективного критичного показника парної кореляцiйної функцiї ηeff
(нижня панель (b)) для параметра потоку, розрахованому вздовж рiзних потокiв
РГ.

де ℓ – параметр потоку РГ, а βgi – ренормгруповi функцiї. Для ефективного га-
мiльтонiану (36) вони вiдомi на сьогоднi у шестипетлевому наближеннi 18. Був
проведений аналiз отриманих потокiв ренормгрупи та дослiджено ефективнi
критичнi показники. Так, наприклад, залежнiсть ефективних критичних пока-
зникiв νeff i ηeff вiд параметра потоку ℓ представлено на Рис. 6. Залежно вiд
початкових умов ефективний критичний показник νeff або досягає свого унiвер-
сального значення при стiйкiй нерухомiй точцi (HT) порiвняно швидко (червона
крива), або досягає значень, якi вiдрiзняються вiд стiйких HT у широкiй областi
переходу, яка регулюється критичними показниками з класом унiверсальностi
моделi Iзiнга (синя крива), або його значення перевищує значення у стiйкiй HT
(пiк на чорнiй кривiй).

У наступнiй частинi роздiлу здiйснювалася перевiрка теоретичних результа-
тiв для ефективних критичних показникiв для потокiв з початковими умовами
r = 0.3 i r = 0.9. З рiвняння (37) легко визначити, що для першого випадку мо-
жна вибрати s = 1.7, c ≈ 0.53, тодi як для другого випадку – s = 3, c ≈ 0.79594.
Модель було дослiджено за допомогою чисельного моделювання, використовую-

18M. V. Kompaniets, A. Kudlis, A. I. Sokolov, Phys. Rev. E 103, 022134 (2021).
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чи комбiнацiю однокластерного алгоритму Вольфа19, доповненого локальними
оновленнями Монте-Карло. Зокрема, елементарний крок Монте-Карло скла-
дався з L однокластерних оновлень за якими слiдувало послiдовне повногра-
ткове оновлення Метрополiса20. Крiм того, була проведена оцiнка термалiзацiї
для кожного спостереження температури порiвняно з логарифмом нелокальних
спостережуваних за часом Монте-Карло, таких як сприйнятливiсть, кумулянт

Бiндера U4 = 1− 1
3

⟨M4⟩
⟨M2⟩2

, вiдношення кореляцiйної довжини до розмiру гратки

Rξ ≡ ξ/L, кумулянт g2 = ⟨M2⟩2−⟨M2⟩2

⟨M2⟩2
, який вимiрює вiдсутнiсть самоусеред-

неностi системи. У наведених вище виразах M – це значення намагнiченос-
тi на один спiн, а горизонтальна лiнiя i кутовi дужки означають усереднення
за безладом (за довжинами спiнiв) i термодинамiчне усереднення, вiдповiдно.
У таблицi 3 наведено параметри чисельного моделювання. Було змодельовано
експерименти для двох наборiв параметрiв21:

— s = 1.7, c = 0.53 – для яких теорiя (r = −0, 3) передбачає невеликi
поправки до скейлiнгу (майже iдеальна дiя);

— s = 3, c = 0.795943 – для якого передбачення теорiї (r = −0, 9) полягає в
появi значних скейлiнгових поправок.

Слiд зауважити, що вiдповiднi потоки РГ та ефективнi показники для цих двох
значень r були обчисленi аналiтично i зображенi на Рис. 6.

Таблиця 3: Параметри, що використовуються в чисельному моделюваннi. Nsamples — кiль-
кiсть реалiзацiй безладу, а Nsweeps — кiлькiсть елементарних крокiв Монте-
Карло. Наведено значення довжин спiнiв: 1 з iмовiрнiстю c, s з iмовiрнiстю
1− c.

L s c Nsamples Nsweeps s c Nsamples Nsweeps

8 1.7 0.53 26000 256 3.0 0.795943 48440 256
12 1.7 0.53 26000 256 3.0 0.795943 48950 256
16 1.7 0.53 26000 256 3.0 0.795943 49000 256
24 1.7 0.53 36000 256 3.0 0.795943 49000 256
32 1.7 0.53 26070 256 3.0 0.795943 48996 256
48 1.7 0.53 28080 256 3.0 0.795943 48997 256
64 1.7 0.53 31440 256 3.0 0.795943 41725 256

Щоб iмiтувати рiзнi температури, виконано вiдпал вiд найвищої температу-
ри до найнижчої. Для s = 3 в процедурi вiдпалу було змодельовано 20 темпе-
ратур у критичнiй областi, для s = 1.7 – 20 температур для менших розмiрiв
гратки (L ≤ 32) i 7 для L = 48 i 64. Було використано аналiз на основi полiномiв
п’ятого порядку для обчислення температури фазового переходу (див. Рис.7).

19U. Wolff, Phys. Rev. Lett. 62, 361–364 (1989).
20H. Ballesteros, L. Fernández, V. Mart́ın-Mayor, A. Muñoz Sudupe, G. Parisi, J. Ruiz-Lorenzo,

Nucl. Phys. B 512(3), 681–701 (1998); H. G. Ballesteros, L. A. Fernández, V. Mart́ın-Mayor, A.
Muñoz Sudupe, G. Parisi, J. Ruiz-Lorenzo, Phys. Rev. B 58, 2740–2747 (1998).

21Нижче два змодельованих випадки називатимуться як s = 1.7 i s = 3.
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Остаточнi результати для унiверсальних величин (див. Таблицю 4) добре узго-
джуються (рiзниця менше нiж 1.8 стандартних вiдхилень у гiршому випадку)
з усiма унiверсальними величинами 3D моделi Iзiнга з розведеними вузлами.
Важливо зауважити, що у випадку s = 1.7 отриманий показник поправки до
скейлiнгу добре спiввiдноситься з допомiжним показником тривимiрної розведе-
ної моделi Iзiнга (ω2 = 0, 82(8)). Однак у s = 3.0-випадку обчислений показник
ω2 спiвмiрний з провiдним – ω1 = 0, 37(6).
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Рис. 7: Поведiнка Rξ як функцiя оберненої температури β для s = 1.7 (угорi) i s = 3 (внизу).
Точка перетину рiзних кривих позначає ефективну точку переходу βc: βc(s = 1.7) =
0.12056(1), βc(s = 3) = 0.1033(1).

Таблиця 4: Екстрапольованi результати за допомогою методу коефiцiєнтiв для s = 1.7 i
s = 3.0 у порiвняннi з вiдповiдними результатами моделi Iзiнга з розведеними
вузлами (RIM – стаття H.G. Ballesteros and L.A. Fernández and V. Mart́ın-Mayor
and A. Muñoz Sudupe and G. Parisi and J.J. Ruiz-Lorenzo, Critical exponents of
the three-dimensional diluted Ising model, Phys. Rev. B 58, 2740 (1998), останнiй
рядок таблицi).

s ν η ω Rξ U4 g2

1.7 0.678(2) 0.033(7) 0.94(15) 0.5990(8) 0.453(3) 0.138(5)
3.0 0.706(6) 0.033(7) 0.31(12) 0.579(8) 0.46(3) 0.13(1)

RIM 0.684(5) 0.037(4) 0.37(6) 0.598(4) 0.449(6) 0.145(3)
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Рис. 8: Фазова дiаграма моделi Блюма-Капеля на повному графi. Синi ромби: лiнiя фа-
зового переходу першого роду. Червона пунктирна лiнiя: лiнiя фазового переходу
другого роду. Обидвi лiнiї перетинаються в трикритичнiй точцi (Tt,∆t) = (1/3,
2 ln(2)/3). Червона пунктирна крива перетинає вiсь в критичнiй точцi (Tc,∆c) =
(2/3, 0).

Шостий роздiл описує результати отриманi з аналiзу нулiв статистичної
суми у площинi комплексних параметрiв як iнструменту для дослiдження фа-
зових переходiв на складних мережах. У роздiлi розглянуто модель Блюма-
Капеля на повному графi. Модель є узагальненням моделi Iзiнга на випадок,
коли спiнова змiнна може приймати не два (як у моделi Iзiнга), а три значення.
Спочатку модель була запропонована для пояснення намагнiченостi в оксидi
урану, а згодом модифiкована для опису фазових переходiв першого роду у си-
стемах iз трьома типами йонiв. Аналiз нулiв статистичної суми в комплекснiй
площинi є потужним iнструментом для визначення критичних та трикритичних
точок.

Гамiльтонiан моделi Блюма-Капеля на повному графi має вигляд:

H = − J

2N

∑

l ̸=m

SlSm +∆
∑

l

S2
l −H

∑

l

Sl , Sl = −1, 0, 1, (39)

де ∆ та H – кристалiчне та зовнiшнє магнiтне поле вiдповiдно, суми охоплю-
ють усi N вузлiв графу, а шкала енергiї фiксується22, встановлюючи J = 1. Ця
трирiвнева спiнова модель має цiкаву фазову структуру. Її критична поведiнка
визначається температурою T , кристалiчним полем ∆ та магнiтним полем H.
При вiдсутностi впорядковуючого поля H площина параметрiв ∆ − T стає ва-
жливим об’єктом дослiдження, див. Рис. 8. Зокрема, вона включає лiнiї фазових
переходiв другого та першого роду, якi поєднанi трикритичною точкою.

Нулi Лi–Янґа розраховують при дiйснiй температурi T в площинi компле-
ксного магнiтного поля H, тодi як нулi Фiшера аналiзують в площинi компле-

22Множник 1/N у взаємодiї мiж спiнами необхiдний для вiдновлення екстенсивностi енергiї,
коли всi пари спiнiв взаємодiють.
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ксної температури. У термодинамiчнiй границi N → ∞ нулi формують непе-
рервнi кривi в комплекснiй (H чи T ) площинi. Аналiзуючи розташування i
скейлiнґ нулiв, у формалiзмi Лi–Янґа–Фiшера здiйснюють альтернативний опис
критичної поведiнки всiєї системи i знаходять її унiверсальнi характеристики.
Цi характеристики пов’язанi мiж собою через певнi унiверсальнi спiввiдношення
з критичними показниками.

Скейлiнгове спiввiдношення для координат нулiв Лi-Янга та Фiшера має
вигляд23:

Hj(N,T = Tc) ∼
(

j

N

)gh

, Tj(N,H = 0) ∼
(

j

N

)gt

, (40)

gh =
βδ

2− α
, gt =

1

2− α
, (41)

де iндекс j позначає порядок нуля. Оскiльки критичнi та трикритичнi особли-
востi моделi Блюма-Капеля на повному графi в асимптотичнiй границi N → ∞
керуються показниками середнього поля, можна вивести на їх основi очiкуванi
значення кутiв i показникiв, якi описують поведiнку нулiв. Цi значення наведенi
в Табл. 5.

Таблиця 5: Критичнi показники та очiкуваний скейлiнг для координат нулiв моделi Блюма-
Капеля в трикритичнiй та критичнiй точках.

Вiдомi результати MFA Трикритична точка (Tt) Критична точка (Tc)
α 1/2 0
β 1/4 1/2
δ 5 3
γ 1 1

Очiкуванi результати
gh iз Рiв. (40) 5/6 3/4
gt iз Рiв. (40) 2/3 1/2

Застосовуючи перетворення Стратоновича-Габбарда було отримано точне iн-
тегральне представлення для статистичної суми моделi Блюма-Капеля на пов-
ному графi:

ZN (T,∆, H) =

∫ +∞

−∞
exp

(−Nx2

2T
+N ln(1 + 2e−( 1

2N
+∆)/T cosh[

x+H

T
])
)

dx . (42)

Оскiльки iнтегральне представлення виразу (42) для статистичної суми є то-
чним, його можна аналiзувати для будь-якого скiнченного значення N , а також
у термодинамiчнiй границi N → ∞. У останньому випадку iнтеграл береться
методом найшвидшого спуску, i його поведiнка аналiзується детальнiше. Було

23M. Krasnytska, B. Berche, Y. Holovatch, R. Kenna, J. Phys. A: Math. Theor. 49(13), 135001
(2016); C. Itzykson, R. Pearson, J. Zuber, Nucl. Phys. B 220(4), 415–433 (1983).
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отримано асимптотики, що випливають iз аналiзу координат нулiв для точних
та розкладених виразiв статистичної суми та здiйснено їх порiвняння iз очiку-
ваними результатами.

При аналiзi точних виразiв статистичної суми було показано, що нулi Фiше-
ра в околi критичної точки добре визначенi навiть для малих розмiрiв системи,
однак очiкуваний скейлiнг (T ∼ N0.5) для перших нулiв Фiшера не було дося-
гнуто — найкращий результат був T ∼ N0.44. Попри симетричнiсть площини
T − ∆ у критичнiй точцi, нулi кристалiчного поля теж не були добре визна-
ченими. Однак було показано, що у випадку аналiзу розкладених виразiв для
статистичної суми ми здатнi отримати чiтку картину нулiв статистичної суми в
критичнiй точцi та досягти хороших асимптотик для скейлiнгу координат нулiв.

Для аналiзу нулiв Фiшера здiйснюється розклад функцiї в експонентi у Рiв.
(42) при малих значеннях x, а потiм – другий розклад (фiксуючи кристалi-
чне поле ∆ i розкладаючи в околицi T ). Для виразу з провiдною асимптикою
поблизу критичної точки, замiнивши змiннi та залишаючи два провiднi члени
отримуємо статистичну суму в узагальненiй формi для приведеної змiнної z:

Zexpand
critical (z) =

∫ +∞

−∞
exp

(

− zx2 − x4
)

dx, z = (T − Tc)
√
3N, Tc =

2

3
. (43)

Аналогiчно розглядаючи розкладену статистичну суму поблизу критичної лiнiї
потрiбно розкласти функцiю в експонентi у рiвняннi (42) при малих значеннях
x, фiксуючи значення ∆line з критичної лiнiї, а потiм здiйснити другий розклад
в околi точки Tline для пари точок ∆line.

Для аналiзу нулiв кристалiчного поля слiд розкласти функцiю в експонентi
(42) при малих значеннях x, а потiм здiйснити другий розклад в околицi кри-
тичних та трикритичних точок (фiксуючи температуру i розкриваючи по ∆).
Для виразу з провiдними асимптотиками поблизу критичної точки замiнивши
змiнну iнтегрування отримано статистичну суму в узагальненiй формi, як це
було зроблено для нулiв Фiшера:

Zexpand
critical (z) =

∫ +∞

−∞
exp

(

− zx2 − x4
)

dx, z = ∆N1/2. (44)

Аналогiчним чином для нулiв Лi-Янга в околi критичної та трикритичної
точки було отримано вирази розкладеної статистичної суми в термiнах приве-
дених змiнних h:

Zexpand
critical (h) =

∫ +∞

−∞
exp

(

− x4 + hx
)

dx, h = (ah/a4)
1/4HN3/4, (45)

Zexpand
tricritical(h) =

∫ +∞

−∞
exp

(

− x6 + hx
)

dx, h = 32401/6HN5/6. (46)

Так легко бачити, що iз замiни змiнних у виразах (43)-(46) для випадку
аналiзу нулiв розкладеної статистичної суми скейлiнг за N задовiльняється ав-
томатично: це випливає з порiвняння виразiв приведених змiнних та значення
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(a) (b)

Рис. 9: (a) Поведiнка дiйсної та уявної частин розкладеної статистичної суми (43) та (44)
поблизу критичної точки/лiнiї в узагальненiй площинi змiнної z. Точки, де кривi
рiзних кольорiв перетинаються, визначають координати розташування нулiв. Кут
розташування нулiв ∼ π/4. Зелена лiнiя утворює точний кут ϕ = π/4 з дiйсною
вiссю. (b) Нулi Лi-Янга для узагальненої розкладеної статистичної суми в околi
критичної точки та лiнiї (45). Зеленi точки вiдповiдають розв’язкам ImZ = 0, а
синi — ReZ = 0.

очiкуваних асимптотик у Табл. 5. Схематичне представлення вiзуалiзацiї нулiв
в околi критичної точки наведено на Рис. 9.

У сьомому роздiлi розглянуто застосуваня теорiї складних мереж для ана-
лiзу та вiзуалiзацiї соцiальних i наукометричних систем. У цьому роздiлi за мету
було поставлено кiлька завдань. А саме, навести прикладне застосування теорiї
мереж для дослiдження систем реального свiту, показати як механiзми росту
мереж i їх динамiка реалiзуються на практицi i до чого вони призводять, а також
продемонструвати, як реальнi мережi описуються запропонованими моделями.

Так перша частина роздiлу присвячена аналiзу мережi спiвавторства у жур-
налi “Журнал фiзичних дослiджень” (ЖФД) в Українi. Було розглянуто iсто-
рiю журналу, характеристику бази даних i метрики, що використовуються для
наукометричного аналiзу. Серед публiкацiй в журналi 123 (12.8 % вiд усiх 962)
написали автори-iноземцi, 81 (8.4 %) робота з’явилася внаслiдок мiжнародної
спiвпрацi, а безумовна бiльшiсть належить авторству українських вчених. У
роздiлi було розглянуто географiю українських авторiв на рiвнi окремих населе-
них пунктiв, а також проаналiзовано спiвавторство установ з погляду їх подiлу
на вищi навчальнi заклади та установи НАН України. Мережа спiвавторства на
рiвнi мiст України була побудована наступним чином: вузлам ставились у вiд-
повiднiсть мiста, а зв’язок мiж ними виникає тодi, коли обидва мiста фiґурують
в адресах указаних мiсць працi авторiв однiєї статтi. Важливо зауважити, що в
цьому випадку всi зв’язки спiвавторства з iноземними мiстами або установами
не беруться до уваги, тобто, як мережевi характеристики, так i наведена ниж-
че статистика стосуються виключно українських авторiв. На мапi України, Рис.
10, схематично зображено побудовану мережу, що включає 29 мiст України. Ра-
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Рис. 10: Географiя спiвавторства в ЖФД на рiвнi мiст України, зображена за допомогою
фраґмента незваженої мережi спiвавторства. Розмiр вузла залежить як ln(n + 1)
вiд кiлькостi n публiкацiй, що стосуються певного мiста.

дiус круга для кожного мiста залежить як ln(n + 1) вiд кiлькостi n публiкацiй
авторiв iз цього мiста. Зображенi зв’язки мiж мiстами є незваженими, тобто,
вiдображають лише сам факт спiвпрацi мiж мiстами, а не її iнтенсивнiсть. Уже
з рисунка можна зробити певнi висновки. Передусiм про те, що вузли з найбiль-
шою кiлькiстю публiкацiй мають i найбiльший ступiнь. Так, двома яскравими
“лiдерами” за кiлькiстю робiт є Львiв (439 статей) та Київ (181) iз ступенями 15
та 12 вiдповiдно. Вузли ж iз найменшою кiлькiстю публiкацiй є iзольованими
(Слов’янськ, Сiмферополь, Алчевськ, Кропивницький, Севастополь, Черкаси).
Основнi кiлькiснi характеристики побудованої мережi наведено в Табл. 6.

Таблиця 6: Основнi кiлькiснi характеристики мережi спiвавторства на рiвнi мiст України,
побудованої на основi даних про публiкацiї в ЖФД.

Параметр N L kmax ⟨k⟩ ⟨C⟩ ⟨l⟩ lmax NGCC Ni

Значення 29 68 16 4.69 0.6 2.25 4 23(79.3%) 6

Рис. 11a вiдображає те, наскiльки широкою була географiя українських ав-
торiв щорiчно та скiльки найменувань населених пунктiв уперше потрапили
до бази даних. Цiкаво було дослiдити, протягом якого перiоду окремi мiста
з’являлися на картi спiвавторства ЖФД. За допомогою цiєї статистики можна
виявити, котрi мiста становлять типову географiю українських авторiв видан-
ня, а котрi з’явилися на картi лише одноразово. Своєрiдна “тривалiсть життя”
кожного мiста в цьому контекстi показана на рис. 11b. По осi ординат вiдкладе-
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но порядковий номер мiста вiд 1 до 29, а по осi абсцис – перший та останнiй рiк
згадування у статтях, промiжок мiж якими визначає кiлькiсть “рокiв життя”
мiста.

(a) (b)

Рис. 11: (a) Щорiчна загальна кiлькiсть мiст України, що фiґурували у статтях журналу
(круги), та кiлькiсть найменувань мiст, що вперше увiйшли до бази даних (пря-
мокутники). (b) Статистика першої появи публiкацiї iз мiста з кодом вiд 1 до 29
(прямокутники) та останньої публiкацiї з цього мiста (круги) з 1996 по 2016 рр.

Для аналiзу структури семантичних мереж було використано базу преприн-
тiв репозиторiю arXiv.org i словник наукових понять, зiбраний через платфор-
му ScienceWISE.info24. Щоб розглянути зв’язки мiж поняттями, проаналiзо-
вано як поняття зустрiчаються разом у публiкацiях. Такий аналiз дозволяє по-
будувати мережу понять, а емпiричний аналiз i моделювання цiєї мережi були
основним предметом дослiдження [10,11]. Вибiрка рукописiв складалась з 36 386
препринтiв, поданих до електронного сховища arXiv.org протягом 2013 року,
якi були вiднесенi до однiєї категорiї пiд час процесу подання. Мiжкатегорiйнi
статтi було вилучено з аналiзу, щоб мати однозначну вiдповiднiсть iз наборами
даних, проаналiзованими ранiше25. Для кожного з препринтiв набiр властивих
йому понять було видiлено за допомогою платформи ScienceWISE.

Було проведено аналiз мережi наукових понять та виявлено низку специ-
фiчних особливостей, таких як висока щiльнiсть, дисортативнiсть, рiзниця мiж
транзитивнiстю та середнiм коефiцiєнтом кластеризацiї разом iз “перекошеним”
розподiлом ступенiв вузла. Але особливо цiкавим виявилося високе значення
щiльностi26 зв’язкiв ρ ≃ 7, 66%. Були зробленi спроби знайти вiдповiдну модель

24
ScienceWISE. info — це веб-служба, пов’язана з основними онлайн-репозиторiями, та-

кими як arXiv, особливiстю якої є висхiдний пiдхiд до управлiння науковими поняттями
(http://sciencewise.info/faq). Станом на 2021 рiк цей словник мiстив найповнiшу колекцiю на-
укових понять у галузi фiзики.

25V. Palchykov, V. Gemmetto, A. Boyarsky, D. Garlaschelli, EPJ Data Sci. 5, 28 (2016); V.
Palchykov, Y. Holovatch, 2018 IEEE Second Int. Conf. Data Stream Mining Process. (DSMP),
84–87 (2018).

26Iмовiрнiсть того, що будь-яке випадково вибране поняття в середньому зустрiчається ра-
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Рис. 12: Гiстограми ступеня вузла N(k) для мереж понять, розглянутих у дослiдженнi. Ем-
пiрично спостережувана мережа (сiрi диски) порiвнюється з моделями (a) Ердоша-
Ренi та Барабашi-Альберта (чорнi та червонi диски вiдповiдно) та (b) запропоно-
ваною моделлю зi зростанням за блоками з переважним вибoром понять, GBPS
(чорнi диски: фiксований розмiр блоку, червонi квадрати: змiнний розмiр блоку).

для вiдтворення такого поєднання характеристик мережi та показано, що тра-
дицiйнi мережевi моделi – граф Ердоша-Ренi та модель Барабашi-Альберта –
не можуть вiдтворити мережу з властивостями реальних семантичних мереж.
Щоб зрозумiти можливi механiзми, якi призводять до структури схожої до ем-
пiричної мережi, було розроблено модель, яка вiдтворює її емпiрично спосте-
режуванi особливостi. При цьому головною метою було не досягнення високої
точностi вiдтворення заданого набору показникiв, а якiсний опис основних тен-
денцiй у структурi мережi та пояснення механiзмiв її генерацiї (див. порiвняльнi
гiстограми для рiзних моделей на Рис. 12). Модель еволюцiї мережi, яку було
запропоновано, базується на одночасному врахуваннi двох факторiв: зростання
за блоками та переважному вибору понять. Розглянемо процес iз дискретним
часом t = 1 . . .N . На кожному кроцi часу створюється нова стаття At, яка мi-
стить блок понять nt. Вiн приєднується до мережi понять як повний граф iз
nt вузлiв. Генерування статтi складається з двох крокiв: (i) визначення розмiру
блоку nt; (ii) вибiр конкретних понять для заповнення блоку. Мережа понять
зростає шляхом додавання клiк до iснуючого графа. Кожного разу в момент
часу t, коли створюється нова стаття At з nt понять, вона потрапляє в мережу
понять як повний граф nt вузлiв i nt(nt − 1)/2 зв’язкiв. Таким чином, пiд час
еволюцiї можна спостерiгати такi процеси у створенiй мережi понять: (i) дода-
вання нових вузлiв, (ii) поява зв’язкiв мiж новими вузлами та мiж новими та
вже iснуючими вузлами, (iii) поява нових зв’язкiв мiж ранiше не з’єднаними
iснуючими вузлами, що важливо для створення щiльних мереж. Порiвняння
основних особливостей мережi понять, згенерованої завдяки моделi зростанням
за блоками iз механiзмом переважного вибору понять наведено в останньому
рядку Таблицi 7. Так само як i для двох iнших моделей, тут виводяться значе-

зом з будь-яким iншим поняттям з iмовiрнiстю ρ.
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Таблиця 7: Деякi особливостi мережi понять. Емпiрично спостережувана мережа (пер-
ший рядок) порiвнюється з трьома рiзними моделями (Ердоша-Ренi, Барабашi-
Альберта та моделi GBPS (зростання за блоками з переважним вибором), якi
обговорюються нижче. Наведено чисельнi результати для наступних характе-
ристик: кiлькiсть вузлiв N , кiлькiсть зв’язкiв L, щiльнiсть зв’язкiв ρ, середнiй
ступiнь вузла ⟨k⟩, його стандартне вiдхилення σ i максимальне значення kmax,
середнiй коефiцiєнт кластеризацiї ⟨c⟩.

N L,×106 ρ ⟨k⟩ σ kmax ⟨c⟩
Емпiрична 11853 5.38 7.66% 908 1146 9970 0.74
Ердоша-Ренi 11853 5.38 7.66% 908 29 1023 0.08
Барабашi-Альберта 11853 5.38 7.66% 908 568 3875 0.15
модель GBPS 11554 1.50 2.25% 260 788 7603 0.95

ння усередненi за ансамблем iз 100 реалiзацiй мережi. Кiлькiсть статей, згене-
рованих у симуляцiях покладали таку ж саму, як кiлькiсть статей (N = 36386)
у наборi емпiричних даних. Запропонована проста модель, що вразовує механi-
зми зростання за блоками та переважний вiдбiр понять, дозволяє згенерувати
мережу з властивостями, якiсно подiбними до властивостей мережi емпiричних
понять. Жоден iз цих механiзмiв сам по собi не дає задовiльного результату:
спостережувана структура мережi вiдтворюється завдяки їх взаємодiї.

ВИСНОВКИ

Основнi висновки та результати проведених дослiджень можна сформулю-
вати у виглядi наступних тверджень.

1. Запропоновано нову спiнову модель для дослiдження колективної пове-
дiнки на складних мережах – модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiну S.
Зберiгаючи бiнарнiсть моделi Iзiнга, спiни можуть вiдрiзнятися за значе-
нням магнiтного моменту. Це, в свою чергу, дозволяє моделювати соцi-
альнi системи, у яких агенти вiдрiзняються за силою емоцiй чи за рiвнем
переконання. Хоча така модель спочатку була запропонована для опису
колективних явищ у соцiальних системах, i, вiдповiдно, для дослiджен-
ня фазових переходiв на графах, однак пiзнiше її було застосовано i для
опису класичних проблем статистичної фiзики, зокрема, для моделюва-
ння критичної поведiнки тривимiрних структурно-невпорядкованих ма-
гнетикiв.

2. Було розглянуто модель зi степенево-спадним розподiлом за довжинами
спiнiв q(S) ∝ S−µ (оскiльки багато залежностей для моделей на скла-
дних мережах описуються степеневими асимптотиками) на графах трьох
типiв (повному графi, графi Ердоша-Ренi та на вiдпаленiй безмасшта-
бнiй мережi з функцiє розподiлу за ступенем вузлiв P (k) ∝ k−λ). Була
отримана вiльна енергiя моделi i проаналiзовано її вирази в рiзних дiапа-
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зонах параметрiв. На основi вiльної енергiї отриманi вирази для рiзних
термодинамiчних функцiй. Розглянуто асимптотичну поведiнку термо-
динамiчних характеристик в околi критичної точки, а саме – критичнi
показники, поправки до логарифмiчних поправок, скейлiнговi функцiї
та вiдношення критичних амплiтуд.

3. Передбачено появу логарифмiчних поправок до головних степеневих асим-
птотик термодинамiчних характеристик моделi Iзiнга iз випадковою сте-
пенево-спадною довжиною спiна на безмасштабнiй мережi. Такi поправ-
ки мають вигляд (19), а їх значення для рiзних термодинамiчних величин
приведенi в Таблицi 1. Знайденi логарифмiчнi поправки вiдрiзняються
вiд тих, що характеризують неперервнi фазовi переходи на гратках при
верхнiй критичнiй вимiрностi dc чи на безмасштабних мережах при верх-
ньому критичному значеннi показника λc. Вiдмiннiсть полягає як у тому,
що вони спостерiгаються вздовж лiнiй фазової дiаграми, так i у тому, що
за своїми значеннями вони належать до нового класу унiверсальностi.

4. Змiни в магнiтнiй критичнiй поведiнцi структурно-невпорядкованих ма-
гнетикiв зазвичай пiдтверджуються експериментально та в комп’ютер-
ному моделюваннi для розведених систем, що складаються з магнiтних
i немагнiтних компонент. У дисертацiйнiiй роботi показано, що подiбнi
ефекти можна спостерiгати не тiльки для розведених магнетикiв з нема-
гнiтними домiшками, але вони можуть також реалiзуватися, наприклад,
при наявностi двох (i бiльше) хiмiчно рiзних магнiтних компонент. З цi-
єю метою проведено дослiдження критичної поведiнки сумiшi двох Iзiн-
гiвських магнетикiв iз рiзними довжинами елементарних магнiтних мо-
ментi. Показано, що така модель належить до класу унiверсальностi 3D
моделi Iзiнга з розведенням вузлiв. Пояснено ефективну критичну пове-
дiнку i продемонстровано її особливостi за допомогою Монте-Карло мо-
делювання. Таким чином, дослiдження надало новi уявлення про вплив
структурного безладу на критичну поведiнку магнетикiв i показало мо-
жливостi налаштування критичних властивостей систем за допомогою
варiацiй мiкроскопiчних параметрiв.

5. Було здiйснено детальний огляд робiт i отриманих результатiв для (q+r)-
станової моделi Поттса з невидимими станами (де r – кiлькiсть невиди-
мих станiв), для яких спiн, що перебуває у одному з цих станiв, не взає-
модiє з iншими спiнами у системi. Було вперше розглянуто та отримано
вирази для статистичної суми i вiльної енергiї моделi на повному гра-
фi (коли всi вузли пов’язанi мiж собою, тобто, у наближеннi середнього
поля), а також на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi.

6. Отриманi результати для моделi Поттса з невидимими станами на без-
масштабнiй мережi пiдтверджують, що q, r та λ вiдiграють роль глобаль-
них параметрiв, що визначають критичну поведiнку системи. Показано,
що додавання невидимих станiв викликає новий по своїй природi до-
датковий фазовий перехiд першого роду, який для певного дiапазону r
iснує поряд з фазовим переходом, який iснував при r = 0. Це означає, що



34

топологiчний та ентропiйний ефекти на фазовий перехiд є незалежними.
Для випадку безмастабної мережi вплив топологiї, який представлений
граничними значеннями λc(q), домiнує над ентропiйним фактором, що
визначається кiлькiстю невидимих станiв r.

7. Проведено аналiз критичної поведiнки моделi Блюма-Капеля за допо-
могою аналiзу нулiв статистичної суми. Модель розглянуто на повно-
му графi, де в термодинамiчнiй границi точнi розв’язки демонструють
асимптотичну поведiнку, характерну для теорiї середнього поля. Прове-
дений аналiз нулiв для наближеного представлення статистичної суми
у комплекснiй площинi параметрiв (температури, магнiтного поля, кри-
сталiчного поля) дозволив отримати детальну iнформацiю про фазовi
переходи та критичну поведiнку. Встановлено, що нулi Лi-Янга розта-
шовуються на уявнiй осi, пiдтверджуючи наявнiсть фазового переходу
другого роду. Поведiнка нулiв Фiшера та нулiв кристалiчного поля по-
близу критичних i трикритичних точок надає додаткову iнформацiю про
механiзми фазових переходiв, пiдтверджуючи теоретичнi передбачення.
Навiть у випадку аналiзу розкладених наближених виразiв вдалося отри-
мати результати, що автоматично задовольняють скейлiнг кооодинат ну-
лiв вiд розмiру системи.

8. Продемонстровано, як iдеалiзованi моделi мереж та моделi їх росту реа-
лiзуються у спостережуваних мережах на практицi. З цiєю метою вико-
ристовуючи методи теорiї складних мереж було проведено дослiдження
структури i параметрiв для мережi спiвпрацi (на пiдставi мережi спiв-
авторства “Журналу Фiзичних Дослiджень”, що видається у Львовi) та
семантичної мережi понять (на пiдставi термiнiв iз статей на серверi пре-
принтiв arXiv).

9. При дослiдженнi мережi наукових понять було виявлено нетипову стру-
ктуру для мережi, а саме – високу щiльнiсть зв’язкiв i специфiчнi вла-
стивостi, такi як дисортативнiсть та нерiвномiрний розподiл ступенiв ву-
злiв. Iснуючi моделi, якi переважно використовують для моделювання
таких систем (як граф Ердоша-Ренi та Барабашi-Альберта), не змогли
вiдтворити цi характеристики. Саме тому була запропонована нова ге-
неративна модель, яка пояснює еволюцiю таких мереж. Вона включає
два механiзми: зростання за блоками та переважний вибiр понять, якi в
комбiнацiї забезпечують результат, що корелює iз структурою реальних
семантичних мереж, вiдтворюючи мережу з високою щiльнiстю зв’язкiв,
i є корисною для вивчення iнших схожих мереж.
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Дисертацiйна робота стосується дослiдження колективної поведiнки склад-
них систем, а саме з’ясування особливостей фазових переходiв у магнетиках з
нетривiальною архiтектурою, явища впорядкування у класичних моделях ста-
тистичної фiзики та для їхнiх модифiкацiй на складних мережах. Було проана-
лiзовано критичну поведiнку моделi Поттса з невидимими станами на графах
рiзної топологiї i показано, що велика кiлькiсть невидимих станiв здатна змiню-
вати рiд фазового переходу. Зокрема, було знайдено критичну кiлькiсть невиди-
мих станiв, що здатна змiнювати рiд фазового переходу на перший, навiть для
перколяцiї (в границi q → 1). Запропоновано нове узагальнення моделi Iзiнга зi
змiнною довжиною спiну. Для такої моделi на рiзних типах графiв було розра-
ховано унiверсальнi критичнi характеристики фазового переходу другого роду,
а саме – критичнi показники, показники логарифмiчних поправок, скейлiнговi
функцiї, вiдношення критичних амплiтуд. Знайдено два новi класи унiверсаль-
ностi для логарифмiчних поправок моделi на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi.
Для цiєї ж моделi на тривимiрнiй гратцi отримано представлення для ефектив-
ного гамiльтонiана (який належить до класу унiверсальностi розведеної моделi
Iзiнга), а також, застосовуючи теорiю ренормгрупи, знайдено асимптотичнi та
ефективнi критичнi показники. Доведено, що домiшки не обов’язково повиннi
бути немагнiтними, щоб викликати однаковi ефекти в критичнiй поведiнцi. Для
моделi Блюма-Капеля вперше проаналiзовано критичну поведiнку на повному
графi використовуючи формалiзм нулiв статистичної суми. Було застосовано
методи теорiї складних мереж для аналiзу та вiзуалiзацiї соцiальної мережi
спiвавторства авторiв журналу та семантичної мережi понять. У роботi показа-
но як механiзми росту мереж i їх динамiка реалiзуються на практицi i до чого
вони призводять, а також продемонстровано, як реальнi мережi описуються за-
пропонованими моделями при дослiдженнi колективних ефектiв та структури
самої складної мережi.

Ключовi слова: складна мережа, фазовi переходи, критичнi показники,
спiновi системи, перколяцiя, нулi статистичноїх суми, структурно-невпорядко-
ванi магнетики, мережi спiвавторства, семантичнi мережi.
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The present thesis focuses on studying the collective behavior of complex sys-
tems, specifically exploring the characteristics of phase transitions in magnets with
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non-trivial architecture, the phenomenon of ordering in classical models of statis-
tical physics, and their modifications on complex networks. The critical behavior
of the Potts model with invisible states on graphs of various topologies was ana-
lyzed, demonstrating that a large number of invisible states can change the nature
of the phase transition. In particular, the critical number of invisible states capa-
ble of altering the transition type to first-order, even in percolation (in the limit
q → 1), was determined. A novel generalization of the Ising model with variable
spin length was proposed. For this model on different types of graphs, universal
critical characteristics of second-order phase transitions were calculated, including
critical exponents, logarithmic correction exponents, scaling functions, and criti-
cal amplitude ratios. Two new universality classes for logarithmic corrections were
identified for the model on annealed scale-free networks. For the same model on a
three-dimensional lattice, a representation of the effective Hamiltonian (belonging to
the universality class of the diluted Ising model) was obtained. Additionally, using
renormalization group theory, asymptotic and effective critical exponents were deter-
mined. It was proven that impurities do not necessarily have to be non-magnetic to
produce similar effects on critical behavior. For the Blume-Capel model, the critical
behavior on a complete graph was analyzed for the first time using the formalism of
partition function zeros. Methods of complex network theory were applied for the
analysis and visualization of the co-authorship social network of journal authors and
the semantic network of concepts. The study demonstrated how network growth
mechanisms and their dynamics are realized in practice, what they lead to, and how
real networks are described by the proposed models when investigating collective
effects and the structure of complex networks themselves.

Key words: complex network, phase transitions, critical indices, spin systems,
percolation, partition function zeros, structurally disordered magnets, co-authorship
networks, semantic networks.


