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ЗАГАЛЬНI ХАРАКТЕРИСТИКИ РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена аналiтичному опису та чисельному моделю-
ванню унiверсальних характеристик полiмерних структур в сильнорозведених
розчинах, а саме складногалужених полiмерiв (мiстять петлi або бiльше нiж
один центр галуження) як однорiдної так i неоднорiдної природи. Дослiдження
подiбних систем є ключовим для глибокого розумiння складних процесiв, що
вiдбуваються в бiологiчних, хiмiчних та фiзичних системах, де спостерiгаються
такi об’єкти. Це дозволяє розкрити фундаментальнi механiзми та закономiрно-
стi, якi лежать в основi цих процесiв.

Актуальнiсть теми. В останнi десятилiття значна увага придiляється
синтезу макромолекул з нелiнiйною архiтектурою 1, а розвиток методiв синтезу
та очищення дозволяє отримувати монодисперснi зразки полiмерiв зi складною
архiтектурою. Значна увага в хiмiкiв, що займаються полiмерним синтезом зосе-
реджується на копiювання властивостей природнiх полiмерiв, беручи приклади
з природи та шляхiв формування складних полiмерiв в нiй.

Прикладами складних архiтектур серед природних макромолекул є зокрема
мiтохондрiальна ДНК та ДНК деяких бактерiй, що мають кiльцеву архiтектуру
2. Замкненi полiмернi ланцюжки також з’являються в процесах петлеутворення,
що вiдiграють важливу роль в стабiлiзацiї глобурярних протеїнiв 3, компактифi-
кацiї ДНК 4 та регулюваннi генiв 5. Iншим прикладом полiмерних макромолекул
зi складною архiтектурою є полiсахариди, що дуже часто характеризуються гi-
пергалуженою структурою. Загалом полiсахариди мають високу бiосумiснiсть i
низьку токсичнiсть, що робить їх привабливими для бiомедичних застосувань.
З цiєю метою синтезуються модифiкованi полiсахариди, що задовольняють ви-
могам до їх використання 6.

Характерний розмiр кiльцевих полiмерiв в розчинi є нижчий нiж в їх лiнiй-
них аналогiв в результатi чого для них характерна нижча в’язкiсть в розчинi та
вiдсутнiсть плато в’язкостi в розплавi. Змiшування лiнiйних та кiльцевих полi-
мерiв, як i хiмiчне прикрiплення кiлець до ланцюжкiв вiдкриває нове поле для

1A. Duro-Castano, J. Movellan та M. J. Vicent. Biomater. Sci., 3 1321—1334 (2015); R. M.
England та S. Rimmer. Polym. Chem., 1, 1533—1544 (2010). T. Higashihara et all. Polymer Journal,
, 155—160(2012); Y. Zheng et all. Chem. Soc. Rev. 44, 4091—4130 (2015); G. Polymeropoulos et
all. Macromolecules 50, 1253—1290 (2017)

2W. Fiers та R. L. Sinsheimer. J. Mol. Biol. 5, 424-434 (1962), ;H.-X. Zhou. J. Am. Chem. Soc.
125, 9280-9281 (2003)

3J. Perry та R. Wetzel. Science, 226, 555-557 (1984); J. A. Wells та D. B. Powers., JBC, 261,
6564-6634 (1986); C. N. Pace el all., JBC, 263, P11820-11825 (1988); A. D. Nagi та L. Regan.
Folding and Design, 2, 67-75 (1997)

4P.Fraser. Current Opinion in Genetics & Development 16 490-495 (2006); M. Simonis et all.
Nature Genetics, 38, 1348-1354 (2006); J. Dorier та A. Stasiak. Nucleic Acids Research 37, 6316-
6322 (2009)

5Rippe, P. H. von Hippel та J. Langowski. Trends in Biochemical Sciences, 20, 500-506 (1995);
K. B. Towles et all. Physical Biology 6 025001 (2009)

6Saadati, M. Hasanzadeh та F. Seidi. TrAC, Trends Anal. Chem,. 142, с. 116308 (2021); Y.
Tao et all.Carbohydr. Polym., 128, с. 179—187 (2015)
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матерiалiв з наперед заданими фiзичними властивостями, що є важливим серед
iншого при розробцi екологiчно чистих полiмерiв 7.

Серед прикладiв найпростiших складногалужених архiтектур, що синтезую-
ться та дослiджуються є кiльцевi полiмери, пуголовкоподiбнi полiмери, гантель-
ковi та пом-пом полiмери. Кiльцевi полiмери мають суттєво вiдмiннi властивостi
вiд лiнiйних, основна з яких вiдсутнiсть вiльних кiнцiв, що робить їх привабли-
вою альтернативою для низки застосувань. Так для кiльцевих полiмерiв є хара-
ктерними пiдвищена розчиннiсть, вища стабiльнiсть та кращi каталiтичнi вла-
стивостi, до прикладу циклiчнi пептиди та олiгонуклеотиди використовуються
при створеннi та вдосконаленi лiкiв, оскiльки їх макромолекулярна архiтектура
пiдвищує їх бiосумiснiсть та покращує їх взаємодiю з молекулами-цiлями. Для
них також характерний вищий фактор набухання та вище значення наванта-
ження на розрив в набухлих мережах та вища термостабiльнiсть 8. Циклiчна
архiтектура також веде до зниження взаємопроникнення та тертя мiж полiмер-
ним покриттям та поверхнею 9 та дозволяє пiдлаштовувати розмiр доменiв в
самоорганiзованих матерiалах 10. Присутнiсть кiлець в полiмерних розплавах
веде до збiльшення плато в’язкостi 11, а ковалентне з’єднування їх з вiльними
кiнцями ланцюжкiв веде до подальшого його зростання 12. Так в’язкiсть по-
лiмерних розплавiв для сумiшi лiнiйних та кiльцевих полiмерiв зростає зi зро-
станням концентрацiї лiнiйних домiшок, а у випадку коли їх концентрацiї рiвнi
в’язкiсть приблизно в два рази перевищує характерну для випадку чистого роз-
плаву лiнiйних полiмерiв . При ковалентному зв’язуваннi кiльцевого полiмеру
з одним з кiнцiв лiнiйного утворюється їх гiбрид вiдомий як пуголовкоподiбний
полiмер, що веде до подальшої модифiкацiї в’язкоеластичних властивостей. У
випадку коли лiнiйнi хвостики пуголовкоподiбних полiмерiв є довшi нiж дов-
жина заплутування спостерiгається плато в’язкостi порiвнюване за величиною
з типовим для розплаву лiнiйних полiмерiв, але зi значно повiльнiшою кiнцевою
релаксацiєю нiж вiдповiднi розплави їх складових елементiв.

Найпростiшим прикладом полiмерiв з бiльше нiж одним центром галуження
є пом-пом полiмери 13. Цей полiмер складається з лiнiйної основи та прикрiпле-
них до неї зiркових полiмерiв. Цi полiмери в розплаваххарактеризуються пiд-
вищеною у порiвняннi з зiрковими полiмерами в’язкiстю та появою феномену

7D. K. Schneiderman and M. A. Hillmyer. Macromolecules 50, 3733—3749 (2017)
8Jonathan D. Halverson et all J. Chem. Phys., 134, 204905 (2011); Y. Tezuka. Polymer Journal,

44, 1159— 1169 (2012); Z. Jia and M. J. Monteiro., J. Polym. Sci., Part A: Polym. Chem., 50,
2085—2097 (2012); K. Zhang and G. N. Tew, React. Funct. Polym., 80, 40—47 (2014); K. Zhang
et all, J. Am. Chem. Soc. 133,4140–4148 (2011); Y. Doi et all., Macromolecules 48, 3140—3147
(2015)

9A. Erbas and J. Paturej. Soft Matter 11, 3139—3148 (2015)
10J. E. Poelma et all. ACS Nano 6,10845–10854 (2012).
11J. D. Halverson et all, PRL, 108, 038301 (2012)
12Y. Doi et all., Macromolecules, 48, 8667—8674 (2015); Y. Doi et all, Soft Matter, 16, 8720—8724

(2020)
13D. M. Knauss and Tianzi Huang., Macromolecules, 35, 2055—2062 (2002); N. Hadjichristidis

et all., Macromolecules, 33, 2424—2436 (2000)
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затвердiння пiд дiєю одновiсного розтягуючого потоку 14.
Гiпергалужений полiмер є термiном, що описує широкий клас макромоле-

кул, що мають велику кiлькiсть центiв галуження, цi структури маю характернi
тривимiрнi структури з багатьма гiлками, що вiдходять вiд кожного з центрiв
галуження. Присутнiсть великої кiлькостi вiльних кiнцiв та порожнин в сере-
динi вiдкриває широкi можливостi для їх застосування при адресна доставка
лiкiв 15, iнкапсуляцiя барвникiв 16, очищення бiлкiв 17, утворення нанокриста-
лiв 18, створення свiтловипромiнюючих матерiалiв 19, матерiалiв для покриття
поверхонь 20, використання в дiагностицi в бiозображеннях 21, iнженерiя бiоло-
гiчносумiсних тканин 22, бiоклеїв 23та iнше.

В той час коли в’язкоелестичнi i динамiчнi властивостi полiмерних розпла-
вiв i концентрованих розчинiв вiдiграють центральну роль в розумiннi властиво-
стей полiмерних матерiалiв в їх найпоширенiших застосуваннях, конформацiйнi
властивостi полiмерiв в сильно-розведених розчинах також привертають суттє-
вий iнтерес 24. На практицi вони зокрема використовуються як модифiкатори
в’язкостi в мастилах, тут архiтектура макромолекул вiдiграє суттєву роль так
як вона не тiльки важлива для отримання потрiбної в’язкостi, але в той же час
може зокрема продовжувати термiн використання мастила так як в залежно-
стi вiд їх архiтектури макромолекули руйнуються по рiзному 25. Вiдомо, що як
лiнiйнi так i галуженнi полiмери характеризуються значно нижчою в’язкiстю в
розчинi в порiвняннi з їх лiнiйними аналогами, вона також знижується зi зро-
станням ступенi галуження 26.

Однак найбiльшу цiннiсть сильно-розведенi розчини мають саме для вивче-
ння властивостей архiтектури, що дозволяє прогнозувати їх властивостi при
подальшому утвореннi матерiалiв 27, так як велика вiдстань мiж макромолеку-
лах в сильно-розведених розчинах дозволяє ефективно вивчати окрему макро-
молекулу.

14T. C. B. McLeish and R. G. Larson. Journal of Rheology 42, 81— 110 (1998)
15A. Duro-Castano, J. Movellan and M. J. Vicent., Biomater. Sci., 3, 1321-1334 (2015); Wuliji

Saiyin et all., Molecular Pharmaceutics, 11, 1662–1675 (2014)
16T. Higashihara et all., Polym. J. 44, 14–29 (2012); S. Yu et all., Biomacromolecules, 15,

1828–1836 (2014)
17R. M. England and S. Rimmer., Polym. Chem., 1, 1533—1544 (2010); S. Carter et all., Bi-

omacromolecules, 7, 1124– 1130 (2006)
18X. Hu, L. Zhou and C. Gao., Colloid and Polymer Science, 289, 1435—1536 (2011)
19J.Li, Z.Bo. , Macromolecules, 37, 2013-2015 (2004)
20D. Zhang et all., RSC Adv., 3, 3095-3102 (2013)
21Q. Zhu et all, RSC Adv., 3, 2071–2083 (2013)
22J. G. Zhang et all., Bioconjugate Chemistry, 19, 1241–1247, (2008).
23H. Zhang et all., Biomaterials, 35, 711-719 (2014)
24Zhen-Gang Wang., Macromolecules, 50, 9073—9114 (2017)
25TX) Kiovsky Thomas E. (Houston. Star-shaped dispersant viscosity index improver. 1978
26D. M. Knauss and Tianzi Huang., Macromolecules, 35, 2055—2062 (2002)
27W. Burchard. Branched Polymers II. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 1999, с.

113—194. isbn: 978- 3-540-49780-6.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН
України. Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно з планами ро-
бiт у рамках бюджетних тем НАН України: "Вплив молекулярної структури i
процесiв локального впорядкування на фiзичнi властивостi багаточастинкових
систем"(2014-2018 рр., номер держреєстрацiї 0114U001048), "Процеси впорядку-
вання i властивостi багаточастинкових статистичних систем: Теорiя i комп’ютерне
моделювання"(2019-2023 рр., номер держреєстрацiї 0119U100663), "Структуро-
утворення та динамiка в м’якiй речовинi: комп’ютерне моделювання та теоре-
тичний аналiз (2024-2028 рр., номер держреєстрацiї 0124U001505), а також тем
"Новi концепцiї статистичного опису i їх застосування у теорiї багаточастинко-
вих систем"(2017-2021 рр., номер держреєстрацiї 0117U002093), "Форми скла-
дних полiмерних макромолекул: теорiя та моделювання 2017-2018 рр., номер
держреєстрацiї 0117U006391).

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є побудова аналiтичної тео-
рiї та чисельне моделювання складногажужених полiмерних макромолекул (ро-
зетковi, пом-пом, снiжинкоподiбнi, йоршикоподiбнi), що мають як однорiдну так
i неоднорiдну хiмiчну природу (кополiмери) в сильнорозведених розчинах, що
можуть мiстити домiшки, скорельованi на великих масштабах. Завданнями ро-
боти є:

— Розрахунок гiдродинамiчних радiусiв iдеальних складногалужених полi-
мерiв у рамках неперервної моделi полiмеру та їх вiдношень до вiдповiд-
них радiусiв гiрацiї

— Аналiз впливу петлеутворення на унiверсальнi властивостi галужених
полiмерiв, зокрема iмовiрностi петлеутворення та компактифiкацiї мо-
лекул у результатi петлеутворення.

— Аналiз впливу скорельованих домiшок на унiверсальнi характеристики
галужених полiмерiв, зокрема петлеутворення та ефекти компактифiка-
цiї.

— Аналiз впливу мультигалуженостi на унiверсальнi характеристики роз-
мiру та форми складногалужених полiмерiв у хороших розчинниках,
зокрема їх компактифiкацiї та змiни форми.

— Порiвняння даних аналiтичних передбачень з даними чисельного мо-
делювання методом молекулярної динамiки, дисипативної динамiки та
Монте-Карло з метою тестування застосованостi наближення Дугласа-
Фрiда для складногалужених полiмерiв.

— Якiсний аналiз впливу архiтектури на окремi структурнi елементи скла-
дногалужених полiмерiв.

— Аналiз конформацiйних властивостей кополiмерiв зi складною полiмер-
ною архiтектурою, зокрема розрахунок ефективних показникiв Флорi
та оцiнка зростання характерного розмiру структурних елементiв у за-
лежностi вiд композицiї макромолекул.
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Методи дослiдження. Для досягнення поставлених задач у роботi вико-
ристовувались як аналiтичнi, так i чисельнi методи дослiдження. Аналiтичнi
розрахунки проводились з використанням методу iнтегрування за траєкторiями
в рамках неперервної моделi для розрахунку розмiрних характеристик iдеаль-
них полiмерiв, який доповнювався прямим полiмерним перенормуванням для
врахування ефекту забороненого об’єму та впливу середовища. Чисельне моде-
лювання проводилось з використанням методу молекулярної динамiки в рамках
бусинково-пружинкової моделi та методу Монте-Карло з використанням стри-
жневого алгоритму в рамках граткової моделi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Центральною вiссю роботи
є узагальнення неперервної моделi полiмерiв для опису складних полiмерних
архiтектур з двома i бiльше центрами галуження в сильнорозведених розчи-
нах. Структурно показано методику узагальнення статистичної суми на випа-
док складних архiтектур.

У рамках неперервної моделi запропоновано алгоритм, який дозволяє отри-
мати точнi значення для гiдродинамiчних радiусiв iдеальних полiмерiв зi скла-
дною архiтектурою. Показано, що цей алгоритм розрахунку працює у всiх ви-
падках, у яких працює алгоритм де Клуазо для розрахунку радiуса гiрацiї.

Проаналiзовано вплив галуження на iмовiрностi петлеутворення. Показано,
що зростання ступеня галуження веде до зниження iмовiрностi петлеутворен-
ня у випадку, коли петля утворюється за участю центрального мономеру, та
зростання iмовiрностi у випадку iнших типiв петель за рахунок зростання ком-
бiнаторних можливостей. Присутнiсть скорельованих домiшок у системi веде до
зниження iмовiрностi утворення петель та слабших ефектiв компактифiкацiї у
той час, як присутнiсть петель у чистому середовищi веде до суттєвої компа-
ктифiкацiї.

Показано, що наближення Дугласа-Фрiда для кiлькiсної оцiнки розмiрних
характеристик полiмерiв у хорошому розчиннику надiйно працює для широкого
перелiку полiмерiв, зокрема розеткових, пом-пом, гантелькових та снiжинкових
полiмерiв у широкому дiапазонi параметрiв галуження. Для цих макромоле-
кул порiвняння з даними чисельного моделювання методами Монте-Карло, ди-
сипативної та молекулярної динамiк дають хорошi кiлькiснi узгодження як з
врахуванням поправок вiд скiнченно-розмiрного скейлiнгу, так i без їх врахува-
ння. Наближення також виявилось ефективним для обмеженого набору параме-
трiв архiтектури “йоршикових” полiмерiв, де отримуємо кiлькiсне узгодження
з даними моделювання методом молекулярної динамiки та якiсне в межах 30%
узгодження для всiх iнших значень параметрiв.

Уперше проаналiзовано вплив мультигалуженостi та вiдносних ступенiв по-
лiмеризацiї на характерний розмiр полiмерних макромолекул у хорошому роз-
чиннику. Показано, що рiзнi структурнi елементи зазнають розтягування пiд
впливом архiтектури по рiзному. Так гiлка зiркового полiмера та гiлка в пом-
пом полiмерi розтягуються так само, а лiнiйна основа пом-пом полiмеру зазнає
суттєвiшого розтягування, коли її ступiнь полiмеризацiї порiвнюваний зi ступе-
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нем полiмеризацiї гiлки, та майже не зазнає впливу архiтектури, коли вiн суттє-
во бiльший. У той же час кiльце в розетковому полiмерi розтягується сильнiше
нiж ланцюжок.

Уперше розраховано нерухомi точки для n блокових кополiмерiв та показа-
но, що в рамках неперервної моделi може бути враховано лише два можливих
типи блокiв, що пiдпорядковуються одному з двох скейлiнгових законiв. Для n
блокового полiмеру, у якому блоки з’єднанi послiдовно, проаналiзовано вплив
порядкового номеру в структурi на характерний розмiр блоку. У випадку скла-
дногалужених полiмерiв уперше розраховано ефективнi скейлiнговi показники
та показано, що на них впливає лише ефективна взаємодiя мiж мономерами в
межах блокiв та не впливає ефективна взаємодiя мiж мономерами на рiзних
блоках. Пiдтверджено iснування трьох характерних масштабiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi в роботi чи-
словi значення для унiверсальних розмiрних характеристик складногалужених
макромолекул у хорошому розчиннику можуть бути в подальшому використанi
при описi гiдродинамiчних та в’язкоеластичних властивостей полiмерних роз-
чинiв. Результати, отриманi для iдеальних полiмерних структур важливi, так
як можуть застосовуватись у тому числi для подальшого аналiзу властивостей
концентрованих полiмерних розчинiв та розплавiв. Також можуть використо-
вуватись для прогнозу характеристичних масштабiв у самоорганiзованих мате-
рiалах.

Важливий внесок цiєї роботи пов’язаний зi запропонованим у нiй алгори-
тмом точного розрахунку гiдродинамiчного радiуса складногалужених полiме-
рiв, що є важливим для подальших дослiджень гiдродинамiчних властивостей
полiмерних розчинiв.

Особистий внесок здобувача. Особистий внесок здобувача в роботах
виконаних у спiвавторствi може бути визначений таким чином: у роботах [1–14]
було розраховано розмiрнi характеристики в межах неперервної моделi; роботах
[9,12–14] розроблено код для iмплементацiї стрижневого алгоритму; у роботi [5]
запропоновано алгоритм для розрахунку гiдродинамiчного радiусу в рамках
неперервної моделi; у роботах [12, 13] виконано розрахунок спостережуваних
величин в рамках молекулярної динамiки.

Здобувач брала безпосередню участь в обговоренi всiх результатiв у прове-
дених дослiдженнях та постановцi задач в [1–5,7–14]

Апробацiя результатiв дисертацiї. Ключовi результати дослiджень до-
повiдались на наукових зустрiчах: Ulam computer Simulations Workshop: Challenges
& Opportunities in Molecular Simulations (Lviv, Ukraine, 2017); 18th International
NTZ-Workshop on New Developments in Computational Physics(Leopzig, Germany,
2017); Workshop on current problems in physics(Lviv, Ukraine, 2018); 19-та Все-
українська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статистичної фiзи-
ки та теорiї конденсованої речовини (Львiв, Україна, 2019); 5th Conference on
Statistical Physics: Modern Trends and Applications (Lviv, Ukraine, 2019); Рiздвя-
нi дискусiї (Львiв, Україна, 2020; 20-ї Всеукраїнської школи-семiнару та кон-
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курсу молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини
(Львiв, Україна, 2020); 20th International NTZ-Workshop on New Developments
in Computational Physics (Leipzig, Germany, 2020); XI Young Scientists Conference
Problems of Theoretical Physics (Kyiv, Ukraine, 2020); 46th Conference of Middle
European Cooperation in Statistical Physics (MECO46) (Riga, Latvia, 2021); 22-
й Всеукраїнської школи-семiнару та конкурсу молодих вчених зi статистичної
фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, Україна, 2022); Workshop on
current problems in physics (Lviv, Ukraine, 2023), а також на семiнарах "Стати-
стична фiзика складних систем"Iнституту фiзики конденсованих систем НАН
України та семiнарах вiддiлу компютерного моделювання багаточастинкових
систем Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiкавано 14 статей у наукових
виданнях та 8 тез мiжнародних конференцiй.

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу шести
роздiлiв оригiнальної частини та списку використаних джерел зi 212 наймену-
вань, мiстить 92 рисункiв та 10 таблиць. Повний обсяг дисертацiї 265 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть обраної теми дослiдження, чiтко сфор-
мульовано мету та конкретнi завдання, якi необхiдно вирiшити. Також визначе-
но наукову новизну одержаних результатiв та окреслено їх практичне значення
для вiдповiдної галузi знань.

В першому роздiлi здiйснено огляд робiт присв’ячених вивченню хара-
ктеристик розмiру та форми складних полiмерних молекул в сильнорозведених
розчинах.

Другий роздiл роботи зосереджується на вивченi характеристик розмiру
та форми складних полiмерних макромолекул в тета розчинах, коли взаємо-
дiї притягування i вiдштовхування мiж мономерами нiвелюють одна iншу а
полiмернi конформацiї пiдпорядковуються гауссовiй статистицi. Так в роздiлi
розглядається алгоритм розрахунку гiдродинамiчного радiусу в рамках моделi
неперервного ланцюжка, який дозволяє точно розраховувати цю величину для
iдеальних полiмерiв.

На мовi неперервної моделi радiус гiрацiї та гiдродинамiчний радiус для по-
лiмеру даються виразами:

⟨R2
g⟩ =

1

2(
∑F

i=1 Li)2

F∑
i,j=1

∫ Li

0

∫ Lj

0

⟨(r⃗i(s1) − r⃗j(s2))2⟩0 (1)

⟨R−1
h ⟩ =

1

(
∑F

i=1 Li)2

F∑
i,j=1

∫ Li

0

∫ Lj

0

⟨|r⃗i(s2) − r⃗j(s2)|−1⟩0 (2)

тут r⃗i(s) радiус вектор кривої з параметром s, що змiнюється вiд 0 до Li, де
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останнє контурна довжина траєкторiї iндекс i визначає номер траєкторiї в скла-
днiй полiмернiй архiтектурi, що мiстить F траєкторiї. Перший з виразiв є шпу-
ром тензора гiрацiї, а другий – тензора Озеєна. Усереднення проводиться з га-

мiльтонiаном H0 =
∑F

i=1
1
2

∫ Li

0

(
dr⃗i(s)
ds

)2
У випадку радiусу гiрацiї для розрахунку середнього пiд знаком iнтегрува-

ння використовується iдентичнiсть 28:

⟨(r⃗i(s2) − r⃗j(s1))2⟩ = −2
d

d|⃗k|2
ξ(k⃗)k⃗=0,

ξ(k⃗) ≡ ⟨e−ιk⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1))⟩. (3)

Перехiд вiд усереднення (r⃗i(s2)− r⃗j(s1))2 до усереднення e−ιk⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1)) до-
зволяє скористатись доповненням до повного квадрату, що в свою чергу робить
можливим виконання iнтегрування за всiма можливими траєкторiями (усере-
днення).

У випадку з розрахунком гiдродинамiчного радiусу є можливим використа-
ння подiбного методу розрахунку. З цiєю метою вираз |r⃗i(s2) − r⃗j(s2)|−1 пiд
знаком усереднення замiнюється на його Фур’є перетворення:

|r⃗|−1 = (2π)−d

∫
dk⃗ 2d−1π

d−1
2 Γ

(
d− 1

2

)
k1−deir⃗k⃗. (4)

Це дозволяє як i у випадку виразу для радiусу гiрацiї спочатку провести
усереднення за траєкторiями для e−ιk⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1)), авже потiм вiдiнтегрувати
за хвильовим вектором k⃗. Використовуючи такий пiдхiд вiдтворюється вiдомий
вираз для гiдродинамiчного радiусу ланцюжка28, з тим що запропонована вище
схема дозволяє проводити розрахунки для складногалужених архiтектур.

Застосовуючи описану вище методику для розрахунку гiдродинамiчного ра-
дiусу, був розглянути розетковий полiмер – узагальнена полiмерна архiтектура
з одним центром галуження 29. Схематично вона зображена на рисунку 1. В за-
гальному випадку розетковий полiмер мiстить fr траєкторiй, що починаються
i закiнчуються в центрi галуження та fc – що лише починаються в центрi галу-
ження, а на мовi неперервної моделi ця архiтектура описується статистичною
сумою, що дається виразом:

Zrosette =
1

Z0

∫
Dr⃗

fc+fr∏
i=1

δ(r⃗i(0))

fr∏
j=1

δ(r⃗j(L) − r⃗j(0))e−H0 (5)

тут перший добуток дельта-функцiй вказує на початок всiх траєкторiй в поча-
тку координат, а другий те що fr з них там же ж i закiнчуються, утворюючи

28J. des Cloizeaux and G. Jannink, Polymers in Solution: their modelling and structure.
Clarendon Press:Oxford, 1991.

29V. Blavatska and R. Metzler, J. Phys. A-Math., 48, 135001 (2015) p.



9

Таблиця 1
Розмiрне вiдношення ρrosette для розеткових полiмерiв for the rosette polymers. *

позначає результати зi статтi E. Uehara and T. Deguchi. J.Chem.Phys, 145,
164905, (2016) p., ** данi статтi K. Shida, K. Ohno, Y. Kawazoe, and Y. Nakamura,

Polymer, 45 5 (2004) p. 1729-1733, результати молекулярної динамiки (MD) зi
статтi [5]

fc fr Theory Dif.sim. MD
1 0 1.504 1.5045 ± 0.000533* 1.499 ± 0.005
2 0 1.504 1.5045 ± 0.000533* 1.499 ± 0.005
3 0 1.401 1.11** 1.395 ± 0.006
4 0 1.334 1.04** 1.336 ± 0.006
0 1 1.253 1.253 ± 0.013* 1.244 ± 0.004
0 2 1.217 1.215 ± 0.011* 1.204 ± 0.010
0 3 1.171 −−− 1.165 ± 0.011
0 4 1.143 −−− 1.135 ± 0.012
1 1 1.415 1.380 ± 0.021* 1.401 ± 0.008
2 2 1.305 −−− 1.295 ± 0.018

петлi. Зауважимо, що при fr = 0 вiдтворюється зiрковий полiмер, fr = 1, fc = 0
описує випадок кiльцевого полiмеру, а fr = 1, fc = 1 та fr = 1, fc = 2 описують
пуголовкоподiбнi полiмери.

Рис. 1: Схематичне зображе-
ння розеткового полi-
меру з чотирьма кiль-
цями fr = 4 i вiсьмо-
ма ланцюжками fc =
8.

Традицiйно вплив полiмерної архiтектури та роз-
мiрнi характеристики опи- сується вiдношенням мiж
радiусами гiрацiї складної архiтектури та лiнiй- ного
полiмеру ⟨R2

g⟩branched/⟨R2
g⟩linear. Аналогiчне вiдоше-

ння для радiусiв гiрацiї часом розглядається також,
тим не менше бiльш цiкавим є вiдношення:

ρrosette =

√
⟨R2

g⟩0rosette(
⟨R−1

h ⟩0rosette
)−1 , (6)

яке порiвнює двi рiзнi розмiрнi характеристики. Ре-
зультати розрахунку i вiдповiднi данi симуляцiй для
цього вiдношення увипадку розеткових полiмерiв на-
веденi в таблицi 1

З отриманих результатiв видно що два фактори ведуть до зменшення вiд-
ношення, а отже i рiзницi мiж характеристиками. Перше це зростання ступеня
галуження, друге наявнiсть кiльцевих траєкторiй. У випадку останнього зниже-
ння пов’язане зi зменшенням вiдстаней мiж мономерами. Оскiльки радiус гiрацiї
сильнiше залежить вiд цих вiдстаней (див. означення) отже вiн i зменшується
сильнiше при зростаннi густини мономерiв в полiмерному клубку.

Подальший розгляд розширюється на випадок регулярних гiпергалужених
полiмерiв де лiнiйна або кiльцева основа є декорована розетковими полiмерам
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n=7
f =2
c

f =1
r

Рис. 2: Схематичне зображення “йоршикового” полiмеру з боковими ланцюжками у формi
кiлець та ланцюжкiв з лiнiйною та кiльцевою основами вiдповiдно злiва i справа.

(“йоршиковi” полiмери). Схематично цi архiтектури зображенi на рисунку 2.
У випадку “йоршикового” полiмеру з лiнiйною основою статистична сума

записується в формi:

Zbb =
1

Z0

∫
Dr⃗

n−1∏
k=1

δ(r⃗k(Lb)− ⃗rk+1(0))

fc+fr∏
i=1

δ(r⃗k(L)−r⃗i(0))

fr∏
j=1

δ(r⃗j(L)−r⃗j(0))e−H0

(7)
Тут перший набiр дельта-функцiй описує послiдовне з’єднання n сегментiв

основи кожен довжиною Lb, що дає повну довжину основи nLb. Другий набiр
дельта-функцiй описує закрiплення бокових ланцюжкiв в центрах галуження, а
третiй набiр описує замикання fr бокових ланцюжкiв в кiльця. Хоча всi боковi
ланцюжки розглядаються з однаковою довжиною, сегменти основи можуть ма-
ти iншу довжину, з тим що в границi безмежнодовгих ланцюжкiв вiдношення
мiж довжиною сегменту основи та довжиною бокового ланцюжка залишається
постiйною величиною limL→∞(Lb/L) = l.

Значення вiдношення для окремо вибраних параметрiв наведенi на рисунку
3 злiва. На вiдмiну вiд вiдношення ⟨R2

g⟩branched/⟨R2
g⟩linear для якого спостерiгає-

ться монотонно спадна поведiнка, вiдношення ρ спадає при малих значеннях n,
а потiм зростає повiльно наближаючись до значення вiдношення для лiнiйного
полiмеру. У випадку коли боковi гiлки є лiнiйними ланцюжками вiдношення
набуває менших значень нiж у випадку коли частина з них є кiльцями.

Зауважимо, що хоча параметр l присутнiй в виразах для розмiрних вiдно-
шень, його вплив наразi не обговорювався. Цiкавими для цього параметру є його
значення в границях прямування до нуля та до безмежностi. У першому випад-
ку вiдтворюються результати для розеткових полiмерiв, а в другому вiдношення
прямують до значень gc = 1 та ρ ≈ 1.5, що вiдповiдає вiдсутностi впливув боко-
вих галужень на конформацiйнi властивостi макромолекули. Бiльш детальний
аналiз впливу цього параметру є цiкавим при врахуваннi вiдштовхування мiж
мономерами.
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Рис. 3: Розмiрне вiдношення ρ як функцiя кiлькостi сегментiв основи n при фiксованому
значеннi l = 1 та для рiзних наборiв параметрiв галуження. Злiва наведенi резуль-
тати для “йоршикових” полiмерiв з лiнiйною основа, а справа з кiльцевою.

У випадку “йоршикового” полiмеру з кiльцевою основою, як i у випадку з
лiнiйною основою кожен з центрiв галуження мiстить розетковий полiмер з fc
боковими ланцюжками та fr кiльцями на основi з n сегментiв. Однак на вiдмiну
вiд лiнiйної основи в цьому випадку розглядається n, а не n−1 центри галуження
(див. рис. 2).

Математично архiтектура задається статистичною сумою:

Zdr =
1

Z0

∫
Dr⃗δ(r⃗n(L) − r⃗0(0))

n−1∏
k=0

δ(r⃗k(L) − ⃗rk+1(0))

fc+fr∏
i=1

δ(r⃗k(L) − r⃗i(0))

fr∏
j=1

δ(r⃗j(L) − r⃗j(0))e−H0 (8)

тут
∏n−1

k=0 δ(r⃗k(L) − ⃗rk+1(0)) описує послiдовне з’єднання сегментiв основи, а
δ(r⃗n(L)− r⃗0(0)) її замикання в кiльце. Зауважимо, що iндекс k в цьому виразi на
вiдмiну вiд аналогiчного для лiнiйної основи починається з нуля, щоб включити
в архiтектуру додаткову розетку.

Для порiвняння впливу типу основи на вiдношення ρ розглядаються тi ж два
випадки параметрiв галуження що i у випадку лiнiйної основи, а саме – fc =
2, fr = 0 та fc = 1, fr = 1. Результати наведенi на рисунку 3. У випадку лiнiйної
основи “йоршикового” полiмеру якiсна поведiнка вiдношення не залежала вiд
кiлькостi та типу параметрiв галуження, натомiсть у випадку “йоршикового”
полiмеру з кiльцевою основою тип бокових гiлок має значення. Так коли всi
боковi гiлки є ланцюжками вiдношення має характерну поведiнку зниження зi
зростанням кiлькостi центрiв галуження. Однак замiна однiєї з бокових гiлок
на кiльце дiаметрально змiнює поведiнку вiдношення – тепер воно зростає зi
зростанням кiлькостi центрiв галуження. Тим не менше варто зазначити що
в границi великих n незалежно вiд типу бокових гiлок вiдношення прямує до
значення характерного для кiльцевого полiмеру, знову ж вказуючи на зниження
впливу бокових гiлок.
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Рис. 4: Схематичне зображення полiмерних структур в термiнах неперервної моделi. Ко-
жна лiнiя позначає траєкторiю довжиною Li.

Досi мова йшла про складнi полiмернi архiтектури, що тим не менше мали
певнi закономiрностi в архiтектурi, як от кiлькiсть та тип структурних елемен-
тiв та кiлькiсть вузлiв. Прикладом нерегулярних складногалужених полiмерiв є
полiмернi мережi. Цей тип полiмерної архiтектури може бути описаний на мовi
теорiї графiв, де центри галуження є вершинами, а ланцюжки лiнками. Для ви-
падку п’яти вершин найменша кiлькiсть лiнкiв чотири, а максимальна – десять
(повний граф).

Полiмернi мережi це випадковi структури, що утворюються в процесi скле-
ювання хiмiчними зв’язками лiнiйних ланцюжкiв. Основою полiмерної мережi
є вузли з яких виходять лiнiйнi ланцюжки, коли їх бiльше нiж два такий ву-
зол є центром галуження. Розподiл вузлiв в ковалентнiй полiмернiй мережi ви-
значається хiмiчною функцiональнiстю реагуючих мономерiв вздовж вихiдних
ланцюжкiв. Деякi полiмернi мережi, як от полiуритани та полiестровi гуми,
утворюються на основi реагуючих мономерiв на кiнцях ланцюжкiв, утворюю-
чи мережу через змикання кiнцiв. Мережi також можуть утворюватись через
реакцiї мiж внутрiшнiми мономерами, як до прикладу через водневi зв’язки
утворюючи так званi фiзичнi мережi, як от бiологiчнi та синтетичнi гелi 30.
Асоцiйованi полiмернi мережi в цьому випадку привертають значну увагу, так
утворюються з водорозчинних полiмерiв, що мiстять асоцiативнi групи вздовж
ланцюжкiв 31. Цi центри асоцiацiї збираються докупи в розчинах утворюючи
фiзично зв’язанi полiмернi мережi з тимчасовими зв’язками.

Опис полiмерних мереж в термiнах графiв дозволяє розраховувати для них
характеристики розмiру та форми з використанням методу Вея. Оскiльки по-

30W. Burchard, S. B. Ross-Murphy, “Physical networks:polymers and gels,” in Materials Sci-
ence, Chemistry, Physics, 1990; A. H. Clark and S. B. Ross-Murphy, “Structural and mechanical
properties of biopolymer gels,” in Biopolymers, (Berlin, Heidelberg), pp. 57–192, Springer Berlin
Heidelberg, 1987.

31M. A. Winnik and A. Yekta, Current Opinion in Colloid & Interface Science, 2, 424– 436 (1997);
C. Chassenieux, T. Nicolai, and L. Benyahia, Current Opinion in Colloid & Interface Science, 16,
18–26 (2011).
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Таблиця 2
Результати для розмiрних вiдношень ρ полiмерних мереж отриманi з

використанням неперервної моделi

ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ρ
c = 0.4 1.334 1.423 1.505 - - 1.459
c = 0.5 1.261 1.443 1.359 1.262 1.253 1.337
c = 0.6 1.195 1.217 1.216 1.189 1.172 1.1999

лiмернi мережi є випадковими структурами асферичнiсть та розмiрне вiдноше-
ння розраховуються як середнє за всiма можливими мережами при фiксованiй
зв’язностi з тим що кожна з архiтектур враховується з її iмовiрнiстю утворення:

⟨Ad⟩ =
∑
n

pn⟨Ad⟩n, g =
∑
n

pngn (9)

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
c
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c⟩

Рис. 5: Порiвняння результатiв для
розмiрного вiдношення gc
отриманих з вокористанням
методу Вея (чорна штрихова
лiнiя та чорнi кружечки) з
результатами отриманими в
рамках неперервної моделi
(Червонi квадрати)

Частина п’ятивершинних мереж може бу-
ти розрахована в термiнах неперервної моде-
лi (див. рисунок. 4). Тут кожен вузол з якого
виходять лише два ланцюжки вилучається, а
ланцюжки “об’єднуються”. Таким чином роз-
глядаються архiтектури з рiзнити довжинами
сегментiв. У випадку зв’язностi c = 0.4 всi три
архiтектури можуть вважатись зiрковим полi-
мером, для зв’язностi c = 0.5 всi випадки, за
виключенням другого, є розетковими полiме-
рами з елементами рiзної довжини, у випадку
зв’язностi c = 0.6 лише друга архiтектура є
розетковим полiмером. Для всiх iнших випад-
кiв розглядаються свої окреслення статисти-
чної суми i розраховуються вiдповiдно радiуси
гiрацiї та гiдродинамiчнi радiуси.

У випадку розмiрного вiдношення ⟨R2
g⟩branched/⟨R2

g⟩linear результати аналi-
тичного розрахунку можна порiвняти з результатами отриманими в методi Вея
(див.рис. 5 ). Результати отриманi в двох методах добре узгоджуються мiж
собою. Структур зi зв’язностями до c = 0.6 включно неперервна модель має
перевагу в тому, що архiтектури можуть бути розрахованi як функцiї Li точно,
натомiсть отримання таких виразiв для вищих зв’язностей мережi стає громiзд-
ким. Зi зростанням зв’язностi зростає i кiлькiсть параметрiв в виразах, а отже i
ускладнення розрахунку дiаграм. Натомiсть для методу Вея не спостерiгається
зростання складностi розрахунку зi зростанням зв’язностi мережi.

Варто зазначити однак, що на момент написання роботи в методi Вея вiд-
сутня стратегiя для розрахунку гiдродинамiчного радiусу, а отже для цього
параметру розрахунок в рамках неперервної моделi залишається найкращою
можливiстю. Хоча вiдповiднi вирази i отримуються точно вони є громiздкими i
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просторi для п’ятигiлкового зiркового полiмеру f = 5 як функцiя δ

для кращого розумiння числовi значення для тривимiрного простору наведенi
в таблицi 2.

У третьому роздiлi розглядаються полiмери з одним центром галуження.
Для початку проводиться аналiз впливу як короткосяжної так i далекосяжної
взаємодiї на процес утворення петель в зiркових полiмерах. Аналiтичний роз-
рахунок проводиться в рамках неперервної моделi 32. Розглядається зiрковий
полiмер з f гiлками однакової довжини L, кожна з яких описується радiус ве-
ктором r⃗i(s), i = 1, . . . , f , що параметризований величиною s що змiнюється в
межах вiд 0 до L.

У випадку зiркових полiмерiв є сiм можливостей петель мiж двома мономе-
рами (див. рис. 6 Злiва). Статистична сума в загальному дається виразом:

Zx
y;f (L) =

∫
Dr⃗ δxy

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H

∫
Dr⃗

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H

. (10)

Iнтегрування проводиться за всiма можливими траєкторiями для траєкторiй
r⃗1, . . . , rf , а добуток δ-функцiй δ(r⃗i(0)) описує початок всiх траєкторiй з початку
координат, що формує зiрковий полiмер врештi δxy (x = 1, 2, y = 1, 2, 3, 4) описує
наявнiсть петлi певного типу, що утворюється через взаємодiю двох мономерiв,
якi належать або до однiєї гiлки (x = 1), або до рiзних гiлок x = 2 (див.рис.
6 Злiва). Кожна з них дається сумою дельта функцiй: δ11 =

∑f
a=1 δ(r⃗a(L)−r⃗a(0)),

δ12 =
∑f

a=1 δ(r⃗a(L/2) − r⃗a(0)), δ13 =
∑f

a=1 δ(r⃗a(L)−r⃗a(L/2)), δ14 =
∑f

a=1 δ(r⃗a(2L/3)−
r⃗a(L/3)), δ21 =

∑f
a,b=1 δ(r⃗a(L) − r⃗b(L)), δ22 =

∑f
a,b=1 δ(r⃗a(L) − r⃗b(L/2)), δ23 =∑f

a,b=1 δ(r⃗a(L/2)− r⃗b(L/2)) де H ефективний гамiльтонiан системи, що дається

виразом HLR = H0+u
∫ L

0
ds
∫ s

0
dz δ(r⃗(s)− r⃗(z))+v

∫ L

0
dsV (r⃗(s)). Для обчислення

32S. F. Edwards, Proceedings of the Physical Society, 85, 613 (1965).
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ймовiрностей утворення петель розглядається вiдношення статистичної суми з
даним типом петлi до повної статистичної суми зiркового полiмеру:

P x
y =

Zx
y;f (L)

Zf (L)
∼ Lλx

y , (11)

В результатi отримуються аналiтичнi вирази для цих показникiв λx
y , як ряди

за константами u, w:

λ1
1 − d/2 = (f + 2)u− (f + 2)w, (12)

λ1
2 − d/2 = (2f + 2)u− (2f + 2)w, (13)

λ1
3 − d/2 = 4u− 4w, (14)

λ1
4 − d/2 = 6u− 6w, (15)

λ2
1 − d/2 = 3u− 3w, (16)

λ2
2 − d/2 = 4u− 4w, (17)

λ2
3 − d/2 = 6u− 6w. (18)

Зауважимо, що лише показники λ1
1 та λ1

2 є нетривiальними i залежать вiд
кiлькостi гiлок зiркового полiмеру f (див.рис. 6 Справа). Це веде до висновку,
що зi зростанням кiлькостi гiлок iмовiрнiсть утворення петель знижується. При
f = 1, показники для випадку короткосяжної взаємодiї λ1

1 та λ2
1 вiдтворюють

вiдомi вирази для лiнiйного ланцюжка. Всi решту показники незалежно вiд
ступенi галуження збiгаються з одним з показникiв для лiнiйного полiмеру33.

Для подальшого аналiзу показникiв використовуються значення констант
взаємодiї в нерухомих точках. У випадку наявностi в системi далекосяжних вза-
ємодiй цi точки були розрахованi в роботi 34. Загалом в задачi є три нерухому
точки: перша описує гауссовий випадок коли мiж мономерами вiдсутнi взаємодiї
(u∗

R = 0, w∗
R = 0), другий вiдповiдає короткосяжним взаємодiям (u∗

R = ϵ
8 , w

∗
R =

0), або ж випадку полiмеру в хорошому розчиннику без домiшок. Третiй описує
випадок присутностi в системi далекосяжних взаємодiй спричинених або домi-
шками, або наявнiстю заряду на полiмерi (u∗

R = δ2

4(ϵ−δ) , w∗
R = δ(ϵ−2δ)

4(δ−ϵ) )35. У
першому випадку для показникiв вiдтворюється значення λx

y = d/2. Зауважимо,
що у випадку далекосяжної взаємодiї iмовiрнiсть утворення петель знижується
у порiвняннi з короткосяжною взаємодiєю, у випадку нетривiальних показникiв
це зниження є стрiмкiшим зi зростанням ступенi галуження.

З семи архiтектур, що утворюються злiплюванням двох мономерiв лише три
ведуть до утворення стуктур з одним центром галуження, що є топологiчно

33K. Haydukivska and V. Blavatska,J. Chem.Phys., 144, 084901 (2016)
34V. Blavats’ka, C. v. Ferber, and Y. Holovatch, Phys. Rev. E, 64, 041102, (2001).
35тут δ = 4−a, ϵ = 4−d вiдхилення вiд верхнiх критичних вимiрностей для констан взаємодiї

w та u
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однаковими та вiдповiдають розетковому полiмеру з одним кiльцем. Саме для
розеткового полiмеру в подальшому проводиться розгляд, а решту чотири то-
пологiї залишаються поза межами розгляду.

Надалi розетковi полiмери розглядаються подiбно до попереднього роздiлу i
в загальному випадку в першому порядку теорiї збурення та першому порядку
δ, ϵ-розкладу дається виразом:

⟨R2
g⟩rosette = ⟨R2

g⟩0rosette
(

1 +
2u

ϵ
+

2w

δ
− (u0 + w0)R1(fc, fr)

)
(19)

де R1(fc, fr) функцiя, що залежиться вiд параметрiв галуження.
З метою опису характерного розмiру розеткового полiмеру та впливу петель

розглядається не лише вiдношення у порiвняннi з лiнiйним полiмером такої ж
молекулярної маси, але i вiдношення у порiвняннi з зiркою з такою ж кiлькiстю
гiлок:

grosettec =
⟨R2

g⟩rosette
⟨R2

g⟩chain
(20)

grosettes =
⟨R2

g⟩rosette
⟨R2

g⟩star
(21)

тут ⟨R2
g⟩c та ⟨R2

g⟩s вiд повiдно вирахи для радiусiв гiрацiї ланцюжка та зiрки
Для початку проаналiзуємо вплив утворення петлi на розмiрнi характери-

стики у випадку як короткосяжної так i далекосяжної взаємодiї. В цьому ви-
падку обмежимось наявнiстю лише одного кiльця. Також зауважимо, що одразу
три можливих петлi утворюють таку архiтектуру, хоча з елементами рiзної дов-
жини. Оскiльки в цiй частинi розглядається однопетлеве наближення, що дає
лише якiсну оцiнку параметрiв вплив вiдносних довжин стуктурних елементiв
не розглядається. Графiчно вiдношення зображенi на рисунку 7.

Наявнiсть забороненого об’єму веде до зростання характерного розмiру ро-
зеткового полiмеру, а присутнiсть вже навiть одного кiльця вiдiграє важливу
роль у випадку малої кiлькостi ланцюжкiв fc та стає тривiальним при їх бiль-
шiй кiлькостi. Натомiсть присутнiсть далекосяжної взаємодiї очiкувано веде до
значного зростання характерного розмiру макромолекул. З тим що наявнiсть
петлi вже не є тривiальним у порiвняннi з зiрковим полiмером так як зi зроста-
нням кiлькостi гiлок fc характерний розмiр розетки з одним кiльцем є бiльший
вiд зiркового полiмеру.

Цiкавим є випадок δ = 3, що вiдповiдає кореляцiйному параметру рiвному
одиницi. Цей випадок описує не лише присутнiсть сильноскорельованих домi-
шок в системi, але також може описувати полiелектролiт. Тут варто зазначити,
що описується лише слабо заряджений полiелектролiт так як у випадку високої
густини заряду гауссовий доданок вже не буде домiнувати (w0 вже не буде ма-
лою величиною). В цьому випадку спостерiгаємо вiдношення gc в околi одиницi,
що вказує на порiвняно однаковi розмiри лiнiйного та зiркового полiмеру. Тут



17

Рис. 7: Розмiрне вiдношення (20 (злiва)) та вiдношення (21 (справа)) як функцiя параметру
fc, розрахована для рiзних значень нерухомих точок. Зiрочками позначено гауссо-
вий випадок; квадратиками: вираз (21) розрахований при d = 3 (ϵ = 1); кружечками,
ромбиками i трикутниками вiдповiднi значення цього ж виразу для кореляцiйного
параметру a = 3 (δ = 1), a = 2 (δ = 2), a = 1 (δ = 3) вiдповiдно.

варто зазначити, що результат є лише якiсним, а для кiлькостi гiлок бiльше
п’яти (одна з них кiльце) починає спостерiгатись нефiзична поведiнка.

У випадку короткосяжної взаємодiї є можлимим порiвняння з даними чи-
сельного моделювання методами Монте-Карло з використанням стрижневого
алгоритму та молекулярної динамiки. Спiльною рисою цих методiв є наявнiсть
жорсткого потенцiалу вiдштовхування, а вiдмiнною те що перший використо-
вується у випадку дискретного простору (на гратцi), а другий в неперервному
просторi.

Обидва параметри, що описують архiтектуру розеткового полiмеру (fc лан-
цюжкiв та fr кiлець) змiнюються в межах вiд одного до чотирьох. На основi
даних отриманих в симуляцiях розраховувались розмiрнi вiдношення (20) та
(21) для кожної з розглянутих довжин. Обидва вiдношення де факто означаю-
ться для безмежнодовгих гiлок (N → ∞), але так як симуляцiї проводяться для
макромолекул зi скiнченною довжиною гiлок для отримання значень вiдношень,
що потiм порiвнюватимусь з даними аналiтичних розрахункiв використовується
лiнiйна апроксимацiя для усунення ефектiв скiнченного розмiру:

gi(N) = gi + Ai/N, (22)

де i = c, s та Ai константи апроксимацiї.
Тут також варто зазначити що у випадку ϵ-розкладу (ренормгруповий пiд-

хiд) для отримання кiлькiсного порiвнянн з даними симуляцiй треба розглянути
внески щонайменше ∼ ϵ2, що вимагає розрахунку другого порядку теорiї збу-
рень за константою взаємодiї, що є надзвичайно громiздкою задачею. Однак
Дуглас i Фрiд в своїй роботi 36 запропонували наближення, яке дозволяє про-
вести кiлькiсне порiвняння теорiї з експериментом чи симуляцiями враховуючи
лише перший порядок теорiї збурень. В оригiнальнiй роботi порiвняння прово-
диться лише для кiльцевих i зiркових полiмерiв. Тут

36J. Douglas and K. F. Freed, Macromolecules, 17, 2344–2354 (1984).
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Рис. 8: Розмiрне вiдношення gc для розеткових полiмерiв у порiвняннi з лiнiйним полi-
мером, як функцiя кiлькостi ланцюжкiв fc. Графiки наведенi для рiзної кiлькостi
кiлець fr , що позначено на рисунках. Данi наведенi для двох методiв чисельного
моделювання: кружечками (граткова модель) а ромбиками (модель в неперервному
просторi). Лiнiями позначено данi аналiтичних розрахункiв: Гауссове наближення
(точковою лiнiєю), ренормгрупове передбачення (штриховою лiнiєю) та наближення
Дугласа-Фрiда (суцiльною лiнiєю). Експериментальнi данi позначенi квадратиками

На рисунках 8 та 9 зображенi результати як аналiтичних так i чисельних
розрахункiв, а також деякi наявнi експериментальнi данi для розмiрних вiдно-
шень gc та gs для розеткових полiмерiв. Данi на графiках наведенi як функцiя
кiлькостi ланцюжкiв fc в розетковому полiмерi для рiзних фiксованих значень
кiлькостi кiлець fr в архiтектурi. Зауважимо, що для всiх розглянутих наборiв
параметрiв галуження результати отриманi в однопетлевому наближеннi реном-
групового пiдходу(штриховi лiнiї на графiках) дають лише якiсне узгодження
з результатами як чисельного моделювання (кружечки та ромбики) так i екс-
перименту (квадратики) 37. Фактично результати ренормгрупи та гауссового
наближення (точкова лiнiя) вiдображають своєрiднi верхню i нижню границю
вiдповiдно для чисельних та експериментальних даних. Натомiсть результати
наближення Дугласа-Фрiда (суцiльна лiнiя) дають значно краще узгодження з
даними як симуляцiй в методi молекулярної динамiки так i з даними експери-
ментальних вимiрювань. В цьому мiсцi варто зупинитись на фактi, що резуль-
тати отриманi у межах граткової моделi краще узгоджуються з результатами
гауссового наближення а нiж надближенням Дугласа-Фрiда, а часом мають i
меншi значення нiж прогнозованi для iдеального розеткового полiмеру. Для

37Y. Doi, et all, Macromolecules,46, 1075– 1081 (2013);J. Higgins, K. Dodgson, and J. Semlyen,
Polymer,20, 553–558, (1979).
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Рис. 9: Розмiрне вiдношення gs для розеткових полiмерiв в порiвняннi з зiрковим полiмером
що мiстить fc + fr гiлок. Всi позначення тi ж, що i на рисунку 8.

цього може бути двi причини. Одна з них той факт, що у випадку граткової
моделi розглядаються вiдносно короткi гiлки до N = 150 крокiв в ланцюжку. В
цiлому цього достатньо i результати отриманi для радiусiв гiрацiї для рiзних N
мають коректну скейлiнгову поведiнку. Iнша причина може походити вiд дис-
кретного середовища (гратки) в якому розглядаються розетковi полiмери, так
як в цьому випадку є суттєво менша кiлькiсть доступних конформацiй особливо
для кiльцевих гiлок. Також варто зазначити, що це не є фiзичною поведiнкою,
а радше артефактом моделi, що обмежує її використання для опису полiмерiв
з великою кiлькiстю петель. Ця ситуацiя є майже несуттєвою при fr = 1 але
погiршується зi зростанням кiлькостi кiлець.

В четвертому роздiлi продовжується тема застосовностi наближення Дуг-
ласа-Фрiда до полiмерiв з двома цетрами галуження. З цiєю метою розглядаю-
ться пом-пом та гантельковi полiмери (схематично зображенi на рисунку 10).

Архiтектура пом-пом макромолекуливизначається статистичною сумою:

Zpom−pom =

∫
Dr⃗(s)

f1∏
i=1

f2∏
j=1

δ(r⃗i(0) − r⃗0(0)) × δ(r⃗j(0) − r⃗0(Lc)) e−HF .(23)

тут ланцюжок основи, який сполучає два центри галуження, рахується як 0й,
а набори траєкторiй, f1 та f2 закрiпленi одним кiнцем в початку координат
(r⃗0(0)) та на iншому кiнцi ланцюжка основи (r⃗0(Lc)) вiдповiдно. Зауважимо, що
в цьому випадку розглядається випадок коли основа має довжину Lc, а боковi
ланцюжки L. З тим що вiдношення мiж ними Lc/L = l в границi безмежно
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Рис. 10: Злiва:Схематичне зображення пом-пом полiмеру, який складається з снови до
кiнцiв якої прикрiпленi центри галуження з функцiональностями f1 та f2. Спра-
ва:Схематичне зображення гантелькового полiмеру

довгих ланцюжкiв залишається скiнченною величиною.
Вираз для радiусу гiрацiї пом-пом полiмеру в загальному виглядi можна

представити як:

⟨R2
g⟩pom−pom = ⟨R2

g⟩0pom−pom (1 − u0Rpp(d, l, f1, f2)) (24)

де a = Lc/L, ⟨R2
g,pom−pom⟩0 – радiус гарацiї пом-пом полiмеру в гауссовому

наближеннi:

⟨R2
g,pom−pom⟩0 =

(f1 + f2)(3f1 + 3f2 − 2 + 3l2) + 3(2f1f2 + f1 + f2)l + l3

6(FL)2
, (25)

а u0 та Rpp(d, l, f1, f2) вiдповiдно константа взаємодiї, та вiдповiдний коефiцiєнт.
Як i в попередньому розглядi для радiусу гiрацiї розглядаються два вiдно-

шення:

gpom−pom
s =

⟨R2
g⟩star

⟨R2
g⟩pom−pom

, gpom−pom
c =

⟨R2
g⟩pom−pom

⟨R2
g⟩chain

, (26)

де ⟨R2
g,star⟩ – радiус гiрацiї для зiркового полiмеру, що мiстить F ланцюжкiв

однакової довжини
Зважаючи на велику кiлькiсть параметрiв в цiй задачi розгляд їх впливу на

характеристики форми розбивається на кiлька частин. Спочатку розглядати-
меться вплив ступеня галуження для чого фiксується l = 1 та f1 = f2 = f . Далi
при фiксованiй кiлькостi гiлок розглядатиметься вплив нерiвномiрного розподi-
лу гiлок на центрах галуження на характеристики форми. На завершення при
фiксованому ступенi галуження розглядатиметься вплив довжини основи l.

Для початку пом-пом полiмер порiвнюється з зiрковим полiмером gpom−pom
s ,

що дається виразом (26). Це вiдношення визначає наскiльки зiрковий полiмер
з F гiлками є компактнiший нiж пом-пом полiмер з такою самою кiлькiстю гi-
лок. Результати наведенi на рисунку 11. Зауважимо, що формальна границя
gpom−pom
s = 1 при F = 1 виконується, а також результат для F = 3 спiвпадає

з вiдомими значенням для вiдношення gstarc (3) мiж тригiлковою зiркою та лан-
цюжком . Обидвi величини мають те ж значення gpom−pom

s (3) ≈ gstarc (3) ≈ 0.8.
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Рис. 11: Розмiрнi вiдношення gpom−pom
s (злiва) та gpom−pom(справа) як функцiя кiлькостi

гiлок F . Символи з вусами зображають результати ДПД симуляцiй для довжи-
ни гiлок Nf = 8, а символи без вусiв зображують результати для довжини гiлок
Nf = 16, штрихованою лiнiєю позначено апроксимацiю даних симуляцiї аналiти-
чною функцiєю, суцiльною зеленою лiнiєю позначено результати ϵ розкладу (ви-
раз (26)), Суцiльною червоною лiнiєю позначено результати наближення Дугласа-
Фрiда36.

В останньому випадку значення взяте з роботи [4]. Зi збiльшенням кiлько-
стi гiлок F , як аналiтичнi так i чисельнi результати вказують на зниження of
gpom−pom
s , вказуючи на бiльш компактний розмiр зiркового полiмеру у порiв-

няннi з пом-пом полiмером, що є очiкуваним зважаючи на їх полiмерну архiте-
ктуру. Аналiтичнi результати загалом мають доволi складну залежнiсть вiдно-
шення gpom−pom

s вiд параметру галуження F , в той час як спадання чисельних
результатiв можна наблизити виразом gpom−pom

s ≈ 1 − 0.39[1 − exp(−0.52)1/2].
Результати чисельного моделювання досить добре узгоджуються з ренормгру-
повим результатом для кiлькостей гiлок F = 1−5 та F = 15−17, для всiх iнших
випадкiв розбiжнiсть мiж результатами не перевищує 7%. Зауважимо, що на-
ближення Дугласа-Фрiда застосоване до аналiтичних результатiв узгоджуються
з результатами симуляцiй надзвичайно добре. В основному це спостерiгається
тому, що наближення дозволяє частково врахувати вищi порядки за ϵ

Унiверсальне вiдношення gpom−pom
c , що визначається виразом (26), описує

компактифiкацiю пом-пом полiмеру з F гiлок у порiвняннi з лiнiйним полiме-
ром такої ж молекулярної маси. Результати наведенi на рисунку 11. Вiдзначимо
що для значень параметру галуження F = 1 та 3 вiдношення набуває значення
gpom−pom
c = 1, яке передбачено означенням. А при F > 3 залежнiсть вiд параме-

тру галуження для результатiв симуляцiй може бути апроксимована степеневим
законом gpom−pom

c ≈ 2.14F−0.69. В цьому випадку спостерiгається рiзкiше зага-
сання нiж у випадку вiдношення gpom−pom

s , що є очiкуваним так як i пом-пом
полiмер i зiрковий полiмер є значно компактнiшi вiд еквiвалентного лiнiйного
полiмеру. Отже вiдношення gpom−pom

s дає порiвняння для радiусiв гiрацiї двох
компактних об’єктiв i для F > 3 воно набуває значень в вузькому промiжку
0.65 < gs < 0.8. Також зауважимо, що ренормгруповi результати та результати
симуляцiй для вiдношення gpom−pom

c добре узгоджуються в дiапазонi F ≤ 7. Для
бiльшостi значень параметру галуження ренормгруповий результат переоцiнює
значення вiдношень отриманi в симуляцiях, однак наближення Дугласа-Фрiда
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Рис. 12: Розмiрне вiдношення (26) злiва та (26) справа при фiксованiй загальнiй кiль-
костi гiлок F = 15 як функцiя параметру галуження на одному з центрiв. Си-
ньою лiнiєю зображено результати ренормгрупового розрахунку в однiй петлi при
ϵ = 1(d = 3).Червоною штрихованою лiнiєю позначено результати наближення
Дугласа-Фрiда, чорною штрихованою лiнiєю – результат для гауссового наближе-
ння. Зеленими символами позначено данi Монте-Карло моделювання, а червоними
символами данi моделювання методом дисипативної динамiки.

знову дає хороше узгодження з симуляцiями в усьому дiпазонi, що розглядався
1 < F < 17.

Зауважимо, що незважаючи на цi обмеження в моделях, результати отри-
манi з їх допомогою мають хорошi узгодження особливо у випадку порiвняння
чисельного моделювання з наближенням Дугласа-Фрiда.

Опис впливу асиметрiї мтупенiв галуження проводиться для фiксованої кiль-
костi гiлок в архiтектурi F = 15, з тим що f1 та f2 змiнюються мiж 1 та 13

Результати розмiрних вiдношень наведенi на рисунку 12. На цiй основi мо-
жемо зробити низку висновкiв:

— симетричний пом-пом має бiльший характерний розмiр нiж асиметри-
чний, однак менший нiж лiнiйний i бiльший нiж зiрковий;

— ϵ-розклад дає лише якiсне узгодження з даними симуляцiй;
— для низки випадкiв гауссова модель дає хороше кiлькiсне узгодження

з даними симуляцiй в околi симетричного пом-пом, однак Узгодження
погiршується для бiльш асиметричних випадкiв;

— Найкраще узгодження аналiтичних результатiв з даними симуляцiй да-
ється знову ж таки наближенням Дугласа Фрiда.

Важливим моментом цього роздiлу є рогляд впливу вiдносної довжини се-
гменту мiж двома центрами галуження (основи) у порiвняннi з боковими се-
гментами на характерний розмiр макромолекул.

Традицiйно розгляд впливу параметру на характеристики розмiру починає-
ться з з розгляду розмiрного вiдношення (26). Для цього при кiлькох фiксованих
значеннях параметру галуження f порiвнюються результати аналiтичного опи-
су в гауссовому наближеннi та з використанням наближення Дугласа-Фрiда.
Результати зображенi на рисунку 13. Зауважимо, що вплив ефекту заборонено-
го об’єму для розглянутих значень параметру l є радше незначним, а загальна
поведiнка є однаковою для обох наближень. Граничнi значення i третди є оди-
наковi в обох наближеннях:
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— для l = 0 (довжина основи рiвна нулевi), вiдношення набуває добре вi-
домих значень для зiркового полiмеру з 2f гiлок вiдносно лiнiйного по-
лiмеру.

— в границi l = ∞ вiдношення прямує до 1. В цьому випадку боковi зiрки не
вiдiграють значної ролi в унiверсальнiй поведiнцi пом-пому з безмежно
довгою основою.

— у випадку l = 1 вiдновлюється результат описаний вище.

Рис. 13: Розмiрне вiдношення gc у
симетричному випадку f1 =
f2 = f як функцiя вiдносної
довжини основи l.

Вище мова йшла про мом пом полiмери, що
є двома зiрками причепленими до рiзних кiн-
цiв ланцюжка, в цiй же частинi проводиться
аналiз архiтектури коли до кiнцiв ланцюжка
прикрiплено кiльця (див рис.10) – гантелько-
вих полiмерiв. Як i пом-пом полiмери, гантель-
ковi синтезуються на експериментi та володi-
ють цiкавими властивостями в розплавi38.

на мовi неперервної моделi така архiтекту-
ра дається статистичною сумою:

ZDB
Lc,L =

1

ZDB
0

∫
Dr⃗(s) ×

δ(r⃗1(0) − r⃗0(0))δ(r⃗2(0) − r⃗0(Lc)) ×
δ(r⃗2(0) − r⃗2(L))δ(r⃗2(0) − r⃗2(L)) e−H ,(27)

тут δ(r⃗1(0) − r⃗0(0)) та δ(r⃗2(0) − r⃗0(Lc)) опису-
ють прикрiплення траєкторiй параметризованих радiус векторами r⃗1 та r⃗2 до
траєкторiї r⃗0 а двi iншi δ-функцiї описують їх замикання в кiльця (див. рис. 10).

Тут розглядається випадок коли траєкторiї в архiтектурi гантельки мають
рiзну довжину: довжина основи є Lc, а довжина кожного з кiлець L. Оскiльки
в пiдходi неперервної моделi обидва цi параметри прямують до безмежностi, як
i в попереднiх випадках розглядається їх вiдношення limL,Lc→∞ Lc/L = l.

В гауссовому наближеннi радiус гiрацiї як функцiя вiдносного ступенi полi-
меризацiї l дається виразом:

⟨R2
g⟩0 =

dL

6
(l + 1)(l2 + 5l + 3) (28)

На рисунку 14 порiвнюються результати отриманi в аналiтичному та чисель-
ному пiдходах для вiдношення gc для iдеального та реального гантелькового
полiмеру у порiвняннi з лiнiйним. Для чисельного моделювання був використа-
ний метод молекулярної динамiки. Результати зображенi як функцiя вiдносного
ступеню полiмеризацiї l ≡ Nc/N , або ж вiдношення мiж кiлькiстю мономерiв
в лiнiйнiй основi та в боковому кiльцi. Червоними квадратами позначеннi ре-
зультати розрахунку методом Вея, а точкова червона лiнiя зображає гауссове

38Y. Doi, et all, Macromolecules,54,1366–1374, (2021)
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Рис. 14: Розмiрне вiдношення gc для гантелькового полiмеру як функцiя вiдносного сту-
пеню полiмеризацiї l основи гантельки Nc до кiльця N . Лiнiї зображають тео-
ретичнi передбачення для гауссового наближення (точкова лiнiя) та наближення
Дугласа-Фрiда (штрихова лiнiя). Квадратики позначають результати отриманi ме-
тодом Вея. Символами позначено результати моделювання методом молекулярної
динамiки. Порожнi кружечки позначають результати для фiксованого значення
ступенi полiмеризацiї N = 100, а повнi кружечки вiдповiдають значенням асфери-
чностi gc для безмежно довгих ланцюжкiв (N → ∞) отриманих з аналiзу поправок
до скейлiнгу. Стрiлочки вказують на приклади конформацiй отриманi з симуляцiй
для рiзних значень l.

наближення неперервної моделi. Цi данi вiдповiдають випадку iдеальної ган-
тельки, або ж гантельки в тета розчиннику, та визначають нижню границю
значень для вiдношення gc.

Чорна штрихова лiнiя зображає результати для наближення Дугласа-Фрiда,
або ж iншими словами полiмер в хорошому розчиннику. Сiрими кружечками зо-
бражено результати молекулярної динамiки при фiксованiй довжинi бокового
кiльця в N = 100 бусинок, а зеленими кульками позначено результати отри-
манi з використанням скiнченно-розмiрного скейлiнгу N → ∞. Спостерiгається
хороше узгодження мiж даними симуляцiй та даними аналiтичного розрахун-
ку. Усi отриманi результати мають ту ж тенденцiю. В усiх випадках при l ≤ 2
вiдношення gc < 1 вказуючи на менший характерний розмiр гантельки у порiв-
няннi з лiнiйним полiмером такої ж молекулярної маси. Вiдношення gc зростає
зi зростанням l. В гауссовому випадку воно прямує до значення gc = 1 в границi
l → ∞.

В той же час у випадку полiмеру в хорошому розчиннику вiдношення gc
отримане з використанням наближення Дуглса-Фрiда на асимпоточних значень
методу молекулярної динамiки досягають значення одиницi вже при l ≈ 5. Цi
результати узгоджуються з недавнiми експериментальними вимiрюваннями для
гантелькових полiмерiв з l = 8, де було отримано значення для вiдношення
gc ≈ 1 38. Бiльше того вiдзначимо, що у випадку Н-полiмерiв (пом-пом полiмер
з f = 2) вiдношення досягає значення одиницi лише в границi l → ∞. А при
значеннi l = 5 для Н-полiмеру отримується вiдношення gc = 0.95

У п’ятому роздiлi розглядаються гiпергалуженi полiмери, що не мiстять
петель. Зокрема “йоршиковi” полiмери та дендроподiбнi (снiжинковi) полiмери.

Для початку розглядається снiжинкоподiбний полiмер, який має дендричну
структуру (див. рис. 15 (злiва)). Вiд основного центру галуження вiдходять fs
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n=5
f=3

Рис. 15: Злiва: Схематичне зображення снiжинкоподiбного полiмеру. Справа: Схематичне
розраження ”йоршикового” полiмеру без кiлець

гiлок (червонi лiнiї), а вiд кожного з кiнцiв f − 1 гiлка, що формує другий ярус
архiтектури (зеленi лiнiї). Статичнична сума такої архiтектури дається виразом:

Zsnowflake
{fi},fs =

1

Z0

fs∏
i=1

fi∏
j=2

∫
Dr⃗(s) δ(r⃗i1(L))δ(r⃗i1(0) − r⃗ij(0)) e−H , (29)

тут добуток δ-функцiй позначає початок fs траєкторiй в центрi координат та
закрiплює решту на їх кiнцях. Зауважимо, що в цьому виразi загалом кожна з
fs траєкторiй може мати рiзну кiлькiсть гiлок прикрiплену до неї, однак для
спрощення розгляду в подальшому розглядається саме випадок коли всi fi рiвнi.
Z0 позначає статистичну суму в гауссовому наближеннi. Радiус гiрацiї для цiєї
архiтектури в iдеальному випадку дається виразом:

⟨R2
g⟩0 =

dL

6(fsf)
(3fs − 2)(3f − 2). (30)

В цьому мiсцi варто зауважити, що вираз є пропорцiйним до добутку радiусiв
гiрацiї зiркових полiмерiв з рiзними ступенями галуження. Ця симетрiя резуль-
тату очiкується не лише у випадку iдеального плiмеру, але i при врахуваннi
ефекту забороненого об’єму. Для оцiнки характерного розмiру розглядається
вiдношення мiж радiусм гiрацiї снiжинкового полiмеру та лiнiйного з такою ж
молекулярною масою (gc). Результати розрахунку цього вiдношення як в рам-
ках аналiтичного пiдходу, так i чисельного моделюванн методом молекулярної
динамiки зображенi на рисунку 16 для вибраних значень параметрiв fs та f .

Результати чисельного моделювання показують хороше узгодження з да-
ними аналiтичного передбачення, особливо хороше узгодження спостерiгається
при fs = f = 3. Як i очiкується розмiрне вiдношення gc знижується зi зростан-
ням параметрiв галуження, що вiдповiдає зменшенню характерного розмiру снi-
жинкоподiбних макромолекул у порiвняннi з лiнiйним полiмером такої ж маси.
Це явище спостерiгається однаково при пониженнi обох параметрiв галуження.

Варто вiдзначити неймовiрну симетрiю результатiв для розмiрного вiдноше-
ння gc вiдносно параметрiв галуження f та fs для розглянутого набору параме-
трiв (див. рис. 16). А саме снiжинкоподiбнi полiмери що мають однакову моле-
кулярну масу, але взаємооберненi значення параметрiв галуження (до прикладу
fs = 3 та f = 6 у порiвняннi з fs = 6 та f = 3) мають кiлькiсно порiвнюванi
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Рис. 16: Розмiрне вiдношення gc як функцiя параметрiв галуження f при фiксованому
fs = 3 (зверху) та fs при фiксованому f = 3 (знизу) для вимiрностi простору
at d = 3. Символами позначенi результати чисельних симуляцiй для двох рiзних
довжин сегментiв, суцiльною лiнiєю позначений результат наближення Дугласа-
Фрiда, а штриховою гауссове наближення.

значення розмiрного вiдношення gc. Зауважимо також що всi аналiтичнi вирази
отриманi в роботi є симетричнi вiдносно перестановки параметрiв галуження.

Iншим прикладом гiпергалужених полiмерiв є “йоршиковi” полiмери. Про
них в гауссовому наближеннi вже йшла мова в другому роздiлi. В цiй частинi
увага зосереджується на впливi ефекту забороненого об’єму на їх характерний
розмiр, а також шукається вiдповiдь на питання чи здатна модель неперервного
ланцюжка описувати цi об’єкти. Оскiльки як для приробнiй так i для синтети-
чних макромолекул найчастiше трапляються ”йоршиковi” полiмери з боковими
ланцюжками, а не кiльцями, в цiй частинi вплив кiлець не розглядається, в
результатi чого архiтектура описуватиметься статистичної сумою:

Zbb =
1

Z0

∫
Dr⃗

n−1∏
k=1

δ(r⃗k(Lb) − ⃗rk+1(0))

f∏
i=1

δ(r⃗k(Lb) − r⃗i(0))e−H . (31)

Цей вираз є простiшим за аналогiчний у другому роздiлi, оскiльки в нього не
включенi боковi кiльця. Тут ”йоршиковий” полiмер складається з n сегментiв
з’єднаних послiдовно (див.рис.15), з ним що кожна з точок з’єднання утворює
центр галуження вiд якого вiдходять f гiлок. В результатi ”йоршиковий” полi-
мер складається з F = n+(n−1)f траєкторiй. Як i в другому роздiлi цi траєкто-
рiї мають рiзну довжину: Lb для траєкторiй, що формують основу та L для боко-
вих гiлок. Оскiльки в цiй моделi обидвi цi величини розглядаються як безмежно
довгi, в кiнцевих виразах вони враховуються як вiдношення limL,Lc→∞ Lc/L = l,
де l параметр архiтектури, що описує вiдносний ступiнь полiмеризацiї.

Подiбно i радiус гiрацiї дається в загальному виглядi :

⟨R2
g⟩bb = ⟨R2

g⟩0bb
(

1 − u0
BB(n, a, f, d)

⟨R2
g⟩0bb

)
, (32)

тут ⟨R2
g⟩0bb радiус гiрацiї в гауссовому наближеннi. Цей вираз вже обговорювався

в другому роздiлi, а також збiгається з вiдомим в лiтературi виразом 39:
39Y. Nakamura et all, Macromolecules, 33, 8323–8328, (2000)
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Рис. 17: Розмiрне вiдношення gc як функцiя параметру l в лiнiйно логарифмiчнiй шкалi.
Точковi лiнiї з квадратиками дають наближення Дугласа-Фрiда, а суцiльною лiнi-
єю з кружечками данi чисельного моделювання.

⟨R2
g⟩0bb =

dL

(an + f(n− 1))2

(
a3n3

6

+
n− 1

6

(
(an2 − 2an + 3n− 3)f2 + (2a2n2 − a2n + 3an− 2)f

))
. (33)

Величина BB(n, a, f, d) дає внесок вiд забороненого об’єму.
Для випадку гребiнцеподiбних полiмерiв (f = 1) можна порiвняти з даними

чисельного моделювання (див. рис.17). Значення параметру l в цих результатах
змiнюється вiд 11 до 0.02. Зауважимо, що у випадку великих l теорiя i симуляцiї
мають хороше узгодження, що є цiлком очiкуваним результатом. Бiльш цiкавий
випадок хорошого узгодження при дуже малих l. В цьому випадку структура
подiбна до зiркового чи пом-пом полiмеру. Так зiрковий полiмер з 12ма гiлками
має вiдношення gDF

c = 0.268 (наближення Дугласа-Фрiда), симетричний пом-
пом полiмер з шiстьма гiлками на кожному з центрiв галуження та вiдносною
довжиною основи 0.78 має gDF

c = 0.397, а гребiнцевий полiмер з n = 11 gMD
c =

0.315.
Збiльшення довжини основи веде до погiршення узгодження мiж наближе-

ння Дугласа-Фрiда та даними чисельного моделювання. У випадку N = 100
для всiх отриманих результатiв розбiжнiсть не перевищувала 20%, а вона є зна-
чно вищою. У випадку N = 500 результати узгоджуються лише якiсно. З чого
можна зробити висновок, що зi зростанням довжини основи, а вiдповiдно i кiль-
костi центрiв галуження зростає жорсткiсть основи, що не дозволяє описувати
її в рамках неперервної моделi.

Оскiльки гребiнцевi полiмери є поширеними та синтезуються тривалий час
в рiзних пiдходах, для них наявнi експериментальнi результати. Основна про-
блема в зiставленнi експериментальний результатiв з даними аналiтичного пе-
редбачення є в тому, що часто в експериментi отримуються залежностi вiдно-
шення gc вiд молекулярної маси, а не вiд параметрiв архiтектури. Натомiсть в
пiдходi неперервної моделi отримуються передбачення, що залежать саме вiд
параметрiв архiтектури. У випадку гребiнцевих полiмерiв варто вiдзначити на-
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Таблиця 3
Порiвняння значень для розмiрного вiдношення gc мiж експериментальними

даними39 для гребiнцевих полiмерiв (gexpc ), теоретичним передбаченням з роботи
E. F. Casassa and G. C. Berry, J. Polym. Sci. B: Polym. Phys., 4, 881-897, (1966).

(gthc ) та результатами отриманими в цьому роздiлi (gc)

Nsc ∼ a gexpc gc gthc
31 1.36 0.647 0.649 0.597
30 0.78 0.563 0.532 0.473
25 0.43 0.458 0.412 0.353
29 0.2 0.329 0.278 0.241
29 0.1 0.246 0.201 0.175

30 4.4 0.887 0.847 0.819
28 2.63 0.815 0.772 0.732
26 1.29 0.696 0.638 0.583
29 0.63 0.549 0.487 0.426
28 0.31 0.401 0.349 0.300

явнiсть роботи 40 в якiй приведенi в таблицях данi для молекулярної маси осно-
ви, молекулярної маси гiлок та кiлькостi центiв галуження. З цих даних можна
перерахувати значення для параметрiв n та a, а отже отримати передбачен-
ня в наближеннi Дугласа-Фрiда. В таблицi 3 наведено порiвняння результатiв
отриманих в цiй роботi з даними експериментального вимiрювання. Загалом в
таблицi є десять рiзних випадкiв по п’ять на кожну з двох розглянутих в експе-
риментi основ. За виключенням першого рядка (маємо кiлькiсне узгодження),
у всiх решту випадках спостерiгається хороше якiсне узгодження, а чисельно
передбачення суттєво ближчi нiж iнше теоретичне передбачення.

В цьому мiсцi варто зазначити, що хоча результати експериментального ви-
мiрювання є далеко не новими та випереджають роботу Дугласа i Фрiда вони
ранiше не порiвнювались з цим наближенням, незважаючи на те, що для гре-
бiнцевого полiмеру результати в двопараметричнiй моделi були порахованi ще
в роботi Беррi та Орофiно 41 Кiлькiсно результати отриманi в цiй роботi з ними
збiгаються проте розширюють на випадок коли f > 1.

Шостий роздiл роботи зосереджується на розглядi характерного розмiру
структурних елементiв та аналiзi впливу архiтектури на них.

Найпростiший випадок галуженого полiмеру це зiрковий полiмер, а тому
розгляд розпочнемо саме з нього. Радiус гiрацiї для гiлки в зiрковому полiмерi
дається виразом:

⟨r2g,f ⟩ =
1

f

f∑
k=1

1

2L2

∫ L

0

∫ L

0

[r⃗k(s1) − r⃗k(s2)]2ds1 ds2, (34)

40J. Roovers, Polymer, 20, 843–849, (1979)
41G. C. Berry and T. A. Orofino, J. Chem. Phys., 40, 1614–1621,(1964).
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Зауважимо, що в цьому виразi окрiм усереднення за конформацiя проводиться
ще i усереднення за гiлками в зiрцi.

Як i у випадку з характеристиками розмiру для макромолекул в цiлому ха-
рактеристики розмiру структурних елемертiв мають скейлiнгову поведiнку, а
у випадку неперервної моделi з врахуванням забороненого об’єму ця поведiнка
описується показником Флорi. Вiдсутнiсть змiни показника в моделi пов’язана
з короткояжнiстю взаємодiї та тим, що макромолекула розглядається як безме-
жнотонка траєкторiя.

У випадку зiркових полiмерiв в залежностi вiд кiлькостi гiлок f спостерi-
гаються три режими поведiнки 42: в околi центру де густина мономерiв велика
i ланцюжки є ефективно жорсткими, далi це переходить в область де густина
мономерiв спiвмiрна з густиною для концентрованого розчину, а а отже гiлки
поводяться як iдеальнi ланцюжки i врештi третя область у зовнiшнiх шарах ма-
кромолекули де отримується поведiнка, що характеризується показником Фло-
рi. Для малої кiлькостi гiлок (f ≤ 6) два першi режими не спостерiгатимуться,
а тому традицiйно вважається що неперервна модель може застосовуватись для
їх опису. В принципi оскiльки неперервна модель має справу з безмежно дов-
гими гiлками вона може в своєму формулюваннi описувати довiльну кiлькiсть
гiлок. Однак для порiвняння її результатiв з даними чисельного моделювання
чи експерименту скiнченна довжина гiлок в цих випадках повинна бути такою,
щоб два першi режими мали нехтувано малий вплив.

Тим не менше модель таки дозволяє отримати якiсне розумiння впливу ар-
хiтектури на окремi елементи, а часом дає значення що навiть кiлькiсно узго-
джуються. Для того щоб оцiнити цi ефекти знову є розглядаються вiдповiднi
розмiрнi вiдношення:

pstarg (f) =
⟨r2g,f ⟩
⟨r2g,1⟩

, (35)

де r2g,1 є квадрат радiусу гiрацiї для лiнiйного ланцюжка такої ж молекулярної
маси як гiлка в зiрцi.

Результати для цього вiдношення наведенi на рисунку 35. Зауважимо, що
вiдношення радiусiв гiрацiї в наближеннi Дугласа-Фрiда погано узгоджується
з результатами чисельного моделювання суттєво його переоцiнюючи. З чого
можна зробити висновок, що для кiлькiсного прогнозу вiдповiдних вiдношень
необхiдно розглядати вищi порядки теорiї збурень, щоб вловити нелiнiйну по-
ведiнку вiдношень для яких в першому порядку отримується лише лiнiйна за-
лежнiсть.

Переходячи до структур з двома центрами галуження зауважимо, що тут
є два суттєво вiдмiнних структурних елементи, а саме основа мiж центрами
галуження та боковi гiлки. Для простоти розгляду та враховуючи тривiальнiсть
асиметрiї в цьому випадку, розглядаємо лише випадок симетричного пом-пом

42M. Daoud and J. Cotton, Journal de Physique, 43, 1982,531–538
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Рис. 19: Злiва:Розмiне вiдношення pg,c/ch як функцiя параметру галуження F . Справа:
Розмiне вiдношення pg,a/ch як функцiя параметру галуження F .

полiмеру. Так радiус гiрацiї гiлки пои-пому визначається так само як i для гiлки
зiрки, а для основи даватиметься виразом:

⟨r2g⟩backbone =
1

L2

∫ L

0

∫ L

0

ds1 ds2⟨(r⃗0(s2) − r⃗0(s1))2⟩; (36)
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Рис. 18: Розмiрне вiдношення (35)
як функцiя параметру галу-
ження f .

Якiсна оцiнка видовження структурних
елементiв пом-пом полiмеру у порiвняннi
звiльним ланцюжком даватиметься виразами:

ppom−pom
g,c/ch =

⟨r2g⟩backbone
⟨r2g⟩chain

, ppom−pom
g,a/ch =

⟨r2g⟩branch
⟨r2g⟩chain

. (37)

Їх залежностi вiд параметру галуження
приведенi на рисунку 19. Аналiтичнi передба-
чення для випадку основи узгоджуються вель-
ми добре з даними чисельного моделювання
для значень параметру галуження F ≤ 7, а
для вищих значень як i у випадку зiркових полiмерiв аналiтичне передбачення
дає нелiнiйне зростання зi зростанням F , а симуляцiйнi данi лягають на лiнiю
ppom−pom
g,c/ch ≈ 1 + 0.033(F − 1). Зауважимо, що розмiрне вiдношення для бокових

гiлок не перевищує 1.1 для максимальної розглянутої кiлькостi гiлок F = 17, що
є в пiвтори рази менше за вiдповiднi значення для основи пом-пом полiмеру. З
чого випливає, що ефект розтягування основи зi зростанням F є значно суттєвi-
шим нiж розтягування бокової гiлки у порiвняннi з вiльним ланцюжком. Tакож
варто вiдзначити, що для бокових гiлок пом-пом полiмеру вiдношення зростає
зi зростанням F , так само як вiдношення для гiлки в зiрковому полiмерi. Цi
результати також порiвнюються на рисунку, де приведенi результати для гiлки
в зiрковому полiмерi з f ′ = (F − 1)/2 + 1 гiлками, де враховується, що основа є
спiльною гiлкою мiж двома ”помами”. Таким чином гiлка в зiрковому полiмерi
матиме подiбне оточення до бокової гiлки в пом-пом полiмерi з загальною кiль-
кiстю гiлок F = 2f ′ − 1. Як видно з рисунку результати для зiркового полiмеру
лягають на ту ж криву, що i результати для пом-пом полiмеру в межах точностi
вимiрювання. А отже боковi гiлки а пом-пом полiмерi мають ту ж поведiнку,
що i гiлки в зiрковому полiмерi.
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На завершення розгляду структурних елементiв в полiмерах з двома цен-
трами галуження розглянемо радiус гiрацiї для основи гантелькового полiмеру.
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Рис. 20: Розмiрне вiдношення (19) як функцiя
вiдносної довжини основи гантелько-
вого полiмеру length l

Для оцiнки впливу бокових кi-
лець на характерний розмiр осно-
ви гантелькового полiмеру розгля-
дається вiдношенняpg =

⟨r2g⟩backbone

⟨R2
g⟩chain

,
де ⟨R2

g⟩chain радiус гiрацiї вiльно-
го ланцюжка. Результати для вiд-
ношення зображенi на рисунку 20.
Тут зображено вiдношення розрахо-
ване в рамках ренормгрупового пiд-
ходу (штриховано-точковою лiнiєю),
наближення Дугласа-Фрiда (чорна
штрихова лiнiя), та результати чи-
сельного моделювання методом моле-
кулярної динамiки (символами). Деталi отримання останнiх описувались в че-
твертому роздiлi. Зауважимо, що тут як i в попередньому вiдношеннi спосте-
рiгається хороше узгодження результатiв чисельного моделювання з даними
ренормгрупового пiдходу при l ≥ 1. Натомiсть при значеннях l ≤ 1 результат
розбiгається, можна пов’язувати з присутнiстю додаткiв ∼ ln(l) в виразi. За-
уважимо, що у випадку основи пом-пому логарифмiчнi доданки вiдсутнi в ϵ
розкладi. Знову ж в границi великих l вираз прямує до одиницi.

Тут також варто вiдзначити, що наближення Дугласа-Фрiда не дає анi якi-
сного анi кiлькiсного узгодження з результатами чисельного моделювання, однак
на вiдмiну вiд ϵ- розкладу при значеннях l ≤ 1 результати мають значення в
коректному дiапазонi.

На останок сьомий роздiл присвячено розгляду складних кополiмерiв. У
цьому випадку ефективний гамiльтонiан записується у виглядi:

Hc =
1

2

n∑
i=1

∫ Li

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2

+

n∑
i=1

ui

∫ Li

0

dz

∫ Li

0

ds δ(r⃗i(s) − r⃗i(z))

+

n∑
i<j=1

wi,j

∫ Li

0

dz

∫ Lj

0

ds δ(r⃗i(s) − r⃗j(z)). (38)

тут ui константи взаємодiї, що описують ефективне вiдштовхування мiж моно-
мерами на одному i тому ж блоцi, а wi,j вiдповiдно є константами взаємодiї мiж
мономерами на рiзних блоках. Зауважимо, що у випадку коли всi константи
взаємодiї рiвнi нулю вiдтворюється випадок гауссового полiмеру.

У цьому мiсцi варто вiдзначити, що вказаний вище гамiльтонiан мiстить
лише взаємодiї вiдштовхування, але не мiстить взаємодiї притягання мiж мо-
номерами. У випадку практичного застосування кополiмерiв присутнi обидвi
взаємодiї i на мовi неперервної моделi останню таки можна записати, додавши
в гамiльтонiан доданки пропорцiйнi до ∼ δ(r⃗(s) − r⃗(z))δ(r⃗(z) − r⃗(t)). Однак для
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цього додатку верхня критична вимiрнiсть є d = 3, що в тривимiрному просторi
веде до занулення цього доданку ефективно унеможливлюючи розгляд полi-
меру в поганому розчиннику. У випадку ж нижчих вимiрностей простору цей
доданок не є тривiальним, однак нетривiальна поведiнка отримується лише в
двопетлевому наближеннi 43.

Найпростiшим випадком полiмеру з багатьма центрами галуження є n-блоковий
кополiмер, де сегменти рiзної природи з’єднанi послiдовно. Кожен з цих блокiв
параметризований вiдповiдним радiус вектором r⃗i(s), де параметр s змiнюється
вiд 0 до вiдповiдної довжини блоку Li, з тим, що i визначає його номер i змiню-
ється вiд одиницi до i = n. Статистична сума n-блоку, яка описує з’єднування
цих траєкторiй дається вiдповiдною статистичною сумою:

Z(L1, . . . , Ln) =

∫
D r⃗

n−1∏
i=1

δ(r⃗i(Li) − r⃗i+1(0)) e−Hc , (39)

де Hc – ефективний гамiльтонiан, що дається виразом.
В межах пiдходу прямого полiмерного перенормування для ланцюжка з n

блокiв нерухомi точки визначаються з системи n+n(n−1)/2 потокових функцiй:

βui,R
= ϵũi,R − 8ũ2

i,R, (40)

βwi,j,R
= ϵw̃i,j,R − (Li + Lj)

2

LiLj
w̃2

i,j,R − 2wi,j,R(ui,R + uj,R). (41)

Спiльнi нулi яких дають нерухомi точки для даної моделi. Першi n рiвнянь,
якi даються виразом βui,R

= 0 залежать лише вiд вiдповiдного ũi, а тому ко-
жне з них дає два незалежних вiд iнших рiвнянь розв’язки, якi в загальному
записуються як:

ũi,R = 0, ũi,R =
ϵ

8
, (42)

з чого випливає висновок, що всi n сегментiв можуть перебувати по вiдно-
шенню до розчинника лише в одному з двох станiв тета-клубка зi скейлiн-
говим показникомνi = 1/2 , або набухлого клубка, з вiдповiдним показником
νi = 1/2 + ϵ/16.

Як наслiдок константа взаємодiї w̃i,j може набувати лише чотирьох насту-
пних значень:

w̃i,j,R = 0, ∀ ũi, ũj , (43)

w̃i,j,R =
ϵLiLj

(Li + Lj)2
, ũi = ũj = 0, (44)

w̃i,j,R =
3ϵLiLj

4(Li + Lj)2
, ũi ̸= ũj , (45)

w̃i,j,R =
ϵLiLj

2(Li + Lj)2
, ũi = ũj =

ϵ

8
. (46)

43A. M. Nemirovsky and K. F. Freed, J. Chem. Phys. 83, 4166–4182 (1985)
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Виходячи з того, що сегменти можуть бути лише двох типiв, а взаємодiї мiж се-
гментами подiляються на два типи: мiж однаковими сегментами та мiж рiзними
сегментами, гамiльтонiан можна переписати у виглядi:

H =
1

2

F∑
i=0

∫ L

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2

+
ua

2

Fa∑
i=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗i(s

′′))

+
ub

2

Fb∑
i=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗i(s

′′))

+
wa

2

Fa∑
i=1

Fa∑
i ̸=j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)) (47)

+
wb

2

Fb∑
i=1

Fb∑
i ̸=j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′))

+
wab

2

Fb∑
i=1

Fa∑
j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)),

тут F загальна кiлькiсть сегментiв в макромолекулi, Fa, Fb визначають кiлько-
стi сегментiв в кожнiй з пiдгруп a та b. ua та ub константи взаємодiї вiдштовху-
вання мiж мономерами на тому ж сегментi в залежностi вiд того до якої групи
a чи b належить сегмент, wa та wb константи взаємодiї забороненого об’єму мiж
мономерами на рiзних сегментах одного i того ж типу (або типу a з типом a,
або типу b з типом b) i врештi wab константа взаємодiї мiж мономерами, що
належать до сегментiв рiзного типу. У випадку коли ua = ub = wa = wb = wab

вiдтворюється гамiльтонiан для гомополiмеру.
Найпростiшими випадками складногалужених полiмерiв є пом-пом полiмери

та розетковi. В цiй частинi для спрощення виразiв розглядається випадок симе-
тричного пом-пом полiмеру f1 = f2 = f , в якому всi боковi гiлки належать до
одного типу a (Fa = 2f) а основа належить до iншого типу b (Fb = 1). Приклад
наведено на рисунку 21. Для розеткового полiмеру який мiстить fc ланцюжкiв
та fr кiлець найпростiший вибiр є, щоб всi ланцюжки були одного типу a, а всi
кiльця iншого типу b.

SAW

SAW

RWRW

f=5fr=5

fc=5

Рис. 21: Схематичне зображення розеткового
та пом-пом кополiмерiв з позначенням
типiв сегментiв якi використовувати-
муться в чисельному моделюваннi

Зауважимо, що для кополiмеру
радiус гiрацiї переписується в формi:

⟨R2
g⟩ = ⟨r2g,a⟩ + ⟨r2g,b⟩ + ⟨r2g,ab⟩, (48)

Тут ⟨r2g,a⟩ та ⟨r2g,b⟩ є доданками скей-
лiнгова поведiнка яких описується
скейлiнгом типовим для вдповiдних
блокiв, а ⟨r2g,ab⟩ змiшаний додаток що
враховує кореляцiї мiж сегментами
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рiзних типiв. В рамках неперервної
моделi з багатьма взаємодiями скейлiнговий показник для характерного роз-
мiру можна визначити використовуючи тотожнiсть:

2νx − 1 =
ϵ

2

(
ũa

d ln⟨r2g,x⟩
d ln ũa

+ ũb

d ln⟨r2g,x⟩
d ln ũb

+ w̃a

d ln⟨r2g,x⟩
d ln w̃a

+

+w̃b

d ln⟨r2g,x⟩
d ln w̃b

+ w̃ab

d ln⟨r2g,x⟩
d ln w̃ab

)
. (49)

Використовуючи цю тотожнiсть можна розрахувати вiдповiднi скейлiнговi по-
казники для кожного з характерних масштабiв, для пом-пом полiмеру отри-
муємо три скейлiноговi показники: νppb = 1

2 (1 + ũb) ,, νppa = 1
2 (1 + ũa) ,, νppab =

1
2

(
1 + ũb+ũa

2

)
, та вiдповiдно три показники для розеткового полiмеру: νrb =

1
2 (1 + ũb) ,, νra = 1

2 (1 + ũa) ,, νrab = 1
2

(
1 + ũb+3ũa

4

)
. Як i спостерiгалось в iнших

роботах для випадку диблок кополiмерiв 44, скейлiнговi показники νxa та νxb за-
лишаються незмiнними та не залежать вiд присутностi в архiтектурi елементiв
з iншою скейлiнговою поведiнкою бiльше того вони не залежать вiд взаємодiї
мiж блоками того ж типу w̃x. Змiшанi ж показники залежать вiд обох типiв, хо-
ча знову ж лише вiд взаємодiї мiж мономерами однiєї i тiєї ж траєкторiї, також
вони залежать вiд архiтектури полiмеру. У випадку коли ũb = ũa вiдтворюється
поведiнка гомополiмеру.

Хоча в строгому аналiтичному сенсi для радiусу гiрацiї показник ν не має
означення вираз для радiусу гiрацiї архiтектури в цiлому можна записати та
використовуючи тотожнiсть (49) можна розрахувати ефективний скейлiнговий
показник для вiдповiдно пом-пом та розеткового полiмерiв:

νppeff =
1

2

(
1 +

12f2ũa + 6f2ũb + 2fũa + 6fũb + ũb

18f2 + 8f + 1

)
, (50)

νreff =
1

2
+

fc(3fc + 3fr − 2)ũa

6f2
c + 8fcfr + 2f2

r − 4fc − fr
+

fr(2fc + 2fr − 1)ũb

2(6f2
c + 8fcfr + 2f2

r − 4fc − fr)
. (51)

Знову ж при ua = ub вiдтворюється скейлiнговий показник для гомополiмеру.
Хоча цi показники не є коректно означеними в математичному сенсi, тим не
менше вони мають дещо бiльше практичне значення так як можуть спостерi-
гатись на експериментi. Такi спостереження ранiше проводились в чисельному
моделюваннi для зiркових кополiмерiв, для яких були отриманi показники, що
залежать вiд архiтектури розеткового полiмеру 45.

44O. F. Olaj, B. Neubauer, and G. Zifferer, MTS, 7, 181–188 (1998);C. H. Vlahos, A. Horta, and
J. J. Freire, Macromolecules, 25, 5974–5980 (1992)

45A. M. Rubio, P. Brea, J. J. Freire, and C. Vlahos, Macromolecules, 33, 207–216 (2000)
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Таблиця 4
Скейлiнговi показники для пом-пом полiмеру

f νeff νeff νab νab
w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0 w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0

1 0.556(2) 0.560(3) 0.554(2) 0.559(3)
2 0.563(2) 0.566(4) 0.557(3) 0.561(4)
3 0.559(2) 0.572(2) 0.550(4) 0.566(3)
4 0.571(5) 0.572(6) 0.565(6) 0.563(7)
5 0.563(3) 0.565(3) 0.556(4) 0.556(4)

Таблиця 5
Скейлiнговi показники для розеткових полiмерiв

fc fr νeff νeff νab νab
w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0 w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0

1 1 0.538(3) 0.545(3) 0.533(2) 0.544(4)
2 1 0.518(7) 0.528(6) 0.528(3) 0.537(6)
3 1 0.509(8) 0.513(4) 0.525(3) 0.527(4)
4 1 0.505(9) 0.504(3) 0.533(4) 0.526(4)
1 2 0.540(7) 0.548(5) 0.529(7) 0.538(6)
2 2 0.535(8) 0.541(4) 0.531(3) 0.543(4)
3 2 0.535(9) 0.527(4) 0.526(3) 0.535(5)
4 2 0.518(7) 0.517(7) 0.533(4) 0.527(8)

Аналiтичний розрахунок проводиться в першому порядку теорiї збурень i
дає лише якiсну оцiнку показникiв, тим не менше цiкависм залишається питання
а чи впливатимуть взаємодiї мiж сегментами в вищих порядках теорiї збурень. З
цiєю метою проводяться симкляцiї з застосуванням стрижневого аглоритму на
простiй кубiчнiй гратцi. Результати розрахунку для вiдповiдних скейлiнгових
показникiв приведенi в таблицях 4 та 5. Подiбнi спостереження були отриманi
для диблок полiмерiв лiнiйної та кiльцевої топологiї 46 та для мiктозiркових по-
лiмерiв 47 в тiй частинi, що присутнiсть взаємодiї вiдштовхування мiж сегмента-
ми рiзного типу не впливає нi на ефективнi нi на змiшанi скейлiнговi показники,
однак для бiльш надiйного результату необхiдно провести ширший перелiк си-
муляцiй та аналiтичний розрахунок в двопетлевому наближеннi. Однак навiть з
наявних результатiв можна зробити висновок, що i в вищих порядках теорiї збу-
рень за константами взаємодiї скейлiнговi показники для характерного розмiру
не залежать вiд взаємодiї w̃ab.

46C. H. Vlahos, A. Horta, L. A. Molina, and J. J. Freire, Macromolecules, 27 2726–2731 (1994);
C. Vlahos, et all., 28, 6854–6859 (1995)

47G. Zifferer and D. Eggerstorfer, Macromol. Theory Simul., 19, 458–482 (2010).
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ВИСНОВКИ

Метою роботи є аналiтичний опис та чисельне моделювання полiмерних ма-
кромолекул зi складною структурою, що включає як складнiсть архiтектури
(наявнiсть кiлець та багатьох центрiв галуження), так i складнiсть хiмiчної
природи (багатокомпонетнi блок-кополiмери). Зокрема, основна увага зосере-
джується на вивченнi конформацiйних властивостей розмiру та форми iндивi-
дуальних молекул в сильно розведених розчинах, де взаємодiї мiж молекулами є
нехтувально малими 48. Центральною моделлю в роботi є неперервна модель по-
лiмера та її розвиток i узагальнення на випадок складних галужених та багато-
компонентних структур, iз подальшим застосуванням потужного аналiтичного
апарату прямого полiмерного перенормування та порiвнянням отриманих кiль-
кiсних оцiнок конформацiйних характеристик полiмерiв iз даними чисельного
моделювання.

Основнi висновки до роботи можна сформулювати таким твердженнями:
1. Вперше розроблено та узагальнено аналiтичний пiдхiд прямого полiмер-

ного перенормування на випадок низки складних мультигалужених по-
лiмерних структур (пом-пом, снiжинка, йоршик) та отримано надiйнi
значення конформацiйних характеристик розмiру та форми таких ма-
кромолекул у гаусовому режимi та режимi хорошого розчинника.

2. Запропоновано та протестовано алгоритм точного розрахунку гiдроди-
намiчного радiуса для гаусових полiмерiв у рамках неперервної моделi
та отримано точнi значення цього параметра для низки складних по-
лiмерних архiтектур. Показано, що зi зростанням ступеня галуження в
розеткових полiмерах та зв’язностi в полiмерних мережах вiдношення
мiж радiусом гiрацiї та гiдродинамiчним радiусом зменшується та пря-
мує до одиницi.

3. Вперше проаналiзовано вплив забороненого об’єму на розмiрнi характе-
ристики складногалужених полiмерiв (топологiї пом-пом, розетки, ган-
телi). Отриманi результати кiлькiсно узгоджуються з результатами чи-
сельного моделювання. Показано, що зростання ступеня галуження веде
до компактифiкацiї, як i присутнiсть кiлець в архiтектурi.

4. Вперше проаналiзовано вплив вiдносної довжини структурних елемен-
тiв складних полiмерних архiтектур з двома i бiльше центрами галуже-
ння на їх унiверсальнi властивостi. У випадку двох центрiв галуження
кiлькiсно показано, що зi зростанням вiдносної довжини сегмента мiж
центрами галуження характерний розмiр наближається до типового для
лiнiйного полiмеру.

5. Проаналiзовано характеристики розмiру та форми окремих структур-
них елементiв (гiлок) складних полiмерiв. Якiсно показано ступiнь ефе-
ктивного видовження та зростання асиметрiї лiнiйних ланцюжкiв при
включеннi їх в складнiшi мультигалуженi структури порiвняно з вiль-

48W. Burchard, Solution Properties of Branched Macromolecules, pp. 113–194. Berlin, Hei-
delberg: Springer Berlin Heidelberg, 1999.
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ними ланцюжками з тим, що ланцюжки з одним вiльним кiнцем видов-
жуються слабше у порiвняннi з тими, у яких обидва кiнцi закрiпленi в
центрах галуження.

6. Застосовуючи як аналiтичнi, так i чисельнi пiдходи, вперше показано не-
залежнiсть скейлiнгових показникiв, що визначають ефективний розмiр
складногалужених блок-кополiмерiв, вiд типу взаємодiї мiж мономерами
на рiзних сегментах.

7. Вперше кiлькiсно проаналiзовано вплив взаємодiї мiж мономерами на
характерний розмiр розеткових полiмерiв. Якiсно показано, що прису-
тнiсть далекосяжної взаємодiї мiж мономерами (електростатична взає-
модiя чи взаємодiя модифiкована присутнiстю безладу) веде до зроста-
ння характерного розмiру.
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АНОТАЦIЇ

Гайдукiвська Х.А. Характеристики розмiру та форми в статистичному описi
полiмерних структур. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук (доктора наук) за спецiальнiстю 01.04.02 Теоретична фiзика (104 — Фiзика
та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,
2024.

Дисертацiйна робота присвячена аналiтичному опису та чисельному моделю-
ванню унiверсальних характеристик полiмерних структур в сильнорозведених
розчинах, а саме складногалужених полiмерiв (мiстять петлi або бiльше нiж
один центр галуження) як однорiдної так i неоднорiдної природи. Основна ува-
га придiляється кiлькiснiй оцiнцi в рамках аналiтичного пiдходу неперервної
моделi розмiрних характеристик (радiус гiрацiї, гiдродинамiчний радiус).

В роботi системно вивчається вплив архiтектури на конформацiйнi власти-
востi полiмерiв, розпочинаючи з найпростiшого випадку iдеальних розеткових
полiмерiв а ж до гiпергалужених полiмерiв в хорошому розчиннику. Для iде-
альних полiмерiв отриманi точнi вирази як для радiусу гiрацiї так i для гiдро-
динамiчного радiусу. Показано, що зростання ступеней галуження та зв’язностi
мереж веде до зниження характерного розмiру. У випадку полiмерiв в хорошому
розчиннику отримано кiлькiснi оцiнки характерного розмiру в рамках аналiти-
чного пiдходу. Показано, що для всiх галужених полiмерiв зростання ступенi
галуження веде до компактифiкацiї. Результати аналiтичної теорiї порiвнюю-
ться з даними чисельного моделювання в усiх доступних випадках.

Увага також придiлялась аналiзу впливу архiтектури на структурнi елемен-
ти (гiлки, кiльця). Показано, що в залежностi вiд положення елементу в стру-
ктурi вiн розтягуватиметься по рiзному, а також показано, що для кiлькiсного
опису цього розтягування потрiбно враховувати вищi порядки теорiї збурень,
на вiдмiну вiд макромолекул вцiлому.
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Окрiм однорiдних мактомолекул також були розглянутi кополiмери. Пока-
зано, що для кополiмерiв взаємодiя вiдштовхування мiж рiзними блоками не
впливає на скейлiнговi показники характерного розмiру.

Haydukivska K.A. Size and shape characteristics in statistical description of poly-
mer structures. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on the
speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy). — Insti-
tute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,
Lviv, 2024.

The subject of the dissertation is the analytical description and numerical simula-
tion of universal properties of complex polymers in dilute solution, mainly polymers
with complex branching architecture that contain loops or more them one branching
point. Both homopolymers and copolymers are considered. The main attention is
paid to quantitative of shape chasracteristics (gyration radius hydrodynamic radius)
in the framework of continuous chain model.

The dissertation systematically studies the influence of architecture on the con-
formational properties of polymers, starting with the simplest case of ideal rosette
polymers and ending with hyperbranched polymers in a good solvent. For ideal
polymers, exact expressions were obtained for both the radius of gyration and the
hydrodynamic radius. It is shown that an increase in the degree of branching and
connectivity of networks leads to a decrease in the characteristic size. In the case of
polymers in a good solvent, quantitative estimates of the characteristic size were ob-
tained within the framework of the continuous chain model. It is shown that for all
branched polymers, an increase in the degree of branching leads to compactification.
The results of the analytical theory are compared with the numerical simulation
data in all available cases.

Attention was also paid to the analysis of the influence of architecture on struc-
tural elements (branches, rings). It is shown that, depending on the position of the
element in the structure, it will be stretched differently, and it is also shown that for
the quantitative description of this stretching, higher orders of perturbation theory
should be taken into account, in contrast to macromolecules as a whole.

In addition to homogeneous macromolecules, copolymers were also considered.
It is shown that for copolymers, the repulsive interaction between different blocks
does not affect the scaling exponents of the characteristic size.


