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Äîñë³äæåííÿ êðèòè÷íî¿ ïîâåä³íêè n-êîìïîíåíòíî¿ ìîäåë³
ìàãíåòèêà. Ðîçðàõóíîê â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ïðè òåìïåðàòóðàõ T>Tc
Ì.Ï.Êîçëîâñüêèé, Ç.ª.Óñàòåíêî
Àíîòàö³ÿ. Â ðàìêàõ ðåíîðìãðóïîâîãî ï³äõîäó, ç âèêîðèñòàííÿì
ìåòîäó êîëåêòèâíèõ çì³ííèõ (ÊÇ) ïðè îá÷èñëåíí³ ñòàòèñòè÷íî¿
ñóìè, ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ êðèòè÷íî¿ ïîâåä³íêè n-
êîìïîíåíòíî¿ 3D ìîäåë³ ìàãíåòèêà äëÿ òåìïåðàòóð T Tc> .
Ðîçðàõîâàíî òåìïåðàòóðó ôàçîâîãî ïåðåõîäó, çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ
ïîêàçíèê³â äàíî¿ ìîäåë³. Ïðîâåäåíî ðîçðàõóíîê â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ³
îòðèìàíî ÿâí³ àíàë³òè÷í³ âèðàçè äëÿ òåðìîäèíàì³÷íèõ
õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè, ÿê ôóíêö³é òåìïåðàòóðè, çîâí³øíüîãî
ïîëÿ òà êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó. Äîñë³äæåíî
çàëåæí³ñòü îòðèìàíèõ âåëè÷èí â³ä ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðàìåòð³â
ñèñòåìè. Äîñë³äæåííÿ ïðîâåäåí³ â ðàìêàõ ìîäåë³ ρ4 .

Investigation of the critical behaviour of n-component magnetic
model. Calculation of the free energy at the temperatures T Tc>

M.P.Kozlovskii, Z.E.Usatenko
Abstract. Investigation of the critical behaviour of n-component 3D
magnetic model in the vicinity of the phase transition at the
temperatures T Tc>  is performed. Calculations were performed in the
spirit of the renormalization group approach with using collective
variables (CV) method. The phase transition temperature and the
critical exsponents values are calculated. Calculation of the free
energy is performed and the explicit analytical expressions for
thermodynamic functions of the system as the functions of the
temperature, external field and order parameter components number
are obtained.  The dependence of the obtained values on the
microscopic parameters of the system is investigated. Calculations
were performed  in the frames of the ρ4 - model.
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1. Îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ.
Àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ô³çèêè êðèòè÷íèõ ÿâèù º ðîçâèòîê

ïðÿìèõ ìåòîä³â äîñë³äæåííÿ òðèâèì³ðíèõ ñèñòåì â îêîë³ òî÷êè
ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Íåçâàæàþ÷è íà çíà÷í³ óñï³õè äîñÿãíóò³ â
äàíîìó íàïðÿìêó ïðè âèêîðèñòàíí³ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â ðîçðàõóíêó
òà ìåòîä³â, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü ñèìåòð³éí³ âëàñòèâîñò³ ñèñòåìè
äîòåïåð íå ³ñíóº òåîð³¿, ÿêà äîçâîëèëà á ðîçðàõóâàòè íà
ì³êðîñêîï³÷íîìó ð³âí³ êðèòè÷íó ïîâåä³íêó òðèâèì³ðíèõ ñèñòåì â
ïîâíîìó îá�ºì³. Ìîâà éäå íå ëèøå ïðî äîñë³äæåííÿ àñèìïîòè÷íî¿
ïîâåä³íêè òåïëîºìíîñò³, ïàðàìåòðà  ïîðÿäêó ñèñòåìè ÷è  ³íøî¿ ¿¿
ô³çè÷íî¿ õàðàêòåðèñòèêè â êðèòè÷í³é îáëàñò³. Îñíîâíå çàâäàííÿ
òåîð³¿ ïîëÿãàº â òîìó, ùîá îäåðæàòè ÿâí³ àíàë³òè÷í³ âèðàçè äëÿ
öèõ âåëè÷èí, ÿê ôóíêö³é òåìïåðàòóðè, çîâí³øíüîãî ïîëÿ,
êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, à òàêîæ çíàéòè ¿õ çàëåæí³ñòü
â³ä ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðàìåòð³â ñèñòåìè.

Äàíà ðîáîòà º ïðîäîâæåííÿì äîñë³äæåíü, ðîçïî÷àòèõ â [1] ³
ïðèñâ�ÿ÷åíà ðîçðàõóíêó â³ëüíî¿ åíåðã³¿ n- êîìïîíåíòíîãî
ìàãíåòèêà ïîáëèçó òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Â ÿêîñò³ ìîäåë³
âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìîäåëü Ñòåíë³ [2-4], ÿêà îïèñóºòüñÿ
ãàì³ëüòîí³àíîì

äå ( ) ( )S S SR R R= 





1
,...,

n -n-ì³ðíèé êëàñè÷íèé ñï³í, äîâæèíè m

( )SR
α

α=1





 =∑

2
2

n

m , ëîêàë³çîâàíèé â N âóçëàõ d-ì³ðíî¿

êðèñòàë³÷íî¿ ãðàòêè ç êîîðäèíàòàìè R . Âçàºìîä³ÿ ìàº îáì³ííèé
õàðàêòåð ³ îïèñóºòüñÿ åêñïîíåíòíî ñïàäíîþ ôóíêö³ºþ â³ääàë³ ì³æ
÷àñòèíêàìè

äå A0  º êîíñòàíòà, à b - ðàä³óñ åôåêòèâíî¿ ä³¿. Ôóð�º- îáðàç
ïîòåíö³àëó âçàºìîä³¿  (1.2) ìàº âèä
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3
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. Ñêîðèñòàºìîñü íàñòóïíîþ àïðîêñèìàö³ºþ

äëÿ ( )~Ô k

äå êîîðäèíàòà ′B  âèçíà÷àºòüñÿ ç óìîâè çàñòîñîâíîñò³
ïàðàáîë³÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ äëÿ ( )~Ô k  ³ ð³âíà ( )′ =

−1
B b 2 . Òàêà

àïðîêñèìàö³ÿ äîçâîëÿº ïðàâèëüíî â³äòâîðèòè ïîâåä³íêó ôóð�º-
îáðàçó ïîòåíö³àëó ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ k  òà âðàõóâàòè éîãî
âïëèâ íà ïîâåä³íêó ñèñòåìè ïðè k áëèçüêèõ äî ãðàíèö³ çîíè
Áðèëëþåíà.

Â ïðåäñòàâëåíí³ êîëåêòèâíèõ çì³ííèõ (ÊÇ)
( ) ( )ρρ ρρ ,, .. .. .. ,,ρρk k k= 





1 n ñòàòèñòè÷íà ñóìà ìîäåë³ (1.1) çàïèñóºòüñÿ ó
âèä³ [5]
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ßêîá³àí ïåðåõîäó â³ä ñï³íîâèõ äî ÊÇ ìàº âèãëÿä [4,5]
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Ó âèïàäêó n =1

[ ] ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )J ch m dN N N

ρρ =
−

=
∫∏2 2 2 2

1

1

exp
R

R R R Rπι πιω ρ ω ω ,
ùî ö³ëêîì àíàëîã³÷íî äî ðåçóëüòàò³â, îòðèìàíèõ â [5]. Äëÿ
âåëè÷èí [ ]D ωω  ìàºìî

ïðè÷îìó êîåô³ö³ºíòè u l2  âèðàæàþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [4]

Â ðîáîò³ [1] áóëî çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á îá÷èñëåííÿ âèðàçó
(1.6). Îñíîâíà ³äåÿ òàêîãî ðîçðàõóíêó ïîëÿãàº â ïîåòàïíîìó
âèêëþ÷åíí³ ç ðîçãëÿäó êîðîòêîõâèëüîâèõ çì³ííèõ ρρk , ÿê³
îïèñóþòü ïîâåä³íêó åôåêòèâíèõ ñï³íîâèõ áëîê³â ìàëèõ ðîçì³ð³â
(â ïîð³âíÿíí³ ç êîðåëÿö³éíîþ äîâæèíîþ ñèñòåìè, ÿê ôóíêö³ºþ
òåìïåðàòóðè). Ï³ñëÿ êîæíîãî ç åòàï³â òàêîãî âèêëþ÷åííÿ ðîçì³ðè
åôåêòèâíèõ ñï³íîâèõ áëîê³â çá³ëüøóþòüñÿ â s ðàç³â ( )s ≥ 1 .
Ìíîæèíà êîëåêòèâíèõ çì³ííèõ ρρk  ðîçáèâàºòüñÿ íà ï³äìíîæèíè.
Êîæíà ç ï³äìíîæèí ì³ñòèòü çì³íí³ ρρk  ç ïåâíèìè çíà÷åííÿìè
õâèëüîâèõ âåêòîð³â k . Äëÿ l -î¿ ï³äìíîæèíè ( )k B Bl l∈ +1, , äå
Bl

B
s

l
+ =1 , ïðè÷îìó B B0 = ′ (äèâ.(1.4)). Â êîæíîìó ç øàð³â

ôàçîâîãî ïðîñòîðó ÊÇ âåëè÷èíà ( )~Ô k  çàì³íþºòüñÿ â³äïîâ³äíèì
ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì [4-5]. Îáìåæèâøèñü ïðè ðîçãëÿä³ ìîäåëëþ
ρρ4  é çä³éñíèâøè ³íòåãðóâàííÿ â l  ïîñë³äîâíî ðîçì³ùåíèõ
øàðàõ, äëÿ ñòàòèñòè÷íî¿ ñóìè îòðèìàºìî [1]
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äå
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¯õí³ìè àðãóìåíòàìè âèñòóïàþòü çì³íí³

äå ( )( )d B B
n l

l l2 1
,

,+  - â³äïîâ³äíå ñåðåäíº çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà
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1, + k  â ³íòåðâàë³ ( )B Bl l+1 , . Äëÿ âåëè÷èí ( )( )d
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åôåêòèâíî¿ ä³¿ b  äî ïîñò³éíî¿ ãðàòêè c , à òàêîæ â³ä âåëè÷èíè
ôóð�º-îáðàçó ïîòåíö³àëó â îáëàñò³ âåëèêèõ ( ]( )k ∈ ≡ ′∆ ∆ B B, .
Äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü öèõ êîåô³ö³ºíò³â ïðè l = 0  ìàºìî
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äå    ( )U U zn
n0

2
2= ′+ .

Êóìóëÿíòè ′u l2 , ÿê³ âõîäÿòü ó âèðàç äëÿ ( )Q u  (äèâ.(1.13)) º
ïåðåíîðìîâàíèìè çà ðàõóíîê âðàõóâàííÿ ôóð�º-îáðàçó ( )~Ô k  ïðè
âåëèêèõ çíà÷åííÿõ k

Äåòàëüíèé àíàë³ç ÐÑ (1.17) áóâ âèêîíàíèé íàìè â [1].
Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî ¿õ äîñë³äæåííÿ çðó÷íî ïðîâîäèòè â òåðì³íàõ
âåëè÷èí ( )rl

n  òà ( )ul
n , ÿê³ º ïåðåíîðìîâàíèìè çíà÷åííÿìè
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ÐÑ (1.17) â ÿêîñò³ ÷àñòêîâîãî ðîçâÿçêó ìàþòü ô³êñîâàíó òî÷êó

êîîðäèíàòè ÿêî¿ ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ó âèä³
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( ) ( )

( ) ( )
r r r

u u u

l
n

l
n

n

l
n

l
n

n

+

+

= =

= =

1

1

*

*

,

,
(1.21)
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äå ïîñò³éí³ fn  òà ϕ n  çàëåæàòü ëèøå â³ä ðîçì³ðíîñò³ ïàðàìåòðà
ïîðÿäêó n òà óí³âåðñàëüíî¿ âåëè÷èíè  xn

* , ÿêà º ðîçâ�çêîì
ð³âíÿííÿ

Äëÿ fn  òà ϕ n  áóëè îòðèìàí³ âèðàçè

äå q - â³äïîâ³äàº ñåðåäíüîìó çíà÷åííþ k2  íà ³íòåðâàë³ ( ]1 1s ,

( )( )
( )q

d

d

s

s

d

d
=

+

−

−

− +

−2

1

1

2

.

Çàëåæí³ñòü fn n,ϕ  â³ä n áóëà äîñë³äæåíà â ðîáîò³ [1]. Îñíîâíèé
ðåçóëüòàò ðîáîòè [1], ÿêèé ìè íàäàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïðè ðîçðàõóíêó â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè, º ðîçâ�ÿçêè ÐÑ (1.17) â
îêîë³ ô³êñîâàíî¿ òî÷êè. Âîíè çàïèñóþòüñÿ ó âèä³

äå E E1 2, −âëàñí³ çíà÷åííÿ ìàòðèö³ ℜ  ë³í³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ
ðåíîðìãðóïè (ÐÃ)

( )
( )[ ]

r f

u

n n

n n

*

*

~ ,
~ ,

= − β 0

= ϕ β 0

Φ

Φ
2 (1.22)

( ) ( ) ( )s s U x xd
n n n

d
n

n x

4 2

1
2

2+ +






















 =ϕ ϕ

ϕ

* *
* (1.23)

( )[ ]
( )

( ) ( )

f q
s N x

s N x

x
q

s

N x s

n

n

n

n
n

=
−

−

= −

−















−2

−2

2

2

2
2

2

1

1

3 1

*

*

* *

,

,ϕ

(1.24)

( )

( )
r r c E c RE

u u c R E c E

l
n

n
l l

l
n

n
l l

= + +

= + +

*

*

,

,

1 1 2 2

1 1 1 2 2

(1.25)
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ÿê³ áóëè îá÷èñëåí³ íàìè â [1]. Êîåô³ö³ºíòè c c1 2,  çíàõîäÿòüñÿ ç
ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïðè l = 0  ³ çàïèñóþòüñÿ ó âèä³

äå

Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî Ri j , äå i j, ,= 1 2 - öå ìàòðè÷í³ åëåìåíòè
ìàòðèö³ ℜ  ë³í³éíîãî ïåðåòâîðåííÿ ðåíîðìãðóïè (ÐÃ), ÿê³ áóëè
îá÷èñëåí³ íàìè â [1].
2. Äîñë³äæåííÿ îáëàñò³ çàñòîñóâàííÿ ðîçâ�ÿçê³â  ÐÑ

òà îçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó.
×àñòêîâèì ðîçâ�ÿçêîì çàãàëüíèõ ÐÑ (1.17) º ô³êñîâàíà òî÷êà

òèïó ñ³äëà (1.21). Îäíàê òàêèé ðîçâ�ÿçîê ðåàë³çóºòüñÿ íå äëÿ âñ³õ
òåìïåðàòóð. Àíàë³ç íàáëèæåíèõ  ðîçâ�ÿçê³â ÐÑ (1.25) ïîêàçóº,ùî
ðåàë³çàö³ÿ ð³âíîñòåé

çàáåçïå÷óºòüñÿ äâîìà óìîâàìè. Ïåðøà ç íèõ ïîëÿãàº â çìåíøåíí³
ç ðîñòîì l äîäàíê³â, ïðîïîðö³éíèõ äî c E l

2 2 . Âîíà âèêîíóºòüñÿ
àâòîìàòè÷íî, îñê³ëüêè E2 1< . Äðóãà óìîâà ïîâèííà ïðèâîäèòè
äî çìåíøåííÿ ç ðîñòîì l (òà ïðÿìóâàííÿì ¿õ äî íóëÿ ïðè
l → ∞ ) äîäàíê³â òèïó c E l

1 1 . Òàêà ïîâåä³íêà, âçàãàë³ êàæó÷è, íå
ðåàë³çóºòüñÿ, îñê³ëüêè E1 0> . Îäíàê, ³ñíóº òàêà òåìïåðàòóðà
Tc ,  ïðè ÿê³é âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

( )

( )

( )

( )
r r

u u

r r

u u

l
n

n

l
n

n

l
n

n

l
n

n

+

+

−

−













 = ℜ

−

−















1

1

*

*

*

* , (1.26)

( ) ( )

( ) ( )

c r r a u R D

c a u r r R D

n
n

n
n

n
n

n
n

1 0 4
0

2 4
0

0 1

= − − −











= − − −











−1

−1

* , *

, * *

,

,
(1.27)

R R D
R

E R
R

E R
E E
R E1

21
1 22

12
2 11

1 2
11 2

= = =− −
−
−, , . (1.28)

( ) ( )lim lim
l

l
n

n
l

l
n

nr r u u
→∞ →∞

= =* *, (2.1)

( )c Tc1 0= . (2.2)



Ïðåïðèíò9

Äëÿ T Tc=  ð³âíîñò³  (2.1) ìàþòü ì³ñöå, à çíàéäåíà ç óìîâè (2.2)
òåìïåðàòóðà íàçèâàºòüñÿ òåìïåðàòóðîþ ôàçîâîãî ïåðåõîäó.
Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè (1.27) ìîæíà çàïèñàòè ð³âíÿííÿ äëÿ Tc  ó
ÿâíîìó âèä³

äå
R R u cn kTc

* * ,= =β 1 .
Êîåô³ö³ºíòè ( ) ( )a a

n l n l
2 4

, ,,  (äèâ.(1.18)) º ôóíêö³ÿìè ðàä³óñà ä³¿
âèõ³äíîãî ïîòåíö³àëó (1.4). Îòðèìàííÿ êîíêðåòíèõ ÷èñåëüíèõ
ðåçóëüòàò³â ïîâ�ÿçàíå ç âèáîðîì âåëè÷èíè Ô , òîáòî çíà÷åííÿ

( )~Ô k  ïðè k ∈ = ′∆ ∆( ( , ])B B . Âèáåðåìî â ÿêîñò³ Ô

Öå äàº ìîæëèâ³ñòü ñóìó  ( )β~Φ

∆

k

k
N

∈
∑  â (1.18) ïðåäñòàâèòè ó âèä³

äå ( )~Φ k (â îäèíèöÿõ ( )~Φ 0 ) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèä³

( )[ ] ( ) ( ) ( )β 0 ϕ β 0 ϕc n n
n

c
n

nf R a a R~ ~* , , *Φ Φ
2

2
0

4
01

1
2 2− −







 − = −

−1
 , (2.3)

( )Φ Φ Φ= ~ k + ∞ . (2.4)

( )
( )

( )

( )( )( ) ( )

β β

π

π

~ ~

~ ~

Φ

∆
Φ

Φ Φ Φ

k

k

k k

k

N N
V

B

B

d
c

d

s

∈ ′

∞
−

∑ ∫= =

= + −

2

0

3

6
1 β 0

, (2.5)

( )
( )

( ) ( ) ( )

~

.

~
Φ

Φ
k = =

=
− 





−
+

+ + −
















′
∫

′
∫

k k dk

k dk

x

x
x

x

B

B

B

B

arctg arctg

2

2

3 0 5
3 1

2

3
1
2

1
3 2

1
2

1
2

π π
π

π

(2.6)
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äå x c
b= , à âåëè÷èíà  Φ∞  âèçíà÷àºòüñÿ ç ò³º¿ óìîâè, ùî â

ãðàíèö³ b
c → ∞ íàø³ ðåçóëüòàòè ïîâèíí³ âèõîäèòè íà ðåçóëüòàòè

òåîð³¿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ, òîáòî
( ) βc

n
m

~Φ 0 2= .
Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè öþ ð³âí³ñòü ³ ð³âíÿííÿ äëÿ Tc  (2.3),
îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ Φ∞ , ðîçâ�ÿçîê ÿêîãî ìîæíà
çàïèñàòè ó âèä³

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ âèïàäêó m n2 =  ïðåäñòàâëåí³ íà
ðèñ.1, äå íàâåäåíà çàëåæí³ñòü òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó â³ä
â³äíîøåííÿ ðàä³óñà ä³¿ ïîòåíö³àëó b  äî ïîñò³éíî¿ ãðàòêè c  ïðè
ð³çíèõ çíà÷åííÿõ êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n. ßê âèäíî
ç íàâåäåíèõ ãðàô³ê³â, çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó,
ðîçðàõîâàíå â îäèíèöÿõ ( )β 0c

~Φ , ïðè çðîñòàíí³ êîìïîíåíòíîñò³
ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n  çðîñòàº. Ïðè çðîñòàíí³ ðàä³óñà  åôåêòèâíî¿
ä³¿ b  çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó çìåíøóºòüñÿ ³
âèõîäèòü íà ðåçóëüòàòè òåîð³¿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Â òàá.1
ïðåäñòàâëåíî çàëåæí³ñòü òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó â³ä
êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n äëÿ âèïàäêó âçàºìîä³¿ òèïó
íàéáëèæ÷èõ ñóñ³ä³â ïðè Φ = 0 (ñòîâáåöü 2) ³ ïðè
Φ ≠ 0 (ñòîâáåöü 3). Òàêîæ â ö³é òàáëèö³ íàâåäåíî äëÿ ïîð³âíÿííÿ
ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü, îòðèìàíèõ ³íøèìè ìåòîäàìè, çîêðåìà,
g − ðîçêëàäó (ñòîâáåöü 4), 1 s − ðîçêëàäó (ñòîâáåöü 5),
âèñîêîòåìïåðàòóðíèìè ðîçêëàäàìè (ñòîâáåöü 6) ³ ðåçóëüòàòè
ÌÑÑ (ñòîâáåöü 7).

Äëÿ òåìïåðàòóð áëèçüêèõ äî Tc  êîåô³ö³ºíòè c1 òà c2  ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèä³

( )( )
( )Φ∞ −

= −
+ +

−

n f R

n s

n n

d

2

3 1

1
2

0

ϕ *
. (2.7)

( ) ( )
( ) ( )[ ]

c T c

c T c

T

T

1 1

2 2
2

=

=

τβ 0

β 0

~ ,
~ .
Φ

Φ
 (2.8)
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Îñê³ëüêè ( )c T1 ~ τ , òî äëÿ âåëè÷èíè  c T1  ìîæíà îáìåæèòèñü
íàñòóïíèì íàáëèæåííÿì

äå

ïðè÷îìó

Çã³äíî äî (2.8) äëÿ c T2  äî óâàãè ïðèéìàòèìóòüñÿ äîäàíêè
ïðîïîðö³éí³ äî τ 2

äå ââåäåí³ íàñòóïí³ ïîçíà÷åííÿ

ïðè÷îìó
( ) ( ) ( )c a c a R c R f
n n

n n n n21 4
0

22 2
0

1 23 1
1
2

1
2 1= = − = − −, , * *, ,ϕ ϕ ϕ ,

( )c c cT k k1 1 1 1= + τ + Ο τ 2 , (2.9)

( )[ ]

( )[ ]

c c
c

D

c
c

D

k

c

k

c

1 11
12

2

1 1
12

2

0

0

= +
















=

−1

−1

β

β

~ ,

~ ,
Φ

Φ

(2.10)

( )
c f R

c a R

n n

n
n

11

12 4
0

1
1
2

2

= − −

= −
−1

*
, *

,
.

ϕ

ϕ
(2.11)

( )c c c c OT k k k2 2 2 1 2 2= + + +τ τ τ2 3 , (2.12)

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( )[ ]

c c
c c

D

c
c c

D

c
c

D

k
c

k
c c

k

c

2 23
22 21

2

2 1
22 21

2

2 2
21

2

0 0

0
2

0

0

= + +
















= +
















=

−1

−1

−1

β β

β β

β

~ ~ ,

~ ~ ,

~ ,

Φ Φ

Φ Φ

Φ

c

(2.13)
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( )R R un1 1
2* *=

−1

  é ( )R R un
* *=

1
2 .

Ðîçðàõóíîê â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè çä³éñíþºòüñÿ çã³äíî äî
ôîðìóëè
      F kT Z= − ln ,
äå â ÿêîñò³ ñòàòèñòè÷íî¿ ñóìè Z áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè (1.10).
Ðîçðàõóíîê ïàðö³àëüíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñóì (1.12), (1.13), ùî
âõîäÿòü â (1.10), ïîâ�ÿçàíèé ç âèêîðèñòàííÿì çàãàëüíèõ ÐÑ
(1.17). Ïîáëèçó ô³êñîâàíî¿ òî÷êè (1.21) ¿õ ìîæíà çàì³íèòè
íàáëèæåíèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè (1.25) (ÿê³ º òî÷íèìè ïðè
T Tc=  ). Äîñë³äèìî ïðè ÿêèõ óìîâàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ (1.25)
ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí³ çàì³ñòü çàãàëüíèõ ÐÑ (1.17). Î÷åâèäíî,
ùî óìîâîþ çàñòîñîâíîñò³ (1.25) º ñèñòåìà íåð³âíîñòåé

Âåëè÷èíè, ùî âõîäÿòü â (2.14), ïîâ�ÿçàí³ ç çíà÷åííÿì
êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n òà âåëè÷èíîþ íîìåðà
³òåðàö³¿ l . Ãîëîâíîþ ïðè÷èíîþ â³äõèëåííÿ âåëè÷èí ( )rl

n òa
( )ul
n â³ä ¿õ ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü º íàÿâí³ñòü äîäàíê³â ïðîïîðö³éíèõ

äî c E l
1 1  ó ðîçâ�ÿçêàõ (1.25). Äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü l  âêëàä â³ä íèõ

º ìàëèì â ïîð³âíÿíí³ ç rn
*  òà un

* , îñê³ëüêè c1 ~ τ . Îäíàê, ïðè
T Tc≠ çàâæäè çíàéäåòüñÿ òàêå çíà÷åííÿ l m= τ , ùî âêëàä
c E m
1 1

τ ñòàíå ïîðÿäêó rn
*  ÷è un

* . Ïðè l m> τ  â³äõèëåííÿ ñòàþòü
çíà÷íèìè ³ ð³âíÿííÿ (1.25) âæå íå ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü äëÿ
îïèñó çàãàëüíèõ ÐÑ (1.17).

Äëÿ îö³íêè âåëè÷èíè  mτ  ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ïåðøèì ç
ð³âíÿíü (1.25). Öå ïîâ�ÿçàíî ç íàÿâí³ñòþ á³ëÿ äîäàíêó c E1 1
ìíîæíèêà  R1  â äðóãîìó ð³âíÿíí³ (1.25). Âèõîäÿ÷è ç òîãî, ùî
R1  º ìàëîþ âåëè÷èíîþ, ÿê öå áóëî ïîêàçàíî â [6,7], ìè áà÷èìî,
ùî â³äõèëåííÿ  ( )rl

n  â³ä rn
*  áóäå â³äáóâàòèñü øâèä÷å í³æ â³äõ³ä

( )

( )

r r r

u u u

l
n

n n

l
n

n n

− ≤

− ≤

* *

* *

,
.

(2.14)
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( )ul
n  â³ä un

* . À çâ³äñè ñë³äóº,ùî âåëè÷èíà mτ  ìîæå áóòè
âèçíà÷åíà ç ð³âíÿííÿ

äå δ -äåÿêà ïîñò³éíà âåëè÷èíà ( )δ 1≤ . Ïîä³áíà äî (2.15) óìîâà
âèêîðèñòîâóâàëàñü â ðîáîòàõ [6,7]. Ïðè öüîìó îáëàñòü çíà÷åíü
³íäåêñ³â ( )l m∈ 0, τ  ââàæàëàñü îáëàñòþ êðèòè÷íîãî ðåæèìó (ÊÐ),
à îáëàñòü çíà÷åíü l m> τ  â³äïîâ³äàëà ãðàíè÷íîìó ãàóñîâîìó
ðåæèìó (ÃÃÐ) ïðè T Tc> , òà ³íâåðñíîìó ãàóñîâîìó ðåæèìó
(²ÃÐ) ïðè T Tc< . Ñêîðèñòàºìîñü íàäàë³ ââåäåíèìè îçíà÷åííÿìè.

3. Â³ëüíà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ïðè T Tc>

Íà îñíîâ³ âèùåñêàçàíîãî â³ëüíà åíåðã³ÿ ñèñòåìè ïðè
òåìïåðàòóðàõ  T Tc> ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèä³

äå F0 − â³ëüíà åíåðã³ÿ íåâçàºìîä³þ÷èõ ñï³í³â

Âåëè÷èíà FΚΡ â³äïîâ³äàº âêëàäó ó â³ëüíó åíåðã³þ â³ä
êîðîòêîõâèëüîâèõ, à FÃÃÐ − â³ä äîâãîõâèëüîâèõ ôëóêòóàö³é

äå Ql -ïàðö³àëüíà ñòàòèñòè÷íà ñóìà l -îãî ôàçîâîãî øàðó mτ

âèçíà÷àº âåëè÷èíó õâèëüîâîãî âåêòîðà B B sm
m

τ
τ= ′ − , ÿêèé

r r rm n nτ + − = −1
* *δ  , (2.15)

F F F F= + +0 ÊÐ ÃÃÐ , (3.1)

( )
( )F kTN

m
n n

n0

1

2

2 2

= −












−
ln π

Γ
. (3.2)

F kT Q

F kT Q

l

l

m

l

l m

ÊÐ

ÃÃÐ

= −

= −

=

= +

∞

∑

∑

ln ,

ln ,
0

1

τ

τ

(3.3)
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ðîçä³ëÿº îáëàñòü õâèëüîâèõ âåêòîð³â [ ]0, ′B  íà îáëàñòü
êîðîòêîõâèëüîâèõ ôëóêòóàö³é [ ]B Bmτ

, ′ , ÿê³ îïèñóþòüñÿ
íåãàóñîâîþ ãóñòèíîþ ì³ðè ³ îáëàñòü äîâãîõâèëüîâèõ ôëóêòóàö³é
[ ]0, Bmτ

, äëÿ ÿêèõ ñòàº áàçîâîþ ãàóñîâà ãóñòèíà ì³ðè. Çã³äíî äî
(2.15), ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ mτ  ìàòèìå âèãëÿä

äå
Φ0

2= −1 −1
R f n n

* ϕ .
Îñê³ëüêè τ << 1, òî mτ  ïîâèííî áóòè âåëèêèì ÷èñëîì. Îòæå,
äîäàíîê ïðîïîðö³éíèé ( )E Em

2
1

2 1τ + <  áóäå ìàëèì ³ íà îñíîâ³
öüîãî, â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ ïî ( )E

E

m
2

1

τ  äëÿ mτ  ìàòèìåìî

äå

Çíà÷åííÿ mc  ³ m1 ïðè ð³çíèõ â³äíîøåííÿõ b
c  ³ ð³çíèõ n

ïðèâåäåí³ â òàá.2. Íàÿâí³ñòü â ïðàâ³é ÷àñòèí³ (3.5) ìíîæíèêà
ln τ  ñâ³ä÷èòü ïðî çðîñòàííÿ mτ  ïðè íàáëèæåíí³ òåìïåðàòóðè äî
Tc . Äëÿ âåëè÷èí rl  é ul  â òî÷ö³ âèõîäó ç ÊÐ ( )l m= τ
çíàõîäèìî

Â³äïîâ³äíî âèðàçè äëÿ îñíîâíî¿ ³ ïðîì³æíî¿ çì³ííî¿ â òî÷ö³
âèõîäó ç ÊÐ çàïèñóþòüñÿ â íàñòóïíîìó âèä³

( )τ τ τc E f c ET
m

n T
m

1 1
1

2 0 2
1+ += −δ Φ , (3.4)

m mEτ
τ= − + −ln

ln ,
1 0 1 (3.5)

( )
m m m m

E
m

c

c Ec c

fn
c k k

k
0 1

1

1
1

1 1

1 1
= + = = −τ ,

ln
ln , ln

δ

. (3.6)

( )
( )

r r E

u u R f E

m n

m n n n

τ

τ

δ

δ

= −

= +

−1

−1−1

*

* *
,1

1

1

1 1
2ϕ

(3.7)
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Âêëàä ó â³ëüíó åíåðã³þ ñèñòåìè â³ä îáëàñò³ ÊÐ ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèä³

äå

Ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî yl − >>1 1 é ïðåäñòàâèâøè ôóíêö³¿
ïàðàáîë³÷íîãî öèë³íäðà ( )U a x,  ó âèãëÿä³ ðÿä³â ïî éîãî
îáåðíåíèõ ñòåïåíÿõ

äëÿ ôóíêö³é ( )U yn l −1  é ( )ϕ n ly −1  ìàòèìåìî

Öå â ñâîþ ÷åðãó äîçâîëÿº ïðåäñòàâèòè f l  ó íàñòóïíîìó âèä³

( ) ( )

x
x f E

f R E

y s U x

m
n n

n n

m n m
n

x

d

n m

τ

τ τ
τ

δ

δ
δ

ϕ

=
+

+
≠

=












−1

−1

−1

−1

+

*

*
,

3

1
1

2

2

2

1
2

1

1 1

2

ϕ

ϕ
(3.8)

F kTN f kT N fl

l

m

lÊÐ ÊÐ= − ′ −
=
∑0

1

τ

, (3.9)

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )

Nl N s d l

f Q u Q d fl Q dl Q Pl

fl
n n

n yl
U n xl U n yl

xl yl

= ′ −

= = −

= +
−

+ − + −
− + +





































,
ln , ln

ln ln , ln ,

0 0 1

4
2

1
1

2
1

2 1

2

4

2

4

ÊÐ

ϕ

(3.10)

( ) ( ) ( )( )( )
U t e t

t t
n

t n n n n n n n
−

− −
= −

+
+

+ + +
−















1
2

2
4 2 2 2

2
2 2 2 2

41
1

2

1 2 3

8
, . . . (3.11)

( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( )

U t t t n t

t
n

t
n n n

n
n n

n n n

= − + + + + −

− + + +



 + + + + +






−1 −2 −4

−6 −8

1 1 1 3

2
1 17 30

4
1 7 79 310 420

2 2

2
5 2

2 2
3 2 ,

(3.12)

( ) ( ) ( ) ( )ϕ n
n n nt n t t t= + − + + +





−4 −2 + −42 1 695 16
2

21
4

150
4

2
(3.13)
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À äëÿ f0
ΚΡ çã³äíî (3.10) ³ (1.13) ìàòèìåìî

Âèä³ëÿþ÷è â f l ÿâíó çàëåæí³ñòü â³ä íîìåðà ôàçîâîãî øàðó l ìè
ìîæåìî ïðåäñòàâèòè â³ëüíó åíåðã³þ l − îãî ôàçîâîãî øàðó ó âèä³

Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî ó âèðàç³ (3.16) ìè îáìåæèëèñü ÷ëåíàìè
ïðîïîðö³éíèìè τ 2c ET

l
1
2

1
2  ³ c ET

l
2
2

2
2  âêëþ÷íî. ×ëåíè âèùèõ

ïîðÿäê³â,òèïó τ3 ³  E l
2
3  ó ðîçãëÿä íå ïðèéìàëèñü. Êîåô³ö³ºíòè

d j  ïðåäñòàâëåí³ â äîäàòêó 1. Äëÿ fΚΡ
* , ÿêå âõîäèòü ó âèðàç äëÿ

â³ëüíî¿ åíåðã³¿ (3.16) ìàºìî

Öÿ ÷àñòèíà â³ëüíî¿ åíåðã³¿ íå çàëåæèòü â³ä íîìåðà l ôàçîâîãî
øàðó íà â³äì³íó â³ä ÷àñòèíè âèðàçó (3.16) ÿêà ì³ñòèòü çàëåæí³ñòü
â³ä l  ³ çàëåæèòü â³ä ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðàìåòð³â ãàì³ëüòîí³àíó
ñèñòåìè. Ðîçðàõóíîê â³ëüíî¿ åíåðã³¿ êðèòè÷íîãî ðåæèìó (3.9)
ïîâ�ÿçàíèé ç ñóìóâàííÿì âèðàçó (3.16) ïî øàðàõ ôàçîâîãî
ïðîñòîðó êîëåêòèâíèõ çì³ííèõ äî mτ − òî÷êè âèõîäó ñèñòåìè ç
ÊÐ äëÿ ÿêî¿ ñïðàâåäëèâ³ ð³âíîñò³ (2.15), (3.5). Çä³éñíèâøè äàíå
ñóìóâàííÿ ïî mτ  é âèä³ëèâøè ÿâíó çàëåæí³ñòü â³ä òåìïåðàòóðè,
â³ëüíó åíåðã³þ ÊÐ ìîæåìî çàïèñàòè ó âèä³

( ) ( ) ( )
f U x y yl

n
l

x n
l

n n
l

l
n n

= + + + −






−

−
+ +

−
−2ln , ln1

2 4 2 1
5 16

8
1

2 1
2

2 2 (3.14)

( ) ( ) ( )

( )

f o
n

u
u

u
u

U n z n

a
n

x
U n x

ÊÐ =
′

+ ′ +
′
′ + − ′ + +

+ + −



















4

3
4 0

3
4

2
2

4
1

2 4
3

4
0

0
2

4
1

2 0

ln ln , ln ,

ln , .

(3.15)

(
[ ]

[ ])

F kTN f c d E c d E

c d E c c d E E c c d E E

c d E c c d E E c c d E E

l l T
l

T
l

T
l

T T
l l

T T
l l

T
l

T T
l l

T T
l l

= − + + +

+ + + +

+ + +

ÊÐ
*

2 2 2 2
2

4 2
2

1 1 1 1 2 5 1 2 1 2
2

7 1 2
2

2
1
2

3 1
2

1
2

2 6 1
2

2 1
2

2
2

8 1
2

2
2

τ

τ

(3.16)

( ) ( ) ( )f y y U xn
x

nÊÐ* = + + +
−2 −

2 4
1

2

2

ln ~ ln ,* * **
α (3.17)
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ïðè÷îìó, êîåô³ö³ºíòè, ùî âõîäÿòü â (3.18) çàäàþòüñÿ
ñï³ââ³äíîøåííÿìè

Âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â γ0ι  ïðèâåäåí³ â äîäàòêó 2, à äëÿ
êîåô³ö³ºíò³â ai  ìàºìî

Âåëè÷èíà xoc  â³äïîâ³äàº çíà÷åííþ x0 ïðè T T c=  é â³äïîâ³äíî
ð³âíà

Ïîõ³äí³ x0  ïî òåìïåðàòóð³ ,ùî âõîäÿòü ó âèðàçè (3.20)
çàïèñóþòüñÿ ó âèä³

[ ]F kTN d
ΚΡ = − ′ ′γ +γ τ + γ τ − γ τ01 1 2

2
10

ν , (3.18)

′ +
+
+

′ −

γ = γ
γ = γ
γ = γ

γ = γ

01 01

1 02

2 03

10

a

a

a

s dm

0

1

2

0

,

,

,
(3.19)

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a a U x

a T U x

a T U x

a u U z

n

a

x n
oc

n
c n oc

dx
dT T T

n
c n oc

d x

dT

dU x
dx

dx
dT

T T

n
u

u
u

n

n

o c

c

n

c

0 0 4
3

4
1

2

1 2

2 4
2 2

0 4
3

0
3
4

1
2

4
0

2

0

2
0
2

0

0
0

4

2
2

4

= ′ + 





+ +

= −

= − 



 + 













′ = + ′ + + ′

−

=

=

′
′
′

−

ln ln , ,

,

,

ln ln ,

,

(3.20)

( )x d a

d q f c R

a c

oc c c

c n k

c kn

=

= − +

= +

−1
3 2 4

2 2

4 2

2 ,

,*

.

ϕ

ϕ
n
--1

2 (3.21)
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ïðè÷îìó
t c c R

t R c c

k k n

n k k

1 1 2 1

2 1 1 2 1
1

2

= +

= +

*

*
,
,

ϕ

ϕ

−1
2

à òàêîæ,

äå
( )
( )

t c c R

t c c R

k k n

k k n

3 1 1 2 2

4 2 2 1 1 1

2

2

1
2= +

= +

−*

*

,
.

ϕ

ϕ
1
2

Ñë³ä çàóâàæèòè , ùî êîåô³ö³ºíòè ′γ , γ , γ , γ01 1 2 10 ,ùî âõîäÿòü ó
âèðàç äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ÊÐ (3.18) íå çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè ³
º ïîñò³éíèìè. Àíàë³òè÷íà ÷àñòèíà â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ÊÐ ïîâ�ÿçàíà ç
êîåô³ö³ºíòàìè ′γ , γ , γ01 1 2 . Íåàíàë³òè÷íà ÷àñòèíà, ÿêà íåñå
ãîëîâíó ³íôîðìàö³þ ïðî òåìïåðàòóðíó çàëåæí³ñòü òåïëîºìíîñò³ â
îêîë³ òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïîâ�ÿçàíà ç ÷ëåíîì γ τ10

νd .
Çàëåæí³ñòü öèõ êîåô³ö³ºíò³â â³ä ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðàìåòð³â
ãàì³ëüòîí³àíó ³ â³ä êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó  n
ïðèâåäåíà  â òàáë.3.
4. Ðîçðàõóíîê â³ëüíî¿ åíåðã³¿ îáëàñòåé

äîâãîõâèëüîâèõ ôëóêòóàö³é ãóñòèíè ñï³íîâîãî
ìîìåíòó

Ïîäàëüø³ ðîçðàõóíêè â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè ïîâ�ÿçàí³ ç
âðàõóâàííÿì ôëóêòóàö³éíîãî ïðîöåñó, ùî â³äïîâ³äàº
äîâãîõâèëüîâèì ôëóêòóàö³ÿì ãóñòèíè ñï³íîâîãî ìîìåíòó ³
õàðàêòåðèçóºòüñÿ ãðàíè÷íèì ãàóñîâèì ðåæèìîì (ÃÃÐ) [5,6].
Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâ³ñòþ ÃÃÐ º ð³ñò îñíîâíî¿ xl  ³ ïðîì³æíî¿ yl

( ) ( )dx

dT T
a t a d t

T T c
c c c

c

0
4 1

1
2 4 2 2

3 2 2





= −





=

−1 −3
, (3.22)

d x

dT T

t

a

d t

a

t t

a

d t

aT T c c

c

c c

c

cc

2
0

2 2
3

4

3
4

2 2
2

4

1 2

4

2 4

4

3

2
1
2

5
2

3
2

3
2









 = + − −













=

(3.23)
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çì³ííèõ ÿê ôóíêö³é l . Â çâ�ÿçêó ç öèì â³ëüíà åíåðã³ÿ ÃÃÐ ìîæå
áóòè ðîçðàõîâàíà â íàáëèæåíí³ ãàóñîâî¿ ãóñòèíè ì³ðè, îñê³ëüêè â
ö³é îáëàñò³ äîäàíîê ïðîïîðö³éíèé ÷åòâåðò³é ñòåïåí³ â ïîêàçíèêó
åêñïîíåíòè ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ñòàº íàáàãàòî ìåíüøèì
êâàäðàòè÷íîãî äîäàíêó. Àëå, îñê³ëüêè çðîñòàííÿ xl  â³äáóâàºòüñÿ
ïîñòóïîâî, òî ³ñíóº ïåðåõ³äíà îáëàñòü, â ÿê³é âñå ùå íåîáõ³äíî
çáåð³ãàòè â ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó ÷åòâåðòó ñòåï³íü çì³ííèõ ρρ   k é
ωωk .

4.1. Ïåðåõ³äíà îáëàñòü
Âåëè÷èíà ïåðåõ³äíî¿ îáëàñò³ âèçíà÷àºòüñÿ ïåâíèì ÷èñëîì

øàð³â ôàçîâîãî ïðîñòîðó ÊÇ  ′′m , ÿê³ ñë³äóþòü çà òî÷êîþ âèõîäó
ñèñòåìè ç ÊÐ, òîáòî çà òî÷êîþ mτ . Ê³ëüê³ñòü øàð³â ′′m ìîæå
áóòè îòðèìàíà ç óìîâè

äå α m  º âåëèêå ÷èñëî ( )α 10≥ . Â ðÿä³ ðîá³ò [8,9] áóëî
ïîêàçàíî, ùî åâîëþö³ÿ êîåô³ö³ºíò³â åôåêòèâíèõ áàçèñíèõ ãóñòèí
ì³ð â ÏÎ ìîæå ç âåëèêîþ ñòåï³ííþ òî÷íîñò³ îïèñóâàòèñÿ
ð³âíÿííÿìè ÐÃ (2.2), òîìó çã³äíî (3.8) äëÿ îñíîâíî¿ çì³ííî¿ â ÏÎ
ìàòèìåìî

ùî â ñâîþ ÷åðãó ç âðàõóâàííÿì (4.1) äàº ð³âíÿííÿ äëÿ ′′m0

äå ââåäåí³ ïîçíà÷åííÿ

x
sm m
m

d
τ

α
+ ″ −=

−0 1
, (4.1)

x

f E q

R f
m m

n
m

n n n
m

τ

δ

ϕ + ϕ δΕ1

+ ″

″ −

″ −

=
−





+












0

0

1
2 0

1
2

3 11
1

1
1*

, (4.2)

m E
E0

0

1
1″ = +ln

ln , (4.3)
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( )
( )

( )

E E E
s f

q

f

E
q

f

R

f s

m n

d
n

n

n

m n

n
d

0 01 01
2

2

2 2

2

01

2
1

0

2

3 1
1

1

6

1
2

1
2

= + +
−

− −
























= − +

−

−

α ϕ

δ δ

δ δ
α ϕ

δ 1 −

2
,

.

Âåëè÷èíè ′′m0 , ÿê âèäíî ç (4.2), (4.3) íåçàëåæí³ â³ä òåìïåðàòóðè ³
º ëèøå ôóíêö³ÿìè s-ïàðàìåòðà ðîçáèòòÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó íà
øàðè [6,7]. Â ÿêîñò³ ′′m áóäåìî áðàòè íàéáëèæ÷å äî ′′ +m0 0 5.
ö³ëå ÷èñëî . Âñå öå äàº ìîæëèâ³ñòü çàïèñàòè â³ëüíó åíåðã³þ ÏÎ

ó âèä³

äå ââåäåí³ ïîçíà÷åííÿ
f f s

f s f

dm

dm
m m

m

m

ÏÎ ÏÎ

ÏÎ

= ′

′ =

−

−
+ +

=

′′

∑
0

1

0

,

,
τ

à äëÿ ïðîì³æíî¿ çì³ííî¿, çã³äíî (1.15) ìàòèìåìî

( )F kTN s s fd m dm
m m

m

m

ÏÎ = − ′ − + −
+ +

=

′′

∑τ
τ

1
1

0

(4.4)

F kTN f dÏÎ ÏÎ= − ′ τ ν , (4.5)

( ) ( )

( )

f y
n n

y

U x
x

m m
n

m m

n n

m m

n
m m

m m

τ τ τ

τ
τ

+ + + +
−2

−
+ +

+ +

= +
+

−
+









 +

+ +

1 2
2 2

1
2 1

1
2

5 16
8

1

2

4

ln

ln , ,
(4.6)
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( ) ( )y s U x
n

x
m m n m m

n m m

d

τ τ
τ

ϕ
+ +

+
= +













2

1
2

2 .

4.2. Îáëàñòü ÃÃÐ.
Çã³äíî óìîâè (4.1) â îáëàñò³ õâèëüîâèõ âåêòîð³â

( )k B s m m< ′ − + ′′ +τ 1

ñòàòèñòè÷íà ñóìà ìîäåë³ (1.1) ìîæå ðîçðàõîâóâàòèñü ç
âèêîðèñòàííÿì ãàóñ³âñüêî¿ ãóñòèíè ì³ðè. Çã³äíî äî öüîãî,
â³äïîâ³äíà ÷àñòèíà ñòàòèñòè÷íî¿ ñóìè çàïèñóºòüñÿ ó âèä³

äå

′ = + ′′ +m m mτ τ 2 .
Âèêîíàâøè ³íòåãðóâàííÿ ïî ωωk  ³ ρρk , çà âèêëþ÷åííÿì
³íòåãðóâàííÿ ïî çì³íí³é ρρ0 , äëÿ ñòàòèñòè÷íî¿ ñóìè îòðèìóºìî

äå H − áåçìåæíî ìàëå ìàãí³òíå ïîëå, à äëÿ ( )~dm′τ k  ââåäåíî
ïîçíà÷åííÿ

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

′ = − −









+

+ −









′ ′ ′ ′ −
≤ ′

≤ ′

′ −
−

≤ ′

′ ′

∑∫

∑ ∑

Z d k d B B

i P d d

m m m m
k B

m

k B
m

m
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m
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2 2
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τ τ τ τ

τ

τ

τ
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τ τ

ρρ ρρ

ωω ρρ ωω ωω ρρ ωω

−−k k
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(4.7)
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Ïðî³íòåãðóâàâøè ïî ρρ0âèðàç äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ìîæíà çàïèñàòè
ó âèä³

Çðîáèâøè ïåâí³ ïåðåòâîðåííÿ ñòîñîâíî ( ) ( )P d
m

m2
1′ −

′
τ

τ
, ~ k  é

ïðîñóìóâàâøè ïî k âèðàç ( )ln ~dm′τ k , äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿
îòðèìóºìî

Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî â (4.12) ââåäåí³ ïîçíà÷åííÿ

Äëÿ âèïàäêó d=3 ìè ìàòèìåìî
( )f a a a arctg ag

p d
* ln ln= − 





− + − + +−2 −31
2

1
2 0

2
0

1
3 0 0

0

0 0
1 ,

äå  ââåäåí³ íàñòóïí³ ïîçíà÷åííÿ
( )g p d q d r q r fm m n

m
0 0 0 0 1 1 1= − = + = −′ − ′ −

′′, ,* *
τ τ 1δΕ ,

( )( ) ( )( )p x n xn
m

n
m0 2 1 4

3
2 11 1 2

2
= + + − + + +′ −

−2
′ −

−4

τ τ
* * ... ,

[ ]x
f R E

q rm
n n n

m m′ − ′′ −1=












+
τ τϕ + δ ϕ

1
1 1

3
1
2

1
2

*
* '

* ,

( ) ( )a sg s m f
c g
n

T
0 0

2 2
1

2
1
2

1 0
= 



 =

−1
′′, γ4

δ ν

βÔ 0 ,
Âèä³ëÿþ÷è â (4.12) òåìïåðàòóðíó çàëåæí³ñòü, äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿
îòðèìóºìî

äå ââåäåí³ ïîçíà÷åííÿ

( ) ( ) ( ) ( )[ ]d k B B km
P

m mm′ ′ ′ −= + −′ −τ τ τ τ
β1

1
2

1 Ô Ô, . (4.10)
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HΒ (4.11)

′ = − −′F kTN nf kTN Hmτ
γ β µ τ4

2 −2ν* Á2 2 (4.12)

( )f a
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p d
d

d
da
d
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− −









+ +

1
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1
2 0

2
2 2 4

0

0 0

0
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. (4.13)

′ = − ′ ′ −F kTN f kTN Hd
* τ γ β µ τν

4
2 −2νÁ2 2 , (4.14)
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( )′ = 



 = − ′′ +f n f f s fc

f

d
d mT

n
* * * *,1 1

δ

ν
.

Îñê³ëüêè, âêëàä ó÷àñòêó ÃÃÐ ó â³ëüíó åíåðã³þ ñêëàäàºòüñÿ ç
â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ïåðåõ³äíî¿ îáëàñò³ FΠΟ  (4.5) ³ ′F  ( äèâ.(4.14)), òî
ïîâíèé âêëàä â³ä ÃÃÐ ó âèðàç äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè ìîæíà
çàïèñàòè ó âèä³

äå
f f fÃÃÐ ÏÎ*

*= + ′ .
Íà îñíîâ³ öüîãî ïîâíèé âèðàç äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ n-êîìïîíåíòíî¿
ìîäåë³ Ñòåíë³ â íàáëèæåíí³ ÷åòâ³ðíî¿ áàçèñíî¿ ãóñòèíè ì³ðè áåç
âðàõóâàííÿ ïîïðàâîê äî ñêåéë³íãó (ïðè T Tc> ) ìîæíà çàïèñàòè
íàñòóïíèì ÷èíîì

äå
( )

( )γ = γ γ = − γ0 01 3 10′ +












−
s

m
fd

n

n

n

0

1

2

2 2

ln ,
π
Γ ÃÃÐ* .

Êîåô³ö³ºíò γ3 , ÿêèé âðàõîâóº âêëàä â³ä îáëàñòåé ÊÐ ³ ÃÃÐ,
õàðàêòåðèçóº ñèíãóëÿðíó ïîâåä³íêó òåïëîºìíîñò³ â îêîë³ òî÷êè
ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â, ÿê³ âõîäÿòü ó âèðàç
(4.16) äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè ïðè  T Tc>  â³ä
êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n òà ì³êðîñêîï³÷íèõ
ïàðàìåòð³â âèõ³äíîãî ãàì³ëüòîí³àíó ïðåäñòàâëåíà â òàáë.3.

5. Òåðìîäèíàì³êà ñèñòåìè â íàáëèæåíí³ ÷åòâ³ðíî¿
ãóñòèíè ì³ðè

Îòðèìàíèé  ïîâíèé âèðàç äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ n-êîìïîíåíòíî¿
ìîäåë³ Ñòåíë³ â íàáëèæåíí³ ÷åòâ³ðíî¿ ãóñòèíè ì³ðè (4.16)
äîçâîëÿº îá÷èñëèòè â îêîë³ òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäó ³íø³
òåðìîäèíàì³÷í³ ôóíêö³¿, òàê³ ÿê åíòðîï³ÿ, âíóòð³øíÿ åíåðã³ÿ,
òåïëîºìí³ñòü, ñïðèéíÿòëèâ³ñòü. Øëÿõîì ïðÿìîãî äèôåðåíö³-

F kTN f H NdÃÃÐ ÃÃÐ* Á= − ′ −τ βµ γ τν
4

−2ν2 2 (4.15)

( ) [ ]F T kTN H Nd= − ′ + −γ + γ τ + γ τ γ τ βµ γ τ0 1
2

3
ν

4
−2ν

2
2 2Á (4.16)
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þâàííÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ïî òåìïåðàòóð³ (ïðè H = 0 ) çíàõîäèìî
äëÿ åíòðîï³¿

äå
( ) ( ) ( ) ( )s s u d0 1 22= = =γ + γ γ + γ νγ0 1 1 2 3, , .

Çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â, ùî âõîäÿòü ó âèðàç (5.1) äëÿ åíòðîï³¿  ïðè
ð³çíèõ n ïðèâåäåí³ â òàáë.4. Â äàí³é òàáëèö³ íàâåäåíî  òàêîæ
îòðèìàí³ çíà÷åííÿ äëÿ  óí³âåðñàëüíèõ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèê³â ïðè
ð³çíèõ çíà÷åííÿõ êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðó ïîðÿäêó n.
Ïîð³âíÿííÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü äëÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèê³â ç
ðåçóëüòàòàìè ðîçðàõóíê³â çä³éñíåíèõ ç âèêîðèñòàííÿì
âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ ðîçêëàä³â [10], ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî [11],
1

s −  ðîçêëàäó [12] òà g − ðîçêëàäó [13] ïðèâåäåíî â òàáë.5.
²ñòèííèé õ³ä òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ åíòðîï³¿ çàáåçïå÷óºòüñÿ
çàâäÿêè âêëàäó äîâãîõâèëüîâèõ ôëóêòóàö³é. Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî
ÿêùîá ïðè ðîçðàõóíêó åíòðîï³¿ ñèñòåìè ìè îáìåæèëèñü ëèøå
âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ÐÃ, ùî  â³äïîâ³äàº ó÷àñòêó ÊÐ, áåç
âðàõóâàííÿ îáëàñò³ ÃÃÐ, òî åíòðîï³ÿ ñèñòåìè çðîñòàëà áè ïðè
çìåíøåíí³ òåìïåðàòóðè [6,7].

Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè º òåïëîºìí³ñòü. Âèùå Tc
¿¿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèä³

äå
 α = 2 − νd ,

Äðóãèé ÷ëåí ó ôîðìóë³ (5.2) õàðàêòåðèçóº ãîëîâíó îñîáëèâ³ñòü
òåïëîºìíîñò³ â îêîë³ Tc . Ïðè ðîçðàõóíêó ïîâíîãî âèðàçó äëÿ
òåïëîºìíîñò³ íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè ÿê êîðîòêîõâèëüîâ³ òàê ³
äîâãîõâèëüîâ³ ôëóêòóàö³¿. ßê âèäíî ç òàáë.6, âêëàä â òåïëîºìí³ñòü
â³ä îáëàñò³ ÊÐ âèÿâëÿºòüñÿ ñòðîãî â³ä�ºìíèì äëÿ âèïàäê³â n=1 ³
n=2. Äîäàòí³ñòü òåïëîºìíîñò³ ³ á³ëüø òîãî, ñòàá³ëüí³ñòü ñèñòåìè
çàáåçïå÷óºòüñÿ çà ðàõóíîê âðàõóâàííÿ âêëàäó â³ä äîâãîõâèëüîâèõ
ìîä  ôëóêòóàö³é ãóñòèíè ñï³íîâîãî ìîìåíòó, ùî â³äïîâ³äàº

( ) ( ) ( )[ ]S kN s s u d= ′ +0 1 τ + τ2 ν−1 , (5.1)

( ) ( )C kN c c= ′ +





0
3
0 τ −α , (5.2)

( ) ( )
( ) ( )

c

c d

0

3
0

2=

=

γ + γ

νγ 1− α

1 2

3

,
.

(5.3)
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îáëàñò³ ÃÃÐ. Ó âèïàäêó n=3, ÿê âèäíî ç òàáë.4, êðèòè÷íèé
ïîêàçíèê α , ÿêèé õàðàêòåðèçóº ðîçá³æí³ñòü òåïëîºìíîñò³ â îêîë³
òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäó ñòàº â³ä�ºìíèì. Àíàë³ç âèðàçó (5.2) ³
îòðèìàíèõ çíà÷åíü äëÿ êîåô³ö³ºíò³â, ùî õàðàêòåðèçóþòü
òåïëîºìí³ñòü, ïðèâåäåíèõ â òàáë.6 ïîêàçóº, ùî òåïëîºìí³ñòü ó
âèïàäêó n=3  íå ðîçá³ãàºòüñÿ ³ ïðè T Tc=  ïðèéìàº ïåâíå
ñê³í÷åíå çíà÷åííÿ. Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â, ùî âõîäÿòü ó âèðàç
äëÿ òåïëîºìíîñò³ (5.3) â³ä ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðìåòð³â
ãàì³ëüòîí³àíó, òîáòî â³ä â³äíîøåííÿ b

c  äëÿ ð³çíèõ n ïðèâåäåíà â
òàáë.6.

Âèõîäÿ÷è ç ïîâíîãî âèðàçó äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ìîæíà çíàéòè
ñïðèéíÿòëèâ³ñòü ñèñòåìè

äå γ - êðèòè÷íèé ïîêàçíèê, ùî õàðàêòåðèçóº òåìïåðàòóðíó
çàëåæí³ñòü ñïðèéíÿòëèâîñò³ (äèâ.òàáë.4)   

à ( )χ 0 − âåëè÷èíà, ÿêà õàðàêòåðèçóº êðèòè÷íó àìïë³òóäó

Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà ( )χ 0  â³ä ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðìåòð³â
ñèñòåìè äëÿ ð³çíèõ n ïðèâåäåíà â òàáë.6.

Òàêèì ÷èíîì, ï³äñóìîâóþ÷è îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè, ñë³ä
çàóâàæèòè, ùî, ðîçä³ëüíå âðàõóâàííÿ âêëàä³â â³ä êîðîòêî-  ³
äîâãî-  õâèëüîâèõ ôàç ôëóêòóàö³é ãóñòèíè ñï³íîâîãî ìîìåíòó ó
âèðàç³ äëÿ â³ëüíî¿ åíåðã³¿ ñèñòåìè  â îêîë³ Tc  äàëî ìîæëèâ³ñòü
îòðèìàòè ÿâí³ àíàë³òè÷í³ âèðàçè äëÿ òåðìîäèíàì³÷íèõ ôóíêö³é ³
çíàéòè íå ò³ëüêè êðèòè÷í³ ïîêàçíèêè, àëå é êðèòè÷í³ àìïë³òóäè,
ÿê ôóíêö³¿ ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðàìåòð³â âèõ³äíîãî ãàì³ëüòîí³àíó.
Äîäàòîê 1.
d B A d B A d B A B A

A
E

A
E

A

E

A

E
1 3 3

1
1 2 1 3

1
2 3 6 3

1

1
2 3

2
4

2

1
2= +



 = +
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 + +









, ,

d B A B A d B A B B A
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E

A

E

A
E E

A
E E4 2 3

1

2
2 1

2
4

2

2
2 5 4 3

1
1 2 1 3 4

2
1 2

2= +








 + +









 = +



 + +



,

( ) ( )χ = µ χ τ0 −γkT N−1
Á2  , (5.4)

γ = ν2 , (5.5)

( )χ = γ0
42 . (5.6)
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( )
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 + −2 −2 ,

äå êîåô³ö³ºíòè A Bi j,  º óí³âåðñàëüíèìè êîíñòàíòàìè ³
âèçíà÷àþòüñÿ êîîðäèíàòàìè ô³êñîâàíî¿ òî÷êè. Äëÿ êîåô³ö³ºíò³â
B j   ìè ìàºìî
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ÒÀÁ.1: Çàëåæí³ñòü òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó â³ä
êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n.

                               ( )βcΦ 0
 n ~Φ = 0 ~Φ ≠ 0 g − exp

  [14]
1 s − exp
  [12]

  HTE   MCC

 1 0.994 1.036  1.727  1.741 1.330 [15] 1.330 [17]
 2 1.004 1.156  1.845  5.267 3.866 [16]    -
 3 1.006 1.291  1.936  5.751 4.158 [10] 4.158 [11]

ÒÀÁ.2: Çàëåæí³ñòü ïîñò³éíèõ mc  ³ m1 , ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü òî÷êó
âèõîäó ñèñòåìè ç ÊÐ ïðè T>Tc â³ä â³äíîøåííÿ ðàä³óñà ä³¿
ïîòåíö³àëó äî ïîñò³éíî¿ ãðàòêè c, ïðè÷îìó,
b

c
b c b c1

2 3
2 03379 3 03584= = =, . , . .

                    mc                   m1

b \ n      1     2     3      1      2     3
b1 -0.0979 -0.0091 0.0608 -0.0465 -0.0500 -0.0449
b2 -0.0893  0.0048 0.0961 -0.0387 -0.0374 -0.0116
b3 -0.0863  0.0083 0.0960 -0.0359 -0.0342 -0.0117
c -0.0535  0.0382 0.1016 -0.0047 -0.0055 -0.0062

ÒÀÁ.3: Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü â³ëüíó
åíåðã³þ ñèñòåìè ïðè T>Tc â³ä êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà
ïîðÿäêó  n òà ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðàìåòð³â ãàì³ëüòîí³àíó
(ïîçíà÷åííÿ äèâ.ÒÀÁ.2).
b n ′γ01

  γ1
  γ2

 γ10 fΓΓΡ
 γ0 γ3

b1 1
2
3

0.349
0.727
1.099

-0.500
-0.976
-1.435

 -0.459
 -4.427
 24.497

 -0.538
  3.315
-25.359

1.821
2.479
2.755

 1.811
 5.335
 9.488

  1.283
  5.795
-22.603

c 1
2
3

0.297
0.620
0.938

-0.521
-1.011
-1.470

 -0.122
 -3.200
 21.176

 -0.448
  2.722
-21.397

1.514
2.036
2.325

 61.085
192.194
349.648

  1.066
  4.759
-19.072
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ÒÀÁ.4: Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â ÿê³ âèçíà÷àþòü åíòðîï³þ ìîäåë³
òà êðèòè÷íèõ ïîêàçíèê³â â³ä êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó
n.
n ( )s 0   ( )s 1   ( )u 2   ν   α   γ    ∆
1 1.311   1.917   2.356 0.612  0.163 1.225 0.456
2 4.359 -10.805  11.228 0.646  0.062 1.292 0.502
3 8.053  46.124 -45.677 0.674 -0.021 1.347 0.549

ÒÀÁ.5: Çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèê³â ïðè êîìïîíåíòíîñò³
ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n=3, îòðèìàíèõ ð³çíèìè ìåòîäàìè.

HTE
[10]

MCC
  [13]

This
study

1/g-exp
  [14]

1/s-exp
  [5]

 ν 0.703  0.705  0.674   0.647  0.684
γ 1.375  1.387  1.347   1.294  1.369
α -0.108 -0.114 -0.021   0.059 -0.053

ÒÀÁ.6: Çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â òåïëîºìíîñò³ òà ñïðèéíÿòëèâîñò³
ïðè T>Tc â³ä êîìïîíåíòíîñò³ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó n ³ â³ä
ì³êðîñêîï³÷íèõ ïàðàìåòð³â ãàì³ëüòîí³àíó.

n     ( )c 0     ( )c3
0   ( )χ 0  b

1
2
3

 -1.917
-10.805
 46.124

   1.972
 10.529
-46.629

2.969
4.007
5.682

b=b1
1
2
3

 -1.286
 -8.421
 39.412

   1.639
   8.646
-39.344

3.358
4.569
5.781

 b=c
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Ðèñ.1. Çàëåæí³ñòü òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó â³ä â³äíîøåííÿ
ðàä³óñó ä³¿ b  äî ïîñò³éíî¿ ãðàòêè c  äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü 
êîìïîíåíòíîñò³ ïàðìåòðà ïîðÿäêó n.
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