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Фазовий перехiд першого роду в рамках комiркової моде-
лi плину: областi змiни хiмiчного потенцiалу та вiдповiднi
густини

I.В. Пилюк, М.П. Козловський

Анотацiя. Роботу присвячено мiкроскопiчному опису поведiнки флю-
їдної системи в безпосередньому околi критичної точки, де теоре-
тичнi та експериментальнi дослiдження важко проводити. Для тем-
ператур T < Tc видiлено i проаналiзовано областi змiни хiмiчного
потенцiалу та густини. Вiдповiдно до величини хiмiчного потенцiа-
лу рiвняння стану комiркової моделi плину записано через функцiї
Хевiсайда. Дане рiвняння подано також в координатах температура-
густина. В результатi дослiдження зв’язку мiж густиною та хiмiчним
потенцiалом отримано рiвняння для бiнодалi в безпосереднiй близь-
костi до критичної точки.

Phase transition of the first order within the cell fluid model
framework: Regions of the chemical potential variation and
corresponding densities

I.V. Pylyuk, M.P. Kozlovskii

Abstract. The work is devoted to the microscopic description of the
behavior of the fluid system in the immediate vicinity of the critical
point, where theoretical and experimental researches are difficult to carry
out. For temperatures T < Tc, the regions of variation of the chemical
potential and density are singled out and analyzed. In accordance with
the chemical potential magnitude, the equation of state of a cell fluid
model is written in terms of Heaviside functions. This equation is also
given in temperature-density coordinates. As a result of the study of the
relationship between density and the chemical potential, the equation for
the binodal curve is obtained in the immediate proximity to the critical
point.
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1. Вступ

Теоретичне та експериментальне дослiдження поведiнки рiдин та су-
мiшей поблизу критичної точки (див., наприклад, [1–8]) є важливою
та актуальною задачею. В наших попереднiх працях [9, 10] вивча-
лась поведiнка плину в безпосередньому околi критичної точки, а
в [11–13] – поза безпосереднiм околом. В результатi охоплювався
широкий окiл критичної точки. Математичний опис здiйснювався
в рамках великого канонiчного ансамблю з використанням комiрко-
вої моделi плину. Весь об’єм V системи N взаємодiючих частинок
умовно дiлиться на Nv комiрок об’ємом v = V/Nv кожна, причому
v = c3, де c – лiнiйний розмiр комiрки. Зауважимо, що на вiдмiну
вiд моделi граткового газу (де вважається, що комiрка може мiстити
або не мiстити лише одну частинку) в даному пiдходi в комiрцi може
перебувати бiльше однiєї частинки.

В [9, 10] дослiдження виконуються в пiдходi колективних змiн-
них з використанням ренормгрупового перетворення [14]. Аналiти-
чну процедуру розрахунку великої статистичної суми та термодина-
мiчного потенцiалу комiркової моделi плину в [9,10] розроблено в на-
ближеннi негаусового (четвiрного) розподiлу флуктуацiй параметра
порядку без залучення системи вiдлiку твердих кульок. Формування
системи вiдлiку як частини вiдштовхувальної складової потенцiалу
взаємодiї дало змогу врахувати усю взаємодiю (як короткосяжну,
так i далекосяжну) з єдиних позицiй пiдходу колективних змiнних.

Роль потенцiалу взаємодiї в данiй роботi вiдiграє потенцiал Мор-
зе. Параметри потенцiалу взаємодiї, якi приведенi в [9,10] i необхiднi
для кiлькiсних оцiнок, вiдповiдають даним для натрiю iз працi [15].
Остання присвячена вивченню кривих рiвноваги пара-рiдина для ме-
талiв з використанням Монте-Карло симуляцiй та потенцiалу Мор-
зе. З врахуванням цього потенцiалу кривi спiвiснування пара-рiдина
в металах аналiзувались також в рамках пiдходу iнтегральних рiв-
нянь [16]. Потенцiал Морзе широко використовується для вивчення
процесiв переходу плавлення та лазерної абляцiї в комп’ютерному
моделюваннi [17–19]. В лiтературi є роботи, присвяченi вивченню
структурних властивостей кластерiв Морзе та Леннард-Джонса, а
також порiвнянню мiж ними [19–22]. У деяких випадках були зро-
бленi модифiкацiї функцiї Морзе [23–26] для того, щоб покращити
числовi результати. Хоча традицiйно потенцiал Морзе використо-
вувався для моделювання ковалентно зв’язаних двоатомних моле-
кул [27–29], вiн також використовується для оцiнки незв’язаних вза-
ємодiй [30,31]. Цей потенцiал якiсно подiбний до потенцiалу Леннард-



2 Препринт

Джонса, однак з кiлькiсної точки зору вони досить рiзнi. Потенцiали
Леннард-Джонса i Морзе можна порiвняти прямим способом, вико-
ристовуючи математичний зв’язок, який дає змогу локалiзувати то-
чку мiнiмуму енергiї в тому самому положеннi [32, 33]. Крiм того,
було показано, що можна вивести один з iншого [34].

Дана праця доповнює дослiдження критичної поведiнки плину
Морзе, виконанi у вищевказаних працях [9, 10]. Для температур,
нижчих вiд критичної, записано розв’язки певного кубiчного рiв-
няння, вiд яких залежать величини, що входять в рiвняння стану
комiркової моделi плину. В безпосередньому околi критичної точки
дослiджено поведiнку розв’язкiв рiвняння в залежностi вiд величини
хiмiчного потенцiалу та видiлено областi змiни хiмiчного потенцiа-
лу. Окремо розглянуто кожну iз видiлених областей змiни хiмiчно-
го потенцiалу. Отримано вирази для граничних густин (густин на
границях областей). Для цього використано нелiнiйне рiвняння, яке
пов’язує густину iз хiмiчним потенцiалом. Приведено рiвняння стану
комiркової моделi плину та рiвняння для бiнодалi.

2. Змiни хiмiчного потенцiалу та густини для тем-

ператур, нижчих вiд критичної

Приведене в [10] рiвняння стану комiркової моделi плину при T < Tc

мiстить величини, залежнi вiд поданого там же розв’язку σ′

0 рiвня-
ння

(σ′

0)3 + p′σ′

0 + q′ = 0. (2.1)

В коефiцiєнти

p′ = 6
rn′

p+2

un′

p+2
, q′ = −6

s5/2

un′

p+2

h̃

(h̃2 + h2
cm)1/2

входять величини rn′

p+2 та un′

p+2, якi визначають довгохвильову ча-

стину великої статистичної суми моделi. Величина h̃ пропорцiйна до
хiмiчного потенцiалу M , а hcm характеризується перенормованою
вiдносною температурою τ = (T−Tc)/Tc (див. [10]). Ренормгруповий
параметр s визначає подiл фазового простору колективних змiнних
на шари.

Вигляд розв’язкiв (2.1) залежить вiд знаку дискримiнанта

Q = (p′/3)3 + (q′/2)2. (2.2)
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Для Q > 0 один дiйсний розв’язок σ′

0 рiвняння (2.1) згiдно з форму-
лою Кардано приймає вигляд

σ′

0b = A + B,

A = (−q′/2 + Q1/2)1/3,

B = (−q′/2 −Q1/2)1/3. (2.3)

Для Q < 0 маємо три дiйснi розв’язки (величина σ′

0 приймає три
можливi дiйснi значення)

σ′

01 = 2(−p′/3)1/2 cos(αr/3),

σ′

02,03 = −2(−p′/3)1/2 cos(αr/3 ± π/3), (2.4)

де αr визначається iз спiввiдношення

cosαr = − q′

2(−p′/3)3/2
. (2.5)

У випадку вiд’ємного дискримiнанта розв’язки (2.4) можна пере-
писати у виглядi

σ′

01 = 2σ0r cos
αr

3
, σ′

02 = −2σ0r cos
(αr

3
+

π

3

)

,

σ′

03 = −2σ0r cos
(αr

3
− π

3

)

. (2.6)

Тут

σ0r =

(

−
2rn′

p+2

un′

p+2

)1/2

,

αr = arccos







M
(

h̃2
q + h2

cm

)1/2

Mq

(

h̃2 + h2
cm

)1/2






. (2.7)

Величина хiмiчного потенцiалу Mq знаходиться з умови Q = 0 i
задовольняє рiвнiсть

Mq =

[

−
8r3n′

p+2(1 + α2
mq)

9un′

p+2s5βW (0)

]1/2

hcm, (2.8)

де
αmq = h̃q/hcm, h̃q = Mq (βW (0))

1/2
. (2.9)
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Тут β = 1/(kT ) – обернена температура, а W (0) – фур’є-образ ефе-
ктивного потенцiалу взаємодiї [9] при нульовому значеннi хвильового
вектора. Для всiх |M | < Mq дискримiнант Q < 0, а отже, в цьому
iнтервалi значень M iснують три дiйснi коренi рiвняння (2.1).

Залежнiсть розв’язкiв кубiчного рiвняння (2.1) вiд хiмiчного по-
тенцiалу M при T < Tc демонструють рис. 1 та 2. На рис. 2 ми

Рис. 1. Розв’язки кубiчного рiвняння (2.1) як функцiї хiмiчного по-
тенцiалу M при τ = −0.005. Кривi 1, 2, 3 та 4 вiдповiдають випадкам
σ′

0 = σ′

01, σ
′

0 = σ′

02, σ
′

0 = σ′

03 та σ′

0 = σ′

0b, вiдповiдно.

можемо прослiдкувати зсув Mq (стик тонких та товстих суцiльних
лiнiй) iз змiною τ . Як бачимо, величина (модуль) Mq зменшується
при зменшеннi |τ |.

Для областi значень |M | > Mq, як i у випадку T > Tc, рiвняння
(2.1) має один дiйсний розв’язок (2.3). Для нього при M = −Mq iз
врахуванням рiвностi Q = 0 отримуємо

σ
′(−)
0bq =2

[

−3s5/2
Mq(βW (0))1/2

un′

p+2hcm(1 + α2
mq)1/2

]1/3

=−2σ0r, (2.10)

а при M = Mq знаходимо

σ
′(+)
0bq = 2

[

3s5/2
Mq(βW (0))1/2

un′

p+2hcm(1 + α2
mq)1/2

]1/3

= 2σ0r. (2.11)

Проаналiзуємо асимптотику розв’язкiв (2.6) при |M | = Mq. Для
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Рис. 2. Залежнiсть розв’язкiв кубiчного рiвняння (2.1) вiд хiмi-
чного потенцiалу M при рiзних значеннях вiдносної температури
(τ = −0.005, τ = −0.007, τ = −0.009).

M = −Mq маємо cosα
(−)
rq = −1, α(−)

rq = π i

σ
′(−)
01 = 2σ0r cos

π

3
= σ0r,

σ
′(−)
02 = −2σ0r cos

(

2π

3

)

= σ0r,

σ
′(−)
03 = −2σ0r cos 0 = −2σ0r. (2.12)

Випадок M = Mq приводить до формул cosα
(+)
rq = 1, α(+)

rq = 0 i

σ
′(+)
01 = 2σ0r cos 0 = 2σ0r,

σ
′(+)
02 = −2σ0r cos

π

3
= −σ0r,

σ
′(+)
03 = −2σ0r cos

(

−π

3

)

= −σ0r. (2.13)

Таким чином, при M = −Mq одержуємо розв’язок σ
′(−)
0bq = −2σ0r

(див. (2.10)), який спiвпадає з σ
′(−)
03 iз (2.12). У випадку M = Mq

розв’язок σ
′(+)
0bq = 2σ0r (див. (2.11)) спiвпадає iз σ

′(+)
01 iз (2.13).

Висновок iз здiйснених вище розрахункiв є наступним. По мi-
рi зростання хiмiчного потенцiалу iз сторони вiд’ємних значень до
−Mq маємо єдиний розв’язок рiвняння (2.1), що заданий в (2.3)
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(область I (газова фаза) на рис. 3). При −Mq < M < 0 вiн пе-
реходить у розв’язок σ′

03 iз (2.6), який справедливий до значення

n
_

M

n
_

maxn
_

34n
_

03n
_

20n
_

12
n
_

min

00 MmaxMqMq-

I II III IV

Mmin-

Рис. 3. Областi змiни хiмiчного потенцiалу та вiдповiднi густини для
температур, нижчих вiд критичної.

M = −0 (область II (перехiдна газова фаза)). Для M = −Mq отри-

муємо σ′

03 = σ
′(−)
03 = −2σ0r (див. (2.12)), а при M = −0 приходимо

до виразiв cosα
(−)
r0 = 0, α(−)

r0 = π/2 i

lim
M→−0

σ′

03 = σ
′(−)
030 = −2σ0r cos

(

−π

6

)

= −
√

3σ0r. (2.14)

З iншої сторони, по мiрi спадання M iз сторони додатнiх значень
до Mq iснує один розв’язок (2.3)(область IV (рiдинна фаза)). При
0 < M < Mq цей розв’язок переходить у розв’язок σ′

01 iз (2.6), який
справедливий до значення M = +0 (область III (перехiдна рiдинна

фаза)). Для M = Mq маємо σ′

01 = σ
′(+)
01 = 2σ0r (див. (2.13)), а при

M = +0 знаходимо

lim
M→+0

σ′

01 = σ
′(+)
010 = 2σ0r cos

(π

6

)

=
√

3σ0r . (2.15)

Вiдповiдно до величини хiмiчного потенцiалу M рiвняння ста-
ну комiркової моделi плину при T < Tc (див. [10]) можна подати у
виглядi

Pv

kT
= P (−)

a (T ) + Eµ + D13(σ′

0b) [Θ(−M −Mq)+

+Θ(M −Mq)] + D13(σ′

03)Θ(−M)Θ(M + Mq) +

+D13(σ′

01)Θ(M)Θ(Mq −M). (2.16)

Тут величина

D13(σ′

0) =
(

γ(−)
s − e

(−)
2

)(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

+

+e
(−)
0 h̃

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)

(2.17)
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залежна вiд розв’язку σ′

0 рiвняння (2.1), d = 3 – вимiрнiсть простору,
v – об’єм комiрки, а Θ(M) – функцiя Хевiсайда, яка рiвна одиницi
при M > 0, обертається в нуль при M < 0 та рiвна 1/2 для M = 0.

Величина P
(−)
a (T ) мiстить аналiтичну залежнiсть вiд температури.

Коефiцiєнт γ
(−)
s характеризує неаналiтичний внесок до термодина-

мiчного потенцiалу, а величини e
(−)
0 та e

(−)
2 залежать вiд коренiв

кубiчного рiвняння (2.1). Вирази для всiх цих величин, а також для
Eµ, приведенi в [10].

Рiвняння стану (2.16) дозволяє дослiдити залежнiсть тиску P вiд
хiмiчного потенцiалу M та вiдносної температури τ . Це рiвняння
можна переписати в координатах температура-густина. Для цього в
(2.16) слiд пiдставити хiмiчний потенцiал, виражений через темпе-
ратуру τ та середню густину n̄, а дiапазони значень хiмiчного потен-
цiалу у функцiях Хевiсайда необхiдно замiнити на вiдповiднi значе-
ння густини iз областей, зображених на рис. 3. Розглянемо кожну iз
областей окремо.

Область I (M ≤ −Mq). Тут розв’язок σ′

0 рiвняння (2.1) приймає
вигляд величини σ′

0b (2.3). При M = −Mq для σ′

0b справедливий
вираз (2.10), де σ0r задається спiввiдношенням iз (2.7). Розв’язок

σ
′(−)
0bq (2.10) спiвпадає з σ

′(−)
03 iз (2.12). З iншої сторони, виконується

рiвнiсть [10]
b
(−)
3 M1/5 = n̄− ng + M, (2.18)

яка пов’язує середню густину n̄ iз хiмiчним потенцiалом (в даному

випадку M = −Mq) та величиною σ
(−)
00 = f(σ′

0b) (входить в коефiцi-

єнт b
(−)
3 ). Зазначимо, що ng визначається через коефiцiєнти вихiдно-

го виразу для великої статистичної суми, а σ
(−)
00 є функцiєю величини

αm = h̃/hcm, яка включає в себе вихiднi хiмiчний потенцiал µ (вхо-
дить в M) та вiдносну температуру τ . Iз (2.18) знаходимо густину n̄12

(гранична густина мiж областями I та II), яка вiдповiдає значенню
M = −Mq. Нехтуючи останнiм членом в (2.18), будемо мати

n̄12 = ng + b
(−)
3 M1/5

∣

∣

M=−Mq
=

= ng +
[

(1 + α2
mq)1/2hcm

]1/5

σ
(−)
00 (σ

′(−)
03 ),

σ
′(−)
03 = −2σ0r. (2.19)

Область II (−Mq < M ≤ −0). При M = −0 виконується рiвнiсть
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(2.14), а гранична густина n̄20 = limM→−0 n̄ приймає вигляд

n̄20 = ng + lim
M→−0

[

(1 + α2
m)1/2hcm

]1/5

σ
(−)
00 =

= ng + h1/5
cm σ

(−)
00 (σ

′(−)
030 ),

σ
′(−)
030 = −

√
3σ0r. (2.20)

Область III (+0 ≤ M < Mq). Ця область починається iз M =

+0, де σ
′(+)
010 =

√
3σ0r i вiдповiдно

n̄03 = ng + h1/5
cm σ

(−)
00 (σ

′(+)
010 ). (2.21)

Хiмiчний потенцiал M в областi III приймає значення, меншi вiд Mq.
Область IV (M ≥ Mq). Дана область починається iз значення

M = Mq, якому вiдповiдає σ
′(+)
01 = 2σ0r, а тому

n̄34 = ng +
[

(1 + α2
mq)1/2hcm

]1/5

σ
(−)
00 (σ

′(+)
01 ). (2.22)

Початкова гранична густина n̄34 областi IV зростає до певної величи-
ни n̄max, якiй вiдповiдає Mmax. При n̄ > n̄max має мiсце зменшення
хiмiчного потенцiалу M з ростом густини n̄, що не вiдображає фiзи-
чної сутi явища (аналогiчна картина спостерiгається при n̄ < n̄min).

Визначення граничних густин n̄12, n̄20, n̄03 та n̄34 дає змогу за-
писати рiвняння стану (2.16) у виглядi

Pv

kT
= P (−)

a (T ) + Eµ + D13(σ′

0b) [Θ(n̄12 − n̄)+

+Θ(n̄− n̄34)] + D13(σ′

03)Θ(n̄− n̄12)Θ(−n̄ + n̄20) +

+D13(σ
′

01)Θ(n̄− n̄03)Θ(n̄34 − n̄), (2.23)

де

D13(σ′

0)=

(

n̄−ng

σ
(−)
00

)6
[

e
(−)
0

αm

(1 + α2
m)1/2

+γ(−)
s −e

(−)
2

]

. (2.24)

Поведiнка тиску P (2.23) iз змiною n̄ для рiзних τ зображена на
рис. 4.
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Рис. 4. Тиск як функцiя середньої густини для рiзних значень вiд-
носної температури.

3. Зв’язок густини iз хiмiчним потенцiалом плину.

Граничнi випадки

Нелiнiйне рiвняння (2.18), яке встановлює зв’язок мiж густиною n̄
та хiмiчним потенцiалом M , можна переписати у виглядi [10]

n̄ = ng −M + σ
(−)
00

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)

. (3.1)

Приведена загальна форма запису рiвняння (3.1) або (2.18) дозво-
ляє природним чином здiйснювати перехiд до випадкiв, коли одна
iз змiнних (температура чи хiмiчний потенцiал) є визначальною для
опису поведiнки параметра порядку.

Опишемо поведiнку n̄ для деяких граничних випадкiв. Одним iз
них є вiдсутнiсть хiмiчного потенцiалу M (M = 0, а отже i h̃ = 0) та
T 6= Tc. Тодi будемо мати

σ
(−)
00 (M = 0) =

e
(−)
0

(βW (0))1/2
+ e

(−)
020 . (3.2)

Тут

e
(−)
020 = e

(−)
02 (M = 0) =

1

(βW (0))1/2
fIv
s3

.

Вираз для fIv приведено в [10]. Iз (3.1) отримуємо залежнiсть

n̄ = ng + σ
(−)
00 (M = 0)τ̃β1 , (3.3)
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де критичний показник β = ν/2.
Iншим граничним випадком є M 6= 0 та T = Tc. Густина n̄ iз (3.1)

при T = Tc задовольняє рiвнiсть

n̄ = ng −M + σ
(−)
00 (Tc)h̃

1/δ. (3.4)

Тут

σ
(−)
00 (Tc) =

6

5

1

(βcW (0))1/2

[

e
(−)
0 + γ(−)

s − e
(−)
2

]

, (3.5)

а критичний показник δ = 5.
В загальному випадку (M 6= 0 та T 6= Tc) рiвняння (3.1) можна

представити наступним чином:

n̄ = ng −M + σ
(−)
00

(

h̃2 + τ̃2βδ1

)1/(2δ)

. (3.6)

Зазначимо, що M ≪ 1, а h̃ ∼ M . Тому другий доданок (тобто M) у
правiй частинi рiвностей (3.1), (3.4) та (3.6) значно менший за третiй
доданок i ним можна знехтувати.

4. Рiвняння для бiнодалi

Рiвняння для бiнодалi можна одержати iз (3.1), покладаючи M = 0.
Тодi приходимо до рiвняння (3.3). Пiдставляючи сюди вираз τ̃1 =
−τ c11

q En0
2 , будемо мати

n̄ = ng + σ
(−)
00 (M = 0)

(

−τ
c11
q
En0

2

)β

. (4.1)

Тут E2 – одне iз власних значень матрицi лiнiйного перетворення
ренормалiзацiйної групи, а величина c11 характеризує один iз коефi-
цiєнтiв розв’язкiв рекурентних спiввiдношень для моделi ρ4 [9, 10].
Величина n0 – рiзниця мiж точками виходу iз критичного режиму
флуктуацiй при T > Tc та T < Tc, а q зв’язане з усередненням ква-
драта хвильового вектора. Бiльш детальна iнформацiя про вказанi
величини мiститься в [10].

Розв’яжемо рiвняння (4.1) вiдносно температури. Враховуючи
рiвностi τ = T/Tc − 1 та β = ν/2, отримуємо





(

n̄
ng

− 1
)

ng

σ
(−)
00 (M = 0)





2/ν

q

c11E
n0
2

= − T

Tc
+ 1 (4.2)

ICMP–21–02U 11

або

T

Tc
= 1 −















(

n̄
ng

− 1
)

ng

σ
(−)
00 (M = 0)





2










1/ν

q

c11E
n0
2

. (4.3)

На основi рiвняння (4.3) можемо побудувати криву бiнодалi в коор-
динатах температура-густина (див. рис. 5). Ця крива узгоджується

Рис. 5. Крива спiвiснування (бiнодальна крива), отримана в безпосе-
редньому околi критичної точки з врахуванням параметрiв потенцi-
алу взаємодiї, характерних для натрiю. Суцiльна крива (купол) по-
будована згiдно отриманого рiвняння для бiнодалi, пунктирна крива
– результати наближення нульової моди [12].

з прогнозними даними, якi можуть бути отриманi для натрiю шля-
хом екстраполяцiї результатiв комп’ютерного моделювання [15] до
T/Tc ≈ 1 (див. [10]).

Рiвняння для спiнодалi – граничних станiв системи, якi визнача-
ють межi областi нестабiльностi, – можна знайти з умови екстремуму

∂(Pv/kT )

∂n̄

∣

∣

∣

∣

T

= 0

для рiвняння стану (2.23), в яке слiд пiдставити хiмiчний потенцiал
M , виражений iз (2.18) через середню густину n̄.
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5. Висновки

У данiй роботi з використанням комiркової моделi вивчається пове-
дiнка плину у вузькому околi критичної точки, який цiкавий (через
фундаментальний та прикладний аспекти) i важкий (через суттєву
роль флуктуацiйних ефектiв) для аналiзу. Дослiдження зв’язку мiж
густиною та хiмiчним потенцiалом при температурах T < Tc дало
змогу в областях змiни хiмiчного потенцiалу визначити вiдповiднi
густини, одержати рiвняння стану та рiвняння для бiнодалi. Пода-
но розв’язки певного кубiчного рiвняння, вiд яких залежить рiвня-
ння стану комiркової моделi плину. Їхнiй аналiз дозволив описати
картину переходу одних розв’язкiв в iншi при прямуваннi хiмiчного
потенцiалу до нуля. На основi отриманого рiвняння стану графiчно
проiлюстровано змiну тиску iз зростанням густини для рiзних тем-
ператур. Виходячи iз рiвняння для бiнодалi, для властивих натрiю
мiкроскопiчних параметрiв потенцiалу Морзе побудовано бiнодальну
криву у вузькому околi температур. Порiвняно з випадком набли-
ження нульової моди купол кривої спiвiснування ширший i краще
узгоджується з результатами комп’ютерного моделювання [15].
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