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Анотацiя. За допомогою кластерного методу побудовано дiяграми
основного стану узагальненої моделi Блюма–Емерi–Ґрiффiтса (БЕҐ)
на нефрустрованих ґратках, а також на трикутнiй ґратцi та ґратцi
кагоме зi взаємодiєю найближчих сусiдiв. На основi поняття несу-
мiсностi конфiгурацiй кластера знайдено тi межi мiж фазами, якi
вiдповiдають фазовим переходам першого роду. Також частково до-
слiджено основнi стани моделi БЕҐ на квадратнiй ґратцi зi взаємо-
дiєю перших i других сусiдiв.

Ground-state diagrams for generalized Blume–Emery–Griffiths
model on unfrustrated lattices and on the triangular and
kagome lattices

Yu.I. Dublenych

Abstract. A simple cluster method is used for constructing ground-state
diagrams of the most general spin-1 Ising model on the unfrustrated
lattices and also on the triangular and kagome lattices with nearest-
neighbor interaction. On the base of notion of incompatibility for cluster
configurations the boundaries between phases which correspond to first
order phase transitions are found. The same model is considered on the
square lattice with nearest- and next-to-nearest-neighbor interactions
(without constructing ground-state phase diagrams).
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У 1971 роцi Блюм, Емерi i Ґрiффiтс розглянули в наближеннi се-
реднього поля неповну модель Iзинґа зi спiном S = 1 i застосували її
до конкретної фiзичної системи — сумiшi 3He-4He [1]. Вiдтодi цю мо-
дель активно вивчають i використовують для опису рiзноманiтних
фiзичних об’єктiв: систем газ-рiдина-тверде тiло [2], багатокомпонен-
тних плинiв та сумiшей рiдинних кристалiв [2], напiвпровiдникових
стопiв [3], мiкроемульсiй [4], систем адсорбованих частинок [5], iн-
теркальованих сполук [6] i т. д. З огляду на широке застосування
моделi, добре б мати картину її основних станiв для рiзного типу
ґраток. Цього досi не зроблено, правда, детально дослiджено однови-
мiрну модель Блюма-Емерi-Ґрiффiтса (БЕҐ) зi взаємодiєю перших
i других сусiдiв [7], а також, у нашiй статтi за 2005 рiк [8], проведе-
но аналiз основних станiв цiєї моделi для нефрустрованих ґраток i
частково для трикутної ґратки зi взаємодiєю найближчих сусiдiв та
для квадратної ґратки зi взаємодiєю перших та других сусiдiв. Для
цього ми використали простий кластерний метод пошуку основних
станiв моделей типу Iзинґа. У цiй статтi, ми вдосконалюємо i допов-
нюємо результати згаданої статтi аналiзом основних станiв i фазових
переходiв на межах областей, а також повнiстю дослiджуємо основнi
стани узагальненої моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса (БЕҐ) на трику-
тнiй ґратцi та ґгатцi кагоме зi взаємодiями найближчих сусiдiв.

Отож знайдiмо основнi стани найзагальнiшої моделi Iзинґа зi спi-
ном S = 1:

H∗ = −J∗
∑

〈ij〉

sisj −K∗
∑

〈ij〉

si
2sj

2 − C∗
∑

〈ij〉

(

si
2sj + sisj

2
)

+
∑

i

(

−hsi + ∆si
2
)

, (1)

де si — спiнова змiнна на i-му вузлi — набуває значень −1, 0, +1,
∑

〈ij〉 означає суму за парами найближчих сусiдiв, J∗, K∗ i C∗ ха-
рактеризують бiлiнiйну, бiквадратну та мiшану взаємодiї мiж най-
ближчими сусiдами, вiдповiдно; h i ∆ — «поля».

Перепишiмо Гамiльтонiян (1), замiнивши суму за вузлами сумою
за зв’язками. Розглядатимемо лише вузли з однаковою кiлькiстю
зв’язкiв навколо кожного вузла. Одновузлова енергiя розподiлиться
рiвномiрно по z зв’язках, якi оточують i-тий вузол. Замiсть Гамiль-
тонiяну (1) розглядатимемо Гамiльтонiян H = zH∗:

H = −J
∑

〈ij〉

sisj −K
∑

〈ij〉

si
2sj

2 − C
∑

〈ij〉

(

si
2sj + sisj

2
)

+
∑

〈ij〉

[

−h (si + sj) + ∆
(

s2i + s2j
)]

, (2)
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Табл. 1. Двовузловi блоки, їх енергiї та умови iснування в площинi
(h,∆).

Конфiгурацiя Енергiя Умова iснування
〈0 0〉 0 Завжди
〈0 +〉 −h + ∆ C 6 −(J + K)/2
〈0 −〉 h + ∆ C > (J + K)/2
〈+−〉 J −K + 2∆ J 6 0
〈++〉 −J −K − 2C − 2h + 2∆ Завжди
〈−−〉 −J −K + 2C + 2h + 2∆ Завжди

де запроваджено такi позначення: H = zH∗, J = zJ∗, K = zK∗ i C =
zC∗. Дiяграми основного стану однаковi для обох Гамiльтонiянiв.

Розгляньмо усi можливi зв’язки, або двовузловi блоки й вiдпо-
вiднi енергiї. Їх наведено в табл. 1. Порiвнюючи цi енергiї, розби-
ваємо простiр параметрiв Гамiльтонiяна на шiсть областей — п’яти-
вимiрних полiедральних конусiв. Кожна область вiдповiдає певному
двовузловому блоковi, який у цiй областi має найнижчу енергiю по-
рiвняно з енергiями iнших двовузлових блокiв i визначає основний
стан моделi в цiй областi. Дiяграми основного стану будуватимемо
в площинi (h,∆). Легко знайти умови iснування кожної з областей
у цiй площинi. Однорiднi областi, або областi феромагнетного типу
〈00〉, 〈−−〉 i 〈++〉 iснують завжди, а неоднорiднi, або областi ан-
тиферомагнетного типу 〈0+〉, 〈0−〉 i 〈+−〉 — за умов, якi наведено
в табл. 1. Ширина области 〈+−〉 дорiвнює −2J , области 〈0−〉 — ,
Якщо J + K < 0 i |C| < −(J + K)/2, то областi 〈0+〉, 〈0−〉 i 〈+−〉
iснують одночасно. Зi сказаного вище випливає, що у випадку J > 0,
K > −J i |C| < (J+K)/2 неоднорiдних областей немає взагалi. Отже
умова додатности J i K, яку часто використовують [6, 9], є занадто
сильною. Це видно з [10], де розглянуто неповну модель БЕҐ.

Дiаграми основного стану Iзинґової моделi зi спiном S = 1 зобра-
жено на рис. 1 i 2. Коефiцiєнт C вибрано додатним, оскiльки дiагра-
ми для однакових за величиною i протилежних за знаком значень
C симетричнi вiдносно осi O∆. Треба лише замiнити на протилежнi
знаки в позначеннях фаз. Як видно з рисункiв, є дев’ять топологiчно
нееквiвалентних дiаграм: три для J > 0 i шiсть для J < 0.

Розгляньмо тепер узагальнену модель БЕҐ на трикутнiй ґратцi i
ґратцi кагоме зi взаємодiєю найближчих сусiдiв. Покриття цих ґра-
ток однаковими трикутними плакетками показано на рис. 3. Оскiль-
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Рис. 1. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S =
1 у випадку J > 0, C > 0 для нефрустрованих ґраток. Червонi
потовщенi лiнiї вiдповiдають фазовим переходам першого роду.
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Рис. 2. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S =
1 у випадку J < 0, C > 0 для нефрустрованих ґраток. Червонi
потовщенi лiнiї вiдповiдають фазовим переходам першого роду.
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Табл. 2. Тривузловi блоки, їх енергiї та умови iснування в площинi
(h,∆).

Конфiгурацiя Енергiя Умова iснування
〈0 0 0〉 0 Завжди
〈0 0 +〉 −h + ∆ C 6 −(J + K)/2
〈0 0 −〉 h + ∆ C > (J + K)/2
〈0 + −〉 J −K + 2∆ J 6 0, J 6 −3K,

|C| 6 −(J + K)/2,
|C| 6 −(7J + K)/4

〈0 + +〉 −J −K − 2C − 2h + 2∆ C 6 −(J + K)/2
〈0 −−〉 −J −K + 2C + 2h + 2∆ C > (J + K)/2
〈+ −−〉 J − 3K − 2C + h + 3∆ J 6 0
〈+ + −〉 J − 3K − 2C + h + 3∆ J 6 0
〈+ + +〉 −3J − 3K − 2C − 3h + 3∆ Завжди
〈− − −〉 −3J − 3K + 6C + 3h + 3∆ Завжди

ки на трикутнiй ґратцi кожна вершина є спiльною для трьох плаке-
ток, а на ґратцi кагоме — для двох, то для трикутної ґратки J = 3J∗,
а для ґратки кагоме J = 2J∗. Те саме стосується коефiцiєнтiв K i C.
Енергiї тривузлових блокiв (плакеток), а також умови iснування вiд-
повiдних областей в площинi (h,∆) наведено в табл. 2. Усi областi,
окрiм областi 〈0 + −〉, — необмеженi.

На трикутнiй ґратцi двi конфiгурацiї трикутника сумiснi, якщо
у них однакова хоча б одна сторона (наприклад, 〈0 0 +〉 i 〈0 + +〉),
а для сумiсностi конфiгурацiй трикутника на ґратцi кагоме досить,
щоб вони мали хоча б одну однакову вершину. Тому, наприклад, кон-
фiгурацiї 〈0 −−〉 i 〈0 + +〉 сумiснi на ґратцi кагоме, однак несумiснi
на трикутнiй ґратцi.

Застосуймо описаний метод до моделi БЕҐ на квадратнiй ґратцi
зi взаємодiєю перших i других сусiдiв. У цьому випадку треба роз-
глянути чотиривузловi блоки у виглядi квадратiв зi взаємодiями J ,
K i C вздовж сторiн квадрата i J1, K1, C1 — вздовж його дiагоналей.
Враховуючи, що вершина квадрата належить чотирьом квадратам,
сторона — двом, а дiагональ — одному, запишiмо енергiю, яка при-
пходиться на один квадрат:

E = −J
2

(s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s1)

−K
2

(

s1
2s2

2 + s2
2s3

2 + s3
2s4

2 + s4
2s1

2
)
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Рис. 3. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у
випадку J > 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потов-
щенi лiнiї вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi —
як для трикутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для
трикутної ґратки.
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Рис. 6. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у
випадку J < 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потов-
щенi лiнiї вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi —
як для трикутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для
трикутної ґратки.
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Рис. 7. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у
випадку J < 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потов-
щенi лiнiї вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi —
як для трикутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для
трикутної ґратки.
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Рис. 8. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у
випадку J < 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потов-
щенi лiнiї вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi —
як для трикутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для
трикутної ґратки.
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Табл. 3. Конфiгурацiї, що вiдповiдають необмеженим областям, та
умови їх iснування в площинi (h,∆).

Конфiгурацiя Умови iснування
1 〈0 0 0 0〉 Завжди
2 〈0 0 0 +〉 a 6 0, a1 6 0
3 〈0 0 0 −〉 b 6 0, b1 6 0
4 〈0 0 + +〉 |a| 6 −2a1
5 〈0 + 0 +〉 a 6 0, a 6 2a1
8 〈0 0 −−〉 |b| 6 −2b1
9 〈0 − 0 −〉 b 6 0, b 6 2b1
10 〈0 + + +〉 a 6 0, a1 6 0
15 〈0 −− −〉 b 6 0, b1 6 0
16 〈+ + + +〉 Завжди
17 〈+ + + −〉 J 6 0, J1 6 0
18 〈+ + − −〉 |J | 6 −2J1
19 〈+ − + −〉 J 6 0, J 6 2J1
20 〈+ −− −〉 J 6 0, J1 6 0
21 〈− − − −〉 Завжди

−C
2

(

s1
2s2 + s1s2

2 + s2
2s3 + s2s3

2 + s3
2s4 + s3s4

2 + s4
2s1 + s4s1

2
)

−h
4

(s1 + s2 + s3 + s4) + ∆

4

(

s1
2 + s2

2 + s3
2 + s4

2
)

(3)

де si — значення спiну на i-му вузлi. Усього маємо 21 конфiгурацiю
чотиривузлового блока. Усiм конфiгурацiям вiдповiдають восьмиви-
мiрнi областi у просторi параметрiв Гамiльтонiяна. У площинi (h,∆)
може iснувати вiд трьох до п’ятнадцяти областей: фази, якi вiдпо-
вiдають конфiгурацiям, що рiзняться лише порядком спiнiв (напри-
клад, 〈+ + −−〉 i 〈+ − +−〉), не можуть iснувати одночасно. Змiна
знаку обох коефiцiєнтiв C i C1 еквiвалентна вiдображенню дiаграм
вiдносно осi O∆ з одночасною замiною знакiв у позначеннях фаз,
отже досить розглянути лише випадок C > 0 (або C1 > 0).

Деякi з областей обмеженi, iншi — нi. Умови iснування конфi-
гурацiй квадрата, якi вiдповiдають необмеженим областям, наве-
дено в табл. 3, де запроваджено позначення: a = (J + K)/2 + C,
a1 = (J1 + K1)/2 + C1, b = (J + K)/2 − C, b1 = (J1 + K1)/2 − C1.

Умови iснування конфiгурацiй квадрата, якi вiдповiдають обме-
женим областям, громiздкiшi, тому не будемо їх наводити. З таблицi
видно, що за умов a > 0, a1 > −a/2, b > 0, b1 > −b/2, J > 0,



12 Препринт

J1 > −J/2 з необмежених областей iснують лише однорiднi.
Таким чином, розглянутий метод дає змогу будувати дiяграми

основних станiв для досить широкого класу Iзинґових моделей: дво-
i тривимiрних, зi взаємодiєю найближчих сусiдiв, а також — у де-
яких випадках — зi взаємодiєю перших i других сусiдiв. Крiм того,
такий метод дає змогу знайти лiнiї фазових переходiв першого роду
за нульової температури.
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