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Анотацiя. Розглянута спiн-1/2 XY модель магнетоелектрика з ме-
ханiзмом Кацури-Наґаоси-Балацького пов’язаностi локалiзованих
спiнiв iз електричною поляризованiстю зв’язку, що з’єднує цi спi-
ни, на зиґзаґ ланцюжку. Використовуючи перетворення Йордана-
Вiґнера задача зводиться до гамiльтонiану невзаємодiючих безспi-
нових фермiонiв i може бути розв’язаною точно. Побудовано ряд
фазових дiаграм основного стану та розраховано при нульовiй тем-
пературi залежностi намагнiченостi та електричної поляризацiї вiд
параметрiв моделi.

The ground state properties of spin-1/2 XY model of the
magnetoelectric on zigzag ladder. Exact results

O.R. Baran, V.R. Ohanyan, T.M. Verkholyak

Abstract. The spin-1/2 XY model of magnetoelectric with the Katsura-
Nagaosa-Balatsky mechanism of the coupling between local spins and
the electric polarization of the bond connecting these spins on zigzag
ladder is considered. Using the Jordan-Wigner transformation, the Hami-
ltonian is reduced to a free-fermion form, and can be solved exactly.
The ground-state phase diagrams are constructed and the magnetic and
electric fields dependence of magnetization and electric polarization at
zero temperature is calculated.
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1. Вступ

Магнетоелектричнi сполуки та вiдповiднi їм квантовi спiновi або еле-
ктроннi моделi залишаються об’єктами широких дослiджень протя-
гом останнiх десяти рокiв [1–5]. Хоча магнетоелектричний ефект бу-
ло обґрунтовано теоретично [6] та виявлено експериментально [7] у
сполуцi Cr2O3 вже пiвстолiття тому, мiкроскопiчне пояснення цьо-
го явища тривалий час було невiдомим. На даний час запропонова-
но декiлька механiзмiв виникнення магнетоелектричного ефекту в
кристалах: модель магнетострикцiї, модель залежної вiд спiна p− d
гiбридизацiї орбiталей та модель магнiтного потоку або iнверсної вза-
ємодiї Дзялошинського-Морiя (див. огляд [1]). Останнiй з них було
розвинуто в в роботах [8, 9] та часто коротко позначається як меха-
нiзм Кацури-Наґаоси-Балацького (КНБ). Вiн ґрунтується на твер-
дженнi, що поляризацiя на зв’язку мiж двома магнiтними атомами
пропорцiйна до спiнового струму мiж ними. З iншого боку в мо-
делi Гайзенберґа операторна форма спiнового струму має вигляд
взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Даний механiзм спостерiгається в
рядi магнiтних сполук, зокрема в одновимiрному магнетоелектрику
CuCl2 [10]. Окрiм того кристали LiCu2O2 [11] та LiCuVO4 [12] та-
кож можуть бути достатньо добре описаними в рамках одновимiрної
КНБ моделi.

Попри фундаментальне значення магнетоелектричного ефекту,
вiн також вiдкриває широкi можливостi для технологiчних застосу-
вань завдяки механiзму керування магнiтними властивостями мате-
рiалiв за допомогою електричного поля i навпаки [13,14]. Тут можна
згадати проектування на основi магнетоелектрикiв носiїв iнформа-
цiї, якi обходяться без електричних струмiв [15], оптичних дiодiв
на BiFeO3 [16] та iнше. Останнiй приклад став можливим завдяки
динамiчному магнетоелектричному ефекту, який знаходить своє за-
стосування в багатьох областях [17–19]. Так, пiд дiєю лазера у ма-
гнетоелектриках створюється спiновий струм, оскiльки згiдно теорiї
Флоке сильнi перiодичнi поля генерують у гамiльтонiанi додатковi
взаємодiї, якi дозволяють динамiчно контролювати магнетоелектри-
чний зв’язок [17]. Такий спiновий струм можна виявити за допомо-
гою оптоспiнтронних пристроїв. Iншим цiкавим явищем є динамiчнi
фазовi переходи спричиненi ультракороткими перiодичними пульсу-
ваннями електричного поля [19].

Нажаль, для магнетоелектричних систем є небагато строгих ре-
зультатiв, i наскiльки нам вiдомо, всi вони стосуються одновимiрних
моделей [20–22]. Квантовий спiн-1/2 XXZ ланцюжок iз КНБ меха-
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нiзмом пов’язаностi намагнiченостi з електричною поляризованiстю
було розв’язано в роботi [20], де, зокрема, дослiджено намагнiченiсть,
електрична поляризацiя, магнетоелектричний тензор як функцiї еле-
ктричних та магнiтних полiв. Було виявлено, що така проста модель
не передбачає нетривiальний лiнiйний магнетоелектричний ефект,
коли намагнiченiсть (електрична поляризацiя) iндукується лишень
електричним (магнiтним) полем. Це явище вдається описати, якщо
додати до системи додатковi взаємодiї. Так, у XY ланцюжку з три-
спiновими взаємодiями реалiзується згаданий нетривiальний магне-
тоелектричний ефект [21]. Нещодавно одновимiрну модель кванто-
вого компасу було узагальнено на випадок магнетоелектрика з КНБ
механiзмом та розв’язано точно [22].

Квазiодновимiрнi магнетоелектрики часто не володiють iдеаль-
ною ланцюжковою структурою, натомiсть магнiтнi атоми розташо-
вуються на деформованому зиґзаґ ланцюжку, як у сполуцi LiCu2O2

[23]. Тому цiкавим є узагальнити вiдомi моделi магнетоелектрикiв на
прямому ланцюжку на випадок згаданого деформованого ланцюж-
ка.

В своїй роботi ми розглядаємо точно розв’язувану спiн-1/2 XY
модель магнетоелектрика з механiзмом iнверсної взаємодiї Дзяло-
шинського-Морiя, в якiй спiни розмiщенi в однiй площинi на зламах
зиґзаґ ланцюжка. Вивчаємо, як така деформацiя впливає на магнi-
тну та дiелектричну поведiнку системи.

2. Спiн-1/2 XY модель магнетоелектрика на зиґ-
заґ ланцюжку

Будемо розглядати спiн-1/2 XY модель магнетоелектрика з геоме-
трiєю зиґзаґ ланцюжка (див. Рис. 1), в якiй пов’язанiсть локалiзо-
ваних спiнiв (тобто магнiтних моментiв) iз електричною поляризо-
ванiстю зв’язку, що з’єднує цi спiни, описується механiзмом Кацури-
Наґаоси-Балацького [8]. Гамiльтонiан моделi має вигляд [21]:

H = J

N
∑

i=1

(

Sx
i S

x
i+1 + Sy

i S
y
i+1

)

− h

N
∑

i=1

Sz
i − J

N
∑

i=1

E · pi,i+1. (2.1)

Тут h— зовнiшнє магнiтне поле; J — обмiнна взаємодiя мiж найближ-
чими сусiдами; E — зовнiшнє електричне поле, перпендикулярне до
осi z; pi,i+1 ∝ [ li,i+1 × [Si ×Si+1]] — електрична поляризацiя зв’язку,
що з’єднує Si та Si+1, де li,i+1 є одиничним вектором орiєнтованим
вiд i-го до (i + 1)-го вузла. Слiд зауважити, що осi x, y, z простору
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Рис. 1. Зиґзаґ ланцюжок, де приведенi осi координат, вектори еле-
ктричного поля E = (Ex, Ey, 0) та електричної поляризацiї ланцюж-
ка P = (Px, Py, 0), а також одиничнi вектори (li,i+1, li+1,i+2) та ве-
ктори поляризацiї (pi,i+1, pi+1,i+2) двох сусiднiх зв’язкiв. Вектори
P, E та li,i+1 знаходяться до осi x пiд кутами γ, α та θ вiдповiдно.
Для бiльшої наочностi ми зобразили вектори поляризацiї зв’язкiв
перпендикулярними до осi z, оскiльки при Ez = 0 можемо вважати
їхнi z компоненти рiвними нулевi (через вiдсутнiсть у гамiльтонiанi).

та спiнового простору спiвпадають, а ланцюжок лежить в площинi
(x, y) вздовж осi x.

Гамiльтонiан (2.1) можна представити у виглядi

H =

N
∑

i=1

[

J
(

Sx
i S

x
i+1 + Sy

i S
y
i+1

)

− hSz
i (2.2)

+ J
(

(−1)iEx sin θ + Ey cos θ
)(

Sx
i S

y
i+1 − Sy

i S
x
i+1

)]

,

де явно видiлено доданок типу Дзялошинського-Морiя. Те, що знаки
бiля компоненти поля Ex є рiзними для парних i непарних вузлiв —
наслiдок того, що x компоненти електричної поляризацiї сусiднiх
зв’язкiв мають рiзнi знаки (див. Рис. 1).

3. Перетворення Йордана-Вiгнера

З допомогою одновимiрного перетворення Йордана-Вiґнера [24, 25]
для операторiв S±

i = Sx
i ± iSy

i

S+
j = exp

(

−iπ
j−1
∑

i=1

c+i ci

)

c+j , S−
j = exp

(

iπ
j−1
∑

i=1

c+i ci

)

cj (3.1)
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здiйснюється перехiд до оператори c+i та ci, якi задовiльняють пере-
ставнi спiввiдношення Фермi

{

ci, c
+
j

}

= δi,j ,
{

c+i , c
+
j

}

= {ci, cj} = 0. (3.2)

У результатi фермiонiзацiї (3.1) приходимо до задачi невзаємодiючих
безспiнових фермiонiв:

H =

N
∑

i=1

[J

2

(

c+i c
−
i+1 + c+i+1c

−
i

)

− h
(

c+i c
−
i − 1

2

)

(3.3)

+ i
J

2

(

Ex(−1)i sin θ + Ey cos θ
)(

c+i c
−
i+1 − c+i+1c

−
i

)

.

Пiсля переходу до iмпульсного простору

ci =
1√
N

∑

q

eiqicq; c+i =
1√
N

∑

q

e−iqic+q ; (3.4)

q =
2π

N
k; k = −N

2
+ 1,−N

2
+ 2, ...,

N

2

отримаємо:

H =
∑

−π<q≤π

[(

J cos q − JEy cos θ sin q − h
)

c+q cq (3.5)

− iJEx sin θ cos q c+q cq±π

]

+
Nh

2
.

Квадратичну форму (3.5) можна представити у матричному ви-
глядi:

H=
∑

−π
2
<q≤π

2

[

(c+q c+q±π)

(

A11 − h iA12

−iA12 −A11 − h

)(

cq
cq±π

)]

+
Nh

2
, (3.6)

де тепер q належить половинi першої зони Брiллюена та введенi по-
значення

A11 = J cos q − JEy cos θ sin q, A12 = −JEx sin θ cos q. (3.7)

Оскiльки в данiй роботi нас цiкавлять лише термодинамiчнi вла-
стивостi дослiджуваної моделi, знайдемо тiльки власнi значення ма-
трицi 2 × 2 iз спiввiдношення (3.6):

λ± = ±
√

A2
11 + A2

12 − h (3.8)
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(для розрахунку динамiчних властивостей необхiдними були би ще
i вiдповiднi власнi функцiї). Легко бачити, що тепер ми можемо за-
писати (3.6) у дiагональному виглядi

H =
∑

−π
2
<q≤π

2

(a+q a+q±π)

(

λ− 0
0 λ+

)(

aq
aq±π

)

+
Nh

2
, (3.9)

де a+q та aq — новi оператори Фермi, та представити гамiльтонiан мо-
делi магнетоелектрика у такiй остаточнiй формi:

H =
∑

−π<q≤π

λqa
+
q aq +

Nh

2
. (3.10)

Тут q належить першiй зонi Брiллюена, а спектр визначається таким
чином:

λq = −sgn(cos q)
√

A2
11 + A2

12 − h. (3.11)

У термодинамiчнiй границi на основi (3.10) отримаємо вiльну
енергiю:

F = −kBT ln Tr e−βH = −kBT
N

2π

∫ π

−π

ln
[

2 cosh
βλq

2

]

. (3.12)

Тепер ми можемо розрахувати намагнiченiсть m та електричну по-
ляризацiю p = P/N = (px, py, 0) з розрахунку на одну частинку:

m = − 1

N

dF

dh
= − 1

4π

∫ π

−π

dq tanh
βλq

2
(3.13)

px ∝ − 1

N

dF

dEx
=

1

4π

∫ π

−π

dq tanh
βλq

2
sgn(cos q)

A12J sin θ cos q
√

A2
11 + A2

12

(3.14)

py ∝ − 1

N

dF

dEy
=

1

4π

∫ π

−π

dq tanh
βλq

2
sgn(cos q)

A11J cos θ sin q
√

A2
11 + A2

12

(3.15)

4. Дослiдження властивостей основного стану

У даному роздiлi зупинимося на дослiдженнi властивостей основного
стану. Будемо використовувати спiввiдношення

tanh
βλq

2
∣

∣

∣

T=0

= sgn(λq). (4.1)
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Зразу зауважимо, що для бiльшої наочностi (або ж зручностi) часом
користуватимемося параметрами Ex та Ey , а часом параметрами |E|
та α. Аналогiчно i для електричної поляризацiї: або px та py, або ж
|p| та γ.

З фiзичних мiркувань обмежимося iнтервалом θ ∈ [0, π/3[. Те, що
θ < π/3, зумовлено тим, щоб наступнi пiсля найближчих сусiдiв не
стали ближчими мiж собою, анiж найближчi сусiди.

Для моделi (2.1) в основному станi мають мiсце такi п’ять вла-
стивостей:

1) m(Ex, Ey) = m(|Ex|, |Ey|), |px|(Ex, Ey) = |px|(|Ex|, |Ey |), (4.2)

|py|(Ex, Ey) = |py|(|Ex|, |Ey|),
(тобто, m, |px|, |py| не мiняються при замiнi α→−α,π±α, причому

зрозумiло, що sgn(m)=sgn(h), sgn(px)=sgn(Ex), sgn(py)=sgn(Ey));

2) m(θ, Ex, Ey) = m(θ′ = π/2 − θ, E′
x = Ey, E

′
y = Ex), (4.3)

|px|(θ, Ex, Ey) = |py|(θ′ = π/2 − θ, E′
x = Ey, E

′
y = Ex),

|py|(θ, Ex, Ey) = |px|(θ′ = π/2 − θ, E′
x = Ey, E

′
y = Ex),

(тобто, при одночаснiй замiнi θ→π/2−θ та α→π/2−α величини m та |p|

не мiняються, проте мiняється кут γ→π/2−γ );

3) p(h) = p(|h|); (4.4)

4) m(J) = m(|J |), p(J) = p(|J |); (4.5)

5) m(θ, α) = m(θ′ = α, α′ = θ). (4.6)

Таким чином, без втрати загальностi ми можемо зменшити iнтервал
для кута θ до θ ∈ [0, π/4] та обмежитися лише додатнiми значеннями
величин h, J , Ex, Ey (тобто кутами α ∈ [0, π/2]). Надалi покладемо
J = 1.

Iз вигляду спектру (3.11) видно (див. Рис. 2), що у основному
станi можемо розрiзняти три фази: iз m = 0, iз m = 0.5 та фазу без-
щiлинної спiнової рiдини (iз m ∈]0, 0.5[). Квантовi фазовi переходи
мiж цими фазами можуть бути лише другого роду. З Рис. 2 та спiв-
вiдношення для m (див. (3.13), (4.1)) можна бачити, що вирази для
критичних точок hc в основному станi можна отримати, знайшовши
екстремальнi значення λ+(q). Таким чином маємо:

hc1,2 =
√

A2
11(qextr + πn/2) + A2

12(qextr + πn/2), (4.7)

qextr =
1

2
arctg

2Ey cos θ

(Ey cos θ)2 − (Ex sin θ)2 − 1
.

Тут при певних параметрах покладаємо n = 0, 1, а при певних бе-
ремо n = 1, 0, так, щоб задовiльнялась умова hc1 < hc2 . Тобто, hc1
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Рис. 2. Спектр λq, а також λ± (3.6) при h = 0, θ = π/4, Ex = 0.5,
Ey = 0.75. λq — суцiльна лiнiя, λ+ — штрих, λ− — пунктир.

буде вiдповiдати переходу iз магнетоневпорядкованої фази у фазу
спiнової рiдини, а hc2 — iз фази спiнової рiдини у фазу з m = 1/2.

Розглянемо спочатку фазовi дiаграми основного стану в площи-
нi (|E|, h) при θ = π/8, π/4 та рiзних значеннях кута α, пiд яким
прикладене електричне поле (див. Рис. 3). Зрозумiло, що при α =
π/2 (див. (2.1) та Рис. 1) задача XY магнетоелектрика на зиґзаґ
ланцюжку ефективно є задачею XY магнетоелектрика на прямому
ланцюжку [20, 21], що лежить вздовж осi x i де прикладене поле
E = (0, Ey, 0). Задачу ж на зиґзаґ ланцюжку при α = 0 можна зве-
сти (див. (4.3), або (4.6)) до задачi на зиґзаґ ланцюжку при α = π/2,
а отже i до вищезгаданої задачi XY магнетоелектрика на прямому
ланцюжку. Тому, як при α = π/2, так i при α = 0 окремої магнето-
невпорядкованої фази не iснує (m = 0 лише при h = 0). А отже на
фазових дiаграмах при α = 0, π/2 наявнi лише лiнiї, якi вiдповiдають
квантовим фазовим переходам (при hc2) мiж фазами з m ∈ [0, 1/2[
та з m = 1/2. У випадках ж α ∈]0, π/2[ при |E| > 0 в системi з
ростом h вiдбуватиметься два квантовi фазовi переходи при hc1 та
hc2 : магнетоневпорядкована фаза → фаза спiнової рiдини → фаза з
насиченою намагнiченiстю.

Iз Рис. 3 видно, що як hc1(|E|, α) так i hc2(|E|, α) є немонотонними
функцiями α. Окрiм того, слiд зауважити, що фазовi дiаграми при
θ = π/8 та θ = π/4 дещо якiсно вiдрiзняються. По-перше, при θ = π/4
реалiзується симетрiя (4.3): дiаграми, наприклад, при α = π/8 та α =
3π/8 спiвпадають . По-друге, при θ = π/4 лiнiї фазових переходiв iз
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Рис. 3. Фазовi дiаграми основного стану в площинi (|E|, h) для θ =
π/8 та θ = π/4 при рiзних значеннях кута α, пiд яким прикладене
електричне поле.

фази з m = 0 у фазу спiнової рiдини (або iз фази спiнової рiдини
у фазу з m = 1/2), якi вiдповiдають рiзним α, не перетинаються
мiж собою. А от при θ 6= π/4 можуть перетинатися. Наприклад, у
випадку θ = π/8 при малих |E| критичне поле hc1(|E|, α = π/16) є
меншим вiд hc1(|E|, α = 3π/8), а при великих |E|— навпаки.

Розглянемо тепер фазовi дiаграми основного стану в площинi
(α, h) при θ = π/8, 7π/32, π/4 та рiзних значеннях модуля електри-
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Рис. 4. Фазовi дiаграми основного стану в площинi (α, h) для θ = π/8
при рiзних значеннях модуля електричного поля |E|.
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Рис. 5. Фазовi дiаграми основного стану в площинi (α, h) для θ =
7π/32 i θ = π/4 при рiзних значеннях модуля електричного поля |E|.

чного поля |E|. На Рис. 4 представленi результати для випадку θ =
π/8 при малих та великих |E| (лiвий та правий рисунки вiдповiдно),
а на Рис. 5 — результати для випадкiв θ = 7π/32 та θ = π/4 (зно-
ву лiвий та правий рисунки). Нижнi лiнiї вiдповiдають квантовим
фазовим переходам мiж магнетоневпорядкованою фазою та фазою
спiнової рiдини, а верхнi лiнiї — переходам мiж фазою спiнової рi-
дини та фазою, де намагнiченiсть є насиченою. Зауважимо, що ми
приводимо фазовi дiаграми на вiдрiзку α ∈ [0, 2π] для наочностi. Та-
кож звернемо увагу, що при E = 0 окремої магнетоневпорядкованої
фази не iснує (m = 0 лише при h = 0). Тобто, у випадку E = 0 при
довiльних α та θ в системi зi змiною h має мiсце лише один фазовий
перехiд мiж фазами з m ∈ [0, 1/2[ та з m = 1/2. Подiбною ситуацiя є
у випадках α = π

2n (де n = 0, 1, ...) при довiльних E та θ. Наприклад,
при α = π

2 , θ = π/8 та E = 2 (див. Рис. 4) з ростом h вiдбуватиметься
знову ж таки лише один фазовий перехiд з фази спiнової рiдини у
фазу, де намагнiченiсть є насиченою.

Iз рисункiв 4 та 5 видно, що у випадку θ = π/4 iснує симетрiя вiд-
носно прямих α = π

4n, де n = 0, 1, ... (тобто, hc1,2(α) є перiодичними
функцiями iз перiодом π/2). У випадках ж θ < π/4 iснує симетрiя
лише вiдносно прямих α = π

2n (i це «лише» стосується як hc1(α), так
i hc2(α)). Тобто, обидвi функцiї hc1,2(α) — перiодичнi з перiодом π.

У випадку θ = π/4 та |E| > 0 лiнiї верхнiх фазових переходiв
мають максимуми при α = π

2n та мiнiмуми при α = π
4 + π

2n. Лiнiї
ж нижнiх фазових переходiв — навпаки (мiнiмуми при α = π

2n та
максимуми при α = π

4 + π
2n).
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У випадках 0 < θ < π/4 та |E| > 0 ситуацiя якiсно iнша. При α =
π
2 + πn та будь-яких |E| > 0 лiнiї верхнiх фазових переходiв мають
максимуми (аналогiчно, як у випадку θ = π/4), а от при α = πn
та достатньо малих |E|— мiнiмуми (замiсть максимумiв, як при θ =
π/4). Iз збiльшенням |E| вiдбувається роздiлення цих мiнiмумiв на
максимуми при α = πn та по два мiнiмуми з обох бокiв. Лiнiї нижнiх
фазових переходiв при 0 < θ < π/4 та |E| > 0 мають мiнiмуми при
α = π

2n (аналогiчно, як у випадку θ = π/4), а от максимуми мають
вже не при α = π

4 + π
2n.

Таким чином можемо пiдсумувати, що на дослiджуваному вiдрiз-
ку α ∈ [0, π/2] при 0 < θ < π/4 та достатньо малих |E| критичне поле
hc2 зростає iз збiльшенням α. При достатньо ж великих |E| критичне
поле hc2(α) вже не є монотонною функцiєю, так само, як у випадку
θ = π/4 та |E| > 0. А от критичне поле hc1 є немонотонною функцiєю
α при будь-яких |E| > 0 та θ ∈]0, π/4]. Притому, чим меншим є |E|
та чим бiльше θ наближається до π/4, тим бiльше кут αmax, в якому
hc1 має максимум, наближається до π/4.

Для кращого розумiння результатiв також зауважимо, що фазовi
дiаграми в площинi (α, h) при θ = θ1 та θ = π/2− θ1 є змiщеними го-
ризонтально на π/2 одна вiдносно одної (див. спiввiдношення (4.3)).

Фазовi дiаграми основного стану в площинi (θ, h) є дещо якiсно
подiбними до фазових дiаграм в площинi (α, h). На Рис. 6 представ-
ленi результати для випадку α = π/8 при малих та великих |E| (лiвий
та правий рисунки вiдповiдно), а на Рис. 7 — результати для випад-
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Рис. 6. Фазовi дiаграми основного стану в площинi (θ, h) для α = π/8
при рiзних значеннях |E|.
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Рис. 7. Фазовi дiаграми основного стану в площинi (θ, h) для α =
7π/32, π/4 та π/2 при рiзних значеннях |E|.

кiв α = 7π/32, π/4, π/2 та рiзних значень |E|. Нижнi лiнiї, знову
ж таки, вiдповiдають квантовим фазовим переходам мiж магнето-
невпорядкованою фазою та фазою спiнової рiдини, а верхнi лiнiї —
переходам мiж фазою спiнової рiдини та фазою з насиченою намагнi-
ченiстю. Зауважимо, що ми приводимо фазовi дiаграми на вiдрiзку
θ ∈ [−π/2, π/2] для наочностi, а також нагадаємо, що при E = 0
окремої фази iз m = 0 не iснує.

З рисункiв 6 та 7 видно, що у випадку α = π/4 iснує симетрiя
вiдносно прямих θ = 0,±π

4 , а от у випадках α 6= π/4 — лише вiдносно
прямої θ = 0 (i це «лише» стосується як hc1(θ), так i hc2(θ)).

У випадку α = π/4 та |E| > 0 лiнiї верхнiх фазових переходiв
hc2(θ) мають максимуми при θ = 0,±π

2 та мiнiмуми при θ = ±π
4 .
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Лiнiї ж нижнiх фазових переходiв hc1(θ) — навпаки (мiнiмуми при
θ = 0,±π

2 та максимуми при θ = ±π
4 ).

При α 6= π/4 та |E| > 0 ситуацiя якiсно iнша. Так у випадках
0 < α < π/4 при θ = ±π

2 та будь-яких |E| > 0 лiнiї верхнiх фазових
переходiв мають максимуми (аналогiчно, як у випадку α = π/4), а
от при θ = 0 та достатньо малих |E|— мiнiмуми. Iз збiльшенням |E|
вiдбувається роздiлення цих мiнiмумiв на максимуми при θ = 0 та
по два мiнiмуми з обох бокiв. Лiнiї нижнiх фазових переходiв при
0 < α < π/4 та |E| > 0 мають мiнiмуми при θ = ±π

2 (аналогiчно, як
у випадку α = π/4), а от максимуми мають вже не при θ = ±π

4 .
Оскiльки, як видно iз спiввiдношення (4.3), фазовi дiаграми в

площинi (θ, h) при α = α1 та α = π/2 − α1 є змiщеними горизон-
тально на π/2 одна вiдносно одної, то зрозумiло, що у випадках
π/4 < α < π/2 при θ = 0 та будь-яких |E| > 0 лiнiї верхнiх фазових
переходiв мають максимуми, а при θ = ±π

2 — мiнiмуми (максимуми)
при достатньо малих (великих) |E|.

Слiд звернути увагу, що на фазовiй дiаграмi в площинi (θ, h) у
випадку α = π/2 (при будь-яких E) реалiзуються лише двi фази
(з m ∈ [0, 1/2[ та з m = 1/2), оскiльки, як вже зазначалося вище, у
випадках α = π

2n (n = 0, 1, ...) XY модель магнетоелектрика з геоме-
трiєю зиґзаґ ланцюжка ефективно є задачею XY магнетоелектрика
на прямому ланцюжку [20,21].

Можемо пiдсумувати, що на дослiджуваному вiдрiзку θ ∈ [0, π/4]
у випадках α ∈]0, π/4[ критичне поле hc1 при |E| > 0 є немонотон-
ною функцiєю θ (iз максимумом при 0 < θmax < π/4). В той же час
функцiя hc2(θ) при достатньо малих |E| є зростаючою, а при доста-
тньо великих — немонотонною (з мiнiмумом при 0 < θmin < π/4).
Значення θmax та θmin, при яких hc1 та hc2 мають екстремуми, тим
бiльше наближаються до π/4, чим меншим є |E|, та чим бiльше α
наближається до π/4. У випадках α ∈ [π/4, π/2[ та |E| > 0 критичнi
поля є монотонними функцiями θ: hc1 зростає iз збiльшенням θ, а
hc2 — спадає.

Розглянемо тепер залежностi вiд магнiтного поля намагнiчено-
стi m та електричної поляризацiї (абсолютного значення |p| та кута
мiж вектором p та вiссю x) з розрахунку на одну частинку (див.
рисунки 8–11, а також приведенi ранiше фазовi дiаграми). Спочатку
зупинимося на результатi (див. Рис. 8) для прямого ланцюжка [20],
що лежить вздовж осi x. Ми вибрали кут α = π/8 для того, щоб
було наочнiше порiвнювати iз результатами при θ 6= 0, хоча у да-
ному випадку (θ = 0) кут α лише перенормовує |E|, оскiльки на
дипольнi моменти зв’язкiв прямого ланцюжка впливає лише компо-
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Рис. 10. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p| та γ) вiд магнiтного поля при θ = α = π/8 та рiзних значеннях
модуля електричного поля |E|.

нента Ey (див. (2.1)). Iз Рис. 8 видно, що в системi має мiсце лише
один квантовий фазовий перехiд з фази спiнової рiдини у фазу, де
намагнiченiсть є насиченою, а p = 0. Крiм того зрозумiло [21], що
поляризацiя прямого ланцюжка є напрямленою вздовж осi y.

Даний результат можна застосувати i до зиґзаґ ланцюжка, до
якого прикладене електричне поле або пiд кутом α = 0, або пiд
кутом α = π/2, використовуючи такi спiввiдношення:

m(θlin=0, αlin, |E|) = m(θzg1, αzg1=0, |E| · sinαlin

sin θzg1
) (4.8)

= m(θzg2, αzg2=π/2, |E| · sinαlin

cos θzg2
),

py(θlin =0, αlin, |E|) = px(θzg1, αzg1=0, |E| · sinαlin

sin θzg1
) · 1

sin θzg1

= py(θzg2, αzg2=π/2, |E| · sinαlin

cos θzg2
) · 1

cos θzg2
,
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Рис. 11. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї (|p|
та γ) вiд магнiтного поля при θ = π/8, α = 3π/8 та рiзних значеннях
модуля електричного поля |E|.

px(θlin =0) = py(αzg1=0) = px(αzg2 =π/2) = 0.

Тобто для зиґзаґ ланцюжка у випадках, коли електричне поле при-
кладене пiд кутами α= 0, або α= π/2, зi змiною магнiтного поля в
системi вiдбувається лише один фазовий перехiд (з фази спiнової рi-
дини у фазу з m=1/2), причому зрозумiло, що при α=0 поляризацiя
є напрямленою вздовж осi x, а при α=π/2 — вздовж осi y.

Результати при θ 6= 0, 0 < α < π/2 якiсно вiдрiзняються вiд опи-
саних вище випадкiв. Зi змiною магнiтного поля в системi мають
мiсце два квантовi фазовi переходи (див. рисунки 9–11). Важливо
вiдзначити, що у магнетоневпорядкованiй фазi, електрична поляри-
зацiя не залежить вiд h:

p(θ,E, h) = p(θ,E, 0), при θ, E та h, при яких m = 0. (4.9)

У фазi ж iз m = 1/2 електрична поляризацiя є нульовою (аналогiчно,
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як i у прямому ланцюжку):

p(θ,E, h) = 0, при θ, E та h, при яких m = 1/2. (4.10)

Також слiд зауважити, що у фазi спiнової рiдини при 0 < α < θ кут
вектора електричної поляризацiї вiдносно осi x є спадною функцiєю
h (Рис. 9); при θ < α < π/2 — зростаючою функцiєю магнiтного поля
(Рис. 11); а при α = θ кут γ не залежить нi вiд h, нi вiд |E| (Рис. 10).
Для кращого розумiння результатiв у цiлому слiд зауважити, що те,
що сказано вище, стосується не лише промiжку θ ∈]0, π/4], яким ми
обмежилися, але i бiльш широкого промiжку θ ∈]0, π/3[.

Залежностей компонент електричної поляризацiї px та py вiд h
ми тут не приводимо. Вони є в певнiй мiрi подiбними до |p(h)| при
вiдповiдних α та θ. Як px(h), так i py(h) не залежать вiд h у ма-
гнетоневпорядкованiй фазi; дорiвнюють нулевi у фазi з m = 1/2; є
спадними функцiями h у фазi спiнової рiдини; мають злами у точках
фазових переходiв. Суттєвою вiдмiннiстю px(h), py(h) та |p(h)| мiж
собою є їх рiзнi кiлькiснi значення, а також рiзнi h, при яких вони
у фазi спiнової рiдини мають перегини. Так, наприклад, у випадку
|E| = 10, α = π/16 та θ = π/8 компонента поляризацiї px(h) має пере-
гин при магнiтному полю близькому до hc1 , компонента py(h) — при
h близькому до hc2 , а модуль |p(h)|— десь посерединi. У випадку ж
|E| = 4, α = 3π/8 та θ = π/8 компонента поляризацiї py(h) та модуль
поляризацiї |p(h)| мають перегини при рiзних значеннях магнiтного
поля близьких до hc1 , а компонента px(h) — при h близькому до hc2 .

Розглянемо тепер залежностi намагнiченостi m та електричної
поляризацiї (абсолютного значення |p| та кута мiж p та вiссю x) з
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Рис. 12. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
|p| = px вiд модуля електричного поля |E| при θ = π/8, α = 0 та
рiзних значеннях магнiтного поля h.
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Рис. 13. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p| та γ) вiд модуля електричного поля |E| при θ = π/8, α = π/16
та рiзних значеннях магнiтного поля h.

розрахунку на одну частинку вiд модуля електричного поля (див.
Рис. 12–16).

На Рис. 12 приведенi результати для випадку θ = π/8, α = 0.
Як вже зазначалося вище, даний результат можна застосувати як
до прямого ланцюжка, який лежить вздовж осi x i до якого при-
кладене електричне поле пiд довiльним кутом, так i до зиґзаґ лан-
цюжка, до якого прикладене електричне поле пiд кутом α = π/2,
використовуючи спiввiдношення (4.8). Тобто, як у зиґзаґ ланцюжку
у випадках α = 0, π/2, так i у прямому ланцюжку зi змiною вели-
чини електричного поля при h ≥ 1 вiдбувається лише один фазовий
перехiд iз фази з m = 1/2 та |p| = 0 у фазу з m ∈ [0, 1/2[, причому у
фазi спiнової рiдини m → 0 лише при безмежно великих |E|. У точцi
фазового переходу залежностi m(|E|) та |p(|E|)| мають злами. При
магнiтних полях ж h < 1 система при будь-яких |E| перебуває у фазi
спiнової рiдини. (див. також Рис. 3–7).
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Рис. 14. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї (|p|
та γ) вiд модуля електричного поля |E| при θ = α = π/8 та рiзних
значеннях магнiтного поля h.

Результати при θ 6= 0, 0 < α < π/2 якiсно вiдрiзняються вiд опи-
саних вище випадкiв. У системi появляється додатковий фазовий пе-
рехiд зi змiною величини електричного поля з фази спiнової рiдини у
магнетоневпорядковану фазу (див. рисунки 13–16). Зауважимо, що
ми не приводимо залежностей x та y компонент електричної поля-
ризацiї вiд |E|, оскiльки вони якiсно подiбнi до залежностей |p(|E|)|.

Iз Рис. 13–16 видно, що у фазi спiнової рiдини m(|E|) може мати
один або два перегини, а може i не мати жодного, будучи опуклою
вверх функцiєю |E| (див. наприклад намагнiченiсть для θ = π/4,
α = π/8 при h = 2.5, h = 0.75 та h = 0.5). Кiлькiсть перегинiв функцiї
|p(|E|)| у фазi спiнової рiдини також може бути рiзною. Наприклад,
у випадку θ = π/8, α = π/16 при h = 0.25 та h = 1.5 є по одному
перегину, а при h = 1 — два.

Також слiд, по-перше, вiдзначити, що те, що модуль електри-
чної поляризацiї та кут її нахилу у магнетоневпорядкованiй фазi
при h 6= 0 дорiвнюють, вiдповiдно, значенням |p(|E|)| та γ(|E|) при
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Рис. 15. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p| та γ) вiд модуля електричного поля |E| при θ = π/8, α = 3π/8
та рiзних значеннях магнiтного поля h.

h = 0 (та при тих же кутах θ i α), вiдображає спiввiдношення (4.9).
По-друге, у фазi спiнової рiдини залежностi кута нахилу електри-
чної поляризацiї вiд величини електричного поля при α < θ можуть
бути немонотонними функцiями з одним мiнiмумом, або монотонно
зростаючими (див. Рис. 13, 16). При α > θ функцiя γ(|E|) може бути
немонотонною з одним максимумом, або монотонно спадною (Рис.
15). При α = θ (Рис. 14) кут γ, як зазначалось ранiше, не залежить
нi вiд |E| нi вiд h. По-третє, у випадку зиґзаґ ланцюжка iз θ = π/4
при E → 0 маємо γ → α (див. Рис. 16).

Тепер коротко зупинимося на залежностях намагнiченостi та еле-
ктричної поляризацiї вiд кутiв α та θ, якi є значно складнiшими вiд
описаних вище залежностей вiд h та |E|. Спочатку розглянемо зале-
жностi вiд кута, пiд яким прикладене електричне поле (див. рисун-
ки 17–19). Ми тут обмежуємося найбiльш цiкавими випадками, хоча
слiд зауважити, що при iнших наборах параметрiв поведiнка дослi-
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Рис. 16. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p| та γ) вiд модуля електричного поля |E| при θ = π/4, α = π/8 та
рiзних значеннях магнiтного поля h.

джуваних величин може дещо якiсно вiдрiзнятись вiд приведених
тут.

У випадку θ = π/8, |E| = 2 (Рис. 17) при достатньо великих h
система перебуває при будь-яких α у фазi з m = 1/2, а при h = 0 — в
магнетоневпорядкованiй фазi. При промiжних значеннях магнiтного
поля зi змiною α в системi може вiдбуватись два фазовi переходи
мiж магнетоневпорядкованою фазою та фазою спiнової рiдини, один
фазовий перехiд мiж фазою з m = 1/2 та фазою спiнової рiдини, або
жодного (система знаходиться у фазi спiнової рiдини при будь-яких
α). У точках фазових переходiв m(α), |p(α)|, γ(α), а також x та y
компоненти поляризацiї мають злами.

При значеннях магнiтного поля, коли в системi вiдбувається пе-
рехiд мiж фазами з m = 1/2 та m ∈]0, 1/2[, намагнiченiсть у фазi
спiнової рiдини є монотонно спадною функцiєю α, а модуль електри-
чної поляризацiї |p(α)| — монотонно зростаючою, причому як m(α),
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Рис. 17. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p|, px, py та γ) вiд кута α, пiд яким прикладене електричне поле,
при θ = π/8, |E| = 2 та рiзних значеннях h.

так i |p(α)| можуть мати по два перегини (наприклад, при h = 1.26
для m та при h = 1.275 для |p|), або не мати жодного.

При значеннях h, коли система знаходиться у фазi спiнової рiди-
ни при будь-яких α, намагнiченiсть може бути монотонно спадною
функцiєю α (при h = 1.25), або ж немонотонною з одним мiнiмумом
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(при h = 0.5). Модуль ж електричної поляризацiї |p(α)| може бути
лише монотонно зростаючою функцiєю.

При значеннях магнiтного поля, коли зi змiною кута α мають
мiсце два фазовi переходи мiж магнетоневпорядкованою фазою та
фазою з m ∈]0, 1/2[, намагнiченiсть у фазi спiнової рiдини в основ-
ному є випуклою вверх функцiєю (як злiва вiд першого переходу,
так i справа вiд другого). Хоча при певних h намагнiченiсть може
мати перегини (наприклад, при h = 0.375 злiва вiд першого пере-
ходу). Модуль ж електричної поляризацiї |p(α)| злiва вiд першого
фазового переходу є монотонно зростаючою функцiєю, а справа вiд
другого переходу може бути немонотонною функцiєю з одним мiнi-
мумом (наприклад, при h = 0.4).

Цiкавими також є залежностi px(α) та py(α). Зокрема, x компо-
нента електричної поляризацiї поводить себе якiсно зовсiм iнакше
вiд вiдповiдних |p(α)| та py(α). Зупинюся коротко на найсуттєвiших
вiдмiнностях.
• При h = 0 компонента px(α) є немонотонною функцiєю з одним
максимумом при α > 0. Бiльше того, на бiльшiй частинi вiдрiзку
α ∈ [0, π/2] величина px(α) спадає (на вiдмiну вiд |p(α)| та py(α), якi
зростають).
• При значеннях магнiтного поля, коли зi змiною кута α мають мiсце
два фазовi переходи мiж магнетоневпорядкованою фазою та фазою
спiнової рiдини, px(α) злiва вiд першого фазового переходу може
бути немонотонною функцiєю (при h = 0.25, 0.4).
• При значеннях h, коли система при будь-яких α знаходиться у фазi
спiнової рiдини, компонента px(α) може спадати (при h = 0.5, 1), або
ж бути немонотонною функцiєю (при h = 1.25).
• При значеннях магнiтного поля, коли в системi вiдбувається пере-
хiд мiж фазами з m = 1/2 та m ∈]0, 1/2[, компонента px(α) у фазi
спiнової рiдини знову ж таки є немонотонною функцiєю.

Поведiнки py(α) при рiзних магнiтних полях є дуже подiбними
до вiдповiдних поведiнок |p(α)|. Суттєвою вiдмiннiстю є те, що при
будь-яких значеннях магнiтного поля py(α = 0) є рiвнi нулевi.

Слiд також зауважити таке.
• Те, що кривi γ(α), якi вiдповiдають рiзним h, перетинаються у
точцi α = θ, вiдповiдає тому, що при α = θ кут нахилу електричної
поляризацiї γ не залежить вiд h.
• Те, що при фiксованих θ та |E| вектор електричної поляризацiї
p (а значить i окремо всi |p|, γ, px та py) у магнетоневпорядкова-
нiй фазi при h 6= 0 спiвпадає з вектором p при h = 0, вiдображає
спiввiдношення (4.9).
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Рис. 18. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p|, px та γ) вiд кута α, пiд яким прикладене електричне поле, при
θ = π/4, |E| = 2 та рiзних значеннях h.

При θ = π/4 та |E| = 2 (див. Рис. 18) маємо певнi якiснi вiдмiн-
ностi у порiвняннi з розглянутим вище випадком θ = π/8 та |E| = 2.
Перечислимо основнi iз них.
• У випадку θ = π/4, |E| = 2 кривi m(α) та |p(α)| є симетричними
вiдносно прямих α = π/4. Для γ(α) ж має мiсце iнверсiя вiдносно
точки α = π/4, γ = π/4.
• При певних полях (h = 1.7, 1.65; Рис. 18) зi змiною α можуть
вiдбуватися два фазовi переходи (а не лише один; Рис. 17) мiж фазою
з m = 1/2 та фазою спiнової рiдини.
• При значеннях h, при яких система перебуває у фазi спiнової рiди-
ни на всьому вiдрiзку α ∈ [0, π/2], намагнiченiсть та модуль вектора
електричної поляризацiї обов’язково є немонотонними (див. Рис. 18),
причому лише з одним екстремумом на iнтервалi α ∈]0, π/2[ (мiнiму-
мом, або ж максимумом). Хоча є винятки. m(α) є константою при
певному значеннi магнiтного поля (мiж h = 1 та h = 1.5), а |p(α)|—
при iншому (мiж h = 0.75 та h = 1).
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• У магнетоневпорядкованiй фазi (див. випадки h = 0, 0.25, 0.5 на
Рис. 18) модуль електричної поляризацiї є немонотонною функцiєю
з максимумом при α = π/4.
• Якщо у випадку θ = π/8 та |E| = 2 кут нахилу вектора електричної
поляризацiї γ в основному є бiльшим вiд кута α, пiд яким прикладене
електричне поле, то у випадку θ = π/4 та |E| = 2 ситуацiя iнша.
На iнтервалi α ∈]0, π/4[ при достатньо малих (достатньо великих)
магнiтних полях маємо γ > α (γ < α). На iнтервалi ж α ∈]π/4, π/2[ —
навпаки (γ < α при малих h, γ > α при великих h).

Розглянемо тепер залежностi компонент поляризацiї вiд кута α.
Очевидно, що у випадку θ = π/4 має мiсце така симетрiя: py(α) =
px(−α+ π/2). Тому приводимо на Рис. 18 лише px(α). Оскiльки вiд-
мiнностi мiж px(α) та |p(α)| є очевидними, то звернемо лише увагу
на те, що у фазi спiнової рiдини при h = 0.5 злiва вiд першого фа-
зового переходу px(α) є немонотонною функцiєю. При h = 1.5 та
h = 1.6 x компонента електричної поляризацiї має один та два пере-
гини вiдповiдно.
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Рис. 19. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p|, γ) вiд кута α, пiд яким прикладене електричне поле, при θ =
π/8, |E| = 0.01 та рiзних значеннях h.
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У випадках дуже малих електричних полiв (див. Рис. 19), при-
родно, намагнiченiсть практично не залежить вiд кута α. Модуль
електричної поляризацiї є дуже малим. Цiкавим є те, що у цих ви-
падках кут нахилу вектора електричної поляризацiї практично не
залежить вiд h. Притому зрозумiло, що при θ суттєво меншому вiд
π/4 кривi γ(α) лежать вище вiд дiагоналi, а при θ ≈ π/4 будуть
лише слабо вiдхилятися вiд неї. Зокрема γ(α) → α при |E| → 0 та
α → π/4. Окрiм того, для кращого розумiння результатiв у цiлому,
зауважимо, що при θ суттєво бiльшому вiд π/4 (але меншому вiд
π/2) у випадках дуже малих |E| кривi γ(α) лежатимуть нижче вiд
дiагоналi.

На останок дуже коротко розглянемо (див. Рис. 20) залежностi
намагнiченостi та електричної поляризацiї вiд кута θ, який характе-
ризує геометрiю ланцюжка. Ми приводимо результати на вiдрiзку
θ ∈ [0, π/2] для наочностi, хоча, як вже зазначалося вище, з фiзи-
чних мiркувань кут θ не повинен перевищувати π/3, а через пев-
ну симетрiю задачi можна би було взагалi обмежитись значеннями
θ < π/4.

Зразу зауважимо, що результати для m(θ) узгоджуються з вiд-
повiдними результатами для m(α), що вiдображає спiввiдношення
(4.6). Тому тут не будемо повторювати те, якi фазовi переходи при
яких параметрах мають мiсце у системi, i як поводить себе m(θ) при
рiзних α, h та |E|. Поведiнка ж p(θ) якiсно вiдрiзняється вiд p(α).
Акцентуємо увагу лише на найцiкавiших властивостях |p(θ)|.

У випадку α = π/8 та |E| = 2 (див. Рис. 20, перший стовпчик)
при h = 0 модуль поляризацiї |p(θ)| є немонотонною функцiєю, яка
має два екстремуми на промiжку θ ∈]0, π/2[. При h = 0.4 у фазi спi-
нової рiдини як лiвiше вiд пешого фазового переходу, так i правiше
вiд другого, |p(θ)| має по одному мiнiмуму. При значеннях магнi-
тного поля, при яких система перебуває у станi спiнової рiдини на
всьому вiдрiзку θ ∈ [0, π/2], модуль електричної поляризацiї може
бути немонотонною функцiєю θ з одним (при h = 0.5, 1), або двома
(при h = 1.17) екстремумами на промiжку θ ∈]0, π/2[, або ж моно-
тонно зростаючою функцiєю з трьома перегинами (при h = 1.25).
При значеннях магнiтного поля, при яких зi змiною θ вiдбувається
фазовий перехiд мiж фазами з m = 1/2 та з m ∈]0, 1/2[, у фазi спi-
нової рiдини функцiя |p(θ)| є монотонно зростаючою, причому може
мати перегини (при h = 1.26, 1.3), а може i не мати (при h = 1.75).

Порiвняємо тепер результати для |p(θ)| у випадку α = π/4 та
|E| = 2 (див. Рис. 20, другий стовпчик) з результатами при α =
π/8 та |E| = 2 (Рис. 20, перший стовпчик). По-перше, при α = π/4
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Рис. 20. Залежнiсть намагнiченостi m та електричної поляризацiї
(|p|, γ) вiд кута θ при |E| = 2, α = π/8, π/4 та рiзних значеннях
магнiтного поля h.

залежнiсть модуля електричної поляризацiї вiд кута θ при h = 0 є
немонотонною функцiєю лише з одним мiнiмумом на промiжку θ ∈
]0, π/2[. У наслiдку цього тепер неможлива ситуацiя, коли зразу пiсля
першого фазового переходу iз фази спiнової рiдини у фазу з m = 1/2
величина |p(θ)| буде зростаючою. Таке є можливе у випадку α = π/8
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при певних h (наприклад, при достатньо малих h, результати при
яких ми не привели, щоб не загромаджувати рисунок). По-друге, у
випадку α = π/4 залежностi |p(θ)| є симетричними вiдносно прямої
θ = π/4. По-третє, в системi можливi при певних магнiтних полях
зi змiною θ два фазовi переходи (замiсть одного) мiж фазами з m =
1/2 та з m ∈]0, 1/2[. По-четверте, при значеннях h, коли система
знаходиться у станi спiнової рiдини на всьому вiдрiзку θ ∈ [0, π/2],
модуль поляризацiї може бути лише немонотонною функцiєю θ з
одним екстемумом (мiнiмумом) на промiжку θ ∈]0, π/2[.

Якщо ж порiвняти цi залежностi |p(θ)| при h = 1, 1.5 (Рис. 20,
другий стовпчик) iз залежностями |p| вiд кута α у випадку θ = π/4,
|E| = 2 при магнiтних полях, коли в системi також вiдсутнiй фазовий
перехiд (див. Рис. 18, h = 0.75, 1), то екстремум |p(α)| на вiдрiзку
α ∈]0, π/2[ може бути не лише мiнiмумом, а й максимумом.

Зауважимо, що залежностi px(θ) та py(θ) при певних значеннях
параметрiв моделi є достатньо складними. Ми їх у данiй роботi не
приводимо.

5. Висновки

В роботi було отримано точнi результати для намагнiченостi та еле-
ктричної поляризацiї спiн-1/2 XY моделi магнетоелектрика з геоме-
трiєю зиґзаґ ланцюжка, який лежить вздовж осi x i до якого прикла-
дено електричне поле, перпендикулярне до осi z. У випадку нульової
температури детально проаналiзовано фазовi дiаграми у рiзних пло-
щинах ((|E|, h), (α, h), (θ, h)), а також залежностi намагнiченостi та
електричної поляризацiї вiд параметрiв моделi. Коротко перечисли-
мо основнi висновки, якi можна зробити iз проведеного дослiдження
впливу геометрiї зиґзаґ ланцюжка на властивостi основного стану.
• В данiй моделi при нульовiй температурi можуть реалiзуватись три
фази: магнетоневпорядкована, фаза безщiлинної спiнової рiдини та
фаза з насиченою намагнiченiстю. Квантовi фазовi переходи можуть
бути лише другого роду.
• Задача зиґзаґ ланцюжка у випадках, коли електричне поле є на-
прямлене паралельно, або перпендикулярно до осi, вздовж якої ле-
жить цей ланцюжок, ефективно є задачею прямого ланцюжка.
• При замiнi кута α, пiд яким прикладається електричне поле, на −α,
або π ± α результати для намагнiченостi та модулiв x, y компонент
електричної поляризацiї не змiнюються.
• При одночаснiй замiнi кута θ, що характеризує геометрiю зиґзаґ
ланцюжка, та кута α, пiд яким прикладається електричне поле, на
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π/2− θ та π/2−α, вiдповiдно, намагнiченiсть та модуль електричної
поляризацiї не змiнюються.
• При замiнi значень кута, пiд яким прикладене електричне поле, та
кута, що характеризує геометрiю ланцюжка, мiж собою намагнiче-
нiсть не змiнюється.
• Магнiтне (електричне) поле руйнує електричний дипольний (ма-
гнiтний) порядок.
• Якщо кут нахилу електричного поля спiвпадає iз кутом, що ха-
рактеризує геометрiю зиґзаґ ланцюжка (α = θ), тодi кут нахилу
електричної поляризацiї не залежить нi вiд магнiтного поля, нi вiд
модуля електричного.
• У фазi безщiлинної спiнової рiдини при α < θ кут нахилу електри-
чної поляризацiї є спадною функцiєю магнiтного поля, а при α > θ —
зростаючою.
• При дуже малих значеннях електричного поля кут нахилу еле-
ктричної поляризацiї γ слабо залежить вiд магнiтного поля, причому
при α → πn/2 (n = 0, 1, ...) маємо γ → α. Бiльше того, при |E| → 0,
θ → π/4 маємо γ → α при будь-яких α.
• У магнетоневпорядкованiй фазi електрична поляризацiя приро-
дньо не залежить вiд магнiтного поля. У фазi ж, в якiй намагнiче-
нiсть є насиченою, зрозумiло, що електричне дипольне впорядкува-
ння є вiдсутнiм.
• Кут вектора електричної поляризацiї може бути немонотонною
функцiєю модуля електричного поля.
• Модуль та x, y компоненти електричної поляризацiї, можуть бути
немонотонними функцiями як кута нахилу електричного поля (на
вiдрiзку α ∈ [0, π/2]), так i кута, що характеризує геометрiю зиґзаґ
ланцюжка (на промiжку θ ∈ [0, π/3[).

Подяки. Робота виконувалась за пiдтримки Мiжнародного цен-
тру теоретичної фiзики iм. Абдуса Салама (ICTP Network NT-04).
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