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Анотацiя. Стаття є коротким нарисом про статистичну фiзику скла-
дних систем – напрямок дослiджень, що зараз набуває рис сформо-
ваної дiлянки науки iз своїм об’єктом дослiджень, понятiйним апа-
ратом, методами аналiзу. Прикладами cкладних систем є конденсо-
вана речовина, екологiчнi та бiологiчнi системи, фондовi ринки та
економiчнi системи, людське суспiльство. Поняття складної системи
утворює нову, мiждисциплiнарну галузь знань. Притаманними осо-
бливостями складних систем є самоорганiзацiя, виникнення нових
функцiональних можливостей, адаптивний характер взаємодiй, ви-
сока чутливiсть до малих змiн початкових умов, пiдпорядкування
степеневим законам (розподiли типу “товстих хвостiв”). Поряд iз за-
гальним окресленням властивостей складних систем у статтi здiйсне-
но короткий огляд деяких робiт, виконаних у цiй дiлянцi в Iнститутi
фiзики конденсованих систем НАН України.

Statistical physics of complex systems

Yu. Holovatch, M. Dudka, V. Blavatska, V. Palchykov, M. Krasnytska,
O. Mryglod

Abstract. The paper is a brief essay about statistical physics of complex
systems, the research direction that now acquires features of the well
established field of science with its object of study, conceptual background
and methods of analysis. Examples of complex systems are found in
condensed matter, ecological and biological systems, human society, stock
markets and economy. The concept of a complex system forms a new,
inter-disciplinary branch of knowledge. Peculiar features of complex sys-
tems are self-organization, emergence of new functionalities, adaptive
nature of interactions, high sensitivity to small changes in the initial
conditions, governing power laws (“fat-tailed” distributions). Together
with general description of the properties of complex systems, we give a
brief overview of some studies performed in this field at the Institute for
Condensed Matter Physics of the NAS of Ukraine.
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1. Складнi системи: фiзика поза фiзикою

Складнi системи – напрямок дослiджень, що зараз набуває хара-
ктерних рис добре сформованої дiлянки науки зi своїм об’єктом, по-
нятiйним апаратом, методами аналiзу [1]. Поняття складна систе-

ма поступово стає одним iз пiдставових понять сучасної науки, чи,
ширше, все частiше виступає в загальнокультурному контекстi. Зро-
стання кола застосувань цього поняття, а також виявлення чи усвi-
домлення все ширшого кола явищ, де воно застосовне, приводить до
труднощiв при його строгому означеннi. I хоча, як ми побачимо i
з подальшої розповiдi, наука про складнi системи охоплює широке
мiждисциплiнарне коло дослiджень, центральними у нiй є методи i
концепцiї фiзики. Про деякi з них йтиме мова у цьому роздiлi. На-
шу розповiдь ми почнемо, окресливши в загальних рисах основнi
властивостi складних систем, зосередившись на тих, якi становлять
предмет вивчення статистичної фiзики складних систем. Конкретнi
приклади будуть вибранi з-помiж результатiв, отриманих науковця-
ми IФКС НАН України.

1.1. Емерджентнiсть i ефект метелика

Як правило, складною називається система з багатьох пов’язаних
мiж собою складових, що, як цiле, володiють властивостями, якi не
очевидно випливають iз властивостей окремих частин [2, 3]. Таким
чином, наука про складнi системи вивчає, як складовi частини по-
роджують колективну поведiнку системи. У фiзицi пiдкреслюється
ще одна характерна риса: система є складною, якщо її поведiнка
кардинальним чином залежить вiд деталей системи [4]. При цьому
маються на увазi такi явища як детермiнiстичний хаос, квантове за-
плутування, виникнення третинної структури макромолекул бiлкiв,
виникнення стану спiнового скла, тощо. Згаданi явища дуже рiзнi
i теоретично дослiджуються рiзними дiлянками фiзики (теорiя ди-
намiчних систем, квантова механiка, статистична фiзика). Проте їх
спiльною рисою є те, що iнфiнiтезимальна змiна у (рiзних за фiзи-
чною природою) початкових умовах призводить до докорiнно рiзних
сценарiїв еволюцiї.

Два згаданi вище фактори (ще вiдомi як емерджентнiсть та
ефект метелика) є визначальними у формулюваннi предмету до-
слiджень статистичної фiзики складних систем. Прикладами таких
систем є конденсована речовина, екологiчнi та бiологiчнi системи,
фондовi ринки та економiчнi системи, людське суспiльство. Iншими
характерними особливостями складних систем, окрiм вже згаданих
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вище високої чутливостi до малих змiн початкових умов та вини-
кнення нових функцiональних можливостей, є самоорганiзацiя, пiд-
порядкування степеневим законам (товстi хвости у статистичних
розподiлах) та адаптивний характер взаємодiй.

1.2. Адаптивний характер взаємодiй

Зупинимося спочатку на останнiй iз перелiчених вище властивостей.
Вiдомо, що взаємодiї мiж складовими частинами часом можуть при-
вести до колективної поведiнки i, таким чином, породити макроско-
пiчний стан. Однак у складнiй системi цi взаємодiї зазнають впливу
макростану i змiнюються впродовж еволюцiї системи. Iншими сло-
вами, у складнiй системi макро- i мiкро- стани динамiчно оновлю-
ють один одного [5]. Аналiз таких ефектiв i привiв до створення
методiв i до вироблення концепцiй, що були успiшно застосованi для
опису формально подiбних явищ у хiмiчних, бiологiчних, соцiаль-
них та iнших системах агентiв нефiзичної природи. Часом ствер-
джується: якщо фiзика – це наука чотирьох фундаментальних сил,
якими взаємодiє матерiя, то наука про складнi системи використо-
вує концептуальне узагальнення понять сили i матерiї. Сили – це
все, що змiнює стан агентiв-складникiв, а матерiя – це все, до чо-
го можна прикласти сили. Знову ж таки, приклади знаходимо як
у конденсованiй речовинi, так i в бiологiї, фондових ринках, еко-
номiцi, соцiологiї чи гуманiтарних дисциплiнах. Однi з найчастiше
згадуваних прикладiв виникнення нових якостей у складних систе-
мах – це виникнення свiдомостi чи формування погоди. Тут доречно
також згадати про докорiнну вiдмiннiсть мiж складними (complex)
i складеними (complicated) системами: характеристики останнiх мо-
жна отримати з iндивiдуальних властивостей їхнiх складових. Знову
ж таки, часто згадуваним прикладом для пояснення цiєї вiдмiнно-
стi слугує функцiонування сучасного лiтака як саме складеної (а не
складної) системи. Незважаючи на величезну кiлькiсть складових
рiзної природи, поведiнка системи лiтака в цiлому є (повинна бути)
передбачуваною i такою, що виключає емерджентнiсть.

1.3. Розподiли з товстими хвостами

Поява степеневих розподiлiв – товстих хвостiв – у статистицi є ще
однiєю притаманною, можна сказати навiть неодмiнною рисою скла-
дних систем взаємодiючих агентiв [6–8]. Класичним прикладом є
степеневий закон розподiлу слiв за частотою їх вживання у текс-
тi, вiдомий як закон Зiпфа. Однак американський лiнгвiст Джордж
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Зiпф не був першим, хто зауважив цю закономiрнiсть. Ранiше подi-
бнi спостереження робили Есту (1916) i Кондон (1928). Часто такi
степеневi закони носять iмена їх вiдкривачiв. В економiцi – це закон
розподiлу багатства мiж iндивiдуумами (Парето 1896); у демографiї
– розподiл мiст за їх розмiром (Ауербах 1913); у бiологiї – розпо-
дiл розмiрiв родiв за кiлькiстю видiв, що в них входять (Вiллiс, Юл
1922); у наукометрiї – розподiл кiлькостi статей, написаних окреми-
ми вченими (Лотка 1926), наукових журналiв за кiлькiстю статей
(Бредфорд 1934), цитувань (Прайс 1965). Список можна продовжи-
ти. В той час коли появу розподiлу Гауса чи Больцмана у бiльшостi
випадкiв можна пояснити центральною граничною теоремою, при-
чину появи степеневої статистики вловити непросто. Те, що розподi-
ли з товстими хвостами спостерiгаються для широкого класу явищ,
свiдчить на користь припущення про достатньо загальнi причини їх
появи. З iншого боку, сам факт, що рiзнi явища описуються одна-
ковими степеневими законами, не означає, що природа цих законiв
однакова.

На сьогоднi причини появи степеневих законiв об’єднано у декiль-
ка груп, подiбно до класiв унiверсальностi в теорiї фазових переходiв.
До них вiдносяться, зокрема, критичнi явища, процеси iз перевагою,
самоорганiзована критичнiсть, мультиплiкативнi процеси з в’язями,
оптимiзацiя та залежнi вiд шляху неергодичнi процеси, фазовий про-
стiр яких зменшується iз еволюцiєю. Критичнi явища є типовим
прикладом появи степеневих законiв у фiзицi конденсованої речови-
ни [9,10]. При наближеннi до критичної точки унiверсальнi степеневi
закони визначають як розбiжнiсть деяких термодинамiчних величин
(таких як стисливiсть плинiв чи сприйнятливiсть магнетикiв), так i
їх структурнi (асимптотика парної кореляцiйної функцiї) чи стати-
стичнi (розподiл за розмiром скорельованих кластерiв) властивостi.
У таких явищах причиною виникнення степеневих законiв є зроста-
ння флуктуацiй та їх кореляцiя поблизу критичної точки. Механiзм
процесiв з перевагою, якi часом ще називають явищем rich get richer,
був запропонований Юлем i, пiзнiше, Саймоном. Якщо результат
процесу здiйснюється пропорцiйно до кiлькостi реалiзацiй в мину-
лому, частота результатiв пiдлягає степеневому розподiлу. Окремим
класом є самоорганiзована критичнiсть, тут степеневi закони спри-
чиненi нелiнiйними взаємодiями мiж складовими [11]. Система сама
спрямовується до критичної точки i не потрiбне тонке налаштування
параметрiв, як це має мiсце у звичайних критичних явищах. Муль-

типлiкативнi процеси (добутки послiдовностей випадкових чисел)
приводять до лог-нормальних розподiлiв. Якщо ж на такi процеси
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накладаються певнi простi в’язi, то розподiл стає степеневим. До
степеневих законiв призводить також запропонований Бенуа Ман-
дельбротом сценарiй оптимiзацiї, що базується на аргументах те-
орiї iнформацiї [12]. В цьому сценарiї степеневi закони виникають
як результат оптимiзацiї затрат на передачу iнформацiї. Недавно
стало зрозумiло, що залежнi вiд попередньої iсторiї процеси, якi ста-
ють обмеженими в результатi свого розвитку (sample-space reducing

processes), також приводять до степеневих законiв [13]. Завданням
дослiдника залишається з’ясувати, який саме iз перелiчених вище
процесiв домiнує для конкретної складної системи. Дуже часто ре-
зультуюча степенева поведiнка може бути спричинена комбiнацiєю
таких механiзмiв.

1.4. Складнi мережi

Надзвичайно продуктивним для опису складних систем виявило-
ся застосування концепцiї складних мереж [14]. Бiльше того, нау-
ка про складнi мережi настiльки тiсно переплелась iз наукою про
складнi системи, що часом тяжко вiдзначити межу, де закiнчується
одна i починається iнша.1 Мережа (чи граф) є впорядкованою парою
G = (V,E), де V – це множина вершин (часом їх називають вузла-
ми), а E – це множина ребер (зв’язкiв). Теорiя графiв є роздiлом
дискретної математики, що бере свiй початок ще з XVIII столiття.
Уже iз самого означення випливає перспективнiть i природнiсть за-
стосування формалiзму мереж для опису складних систем взаємодi-
ючих агентiв, ставлячи у вiдповiднiсть кожному iз агентiв вершину,
а кожнiй iз взаємодiй – ребро. Лише нещодавно фiзики почали ана-
лiзувати мережi теоретично та емпiрично, першi статтi датуються
кiнцем 1990-их рокiв. Мета дослiджень змiнилася вiд аналiзу неве-
ликих графiв та властивостей окремих вершин та ребер до розгляду
статистичних властивостей цих графiв (мереж). Iз змiною мети змi-
нилися i методи аналiзу. Народження “науки про мережi” вiдбулося
внаслiдок розвитку комп’ютерних технологiй: www надає порiвня-
но легкий доступ до баз даних з iнформацiєю про рiзноманiтнi ме-
режi i в той же час потужнiсть комп’ютерiв дозволяє детально їх
аналiзувати (що було би просто неможливо в iншому випадку, вра-
ховуючи розмiри дослiджуваних мереж). На сьогоднi в мережевому
формалiзмi прийнято описувати взаємодiї, що змiнюються з часом,
стохастичнi взаємодiї, взаємодiї, що виникають на декiлькох рiвнях

1Ситуацiя подiбна до розмежування математики i теоретичної фiзики: перша
слугує мовою, а друга за її допомогою описує явища.
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i не вбудованi в евклiдовий простiр. Якщо додати можливiсть зада-
вати рiзнi стани для кожного агента-вузла, то стає зрозумiлим успiх
використання складних мереж як своєрiдної lingua franca сучасної
науки про складнi системи. Про деякi результати таких дослiджень
ми розповiмо у наступних пiдроздiлах.

1.5. Дослiдження складних систем в IФКС НАНУ

До цих пiр мова йшла про загальнi властивостi складних систем,
зараз ми плануємо зосередитися на тих напрямках, у яких проводя-
ться дослiдження в IФКС НАН України, а саме: статична i динамi-
чна критична поведiнка невпорядкованих магнетикiв; конформацiй-
нi властивостi полiмерних макромолекул; кiлькiснi пiдходи в суспiль-
них науках; складнi мережi; наукометрiя. Нашi методи дослiдження
включають аналiтичнi пiдходи (теоретико-польова ренормалiзацiйна
група, функцiональне iнтегрування, пересумовування розбiжних ря-
дiв, феноменологiчний термодинамiчний пiдхiд), комп’ютернi симу-
ляцiї, емпiричний аналiз даних. Тяжка i марна справа перелiчувати
рiзнi фiзичнi об’єкти, чи навiть класи об’єктiв, в яких спостерiгається
характерна для складних систем поведiнка. В наступних пiдроздiлах
ми приведемо лише два приклади, що стосуються зовсiм рiзних за
своєю природою об’єктiв – фрустрованих i структурно невпорядкова-
них магнетикiв i полiмерних макромолекул. Складна кооперативна
поведiнка керується в них рiзними параметрами – температурою та
хiмiчним потенцiалом, однак, як буде видно iз приведених резуль-
татiв, у їхнiй поведiнцi виразно простежується цiла низка спiльних
рис.

1.5.1. Структурно-невпорядкованi магнетики

Класичним прикладом складної системи, що описується методами
статистичної фiзики, є спiнове скло – структурно невпорядкований
магнетик iз фрустрованими взаємодiями. Спiнове скло характерне
багатьма метастабiльними станами, що, в свою чергу, призводить до
присутностi в системi багатьох часових масштабiв [15]. Складнiсть
опису спiнового скла привела, зокрема, до розгляду часткових ви-
падкiв, що описуються регулярними (структурно-впорядкованими)
фрустрованими моделями чи структурно невпорядкованими моде-
лями, але без фрустрацiй. В той час як кiлькiсний аналiз колектив-
ної поведiнки при фазовому переходi в магнетовпорядкований стан
в iдеалiзованих базових моделях (таких, як наприклад, модель Iзi-
нґа), на сьогоднi здiйснений з високою точнiстю i, фактично, складає
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головний змiст сучасної теорiї фазових переходiв [9,16], опис крити-
чностi за присутностi таких реалiстичних умов як структурний без-
лад [17–20], анiзотропiя [21], фрустрацiї [22], чи ефекти скiнченого
об’єму [23] є актуальною, важкою i цiкавою задачею. Така задача
актуальна, бо реальнi об’єкти, в яких вiдбувається магнiтний фа-
зовий перехiд, часто характеризуються структурним безладом замi-
щення (твердi розчини антиферомагнетикiв та їх немагнiтних iзо-
морфiв), локальною випадковою анiзотропiєю (аморфнi сплави рiд-
кiсноземельних з перехiдними металами), фрустрацiями (шаруватi
трикутнi антиферомагнетики, гелiмагнетики). Така задача важка,
бо поряд iз звичайними труднощами, що виникають при описi крити-
чностi, доводиться долати труднощi теорiї невпорядкованих систем.
А цiкавiсть i перспективнiсть такої задачi полягає i в тому, що зав-
дяки унiверсальностi критичної поведiнки, описанi ефекти можуть
спостерiгатися не лише в магнiтних системах i не лише в об’єктах
фiзики конденсованої речовини. Деякi з наших результатiв, отрима-
них при аналiзi ефективної та асимптотичної колективної поведiнки
невпорядкованих та фрустрованих магнетикiв, приведенi нижче у
роздiлах 2, 3 i 4.

1.5.2. Складнi полiмернi макромолекули

Концепцiя скейлiнґу i виникнення степеневих законiв в околi фазово-
го переходу другого роду знайшла свiй дальший розвиток i численнi
застосування у фiзицi м’якої речовини. Ще в роботах Нобелiвського
лауреата та закордонного дiйсного члена НАН України П’єра-Жiля
де Жена вказано на глибокий зв’язок мiж фiзикою критичних явищ
i фiзикою макромолекул [24]. Зокрема, поняття складностi фiгурує
у формулюваннi Нобелiвського комiтету: премiя 1991 року була при-
суджена П.-Ж. де Жену за “...discovering that methods developed
for studying order phenomena in simple systems can be generalized
to more complex forms of matter, in particular to liquid crystals and
polymers...” [25]2. Добре вiдомо, що конформацiйнi властивостi дов-
гих полiмерних ланцюгiв в доброму розчиннику пiдлягають степе-
невим законам – законам скейлiнґу. На вiдмiну вiд температурної
чи польової залежностi термодинамiчних величин в околi точки фа-
зового переходу, для гнучких полiмерних ланцюгiв степеневi закони
виникають в границi N → ∞, де N – кiлькiсть мономерiв, що утво-
рюють полiмерний ланцюг. Так, середнiй характерний розмiр R i

2Курсив – наш.
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кiлькiсть конфiгурацiй Z полiмерного клубка зростають з N як

R ∼ Nν , Z ∼ zNNγ−1 . (1.1)

Тут z – неунiверсальна стала (фугативнiсть), а ν, γ – приклади полi-
мерних критичних показникiв. Подiбно як в теорiї критичних явищ,
для гнучкого полiмеру цi показники унiверсальнi – незалежнi вiд
особливостей хiмiчного складу макромолекули i залежать лише вiд
вимiрностi простору. Пошук форми законiв (1.1) привiв не лише до
створення сучасної теоретичної фiзики i хiмiї полiмерiв, але i дозво-
лив встановити глибокий зв’язок, що iснує мiж фiзикою критичних
явищ i фiзикою макромолекул. Зокрема, скейлiнґовi властивостi по-
лiмерних ланцюгiв належать до того ж класу унiверсальностi, що i
властивостi ґраткових блукань iз самоуниканням (self avoiding walks,
SAW). А останнi, в свою чергу, описуються m-векторною моделлю
в границi m → 0. Таку границю прийнято називати границею де
Жена.

Як виявилося, зокрема, i в результатi наших дослiджень, унiвер-
сальним степеневим законам пiдлягають i iншi спостережуванi, що
описують конформацiйнi властивостi полiмерних ланцюгiв та iнших
макромолекулярних утворень, складних як за топологiєю (полiмернi
сiтки та зiрки), так i за хiмiчним складом (кополiмери та кополiмер-
нi сiтки) [26, 27]. Бiльше того, унiверсальною виявляється i форма
таких утворень [28]. Деякi нашi результати у цiй дiлянцi, а також
результати дослiдження конформацiйних властивостей полiмерiв у
пористому середовищi [29–31] приведенi у роздiлах 5–8.

1.5.3. Соцiофiзика

Приведенi в двох попереднiх пiдроздiлах приклади складних систем
стосувалися фiзики конденсованої речовини. В кiлькох подальших
прикладах мова йтиме про “фiзику поза фiзикою” – застосування
концепцiй i методiв статистичної фiзики i науки про складнi мере-
жi для дослiдження систем взаємодiючих агентiв нефiзичної приро-
ди. Можна вибирати рiзнi початки вiдлiку застосування концепцiй
природничих наук для опису явищ, що вiдбуваються в суспiльствi.
Сам термiн соцiофiзика зустрiчається в назвi книжки бельгiйсько-
го астронома, математика i соцiолога Адольфа Кетлє (1835): Sur

l’hommee et le developpement de ses facultés, essai d’une physique soci-

ale (англiйський переклад див. в [32]). В цiй роботi Кетлє простежує
низку аналогiй мiж фiзикою та астрономiєю, з одного боку, та су-
спiльним життям, з iншого; пояснює важливiсть нормального розпо-
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дiлу для опису суспiльних явищ; запроваджує концепцiю “середньої
людини” з iндивiдуальними випадковими флуктуацiями.

Однак, сучасне розумiння задач соцiофiзики сформувалося на-
багато пiзнiше, а певною мiрою формується i тепер [33]. I пов’язане
воно, в першу чергу, iз кiлькiсним аналiзом того кола явищ в суспiль-
ствi, де прослiдковуються прямi аналогiї iз поведiнкою складних
багаточастинкових систем. Завданням соцiофiзики є моделювання
методами статистичної фiзики таких великомасштабних соцiальних
явищ як формування точки зору (opinion formation), розповсюджен-
ня культур, походження i еволюцiя мови, поведiнка юрби, динамiка
популяцiй, поширення епiдемiй, тощо. У цих та подiбних задачах
робляться спроби вивчати колективну поведiнку, що виникає iз вза-
ємодiй мiж iндивiдуумами як елементарними одиницями соцiальних
структур. I знову, скейлiнґ i унiверсальнiсть виявляються централь-
ними рисами цiєї поведiнки. Деякi iз результатiв, отриманих нами у
цьому напрямку приведенi у роздiлах 11 та 12.

1.5.4. Складнi мережi

Про складнi мережi ми вже згадували у пiдроздiлi 1.4. Фактично,
наука про складнi мережi виникла як певний концептуальний апа-
рат, що дозволяє не лише якiсно окреслити i вiзуалiзувати процеси
у складних системах. Застосування науки про мережi уможливлює
кiлькiсний аналiз, зокрема дозволяє знаходити спiльнi риси у по-
ведiнцi складних систем рiзної природи. Так, дослiджуючи мережi
громадського транспорту, ми запропонували низку графiчних пред-
ставлень для їх опису, з’ясували стiйкiсть цих мереж до випадкових
збоїв та спрямованих атак, застосували пiдходи статистичної фiзи-
ки для моделювання таких мереж [34–36]. Ми були першими, хто
застосував концепцiї науки про складнi мережi до аналiзу україн-
ської мови [37]. Вузлами у такiй мережi виступають зазвичай слова,
а залежно вiд iнтерпретацiї зв’язку отримуються рiзнi зображення
мережi. Проведений нами аналiз дозволив отримати кiлькiснi хара-
ктеристики мережi української мови, а отриманi емпiричнi резуль-
тати є корисними при теоретичному описi еволюцiї мови.

Згадаємо ще про два проекти аналiзу складних мереж, у яких
ми беремо участь. Спiльно iз науковцями унiверситетiв Ковентрi i
Оксфорду ми працюємо над виконанням проекту, у якому кiлькi-
снi методи теорiї складних систем, зокрема теорiї складних мереж,
були застосованi до таких визначних європейських епiчних нарати-
вiв, як пам’ятки стародавнього англосаксонського героїчного епосу
Беовульф, античної грецької епiчної поеми Iлiада, iрландських та
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iсландських саг, героїчного епосу схiдних слов’ян – билин [38–40].
Особливiстю нашого дослiдження є ще й те, що ми аналiзуємо со-
цiальнi зв’язки мiж героями епiчного наративу. Аналiз наративу як
твору людського духу є традицiйно прерогативою гуманiтарних на-
ук, в той час як аналiз соцiальних структур є, зрозумiло, предметом
наук соцiальних. Застосування кiлькiсних методiв i концепцiй при-
родничих наук для такого аналiзу є, на наш погляд, характерною
рисою сьогодення. В проектi, який ми виконуємо спiльно iз наковця-
ми Вiденського медичного унiверситету та Массачусетського техно-
логiчного iнституту, вивчаються мережевi структури та активнiсть
користувачiв у онлайн грi класу MMOG (Massive multiplayer online
game) пiд назвою PARDUS [41]. В нашi днi такi iгри стали однiєю з
наймасовiших колективних форм людської дiяльностi, у них беруть
участь сотнi мiльйонiв людей. Аналiз же дiяльностi грацiв у таких
iграх дозволяє здiйснювати кiлькiсний опис соцiальної активностi
iз точнiстю, порiвняльною з точнiстю експериментiв у природничих
науках. Деякi iз отриманих нами результатiв приведенi у роздiлах
9–12.

1.5.5. Наукометрiя

Кiлькiсний аналiз вже впродовж довшого часу активно використо-
вується i для вивчення такої особливої соцiальної системи або спе-
цифiчного вимiру людської активностi, як наука. В рамках науко-
знавства, яке називають наукою про науку, розвинувся особливий
напрям, що зосередив у собi кiлькiснi аспекти дослiджень – нау-
кометрiя. Нинi це вельми потужна дисциплiна, що має свiй поня-
тiйний апарат, використовує широкий спектр методiв для аналiзу
великих масивiв рiзного роду даних. Статистичний аналiз застосо-
вується для пошуку кореляцiй та опису бiблiографiчних даних та
даних про науковi цитування; методи складних мереж забезпечують
ефективний спосiб вiзуалiзацiї iнформацiї та її аналiзу з метою пошу-
ку закономiрностей, типових структур та характерних властивостей
системи як цiлого; алгоритми аналiзу часових послiдовностей дають
змогу проаналiзувати динамiку процесiв, що вiдбуваються всерединi
системи науки; пiдходи структурної лiнгвiстики допомагають здiй-
снювати так званий контент-аналiз наукових текстiв. Цим перелiком
не вичерпується багатий iнструментарiй високо мiждисциплiнарно-
го наукометричного напрямку. Епоха так званих Big Data (“великих
даних”) вiдкриває новi перспективи: вже iснує чимало результатiв
аналiзу “цифрових слiдiв” у мережi Iнтернет – коментарi у науко-
вих соцмережах, дописи у професiйних блогах, збереженi закладки
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та вподобання статей, показники завантажуваностi файлiв та вiдвi-
дуваностi сторiнок – такого роду данi дають змогу характеризувати
вчених та їх роботи у iншому вимiрi. Очевидно, що науку потрiбно
розглядати як систему складну та адаптивну, iз механiзмами само-
органiзацiї та несподiваними колективними ефектами. Таким чином,
статистична фiзика, з її понятiйним апаратом та досвiдом моделю-
вання i вивчення великих багаточастинкових систем у довгочасових
границях, ефективно починає застосовуватись i для наукометричних
задач. Деякi iз них розв’язувалися вченими нашого iнституту: мо-
делювання та аналiз динамiки процесу редакцiйного опрацювання
статей, надiсланих до наукового журналу [42]; вивчення кореляцiй
мiж експертними оцiнками наукових колективiв та окремими iнди-
каторами впливу на основi цитованостi їх публiкацiй [43–45]; дослi-
дження еволюцiї наукової тематики як вiдгуку на суспiльну вагому
подiю [46]. Ще одна iз задач коротко описана у роздiлi 12.

2. Ефективна i асимптотична критична поведiнка

тривимiрних невпорядкованих магнетикiв

У той час як у самiй критичнiй точцi Tc кореляцiйна довжина безме-
жна i низка термодинамiчних i структурних властивостей системи
описується унiверсальними степеневими законами, поблизу Tc коре-
ляцiйна довжина хоч i суттєво перевищує мiжатомну вiдстань, але
залишається все ж скiнченною. Врахування цього факту дозволи-
ло нам створити теорiю ефективної критичної поведiнки як один
iз роздiлiв статистичної фiзики критичних явищ у складних систе-
мах. Для кращого врахування умов експерименту, теорiю узагаль-
нено на опис систем iз структурними неоднорiдностями, анiзотропi-
єю та фрустрацiями. Застосовуючи метод теоретико-польової ренор-
малiзацiйної групи (РГ), ми одними з перших провели детальний
опис унiверсальних властивостей фазового переходу у магнетовпо-
рядкований стан для низки базових моделей структурно-невпоряд-
кованих магнетикiв, отримавши аналiтичнi вирази для асимптоти-
чних критичних показникiв у високих порядках теорiї збурень та,
за допомогою технiки пересумовування рядiв теорiї збурень, оцiнив-
ши їх значення для тривимiрних систем [17, 47]. А оскiльки саме
ефективна критична поведiнка реально спостерiгається на експери-
ментi та в числових симуляцiях, то її теоретичний аналiз був своєча-
сним i знайшов широке застосування при дослiдженнi структурно-
невпорядкованих магнетикiв. Цi теоретичнi дослiдження стимулю-
вали проведення нових експериментiв i слугували їх поясненню.
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Рис. 1. Експериментальне вимiрювання ефективного критичного по-
казника iзотермiчної магнiтної сприйнятливостi γeff аморфних спла-
вiв FeMnZr як функцiї приведеної температури η = (T−Tc)/Tc (лiвий
графiк), виконане за нашим теоретичним передбаченням i пояснен-
ням спостережуваного ефекту (правий графiк, граничне значення
РГ параметру ℓ → 0 вiдповiдає T → Tc). Рисунок взятий з робо-
ти [48].

Так, структурний безлад у виглядi точкових немагнiтних дефе-
ктiв описується моделлю m-векторного розведеного магнетика з га-
мiльтонiаном:

H = −
∑

<i,j>

SiSjcicj , (2.1)

де m-компонентнi вектори Si, Sj , локалiзованi на вузлах i, j d-вимiр-
ної гратки, а ci = 1, якщо вузол i зайнятий спiном, i ci = 0, якщо нi.
Ситуацiя, коли магнiтнi i немагнiтнi вузли зафiксованi в певнiй кон-
фiгурацiї (так званий заморожений безлад, quenched disorder) реалi-
зується, наприклад, при швидкiй змiнi температури розплаву, коли
час релаксацiї системи до рiвноважного стану набагато бiльший вiд
типового часу спостереження. Виявляється, що навiть при слабкому
розведеннi немагнiтною компонентою, коли концентрацiя магнiтних
вузлiв c ≃ 1, а кореляцiї в розподiлi зайнятих i вiльних вузлiв вiдсу-
тнi, в системi спостерiгається складна критична поведiнка.

Нашi передбачення ефективної критичної поведiнки розведеного
гайзенбергiвського (d = m = 3) та одновiсного (d = 3, m = 1) ма-
гнетика зображенi на Рис. 1 та Рис. 2a, вiдповiдно. При наближеннi
до критичної точки (ℓ(T → Tc) → 0) можуть спостерiгатися рiзнi
сценарiї ефективної критичної поведiнки, що супроводжує фазовий
перехiд другого роду в магнетовпорядкований стан.
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Рис. 2. Теоретичнi обчислення змiни значення ефективного крити-
чного показника iзотермiчної магнiтної сприйнятливостi γeff при на-
ближеннi до Tc. Рiзнi кривi вiдповiдають рiзним можливим сцена-
рiям ефективної критичної поведiнки. a): тривимiрна розведена мо-
дель Iзiнґа (р-ня (2.1) при d = 3, m = 1) [17]. Спостерiгається крити-
чна поведiнка, що вiдповiдає класам унiверсальностi ґаусової моделi
(G), чистої (P) та розведеної (R) моделi Iзiнґа. b): тривимiрна мо-
дель з вiссю анiзотропiї, випадково розподiленою вздовж ребер m-
вимiрного гiперкуба (р-ня (2.2) при d = 3, m = 2) [21]. Рiзнi плато
вiдповiдають рiзним класам унiверсальностi.

Як свiдчать результати експериментiв i комп’ютерного моделю-
вання, навiть слабка одноiонна випадкова анiзотропiя може привести
до кардинальних змiн у критичнiй поведiнцi аморфних магнетикiв.
Для пояснення цього явища ми дослiдили модель з випадковою анi-
зотропiєю [21]:

H = −
∑

<i,j>

SiSj −
∑

i

D
(

Six̂i

)2

. (2.2)

Структурний безлад описується в (2.2) другим доданком, де x̂i –
випадково спрямований заморожений одиничний вектор, а D > 0
– стала анiзотропiї. Цей доданок робить спрямування локального
магнiтного моменту вздовж осi випадкової анiзотропiї енергетично
вигiдним. Як пiдтверджено в наших роботах, в тривимiрнiй моделi
феромагнетизм вiдсутнiй при iзотропно розподiленiй локальнiй осi
анiзотропiї, а для анiзотропного розподiлу фазовий перехiд може за-
лишатися фазовим переходом другого роду, проте клас унiверсаль-
ностi змiнюється (див. Рис. 2b i огляд [21]).
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3. Граничнi вимiрностi у системах зi складною

структурою

Змiна вимiрностi параметра порядку у системах зi складними вну-
трiшнiми симетрiями може привести до змiни класу унiверсальностi
або роду фазового переходу. Значення вимiрностi параметру поряд-
ку, при яких вiдбувається така змiна, називають граничними (margi-
nal). Як i критичнi показники та вiдношення критичних амплiтуд,
граничнi вимiрностi є унiверсальними величинами, i з’ясування їх
точного значення допомагає отримати вiдповiдь на питання про мо-
жливий тип критичної поведiнки у дослiджуваних системах.

У методi ренормалiзацiйної групи гранична вимiрнiсть визнача-
ється як вимiрнiсть, при якiй вiдбувається змiна стiйкостi нерухо-
мої точки перетворення РГ. Найточнiшi на сьогоднi значення гра-
ничних вимiрностей багатьох базових моделей критичної поведiнки
(так само як i значення критичних показникiв) отриманi саме таким
методом. Зокрема, в наших роботах з високою точнiстю визначено
граничнi вимiрностi O(m)-симетричних магнетикiв з кубiчною анi-
зотропiєю, iз слабким структурним безладом (2.1), систем iз зв’яза-
ними параметрами порядку та неколiнеарним впорядкуванням. Для
забезпечення високої точностi при отриманнi виразiв для граничних
вимiрностей проводиться перенормування у високих порядках теорiї
збурень. Класифiкацiя теорiї збурень вiдбувається за кiлькiстю iн-
тегрувань за хвильовим вектором, у дiаграмному зображеннi цьому
вiдповiдає кiлькiсть петель у фейманiвських дiаграмах. Так, у наших
розрахунках використовувались ряди у рекордному на сьогоднi ше-
стипетлевому наближеннi. Для прикладу, приведемо вираз для гра-
ничної вимiрностi моделi тривимiрного (d = 3) O(m)-симетричного
магнетика з кубiчною анiзотропiєю [49]:

mc=4−4/3τ+0.290420τ2−0.189677τ3+0.199510τ4−0.224652τ5. (3.1)

У цьому випадку гранична вимiрнiсть mc роздiляє два режими: при
m < mc система “не вiдчуває” анiзотропiї, це явище вiдоме ще пiд
назвою iзотропiзацiї критичних флуктуацiй. Однак при m > mc анi-
зотропiя призводить до змiни роду фазового переходу. Ряд (3.1) –
це асимптотичний розклад при d = 3 за псевдо-ǫ параметром τ . Такi
ряди мають нульовий радiус збiжностi. Для їх оцiнки слiд не лише
покласти τ = 1, але i застосувати спосiб, що б дозволив отримати
надiйнi збiжнi числовi значення на пiдставi розбiжного ряду. Розро-
блення i вдосконалення таких способiв пересумовування асимптоти-
чних рядiв становить важливу частину iнструментарiю теоретико-
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польової РГ i було також одним iз наших завдань [50]. Так, застосу-
вання методу пересумовування Паде-Бореля до ряду (3.1) дозволило
нам зробити оцiнку mc = 2.862±0.005. Зокрема така оцiнка означає,
що фазовий перехiд у феромагнiтних кристалах iз трьома легкими
осями (m = 3) вiдбувається за сценарiєм переходу першого роду.

Значення граничних вимiрностей важливi також для з’ясування
можливої критичної поведiнки складнiших моделей. Зокрема, вели-
чина (3.1) i подiбнi оцiнки входять до умов стiйкостi рiзних типiв
мультикритичної поведiнки систем з двома зв’язаними параметра-
ми порядку з симетрiєю O(m) ⊕ O(n). Так, до систем з симетрiєю
O(2)⊕O(1) належать анiзотропнi антиферомагнетики у зовнiшньому
полi прикладеному взовж осi анiзотропiї. Тут параметрами порядку
є компоненти магнiтних моментiв пiдґраток вздовж поля та вiдповiд-
нi компоненти магнiтних пiдґраток у перпендикулярних напрямках.
Типовi фазовi дiаграми таких магнетикiв показанi на Рис. 3. Зокре-
ма, може спостерiгатись бiкритична точка, у якiй зустрiчаються двi
лiнiї фазових переходiв другого роду з лiнiєю фазових переходiв пер-
шого роду (Рис. 3a), роздiляючи три можливi фази. Iншiй сценарiй
також можливий, коли мультикритична точка є тетракритичною,
тобто зустрiчаються чотири лiнiї фазових преходiв другого роду, що
роздiляють чотири фази (Рис. 3b).
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Рис. 3. Типовi фазовi дiаграми анiзотропних антиферомагнетикiв у
однорiдному паралельному зовнiшньому магнiтному полi: a): бiкри-
тична точка, b): тетракритична точка. Тип фазової дiаграми одно-
значно диктується значеннями граничних вимiрностей O(m)⊕O(n)-
симетричної моделi.

Проведений нами аналiз стiйкостi рiзних типiв мультикритичної
поведiнки показав, що тривимiрнi O(1) ⊕ O(2) системи повиннi ха-
рактеризуватись тетракритичною точкою [51, 52], однак, вони зна-
ходяться дуже близько до границi стiйкостi такої мультикритичної
поведiнки. Це означає, що критична область, де спостерiгається те-
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тракритична поведiнка, є дуже вузькою, а тому слабо досяжною в
експериментах. Тому результати експериментальних i чисельних до-
слiджень бiльше пiдтверджують першу дiаграму.

Iншою задачею, де аналiз граничних вимiрностей допомагає отри-
мати вiдповiдь про рiд фазового переходу, є фрустрованi магнети-
ки iз неколiнеарним впорядкуванням [53]. Класичними прикладами
можуть служити шаруватi антифероманетики на трикутнiй ґратцi
(такi як CsMnBr3, CsCuCl3, CsNiCl3) та гелiмагнетики Ho, Dy, Tb.
Численнi експериментальнi дослiдження i комп’ютернi симуляцiї не
давали однозначної вiдповiдi про рiд фазового преходу у таких систе-
мах. Для теоретичного обґрунтування природи такого переходу ми
провели дослiдження значення вимiрностimc, нижче якої у фрустро-
ваних магнетиках неможливий фазовий перехiд другого роду. Вико-
ристовуючи ряди у шостому порядку перенормованої теорiї збурень,
ми отримали [54] mc ≃ 6.23, що свiдчить про вiдсутнiсть фазового
переходу другого роду для реальних систем, у яких m = 2, 3. Цей ре-
зультат ми пiдтвердили при аналiзi методами непертурбативної РГ,
яка не використовує теорiю збурень [22].

4. Вплив структурного безладу на фазовi переходи

у двовимiрних магнетиках

Зростання iнтересу до теоретичного аналiзу двовимiрних систем
спричинене прогресом у експериментальних методах створення i до-
слiдження низьковимiрних матерiалiв, зокрема ультратонких плiвок
та двовимiрних кристалiв [55]. Важливо також зауважити, що деякi
двовимiрнi моделi дозволяють знайти точний розв’язок [56].

Розгляд питання про вплив структурного безладу на фазовi пере-
ходи у низьковимiрних системах є дуже важливим, оскiльки навiть
виготовлений у лабораторних умовах матерiал може мiстити дефе-
кти та домiшки, що вже казати про природнi вiдповiдники. Нижче
ми зупинимося на двох явищах, спричинених присутнiстю немагнi-
тних домiшок у двовимiрних (d = 2) магнетиках. Для означеностi
оберiмо систему з гамiльтонiаном (2.1) i вважатимемо, що домiшок
небагато (концентрацiя “магнiтної” компоненти c ≃ 1) i час їх рела-
ксацiї до рiвноважного положення суттєво бiльший вiд характерних
часiв релаксацiї спiнової пiдсистеми – так званий “заморожений” без-
лад.

Наш перший результат стосується моделi Iзiнґа. Вiдомо, що не-
скорельованi замороженi немагнiтнi домiшки не змiнюють роду фа-
зового переходу у цiй моделi, бiльше того, провiдна асимптотика
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термодинамiчних i структурних функцiй залишається такою ж, як
i у моделi Iзiнґа без домiшок [57]. Однак, як вплинуть на магнi-
тне впорядкування можливi кореляцiї у розподiлi немагнiтних до-
мiшок? Для з’ясування цього питання ми дослiдили ефекти, спри-
чиненi структурними неоднорiдностями, скорельованими на великих
вiдстанях r згiдно зi степеневим законом

g(r) ∼ r−a , (4.1)

iз кореляцiйним параметром a [58]. Безлад, для якого загасання пар-
ної кореляцiйної функцiї домiшка-домiшка (4.1) характеризується
параметром a < d, називається далекосяжно скорельованим (long-
range correlated). Цiлi значення параметра a дають змогу описати
присутнiсть протяжних дефектiв у виглядi лiнiй (a = d− 1) чи пло-
щин (a = d−2), випадково розкиданих в просторi, в той час як нецiлi
значення кореляцiйного параметра вiдповiдають дефектам у виглядi
складних кластерiв фрактальної вимiрностi df = d−a. При значеннi
кореляцiйного параметру, що перевищує вимiрнiсть простору d, вiд-
творюється випадок точкових нескорельованим дефектiв. Для роз-
гляду впливу такого далекосяжно-скорельованого безладу на кри-
тичну поведiнку двовимiрної моделi Iзiнґа ми використали фермiон-
не представлення цiєї моделi та застосували формалiзм теоретико-
польової РГ [59]. Цей формалiзм дає змогу отримати точнi резуль-
тати для критичних показникiв фазового переходу у магнетовпо-
рядкований стан у випадку нескорельованих немагнiтних домiшок:
вiдомо, що провiдна асимптотика залишається незмiнною, i стуктур-
ний безлад спричиняє лише появу логарифмiчних поправок [57]. Як
показано в нашiй роботi, далекосяжнi кореляцiї немагнiтних домi-
шок приводять до змiни критичних показникiв магнiтного фазово-
го переходу у моделi Iзiнґа при d = 2 i 0.995 < a < 2. Зокрема,
отриманий нами результат для критичного показника кореляцiйної
довжини ν = 2/a+ O((2 − a)3) узгоджується iз попереднiми припу-
щеннями, отриманими в другому порядку подвiйного (4−d), (4−a)-
розкладiв [58,60]. Цей факт, а також наша оцiнка для показника за-
гасання парної кореляцiйної функцiї 1/4− (2−a)/8 ≤ η ≤ 1

4 свiдчать
про змiну класу унiверсальностi магнiтного фазового переходу.

На вiдмiну вiд моделi Iзiнґа, яка володiє дискретною Z2 симетрi-
єю, фазовий перехiд iз виникненням параметра порядку (спонтанної
намагнiченостi M) неможливий у двовимiрнiй системi iз неперерв-
ною симетрiєю. Однак у двовимiрному свiтi вiдбувається цiла низка
дивовижних явищ, одне iз них – так зване квазi-далекосяжне впо-
рядкування, у яке переходить двовимiрна система з неперервною си-
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Рис. 4. Характеристики квазi-далекосяжного впорядкування у дво-
вимiрнiй XY моделi. a): Змiна показника парної кореляцiйної фун-
кцiї зi зростанням концентрацiї магнiтної компоненти c [20]. b): Зна-
чення x i y компонент намагнiченостi для кожного кроку MC для
ґратки розмiром 16×16 при концентрацї спiнiв c = 0.70 i температу-
рi kBT/J = 0.1 [23]. Зовнiшнє кiльце вiдповiдає нерозведенiй системi,
c = 1.0.

метрiєю O(2) при топологiчному фазовому переходi описаному Бере-
зинським та Костерлiцом i Таулесом. За опис цього явища, що вiд-
бувається в двовимiрних твердих тiлах, магнетиках, Бозе-плинах,
рiдких кристалах, останнi два автори отримали Нобелiвську пре-
мiю у 2016 роцi. Квазi-далекосяжне впорядкування характеризує-
ться вiдсутнiстю параметра порядку, M = 0, однак степеневим зага-
санням парної кореляцiйної функцiї: G2(R) ∼ R−η. Як ще один при-
клад впливу структурного безладу на фазовий перехiд приведемо на-
шi результати дослiдження двовимiрної структурно-невпорядкованої
(розведеної) XY моделi з гамiльтонiаном (2.1) при m = 2. Зокрема, в
результатi наших дослiджень виявилось, що показник ηdil залежить
вiд концентрацiї домiшок c i збiльшується у порiвнянi з показником
ηpure нерозведеної системи [20]:

ηdil = ηpure
(

1

c2
+ 0.73

1 − c

c3
− 0.27

(1 − 3c+ 2c2)

c4

)

. (4.2)

Для порiвняння розрахункiв у рiзних порядках теорiї збурень iз ре-
зультатами MC моделювання див. на Рис. 4a. Результат (4.2) спра-
ведливий не лише у термодинамiчнiй границi, а i для скiнченних,
але достатньо великих систем [23]. Середнє значення намагнiченостi
скiнченої системи вiдмiнне вiд нуля (див. Рис. 4b) i спадає з кiлькi-

стю спiнiв N як M ≈ cN−ηdil/4.
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5. Концепцiя скейлiнґу у фiзицi полiмерних мак-

ромолекул складної топологiї

Дослiдження конформацiйних властивостей полiмерних макромоле-
кул складної топологiї, утворених з’єднанням рiзної кiлькостi полi-
мерних ланцюгiв, становить важливу дiлянку сучасної фiзики i хiмiї
полiмерiв. Один iз прикладiв такої макромолекули, полiмерна зiрка,
зображений на Рис. 5. Iнтерес до теоретичного аналiзу властивостей
зiркових полiмерiв викликаний низкою причин – це i промисловi за-
стосування (наприклад, в нафтовидобуваннi чи фармацевтичнiй iн-
дустрiї), i наявнi результати експериментального дослiдження фiзи-
чних властивостей добре означених об’єктiв, монодисперсних як за
ступенем полiмеризацiї, так i за кiлькiстю гiлок. Поза тим, зiрковi
полiмери становлять унiкальний клас об’єктiв м’якої речовини, що
пов’язує дiлянки ланцюгових полiмерiв та колоїдiв (пор., наприклад,
Рис. 5a i b).

a) b)

Рис. 5. Комп’ютерне моделювання полiмерної зiрки зi ступенем полi-
меризацiї (кiлькiстю мономерiв у ланцюзi) N = 50 i функцiональнi-
стю (кiлькiстю ланцюгiв) f = 10 a) та f = 50 b) [61]. Зi збiльшенням
f полiмерна зiрка все менше схожа на фрактал i все бiльше схожа
на тривимiрний об’єкт – колоїдну частинку.

Подiбно до того, як характерний розмiр i кiлькiсть конфiгура-
цiй полiмерного ланцюга у доброму розчиннику пiдлягають законам
скейлiнґу (1.1), кiлькiсть конфiгурацiй зiркового полiмера пов’язана
з його характерним розмiром як [62]:

Zf ∼ zNfNγf−1 ∼ Rηf−fη2 , (5.1)

тут γf , ηf – унiверсальнi критичнi показники. Однак тепер глобаль-
ними змiнними, вiд яких залежать критичнi показники, є не лише
вимiрнiсть простору d, а i функцiональнiсть зiркового полiмера f .

ICMP–17–06U 19

Кiлькiсть глобальних змiнних зростає при розглядi багатосортних
зiркових полiмерiв. Так, для зiркового кополiмера (полiмерної зiр-
ки, що складається з f1 ланцюгiв сорту 1 i f2 ланцюгiв сорту 2)
кiлькiсть конфiгурацiй змiнюється з R як [26]:

Zf1f2 ∼ Rηf1f2
−f1η20−f2η02 , (5.2)

тут критичнi показники ηf1f2 залежать вiд трьох глобальних змiнних
d, f1, f2.

Знання приведених вище законiв (1.1), (5.1), (5.2) дозволило нам
не тiльки здiйснити кiлькiсний опис низки явищ, що вiдбуваються за
участю полiмерiв, а i теоретично пояснити рiзнi ефекти, для яких ва-
жлива статистика випадкових блукань. Серед таких ефектiв – фазо-
ве розшарування сумiшi зiркових полiмерiв в пористому середовищi;
змiна властивостей керованих дифузiєю реакцiй iз пастками, якщо
пастка знаходиться на полiмерному ланцюговi або на полiмернiй зiр-
цi; виникнення мультифрактальної поведiнки у макромолекулярних
системах; змiна роду фазового переходу при розчепленнi молекули
ДНК (unzipping transition) [26, 27, 29].
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Рис. 6. Унiверсальнi характеристики скейлiнґу складних полiмерiв
та пов’язаних з цим явищ. a) Показник ηf1f2 (5.2) двовимiрної (d = 2)
полiмерної зiрки, утвореної двома наборами f1 i f2 взаємноуникних
випадкових блукань (random walks) [26]. Сходинки на “килимi” вiдпо-
вiдають рiзницi у значеннях, отриманих в рiзних теоретичних пiдхо-
дах. Значення на дiагоналi вiдповiдають показнику скейлiнґу одно-
рiдної полiмерної зiрки η2f (5.1). b) Спектральна функцiя, що кiль-
кiсно описує явище дифузiї частинок бiля адсорбера у формi зiрки
з m полiмерних ланцюгiв [27].

На Рис. 6 зображенi результати теоретичного аналiзу скейлiнґу
складних полiмерiв [26,27]. Рис. 6a зображає показник ηf1f2 (5.2) дво-
вимiрної двосортної полiмерної зiрки як функцiю кiлькостi ланцюгiв
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f1 i f2, коли окремi ланцюги ведуть себе як випадковi блукання (їм
дозволено перетинатися). У фiзицi макромолекул така ситуацiя вiд-
повiдає так званiй Θ-точцi (аналогiчнiй точцi Бойля в термодинамiцi,
коли реальний газ поводить себе як iдеальний). Однак, статистицi
випадкових блукань пiдлягають i iншi задачi, зокрема, задача про
дифузiю, коли блукання описує траєкторiю частинки. Така iнтер-
претацiя дозволила застосувати результати для показникiв ηf1f2 (i
теорiю, що дозволяє отримати цi результати) для опису явища дифу-
зiї частинок бiля полiмерного адсорбера [27]. Виявляється, що кiль-
кiснi характеристики такого явища описуються мультифрактальни-
ми спектрами [63], якi, як правило, важко пiддаються аналiтичному
опису i переважно аналiзуються числовими методами. Рис. 6b по-
казує один iз результатiв аналiтичних розрахункiв для так званої
спектральної функцiї, що кiлькiсно описує явище дифузiї частинок
бiля адсорбера у формi зiрки з m полiмерних ланцюгiв. Зауважимо,
що результати для показникiв ηf1f2 (Рис. 6a) отриманi за допомогою
методу теоретико-польової РГ. Таким чином, їх застосування для об-
числення спектральної функцiї прокладає мiсток мiж теорiєю поля
та теорiєю мультифракталiв, що само по собi є цiкавим результатом,
який може мати добрi перспективи (див. також роздiл 8).

6. Конформацiйнi властивостi полiмерiв у пористо-

му середовищi

Однiєю iз важливих проблем сучасної фiзики полiмерiв є вплив стру-
ктурних неоднорiдностей (домiшок) у середовищi на унiверсальнi
конформацiйнi властивостi молекул. Зокрема, важливим є розумi-
ння поведiнки макромолекул у колоїдних розчинах чи поблизу мi-
кропористих мембран. Приклад невпорядкованого (пористого) сере-
довища можна знайти, зокрема, при дослiдженнi конформацiйних
особливостей протеїнiв у клiтинах живих органiзмiв. Використову-
ючи данi рентгенiвської кристалографiї та крiо-електронної мiкро-
скопiї неглобулярних протеїнiв у природних (зокрема, клiтинних)
середовищах, було знайдено, що бiльшiсть макромолекул характе-
ризуються унiверсальними параметрами розмiру та форми, якi вiд-
рiзняються вiд вiдповiдних значень в iдеальних чистих розчинниках.

Флуктуацiї густини домiшок часто призводять до значних про-
сторових неоднорiдностей та утворення складних пористих структур
фрактальної природи. Вплив таких неоднорiдностей на властивостi
полiмерних макромолекул можна дослiджувати в рамках моделi да-
лекосяжно скорельованого безладу, описаного у роздiлi 4.
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Рис. 7. Роздiлення сумiшi лiнiйних та зiркових полiмерiв в розчинi,
частина якого мiстить далекосяжно скорельованi структурнi дефе-
кти (показано сiрим кольором). Рисунок взятий з роботи [64].

Застосовуючи пiдхiд теоретико-польової РГ, у роботi [30] ми про-
аналiзували вплив далекосяжно скорельованого безладу (4.1) на унi-
версальнi показники (1.1) та отримали числовi значення показни-
кiв у новому класi унiверсальностi. Важливо вiдзначити, що прису-
тнiсть скорельованих дефектiв складної структури спричиняє зро-
стання ефективного розмiру полiмерного клубка (збiльшення значе-
ння показника ν), i цей ефект посилюється при зростаннi кореляцiй
безладу.

Дослiдження властивостей f -гiлкових зiркових полiмерiв у да-
лекосяжно скорельованиому безладi [31, 64] вказує на нетривiаль-
нiсть впливу безладу на спектр зiркових показникiв γf у виразi (5.1).
Зокрема, в той час як при f = 1, 2, що вiдповiдає лiнiйним полiмер-
ним ланцюжкам, значення показника γ зростає iз зростанням коре-
ляцiй безладу, при f > 2 значення показника стає меншим порiвняно
iз вiдповiдним значенням у чистому розчинi. На основi отриманих
результатiв можна передбачити цiкаве явище роздiлення сумiшi лi-
нiйних та зiркових полiмерiв однакової молекулярної ваги (однакової
кiлькостi мономерiв) у розчинi, частина якого знаходиться в пори-
стому середовищi у присутностi скорельованих дефектiв (див. Рис.
7). У тiй частинi розчину, що перебуває у скорельованому пористому
середовищi, концентрацiя лiнiйних полiмерiв зростатиме, в той час
як для зiркових полiмерiв, навпаки, енергетично вигiднiше перебу-
вати у розчинi з тiєю ж концентрацiєю нескорельованих домiшок.

Цiкаво вiдзначити, що вiдношення характерних розмiрiв (радiу-
сiв гiрацiї) лiнiйного полiмерного ланцюжка та f -гiлкового зiркового
полiмера g(f) ≡ 〈R2

gstar〉/ 〈R2
gchain〉 є також унiверсальною величи-

ною. Бiльш того, ця величина є експериментально спостережуваною,
i пов’язана iз вiдношенням похiдних вiд iнтенсивностей розсiяння на
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зiркових та лiнiйних полiмерах

I ′(k)star/I
′(k)chain = g(f) + . . . (6.1)

при малих значеннях хвильового вектора k.

Рис. 8. Вiдношення gLR(f) як функцiя f при рiзних значеннях коре-
ляцiйного параметра δ = 4 − a: δ = 0.1, δ = 0.5, δ = 1.0 знизу вгору.
Рисунок взятий з роботи [66].

Вiдомо [65], що у чистих розчинах при будь-якому f < 3, вiдно-
шення g(f) є меншим за одиницю, а отже ефективний розмiр галу-
женого полiмера завжди менший, анiж розмiр полiмерного клубка
тiєї ж молекулярної ваги. У роботi [66] ми отримали значення вiд-
ношення характерних розмiрiв лiнiйного полiмерного ланцюжка та
f -гiлкового зiркового полiмера у присутностi далекосяжно скорельо-
ваного безладу, gLR(f). Як видно iз наших результатiв, зображених
на Рис. 8, присутнiсть структурного безладу призводить до зроста-
ння цiєї величини iз зростанням скорельованостi безладу. А отже,
ефективний розмiр галуженої полiмерної макромолекули у пористо-
му середовищi зростає порiвняно iз негалуженим полiмерним лан-
цюгом.

7. Полiмери складної топологiї i статистика фор-

мування петель в макромолекулах

Утворення петель в полiмерних макромолекулах вiдiграє важливу
роль в низцi бiохiмiчних процесiв, таких як стабiлiзацiя глобулярних
протеїнiв та компактифiкацiя молекул ДНК в клiтинних ядрах. Ва-
жливе явище локалiзацiї хроматину у компактних областях, вiдомих
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як хроматиновi територiї, визначається утворенням множинних пе-
тель у хроматинових нитках. Численнi аналiтичнi та чисельнi дослi-
дження присвячено аналiзу процесiв петлеутворення в полiмерних
макромолекулах. Також iнтенсивно дослiджувались конформацiйнi
властивостi окремих петель (кiльцевих полiмерiв), що, в свою чергу,
є важливими з огляду на те, що молекули ДНК деяких мiкроорганi-
змiв мають форму замкнутих петель.

Встановлено, що iмовiрнiсть утворення петлi розмiру l пiдлягає
закону скейлiнгу:

P ∼ l−λ, (7.1)

де λ – унiверсальний показник, що залежить лише вiд вимiрностi
простору. У випадку iдеального гаусового ланцюжка λ = d/2. Однак,
присутнiсть ефекту виключеного об’єму мiж мономерами призво-
дить до того, що iмовiрнiсть утворення петлi, а вiдповiдно i значення
показника λ залежить вiд розташування петлi вздовж полiмерного
ланцюжка [67] (див. Рис. 9).

Рис. 9. Схематичне зображення рiзних типiв утворення петель
вздовж полiмерного ланцюжка та вiдповiднi значення критичних по-
казникiв у виразi (7.1), отриманi у роботi [67].

У роботi [68] ми проаналiзували статистику утворення петель в
полiмерних макромолекулах у розчинi в присутностi далекосяжно-
скорельованого безладу, описаного у попередньому пiдроздiлi. На-
шi результати вказують на те, що присутнiсть скорельованих дефе-
ктiв призводить до збiльшення значень показникiв λ порiвняно iз
випадком чистого розчину, а отже, iмовiрнiсть утворення петель в
полiмерних макромолекулах знижується у присутностi структурних
дефектiв.

Iншим цiкавим питанням є вплив топологiї замкненої петлi на
конформацiйнi властивостi макромолекули. Зручним параметром для
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(a) (b) (c)

Рис. 10. Схематичне представлення полiмерних систем рiзної топо-
логiї. Рисунок взято з роботи [72].

порiвняння ефективного лiнiйного розмiру кiльцевого та лiнiйного
полiмера однакової молекулярної ваги є вiдношення їх радiусiв гiра-
цiї, що, як i вiдношення розмiрiв лiнiйого та зiркового полiмерiв (6.1),
є експериментально спостережуваною величиною. Встановлено, що
в iдеалiзованому гаусовому випадку ця величина набуває значення
1/2 [65], в той час як присутнiсть ефекту виключеного об’єму призво-
дить до її зростання [69, 70]. У роботi [71] ми проаналiзували вплив
далекосяжно скорельованого безладу на це вiдношення i показали,
що ефективний розмiр кiльцевого полiмера зростає порiвняно iз роз-
мiром лiнiйної макромолекули iз зростанням кореляцiй безладу.
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Рис. 11. Вiдношення радiусiв гiрацiї квiткових та зiркових полiмерiв
однакової загальної молекулярної ваги як функцiя параметру галу-
ження f . Рисунок взято з роботи [72].
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У цьому вiдношеннi цiкаво дослiдити конформацiйнi властивостi
полiмерної системи складної топологiї, що мiстить загалом f1 петель
i f2 лiнiйних ланцюжкiв однакової загальної довжини (див. Рис. 10).
Така модель “квiткових” полiмерiв була запропонована в нашiй робо-
тi [72]. Ми дослiдили, зокрема, поведiнку вiдношення радiусiв гiрацiї
квiткового та зiркового полiмерiв g ≡ 〈R2

g rosette〉/ 〈R2
g star〉 iз f1 = f

та f2 = f , вiдповiдно. Як видно з Рис. 11, ефективний розмiр квi-
ткового полiмера стає все бiльш компактним порiвняно iз зiрковим
полiмером тiєї ж молекулярної ваги iз ростом параметру галуження,
що й вiдповiдає експериментально спостережуваному явищу компа-
ктифiкацiї макромолекул iз множинним петлеутворенням.

8. Мультифрактальнi властивостi полiмерного лан-

цюжка на перколяцiйному кластерi

При дослiдженнi фiзичних процесiв на складних фрактальних стру-
ктурах часто зустрiчаємось iз ситуацiєю спiвiснування набору сингу-
лярностей, пов’язаних iз множинами рiзних фрактальних вимiрно-
стей [73]. У таких задачах необхiдно враховувати цiлий спектр кри-
тичних показникiв, що характеризують рiзнi моменти розподiлу спо-
стережуваних величин. Такi властивостi зазвичай спiввiдносяться iз
термiном “мультифрактальнiсть” [74]. Спектр мультифрактальних
вимiрностей може бути використаний для опису тонких геометри-
чних властивостей фрактального об’єкта, якi не можна вiдобразити
в рамках лише фрактальних вимiрностей. Справдi, кластери згене-
рованi в результатi процесу агрегацiї обмеженої дифузiєю (ОДА) [75]
та перколяцiйнi кластери мають ту ж фрактальну вимiрнiсть, але
рiзну геометричну структуру. Це було вiдмiчено, зокрема, при до-
слiдженнi мультифрактальностi розподiлу напруг на перколяцiйних
кластерах та розподiлу iмовiрностей росту в ОДА. Мультифракталь-
нi властивостi виникають при аналiзi рiзноманiтних явищ, для при-
кладу, турбулентностi в хаотичних динамiчних системах, динамiки
серцебиття i т.д.

У цьому вiдношеннi цiкаво розглянути властивостi блукань iз са-
моуниканнями (SAWs) на фрактальних кластерах. Вiдомо, що скей-
лiнговi властивостi SAWs у таких випадках суттєво змiнюються.
Справдi, було знайдено новi скейлiнговi показники для SAWs на ки-
лимi Серпiнського. Схожа ситуацiя спостерiгається при дослiдженнi
SAWs на невпорядкованих ґратках iз концентрацiєю p структурних
дефектiв, дуже близькою до порогу перколяцiї pc. У цьому випадку
в системi виникає перколяцiйний кластер iз дозволених вузлiв, що
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має фрактальну структуру. Вiдзначимо, що модель перколяцiї є своє-
рiдною парадигмою при дослiдженнi невпорядкованих систем [76].
У цьому випадку закон скейлiнгу (1.1) виконується iз показником
νpc

6= νSAW.

Рис. 12. Рiзнi траєкторiї SAW iз фiксованою вiдстанню R мiж кiн-
цями на перколяцiйному кластерi при d = 2. Рисунок взято з робо-
ти [78].

У той час як властивостi SAWs на перколяцiйних кластерах слу-
жили об’єктом значної кiлькостi чисельних та аналiтичних дослi-
джень, недостатньо уваги було придiлено висвiтленню мультифра-
ктальностi цiєї задачi. У наших дослiдженнях [77] було показано, що
недостатньо лише показника νpc

, щоб повнiстю описати властиво-
стi SAWs на перколяцiйному кластерi. Натомiсть, iснує цiлий спектр
мультифрактальних показникiв ν(q):

ν(q)=
1

2
+

(

5

2
−

3

2q

)

ε

42
+

(

589

21
−

397

14 · 2q
+

9

4q

)

( ε

42

)2

+O(ε3) , (8.1)

де розклад проведено за ε = 6−d – вiдхиленням вимiрностi простору
вiд верхнього критичного значення. Отримання числових оцiнок на
пiдставi цього розкладу потребує застосування процедури пересумо-
вування, див. також роздiл 3.

У нашiй наступнiй роботi [78] цю задачу було проаналiзовано за-
допомогою чисельного пiдходу в d=2- та 3-вимiрних просторах. Для
побудови перколяцiйних кластерiв на невпорядкованих ґратках, бу-
ло застосовано алгоритм Хошена-Копельмана [79], а для побудови
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Рис. 13. Верхнiй рядок: спектр мультифрактальних показникiв ν(q)

як функцiя q при d = 2, 3 (суцiльнi кривi – комп’ютерне моделю-
вання, штрихованi – Паде-апроксимацiя аналiтичних виразiв (8.1)).
Нижнiй рядок: спектральна функцiя f(α) при d = 2, 3, максималь-
не значення f(α) вiдповiдає фрактальнiй вимiрностi носiя (основи
перколяцiйного кластера). Рисунок взято з роботи [78].

траєкторiї SAW використано збiднено-збагачений метод зростаючого
ланцюжка [80]. Таким чином, було побудовано всеможливi траєкторiї
iз фiксованою вiдстанню R мiж кiнцями, як схематично представле-
но на Рис. 12. Ввiвши вагу w(i) для кожного вузла i перколяцiйного
кластера, що характеризує iмовiрнiсть проходження траєкторiї че-
рез заданий вузол, було встановлено, що рiзнi моменти розподiлу
цiєї ваги

M (q) =
∑

i∈R

w(i)
q

пiдлягають законам скейлiнгу iз показниками ν(q), що добре узго-
джуються iз теоретичними передбаченнями (8.1), див. Рис. 13. Таким
чином, нами було аналiтично i чисельно показано мультифрактальнi
властивостi моделi SAW на фрактальних перколяцiйних кластерах.
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9. Iдеї статистичної фiзики у моделюваннi та ана-

лiзi ефективностi транспортних мереж

Використовуючи апарат статистичної фiзики, наук про данi та скла-
днi мережi, ми дослiдили топологiю мереж громадського транспор-
ту (ГТ), їх стiйкiсть до зовнiшнiх збурень, взаємозв’язок стiйкостi
та топологiї, а також змоделювали еволюцiйнi процеси, що можуть
призвести до спостережуваних структур.

Наш аналiз базувався на представленнi мереж ГТ у виглядi гра-
фiв. Вузлами таких графiв можна обрати зупинки маршрутiв, а ко-
жну пару вузлiв-зупинок поєднати зв’язком, якщо вони є послiдов-
ними зупинками хоча б для одного маршруту. Дослiдження топологiї
такої мережi розпочато iз аналiзу спiввiдношення кiлькостi “звичай-
них” та “центральних” вузлiв графа. Оскiльки така дискретна кла-
сифiкацiя є суб’єктивною, було розглянуто поняття центральностi
вузлiв та проаналiзовано форми їх розподiлiв. Одним iз прикладiв
такої центральностi є ступiнь ki вузла i – кiлькiсть зв’язкiв, приєдна-
них до нього. За характером розподiлу ступенiв вузлiв p(k) мережi
можна судити про її властивостi i навiть оцiнити спосiб еволюцiї.
Поширеним типом розподiлiв ступенiв у складних мережах рiзної
природи є степеневий [14]

p(k) ∼ k−λ. (9.1)

Такi мережi прийнято називати безмасштабними у зв’язку з вiдсутнi-
стю характерного масштабу. На вiдмiну вiд мереж iз експоненцiйним
розподiлом ступенiв вузлiв, у безмасштабних мережах допускається
можливiсть iснування вузлiв iз надзвичайно великими ступенями –
габiв, що можуть контролювати мережу.

У рамках проведеного дослiдження було проаналiзовано власти-
востi мереж громадського транспорту 14 великих мiст свiту, вра-
ховуючи усi доступнi данi про рiзнi типи транспорту. Показано, що
розподiл ступенiв вузлiв може характеризуватися як степеневим, так
i експоненцiйним загасанням, що може говорити про рiзнi класи ме-
ханiзмiв еволюцiї ГТ у цих мiстах. Базуючись на цих результатах, ми
запропонували опис еволюцiї мереж ГТ [35], побудований на вiдомiй
моделi iз фiзики полiмерiв – блукання iз самоуниканням. У цьому
пiдходi мережа вулиць мiста розглядалася як квадратна ґратка роз-
мiром X ×X . Перший маршрут фiксованої довжини S прокладався
випадковим блуканням iз довiльно вибраної точки “мiста”. Початок
~x0 кожного наступного маршруту вибирався з ймовiрнiстю

p ∼ k~x0
+ a/X2, (9.2)
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Рис. 14. Мережi ГТ рiзних модельованих мiст розмiру 300 × 300 iз
R = 1024 маршрутами по S = 64 станцiй кожен. Перший рядок:
a = 0, b = 0.1÷0.5. Другий рядок: b = 0.5, a = 15÷500. Iз зростанням
b маршрути покривають все бiльшу площу. Зростання a призводить
до кластеризацiї мережi.

а кожна наступна зупинка маршруту – з ймовiрнiстю

p ∼ k~x + b , (9.3)

див. Рис. 14. Було показано, що ряд властивостей згенерованих ме-
реж (розподiли ступенiв вузлiв, розподiли довжин найкоротших шля-
хiв) вiдтворює вiдповiднi характеристики реальних i обґрунтовано
причини появи унiверсальностi у поведiнцi таких характеристик.

Ще один приклад, взятий iз статистичної фiзики – задача про
перколяцiю – дозволив нам дослiдити стiйкiсть мереж ГТ до ви-
падкових збоїв та спрямованих атак (вилучення їх складових). Ми
змоделювали рiзнi сценарiї атак: вiд випадкових, вилучаючи вузли
чи зв’язки мережi випадковим чином, до спрямованих, послiдовно
усуваючи найважливiшi складовi, див. Рис. 15.

Виявилось, що бiльшiсть мереж ГТ надзвичайно стiйкi до випад-
кових атак, у той же час вони дуже вразливi до спрямованих сцена-
рiїв руйнування [35, 36]. Запропоновано критерiї вiдбору важливих
вузлiв мережi та спосiб передбачення стiйкостi мережi до атак рiзних
типiв.
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Рис. 15. Залежнiсть розмiру S найбiльшої зв’язної компоненти мере-
жi ГТ Парижу вiд частки c вилучених вузлiв при рiзних сценарiях
атак. Кожен сценарiй атаки вiдображений вiдповiдним символом на
рисунку: заповненi чорнi квадрати вiдповiдають випадковому сце-
нарiю, а заповненi червонi – сценарiю, при якому першими видаля-
ються вузли iз найбiльшими ступенями. Див. [36] для детальнiшого
опису.

10. Унiверсальнiсть, нулi статистичної суми i по-

рушення теореми Лi-Янга для моделi Iзiнґа на

безмасштабнiй мережi

Започаткований в роботах Нобелiвських лауреатiв Цзун-дао Лi та
Чженьнiн Янга, а також Майкла Фiшера, аналiз розподiлу нулiв
статистичної суми в комплекснiй площинi становить сьогоднi одну
з основ теорiї фазових переходiв [81–83]. Нулi Лi-Янга розраховую-
ться при дiйснiй температурi T в площинi комплексного магнiтного
поля H , в той час як нулi Фiшера аналiзуються в площинi компле-
ксної температури. У термодинамiчнiй границi N → ∞ нулi форму-
ють неперервнi кривi у комплекснiй (H чи T ) площинi. Аналiзуючи
розташування i скейлiнґ нулiв, у формалiзмi Лi-Янга-Фiшера здiй-
снюється альтернативний опис критичної поведiнки всiєї системи i
знаходяться її унiверсальнi характеристики.

Отриманi нами результати стосуються аналiзу нулiв Лi-Янга i Фi-
шера для моделi Iзiнґа на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi [85, 86].
Приємно вiдзначити, що нашi роботи є першими, у яких такий фор-
малiзм застосовано для аналiзу критичної поведiнки на безмасшта-
бнiй мережi. Iнтерес до дослiдження критичної поведiнки i фазових
переходiв у спiнових моделях на складних мережах викликаний низ-
кою причин. Так, у задачах соцiофiзики структура складної мережi
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вiдповiдає реальним соцiальним зв’язкам мiж iндивiдуумами. Подi-
бно, при моделюваннi магнiтних наносистем їх структура набагато
краще описується топологiєю мережi, а не ґратки. Зрештою, розгляд
критичних явищ на складних мережах становить i чисто академi-
чний iнтерес, адже, як показали, зокрема, i нашi дослiдження, такi
явища суттєво вiдрiзняються вiд їх аналогiв на ґратках.

Наш аналiз стосувався моделi Iзiнґа, спiни Si якої локалiзованi
на вузлах i вiдпаленої безмасштабної мережi iз функцiєю розподiлу
ступенiв вузлiв згасною за степеневим законом (9.1). Наявнiсть вiд-
паленого безладу призводить до того, що усереднення за спiнами та
конфiгурацiями зв’язкiв потрiбно виконувати для статистичної суми
Z, а не її логарифму. Пiсля усереднення за випадковими зв’язками
“взаємодiя” у Z стає сепарабельною [84]:

Z(T,H) = TrS exp





1

2N〈k〉T

∑

i6=j

SiSjkikj +
H

T

∑

i

Si



 . (10.1)

У свою чергу, це дає змогу отримати точне iнтегральне представле-
ння для функцiї Z(T,H) i проаналiзувати її у комплекснiй площинi.
Зокрема, ми знайшли скейлiнговi спiввiдношення для координат ну-
лiв Лi-Янга та Фiшера скiнченної системи з N частинок:

Hj(N, T = Tc) ∼

(

j

N

)σ

, Tj(N,H = 0) ∼

(

j

N

)
1

2−α

, (10.2)

де j – порядок нуля, σ = βδ
2−α , а α, β, δ – критичнi показники фазо-

вого переходу у магнетовпорядкований стан. Подiбним чином, ана-
лiзуючи рух нулiв Фiшера при змiнному дiйсному магнiтному полi
(типова картина розташування нулiв показана на Рис. 16a), ми зна-
йшли значення кутiв ϕ, ψ, що характеризують розташування лiнiй
нулiв. Отриманий нами результат

σ =
λ− 2

λ− 1
, ψ =

π(λ− 3)

2(λ− 2)
, ϕ =

π(λ− 3)

2(λ− 1)
, 3 < λ < 5, (10.3)

свiдчить про те, що в дiлянцi промiжних значень λ унiверсальнi зна-
чення кутiв i показника σ стають λ-залежними, а отже i сама гiпо-
теза про унiверсальнiсть критичної поведiнки зазнає змiн, коли така
поведiнка вiдбувається на безмасштабнiй мережi.

Вiдомо, що для моделi Iзiнґа на ґратцi справедлива теорема Лi-
Янга про одиничне коло. Вiдповiдно до цiєї теореми, нулi статисти-
чної суми мають чисто уявнi координати у комлекснiй H-площинi



32 Препринт

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2

φ

ψ

Im
 T

Re T

H=0
H>0

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

Im
 e

H

Re e
H

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

-1 -0.5  0  0.5  1

Im
 e

h

Re e
h

λ=5
λ=4.5

a) b) c)

Рис. 16. a): Нулi Фiшера у комплекснiй T площинi. Кут ϕ є кутом
мiж лiнiєю конденсацiї нулiв Фiшера та дiйсною осi. Кут ψ описує рух
нулiв Фiшера зi змiною дiйсного зовнiшнього поля H . Рух першого
нуля зi збiльшенням магнiтного поля H зображено колами. b), c):
Нулi Лi-Янга моделi Iзiнґа на двовимiрнiй ґратцi та на безмасшта-
бнiй мережi. При λ < 5 теорема Лi-Янга порушується: координати
нулiв не лежать на колi одиничного радiусу [85].

(чи, вiдповiдно, розташовуються на колi одиничного радiусу в пло-
щинi eH). Про важливiсть цiєї теореми свiдчить i те, що часом її на-
зивають фундаментальною теоремою теорiї фазових переходiв. Як
виявилося в результатi нашого аналiзу [85,86], нулi Лi-Янга для мо-
делi Iзiнґа на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi в дiапазонi 3 < λ < 5
не задовiльняють теорему про одиничне коло, тодi як при λ ≥ 5 усi
нулi є чисто уявними, див. Рис. 16c. Це неочiкувано, оскiльки озна-
чає, що роль показника загасання λ (для мереж) та вимiрностi d (для
ґраток), якi контролюють унiверсальнi характеристики фазових пе-
реходiв i є глобальними параметрами, не еквiвалентна на рiвнi нулiв
Лi-Янга.

11. Соцiофiзика — фiзичнi пiдходи до дослiдження

суспiльних явищ

Поява мобiльного зв’язку суттєвим чином вплинула на способи до-
слiдження соцiальних систем [87]. Велика кiлькiсть iнформацiї про
кожного абонента зберiгається на серверах мобiльних операторiв. Пi-
знiше цi данi можуть бути використанi для проведення рiзного ро-
ду дослiджень. Прикладом такого пiдходу є iнiцiатива D4DChellange

[88], проведена мобiльним оператором Orange у Кот-д’Iвуарi. Надаю-
чи дослiдникам доступ до анонiмiзованих даних спiлкування, органi-
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затори iнiцiативи попросили провести дослiдження довiльного кола
задач, результати яких могли би бути використаними для покра-
щення добробуту населення країни. База даних складалася iз двох
частин: даних про кiлькiсть дзвiнкiв усiма парами антен мобiльного
оператора Orange протягом 5 мiсяцiв, та десяти менших баз даних,
кожна про перемiщення 50 000 випадковим чином вибраних абонен-
тiв протягом двох тижнiв.

До участi у даному проектi долучилося чимало фiзикiв, зокрема
i представники нашого Iнституту у спiвпрацi з науковцями унiвер-
ситету Аалто (Фiнляндiя). Хоча закони взаємодiї мiж учасниками
соцiуму носять нефiзичний характер, глобальна поведiнка великою
мiрою нагадує закони, якi можна спостерiгати у природничих нау-
ках. Одним iз таких прикладiв є закон соцiальної гравiтацiї [89]. Суть
його полягає у тому, що мiста (населенi пункти) притягаються мiж
собою за законами, подiбними до закону гравiтацiї. Рiзниця поля-
гає у тому, що саме вважається масою i що характеризує взаємодiю.
Аналогом маси може служити населення мiста чи його економiчнi
показники (бюджет), а аналогом сили притягання – трафiк чи това-
рообiг мiж ними. Було показано, що рiзнi характеристики взаємодiй
fij мiж мiстами i та j можуть бути описанi залежнiстю

fij =
mimj

dαij
, (11.1)

де mi є аналогом маси мiста i, dij позначає вiдстань мiж ними, а α
– показник степеня.

На Рис. 17 показано емпiричнi результати [90], отриманi нами
у рамках iнiцiативи D4DChallenge. Аналогом маси мiста вважалась
загальна кiлькiсть вхiдних дзвiнкiв до чи вихiдних дзвiнкiв вiд або-
нентiв у межах населеного пункту. Використовуючи iнформацiю про
дзвiнки з прив’язкою до кожної антени мобiльного оператора, було
дослiджено питання соцiальної гравiтацiї у межах найбiльшого на-
селеного пункту – мiста Абiджан (5 мiльйонiв iндивiдуальних пере-
мiщень та 109 мiльйонiв дзвiнкiв мiж 298 антенами в межах мiста,
що вiдповiдає 31% вiд усiх дзвiнкiв та 50% вiд усiх перемiщень у
базi даних). Дослiджено два типи взаємодiй мiж населеними пун-
ктами (точками): фiзичне перемiщення (кiлькiсть перемiщень mij

мiж точками i та j), та спiлкування (кiлькiсть дзвiнкiв cij мiж цими
точками).

Як видно iз Рис. 17 (верхнiй рядок) середнiй трафiк, нормований
на добуток мас точок, досить добре описується степеневою функцiєю
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Рис. 17. Трафiк (кiлькiсть перемiщень) мiж точками i та j, нормо-
ваний на добуток мас точок mij/(sisj) (верхнiй рядок), нормований
мобiльний трафiк (кiлькiть дзвiнкiв) cij/(sisj) (середнiй рядок) та
кiлькiсть перемiщень з розрахунку на один дзвiнок мiж точками i
та j як функцiя вiдстанi мiж точками dij . Рисунки з лiвого боку вiд-
повiдають гравiтацiї мiж мiстами, з правого – мiж рiзними точками
у межах населеного пункту. Рисунок взято з роботи [90].

(11.1) з показником3 γ, значення якого дещо бiльше за 2. Спостере-
жено, що цей показник є бiльшим для мiжмiської (inter-city), нiж
для мiської (intra-city) гравiтацiї. Аналогiчну картину було отрима-

3Тут показник степеня позначено γ для того, щоб розрiзняти двi рiзнi хара-
ктеристики: перемiщення (γ) та мобiльний трафiк (δ).
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но для мобiльного трафiку (див. Рис. 17, середнiй рядок). Кiлькiсть
дзвiнкiв мiж двома мiстами чи точками в межах мiста cij , нормова-
на на добуток вiдповiдних мас, описується степеневим загасанням iз
вiдстанню з показником δ, дещо бiльшим за одиницю. Показник δ є
дещо бiльшим для мiжмiської, нiж для мiської системи.

Повертаючись до поставленого завдання, а саме, покращення до-
бробуту, бачимо, що прояви закону соцiальної гравiтацiї можуть ма-
ти застосування для оцiнки i передбачення трафiку мiж рiзними
точками. Показано (Рис. 17, нижнiй рядок), що якiсть такої оцiн-
ки можна покращити, використовуючи данi мобiльного спiлкування,
зробивши поправку на вiдстань мiж ними.

12. Наукометричний аналiз привабливостi

журнальних статей

Однiєю iз наукометричних задач, якою ми займалися спiльно iз нау-
ковцями унiверситетiв Ковентрi (Англiя) та Лотаринґiї (Нансi, Фран-
цiя), було вивчення “привабливостi” наукових публiкацiй шляхом
аналiзу статистики їх завантажуваностi онлайн [91]. На основi даних
про специфiчну активнiсть користувачiв у мережi Iнтернет розра-
ховуються рiзноманiтнi iндикатори, покликанi характеризувати ви-
знанiсть вченого, авторитет установи, популярнiсть тематичного на-
пряму, тощо. Такi показники названi альтметриками [92], хоча за
своєю природою вони не можуть виступати альтернативою цитат-
показникiв, а скорiше є їх доповненням при спробi якомога всеохо-
пнiше охарактеризувати об’єкт. Так, статистика завантажень статей
з веб-сторiнки (її ще вiдносять до показникiв використовуваностi) є
iндикатором зацiкавлення потенцiйного читача ще до їх прочитання,
тому нiчого не говорить безпосередньо про наукову їх значущiсть.

Використовуючи данi про завантаження повних текстiв статей
журналу Europhysics Letters (EPL) з офiцiйної веб-сторiнки, опублi-
кованих протягом бiльше 6.5 рокiв, ми описали статистичну картину
привабливостi видання загалом та окремих його компонент. Пам’я-
таючи про те, що частина статей у згаданому виданнi знаходиться у
вiдкритому доступi, а решта може завантажуватись лише за перед-
платою, ми з самого початку роздiлили цi двi категорiї публiкацiй.
База даних, таким чином, налiчувала 4 986 статей, доступних за пе-
редплатою, та 377 – так званих Open Access (OA) статей.

На Рис. 18 зображено кумулятивнi розподiли завантажень статей
вiдповiдно до їх вiку онлайн (кiлькiсть мiсяцiв пiсля оприлюднення)
для EPL та двох iнших видань. Для побудови цього малюнку брали-
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Рис. 18. Вiдносний кумулятивний розподiл завантажень вiдповiдно
до вiку статей у журналах EPL, Tetrahedron Letters (данi з роботи
[93]) та Condensed Matter Physics (CMP) на основi даних за обранi
три мiсяцi.

ся данi, що стосувалися виключно завантажень, здiйснених в рамках
вибраного 3-мiсячного часового вiкна. Припустимо, що функцiональ-
нi форми наведених кривих є свого роду характеристиками кожного
з видань та, гiпотетично, залежать вiд дисциплiни, домiнуючого ти-
пу публiкацiй (короткi повiдомлення, регулярнi статтi, огляди, тощо)
та правил доступу до них. Для побудови таких розподiлiв потрiбно
опиратися на статистику, зiбрану за достатньо тривалий час. З iншо-
го боку, маючи у розпорядженнi данi навiть за кiлька рокiв, можна
здiйснити екстраполяцiю за допомогою простої моделi. На Рис. 19
показано, як густина завантажень ρ (середнє число сумарних заван-
тажень на статтю) розподiлена мiж публiкацiями рiзного вiку. Мо-
жна побачити, що iснують два рiзнi режими: протягом перших 5 чи 6
мiсяцiв швидкiсть завантажень є вищою, а пiзнiше вiдчутно спадає.
Можна припустити, що рiзнi швидкостi процесу обумовленi рiзними
мотивацiями користувачiв до завантаженя файлiв: спочатку це зацi-
кавлення новими матерiалами, а пiзнiше – iнтереси архiвування чи
поточний пошук.

Отриманi нами данi добре пояснюються так званою двофактор-
ною моделлю [93]:

ρ(t) = ρ0 [A exp(−b1t) + (1 −A) exp(−b2t)] , (12.1)

0 ≤ A ≤ 1, b1 > 0, b2 > 0 ,
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Рис. 19. Густина завантажень ρ як функцiя вiку статтi. Суцiльнi
кривi – передбачення моделi (12.1), вказанi також значення констант
загасання.

де A та (1 − A) – вiдноснi ваги двох факторiв (рiзних мотивацiй), а
ρ0 позначає густину завантажень, що вiдповiдає найновiшим статтям
(опублiкованим i завантаженим протягом одного мiсяця). Параметри
b1 та b2 вiдповiдають двом рiзним експонентам загасання. Викори-
стовуючи цю модель, можна передбачити, як буде виглядати процес
завантажуваностi у довшiй часовiй границi. Зокрема, можна сказа-
ти, що в рамках передплати статтi наберуть 50% своїх завантажень
за 25 мiсяцiв життя онлайн. Для ОА-статей для цього вистачить 10
мiсяцiв. Подiбним чином були iдентифiкованi групи публiкацiй, що
характеризуються рiзними формами динамiки процесу їх заванта-
ження.

Лiтература

1. S. Thurner. In Visions for Complexity (World Scientific, Singapore),
2016.

2. P. W. Anderson. More is different, Science 177, 393 (1972).
3. D. Sherrington. Physics and complexity, Phil. Trans. Roy. Soc. A

368, 1175 (2010).
4. G. Parisi Complex systems: a physicist’s viewpoint, Physica A 263,

557 (1999).
5. Yu. Holovatch, R. Kenna, S. Thurner. Complex systems: physics

beyond physics, Eur. Journ. Phys. 38, 023002 (2017).



38 Препринт

6. M. Mitzenmacher. A Brief History of Generative Models for Power
Law and Lognormal Distributions, Internet Mathematics 1, 226
(2004).

7. M. E. J. Newman. Power laws, Pareto distributions and Zipf’s law,
Contemporary Physics 46, 323 (2005).

8. M. V. Simkin, V. P. Roychowdhury. Re-inventing Willis, Physics

Reports 502, 1 (2011).
9. C. Domb. The Critical Point. (Taylor & Francis, London, 1996).

10. D. Sornette. Critical phenomena in natural Sciences (New York:
Springer-Verlag, 2011).

11. P. Bak, C. Tang, K. Wiesenfeld. Self-organized criticality: an
explanation of 1/f noise, Phys. Rev. Lett. 59, 381 (1987).

12. B. Mandelbrot. An Informational Theory of the Statistical Structure
of Languages. In: Communication Theory, edited by W. Jackson
(Woburn, MA: Butterworth, 1953), pp. 486–502.

13. B. Corominas-Murtra, R. Hanel, S. Thurner. Understanding scaling
through history-dependent processes with collapsing sample space,
Proc. Natl. Acad. Sci. USA 112, 5348 (2015).

14. R. Albert, A.-L. Barabasi. Statistical mechanics of complex
networks, Rev. Mod. Phys., 74, 47 (2002); S.N. Dorogovtsev,

J.F.F. Mendes. Evolution of Networks: From Biological Networks
to the Internet and WWW, (Oxford University Press, 2003);
M. E. J. Newman. The structure and function of complex
networks, SIAM Review 45, 167 (2003); Ю. Головач, О. Олєм-
ской, К. фон Фербер, Т. Головач, О. Мриглод, I. Олємской,
В. Пальчиков. Складнi мережi, Журнал Фiзичних Дослiджень

10, 247 (2006); A. Barrat, M. Barthelemy, A. Vespignani. Dynami-
cal Processes on Complex Networks, (Cambridge University Press,
2008); M. Newman. Networks: An Introduction, (Oxford University
Press, 2010).
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69. A. Baumgärtner. Statistics of self-avoiding ring polymers. J. Chem.

Phys. 76, 4275 (1982).
70. J. J. Prentis. Crossover between random and self-avoiding behaviour

in a ring polymer. J. Phys. A: Math. Gen. 17, 1723 (1984).
71. K. Haydukivska, V. Blavatska. Ring polymers in crowded envi-

ronment: conformational properties. J. Chem. Phys. 141, 094906
(2014).

72. V. Blavatska, R. Metzler. Conformational properties of complex
polymers: rosette versus star-like structures. J. Phys. A: Math.

Theor. 48, 135001 (2015).
73. H.E. Stanley, P. Meakin. Multifractal phenomena in physics and

chemistry. Nature 335, 405 (1988).
74. B.B. Mandelbrot. Intermittent turbulence in self-similar cascades:

divergence of high moments and dimension of the carrier. J. Fluid

Mech. 62, 33 (1974).
75. T.A. Witten, L.M. Sander. Diffusion-Limited Aggregation, a Kinetic

Critical Phenomenon. Phys. Rev. Lett. 47, 1400 (1981).
76. D. Stauffer, A. Aharony. Introduction to Percolation Theory.

(Taylor and Francis, London, 1992).
77. C. von Ferber, V. Blavatska, R. Folk, Yu. Holovatch. Where two

fractals meet: the scaling of a self-avoiding walk on a percolation
cluster. Phys. Rev. E 70, 035104(R) (2004).

78. V. Blavatska, W. Janke. Multifractality of self-avoiding walks on
percolation clusters. Phys. Rev. Lett. 101, 125701 (2008).

79. J. Hoshen, R. Kopelman. Percolation and cluster distribution. I.
Cluster multiple labeling technique and critical concentration algori-
thm. Phys. Rev. E 14, 3438 (1976).

80. P. Grassberger. Pruned-enriched Rosenbluth method: Simulations of
θ polymers of chain length up to 1 000 000. Phys. Rev. E 56, 3682
(1997).

81. C. N. Yang, T. D. Lee. Statistical theory of equations of state and
phase transitions. I. Theory of condensation. Phys. Rev. 87, 404
(1952).

82. T. D. Lee, C. N. Yang. Statistical theory of equations of state and

ICMP–17–06U 43

phase transitions. II. Lattice gas and Ising model. Phys. Rev. 87,
410 (1952).

83. M. E. Fisher. The nature of critical points. In: Lecture Notes in
Theoretical Physics, Vol. 7c. (Boulder: University of Colorado Press,
1965), pp. 1–159.

84. S. H. Lee, M. Ha, H. Jeong, J. D. Noh, H. Park. Critical behavior
of the Ising model in annealed scale-free networks. Phys. Rev. E 80,
051127 (2009).

85. M. Krasnytska, B. Berche, Yu. Holovatch, R. Kenna. Violation of
Lee-Yang circle theorem for Ising phase transitions on complex
networks. Eur. Phys. Lett. 111, 60009 (2015).

86. M. Krasnytska, B. Berche, Yu. Holovatch, R. Kenna. Partition
function zeros for the Ising model on complete graphs and on
annealed scale-free networks. J. Phys. A 49, 135001 (2016).

87. D. Lazer et al. Computational Social Science. Science 323, 721
(2009).

88. Challenge 4 development, http://www.d4d.orange.com/.
89. H. C. Carey. Principles of social science, vol. 3 (JB Lippincott &

Company, 1867); G. A. Carrothers. An historical bedew of the gravi-
ty and potential concepts of human interaction. J. Am. Inst. Plan.

22, 94 (1956); J. E. Anderson. The gravity model. Annu. Rev. Econ.

3, 133 (2011).
90. V. Palchykov et al. Inferring human mobility using communication

patterns. Sci. Rep. 4, 6174 (2014).
91. O. Mryglod, R. Kenna, Yu. Holovatch. Is your EPL attractive?

Classification of publications through download dynamics. Europhys.

Lett. 108 50011 (2014).
92. J. Priem, D. Taraborelli, P. Groth, C. Neylon. Altmetrics: A mani-

festo. 2010. http://altmetrics.org/manifesto/
93. H. F. Moed. Statistical Relationships Between Downloads and Ci-

tations at the Level of Individual Documents Within a Single
Journal. J. Am. Soc. Inf. Sci. Tec. 56, 1088 (2005).

http://www.d4d.orange.com/
http://altmetrics.org/manifesto/


CONDENSED MATTER PHYSICS

The journal Condensed Matter Physics is founded in 1993 and
published by Institute for Condensed Matter Physics of the National
Academy of Sciences of Ukraine.

AIMS AND SCOPE: The journal Condensed Matter Physics
contains research and review articles in the field of statistical mechanics
and condensed matter theory. The main attention is paid to physics of
solid, liquid and amorphous systems, phase equilibria and phase transi-
tions, thermal, structural, electric, magnetic and optical properties of
condensed matter. Condensed Matter Physics is published quarterly.

ABSTRACTED/INDEXED IN: Chemical Abstract Service,
Current Contents/Physical, Chemical&Earth Sciences; ISI Science Ci-
tation Index-Expanded, ISI Alerting Services; INSPEC; “Referatyvnyj
Zhurnal”; “Dzherelo”.

EDITOR IN CHIEF: Ihor Yukhnovskii.

EDITORIAL BOARD: T. Arimitsu, Tsukuba; J.-P. Badiali, Paris;
B. Berche, Nancy; T. Bryk (Associate Editor), Lviv; J.-M. Caillol,
Orsay; C. von Ferber, Coventry; R. Folk, Linz; L.E. Gonzalez, Valladolid;
D. Henderson, Provo; F. Hirata, Okazaki; Yu. Holovatch (Associate Edi-
tor), Lviv; M. Holovko (Associate Editor), Lviv; O. Ivankiv (Managi-
ng Editor), Lviv; Ja. Ilnytskyi (Assistant Editor), Lviv; N. Jakse,
Grenoble; W. Janke, Leipzig; J. Jedrzejewski, Wroc law; Yu. Kalyuzhnyi,
Lviv; R. Kenna, Coventry; M. Korynevskii, Lviv; Yu. Kozitsky, Lublin;
M. Kozlovskii, Lviv; O. Lavrentovich, Kent; M. Lebovka, Kyiv;
R. Lemanski, Wroc law; R. Levitskii, Lviv; V. Loktev, Kyiv; E. Lomba,
Madrid; O. Makhanets, Chernivtsi; V. Morozov, Moscow; I. Mryglod
(Associate Editor), Lviv; O. Patsahan (Assistant Editor), Lviv; O. Pi-
zio, Mexico; N. Plakida, Dubna; G. Ruocco, Rome; A. Seitsonen, Zürich;
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