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Анотацiя. Для одновимiрного iонного провiдника з перiодичними
граничними умовами методом точної дiагоналiзацiї розраховано за-
лежнiсть динамiчної провiдностi вiд величини взаємодiї мiж частин-
ками i величини модулюючого поля. Розгляд базується на гратковiй
моделi жорстких бозонiв (статистика Паулi). Встановлено змiни ко-
ефiцiєнтiв провiдностi при переходi одновимiрної системи вiд заря-
довпорядкованої фази (CDW) до фази типу суперфлюїду (SF), яка
може бути аналогом суперiонної фази. Розраховано iмпеданс, побу-
дованi дiаграми Найквiста.

Dynamic conductivity of one-dimensional ion conductors. Im-

pedance, Nyquist diagrams

I.V. Stasyuk, R.Ya. Stetsiv

Abstract. Dependence of dynamic conductivity value on interactions
between particles and value of modulating field is obtained using exact
diagonalization method for the finite one-dimensional ion conductor in
periodic boundary conditions. The consideration is based on the hard-
core boson lattice model (the Pauli statistics). The changes in the con-
ductivity coefficients with transition of one-dimensional system from the
charge-density-wave phase (CDW) to the superfluid one (SF), which can
be an analogue of the superionic phase, are obtained. The impedance is
calculated, Nyquist diagrams are constructed.
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1. Вступ

В попереднiй нашiй роботi [1] використовуючи метод точної дiаго-
налiзацiї для скiнченних одновимiрних iонних провiдникiв з перiо-
дичними граничними умовами було розраховано в рамках пiдходу
жорстких бозонiв одночастинковi спектральнi густини i встановле-
но областi iснування рiзних фаз системи в залежностi вiд величини
мiжчастинкової взаємодiї та модулюючого поля. Дана робота при-
свячена дослiдженню динамiчної провiдностi. Дослiдженню iонної
провiдностi у моделях такого типу присвячено ряд робiт (див. на-
приклад [2–5]). В багатьох з них основна увага концентрується на
вивченнi Друде-компоненти (ω = 0). Наша увага зосереджена на
розрахунку частотної залежностi динамiчної провiдностi.

2. Гамiльтонiан задачi i метод точної дiагоналiзацiї

Iонний провiдник розглядаємо як ланцюжок важких нерухомих iон-
них груп i легких iонiв, що перемiщаються вздовж такого ланцюжка,
заселяючи певнi позицiї. Пiдсистема легких iонiв описується насту-
пним гамiльтонiаном:

Ĥ = t
∑

i

(c+i ci+1 + c+i+1ci) + V
∑

i

nini+1 − µ
∑

i

ni +

+A
∑

i

(−1)ini, (1)

де оператори народження i знищення частинок (c+i i ci) пiдлягають
статистицi Паулi. Це вiдповiдає наближенню жорстких бозонiв.

Модель враховує перемiщення iонiв мiж сусiднiми позицiями (па-
раметр перенесення t) i взаємодiю мiж iонами, що заселяють сусiднi
позицiї (параметр взаємодiї V > 0), а також модулююче поле (па-
раметр A). Поле A робить систему двопiдгратковою i в певнiй мiрi
iмiтує далекосяжну взаємодiю мiж частинками, яка сприяє модуля-
цiї у просторовому розподiлi легких iонiв у т.зв. впорядкованiй фазi
(iснування такої фази при низьких температурах є характерною ри-
сою суперiонних провiдникiв).

Енергетичний спектр одновимiрного iонного провiдника Паулi ми
розраховуємо методом точної дiагоналiзацiї. Розглянемо скiнченний
ланцюжок з перiодичними граничними умовами. Для ланцюжка з N
позицiями у основнiй областi вводимо багаточастинковi стани

| n1, n2 . . . nN 〉. (2)
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Матриця гамiльтонiану на базi цих станiв є матрицею порядку 2N ×
2N . Ця матриця дiагоналiзується числовим способом. Це вiдповiдає
перетворенню:

U−1HU = H̃ =
∑

p

λpX̃
pp, (3)

де λp — власнi значення гамiльтонiана, X̃pp — оператори Хаббарда.
Таке ж перетворення застосовуємо до операторiв народження i зни-
щення частинок у позицiї i на ланцюжку

U−1ciU =
∑

pq

Ai
pqX̃

pq, U−1c+i U =
∑

rs

Ai∗
rsX̃

sr. (4)

Через певнi комбiнацiї цих операторiв представляються оператори
густини струму i провiдностi.

3. Динамiчна провiднiсть

Динамiчна провiднiсть одновимiрного iонного провiдника розрахо-
вується нами згiдно з теорiєю Кубо [6]

σ(ω, T ) =
1

Na

0∫

−∞

dt exp[i(ω − iε)t]

β∫

0

dλ〈ĵ(t− ih̄λ)ĵ(0)〉, (5)

де ĵ — оператор густини струму. Статична провiднiсть (ω = 0) (так
звана Друде-компонента) в данiй роботi не розглядається. Цьому ви-
падку буде присвячено окреме дослiдження. Тут представлено роз-
рахунок частотної залежностi динамiчної провiдностi, тому ми мо-
жемо обмежитися наступним виразом для оператора густини струму
(див. наприклад [2, 3])

ĵ(0) =
i

h̄
tqa

∑

i

(c+i ci+1 − c+i+1ci), (6)

тут q — заряд iона, a— стала гратки. На новому базисi оператор гу-
стини струму має вигляд

ĵ(0) =
i

h̄
tqa

N∑

i=1

∑

kl

∑

m

(Ai∗
kmAi+1

kl − A
(i+1)∗
km Ai

kl)X̃
ml, (7)

j(t) = e
i

h̄
Htj(0)e−

i

h̄
Ht. (8)
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Згiдно з формулою Кубо (5) отримано наступний вираз для iонної
провiдностi

σ(ω) =
i

Na

(
t

h̄
qa

)2 N∑

i=1

N∑

j=1

∑

kl

∑

mn

(Ai∗
kmAi+1

kl −A
(i+1)∗
km Ai

kl) ×

× (Aj∗
nlA

j+1
nm −A

(j+1)∗
nl Aj

nm)
1

Z

1

λl − λm

e−βλm − e−βλl

ω − (λm − λl) + iε
. (9)

Дiйсна частина динамiчної провiдностi має дискретну структуру, мi-
стять ряд δ-пiкiв у зв’язку з скiнченним розмiром ланцюжка. Якщо
збiльшувати розмiр ланцюжка (N), дельта-пiки будуть розташову-
ватися густiше, формуючи зонну структуру, яка отримається при
N = ∞. При числових розрахунках ми обмежилися випадком N =
10. Введено також малий параметр ∆ для розширення δ-пiкiв згiдно
розподiлу Лоренца

δ(ω) →
1

π

∆

ω2 + ∆2
. (10)

Всi енергетичнi параметри, включаючи kT представленi у вiдношен-
нi до параметра t, який трактується як енергетична одиниця. Для
зручностi введено величину µ′ = µ− V .

Отримана частотна залежнiсть дiйсної частини динамiчної про-
вiдностi Reσ(ω) одновимiрного iонного ланцюжка при T = 0 пред-
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Рис. 1. Залежнiсть дiйсної частини динамiчної провiдностi однови-
мiрного iонного провiдника вiд частоти при рiзних значеннях моду-
люючого поля A в CDW-фазi (µ′ = 0) i в SF-фазi (µ′ = −5). V = 4,
t = 1.
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Рис. 2. Дiаграма стану одновимiрного iонного провiдника при T = 0
в залежностi вiд величини модулюючого поля A. V = 4, t = 1.

ставлена на рисунку 1. Тут, як приклад, наведенi результати для
випадку V = 4. Для наочностi на рисунку 2 приведена отримана
нами ранiше [1] дiаграма стану для V = 4 в залежностi вiд величи-
ни модулюючого поля. Отримано два максимуми провiдностi (якщо
розглядати лише додатнi частоти ω). Як видно з дiаграми 2 при
µ′ = 0 одновимiрний ланцюжок є дiелектриком в зарядовомодульо-
ваному станi (CDW), тодi як при µ′ = −5 знаходимося в областi
фази типу суперфлюїду (SF). При вiдсутностi модулюючого поля
(A = 0) отримано два максимуми провiдностi на частотах ω1 = 4.92,
ω2 = 8.12. При включеннi модулюючого поля величина провiдно-
стi зростає, маючи найбiльшi значення при величинах поля A ≈ 1.
При подальшому зростаннi модулюючого поля провiднiсть монотон-
но спадає i її два максимуми змiщуються в область бiльших частот,
при цьому один з пiкiв при A > 2 практично зникає. При переходi
в фазу суперфлюїду отримуємо максимуми провiдностi приблизно в
цiй же частотнiй областi, лише дещо змiщенi, проте їх ваги суттє-
во змiнилися. Якщо в CDW-фазi значно бiльшим був максимум при
нижчих частотах, то в SF-фазi — навпаки, i висота пiкiв в SF-фазi
при A = 0 на два порядки менша. При включеннi модулюючого по-
ля в SF-фазi (µ′ = −5) величина провiдностi суттєво зростає, як i
у випадку CDW-фази. При A = 2 ми вже переходимо з SF-фази в
CDW-фазу (див. рисунок 2) i маємо розподiл максимумiв провiдностi
характерний для CDW-фази. На рисунках 3, 4 представлена часто-
тна залежнiсть дiйсної частини динамiчної провiдностi та iмпедансу
Z(ω) = 1/σ(ω), наведено тангенс кута втрат tg δ = ImZ(ω)/ReZ(ω),
побудованi дiаграми Найквiста. Як видно з рисункiв, кожному ма-
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Рис. 3. Частотнi залежностi дiйсних частин динамiчної провiдностi,
iмпедансу та тангенса кута втрат; дiаграми Найквiста в CDW-фазi
(µ′ = 0). V = 4, A = 0.

ксимуму провiдностi чи iмпедансу на дiаграмах вiдповiдають елiпси
чи пiвелiпси.

4. Висновки

Ми очiкували, що при переходi з CDW-фази до фази типу супер-
флюїду максимуми динамiчної провiдностi одновимiрного iонного
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Рис. 4. Частотнi залежностi дiйсних частин динамiчної провiдно-
стi, iмпедансу та тангенса кута втрат; дiаграми Найквiста в SF-фазi
(µ′ = −5). V = 4, A = 0.

ланцюжка змiстяться в область нижчих частот. Аналiз отриманого
енергетичного спектру вказує на те, що дiйсно в SF-фазi є можливi
значно бiльше низькоенергетичнi переходи нiж в CDW-фазi, проте
очевидно правила вiдбору, якi задаються матрицями Ai

pq приводять
до того, що такi переходи не дають внеску у провiднiсть. Подiбнi
результати отримано також iншими авторами (див. наприклад [2]).
Як показано в [7,8], функцiя Reσ(ω) у SF-фазi спадає за степеневим
законом при прямуваннi ω → 0.
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Як видно картина частотної залежностi провiдностi Reσ(ω) при
переходi вiд CDW-фази до SF-фази якiсно не мiняється. Суттєво
змiнюються лише ваги максимумiв i крiм того в SF-фазi величина
провiдностi на порядок при A = 1, чи два при A = 0 менша.
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