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тиферомагнiтного впорядкування

О.Р. Баран, Т.М. Верхоляк

Анотацiя. Спiн-1/2 модель Гайзенберґа на прямокутнiй ґратцi з вза-
ємодiями найближчих та наступних пiсля найближчих сусiдiв роз-
глянута в рамках перетворення Йордана-Вiґнера. До фазових мно-
жникiв та до членiв, якi описують взаємодiю безспiнових фермiонiв,
у фермiонiзованому гамiльтонiанi застосовано наближення типу се-
реднього поля у випадку колiнеарного стрiчкового антиферомагнi-
тного впорядкування. Розраховано залежнiсть магнiтного параметра
порядку в основному станi вiд параметра фрустрацiї при рiзних зна-
ченням параметра просторової анiзотропiї. Результати порiвнюються
iз результатами iнших методiв.

Spin-1/2 J1 − J2 Heisenberg model on frustrated rectangular
lattice within Jordan-Wigner fermionization. Mean-field
approach for the collinear antiferromagnetic order
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Abstract. The rectangular-lattice spin-1/2 Heisenberg model with
nearest-neighbor, and next-nearest-neighbor interactions is considered
by means of the Jordan-Wigner transformation. In the case of collinear
striped antiferromagnetic phase we use a mean-field type approximation
for phase factors as well as for the terms which describe the spinless
fermion interaction in the fermionized Hamiltonian. The dependence of
the magnetic order on frustration parameter is obtained in the ground-
state at different values of directional anisotropy parameter. The obtai-
ned results are compared with the results of other methods.
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1. Постановка задачi та наближення типу серед-

нього поля для фермiонiзованої моделi

Дана робота є продовженням дослiдження, представленого в пра-
цi [1], в якiй на основi наближення типу середнього поля (див. [2,3])
в рамках методу, базованому на фермiонiзацiї Йордана-Вiґнера, ви-
вчалась антиферомагнiтна спiн-1/2 модель Гайзенберґа iз взаємодi-
ями мiж найближчими та мiж наступними пiсля найближчих су-
сiдами на прямокутнiй ґратцi. У попереднiй роботi [1] ми обмежи-
лися розглядом випадку антиферомагнiтного впорядкування Нееля,
а тут розглянемо випадок колiнеарного стрiчкового антиферомагнi-
тного впорядкування. У такiй, колiнеарнiй, фазi спiни впорядкову-
ються феромагнiтно вздовж одного напрямку та антиферомагнiтно
вздовж перепендикулярного напрямку (див. рис. 1). Для просторово
iзотропної моделi розрахуємо в основному станi залежнiсть намагнi-
ченостi пiдґратки вiд параметра фрустрацiї та порiвняємо резуль-
тат iз результатами iнших методiв. Окрiм того, на основi спiввiдно-
шень, отриманих у данiй та нашiй попереднiй ( [1]) працях, дослiди-
мо вплив просторової анiзотропiї на магнiтний параметр порядку.

Гамiльтонiан спiн-1/2 J1−J2 моделi Гайзенберґа на прямокутнiй
ґратцi розмiру Nx ×Ny (Nx → ∞, Ny → ∞) є таким:

H = HXY + HZ , (1.1)

HXY =

Nx
∑
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∑
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[
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, (1.2)

HZ =

Nx
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i=1

Ny
∑

j=1

[

J1S
z
i,jS

z
i+1,j+J⊥Sz

i,jS
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+J2 (Sz
i,jS
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i,j+1S
z
i+1,j)

]

. (1.3)

Тут HXY та HZ – XY та Iзiнґова частини моделi Гайзенберґа; J1
та J⊥ – обмiннi взаємодiї мiж найближчими сусiдами в рядках та
стовпцях прямокутної ґратки вiдповiдно, а J2 – обмiннi взаємодiї
мiж наступними пiсля найближчих сусiдами (див. рис. 1).

Зауважимо, що надалi будемо використовувати введенi у ро-
ботi [1] фiзичнi величини без додаткового роз’яснення i тi ж са-
мi позначення для них; а також нагадаємо, що нас цiкавить випа-
док фрустрованої ґратки, коли всi взаємодiї є антиферомагнiтними
(J1 > 0, J⊥ > 0, J2 > 0), причому одразу виберемо, що J1 ≤ J⊥.
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Рис. 1. Розбиття прямокутної ґратки (де також позначенi взаємо-
дiї мiж найближчими та наступними пiсля найближчих сусiдами,
причому J1 ≤ J⊥) на пiдґратки у випадку колiнеарного антиферо-
магнiтного стрiчкового впорядкування: чорнi вузли належать однiй
пiдґратцi, а сiрi – iншiй.

Для XY частини (1.2) гамiльтонiану (1.1) в рамках пiдходу на
основi перетворення Йордана-Вiґнера реалiзуємо наближення сере-
днього поля для фазових множникiв при покладеному 〈n〉 = 1/2 (що
вiдповiдає випадку 〈Sz〉 = 0), як у роботах [1–4]. Лише тут (для зру-
чностi розрахункiв у випадку стрiчкового антиферомагнiтного впо-
рядкування) здiйснимо iнакше калiбрування векторного потенцiалу,
а саме, як на рис. 2. Таке калiбрування також забезпечує умову,
що потiк вектора напруженостi магнiтного поля через елементарну
плакетку Φ0 = π, а потiк через будь-яку половину плакетки у формi
прямокутного трикутника, катетами якого є базиснi вектори ґратки,
буде π/2. Аналiтично вибраний нами калiбрувальний векторний по-
тенцiал Ã(r) записується так:

α2,1 − α1,1 =

∫ 2,1

1,1

dr · Ã(r) = 0, α1,2 − α2,2 = π

α2,2 − α2,1 = α1,1 − α1,2 = 0

α1,1 − α2,2 = α1,2 − α2,1 = π/2,

...

α3,2 − α2,2 = −π, α2,3 − α3,3 = 2π,

α3,3 − α3,2 = α2,2 − α2,3 = 0,

α2,3 − α3,2 = α2,2 − α3,3 = 3π/2,

... (1.4)

Враховуючи спiввiдношення для рiзницi фаз (1.4) запишемо XY
частину гамiльтонiану у виглядi, де замiсть фазових множникiв
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Рис. 2. Вибiр рiзницi фаз αi,j − αl,m, який задовiльняє умову, що
циркуляцiя векторного потенцiалу Ã(r) по чотирьох ребрах елемен-
тарної плакетки дорiвнює π, а циркуляцiя по двох ребрах та дiагоналi
плакетки дорiвнює π/2.

(див. також [1]) появились просто додатковi множники −(−1)j бi-
ля взаємодiї J1 та множники i(−1)j або −i(−1)j бiля взаємодiї J2:

HXY =
1

2

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

{

− J1(−1)j
(

d+i,jdi+1,j + d+i+1,jdi,j

)

+J⊥

(

d+i,jdi,j+1 + d+i,j+1
di,j

)

+iJ2(−1)j
(

d+i,jdi+1,j+1 − d+i+1,j+1
di,j

+d+i,j+1
di+1,j − d+i+1,jdi,j+1

)}

. (1.5)
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Для Iзiнґової частини (1.3) гамiльтонiану реалiзуємо наближення
типу середнього поля, аналогiчно, як у роботах [1–5], але розглянемо
випадок стрiчкового антиферомагнiтного впорядкування, коли

mA = 〈Sz
i,j〉 = 〈d+i,jdi,j〉 −

1

2
= 〈Sz

i+1,j〉 = . . .

= −mB = −〈Sz
i,j+1〉 = −〈Sz

i+1,j+1〉 = . . . .

(див. також рис. 1). У результатi будемо мати:

HZ = mA

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

(−1)j
{

(J1−J⊥−J2)d+i,jdi,j + (J1−J2)d+i+1,jdi+1,j

+(J⊥+J2)d
+

i,j+1
di,j+1 + J2d

+

i+1,j+1
di+1,j+1

}

−J̃ ′NxNym
2
A −NxJ1mA

Ny
∑

j=1

(−1)j . (1.6)

Тут використане позначення J̃ ′ = J1 − J⊥ − 2J2.
Зауважимо, що останнiй доданок в (1.6) дорiвнює нулю, якщо

Ny є парним, i дорiвнює NxJ1mA, якщо Ny є непарним. У термо-
динамiчнiй границi цим доданком можна нехтувати (оскiльки вiн
нескiнченно малий у порiвняннi iз попереднiм).

Пiсля Фур’є перетворення обидвох частин (1.5) та (1.6) гамiльто-
нiан моделi Гайзенберґа (1.1) в реалiзованому нами наближеннi типу
середнього поля буде таким:

H =
∑

kx,ky

{[

2iJ2 sinkx sinky − J1 coskx + 2mAJ̃
′

]

d+kx,ky
dkx,ky−π

+J⊥ cosky d
+

kx,ky
dkx,ky

}

− J̃ ′NxNym
2
A − J1NxmA

Ny
∑

j=1

(−1)j . (1.7)

Надалi зручно перейти вiд сумування по першiй зонi Брiллюена у
(1.7) до сумування по верхнiй половинi цiєї зони. Ввiвши позначення

b+kx,ky
= d+kx,ky

, bkx,ky
= dkx,ky

,

a+kx,ky
= d+kx,ky−π, akx,ky

= dkx,ky−π, (1.8)

та враховуючи перiодичнiсть dkx,ky+2π = dkx,ky
, представимо гамiль-

тонiан (1.7) у виглядi:

H =
∑

k

′
Hk − J̃ ′NxNym

2
A − J1NxmA

Ny
∑

j=1

(−1)j , (1.9)
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Hk = b+
k
akCba + a+

k
bkCab + b+

k
bkCbb + a+

k
akCaa. (1.10)

Тут штрих бiля знаку суми означає, що сумування проводиться по
верхнiй половинi першої зони Брiллюена, а також використанi ще
такi позначення:

Cba = 2mAJ̃
′ − J1 coskx + 2iJ2 sinkx sinky,

Cab = 2mAJ̃
′ − J1 coskx − 2iJ2 sinkx sinky = C∗

ba,

Cbb = J⊥ cosky , Caa = −J⊥ cosky = −Cbb. (1.11)

Квадратичну форму (1.10) можна звести до дiагонального вигляду
(аналогiчно, як у [1]). У результатi отримаємо:

H =
∑

k

′
λk(β+

k
βk − α+

k
αk) − J̃ ′NxNym

2
A − J1NxmA

Ny
∑

j=1

(−1)j . (1.12)

Тут β+

k
, α+

k
, βk, αk є операторами Фермi, а спектр λk(mA) визнача-

ється таким чином:

λk(mA) =

=

√

(J⊥ cosky)2 + (2J2 sinkx sinky)2 + (2J̃ ′mA − J1 coskx)2. (1.13)

На основi (1.12) отримаємо у термодинамiчнiй границi енергiю
основного стану з розрахунку на один вузол:

E0(mA)

NxNy

= −

∫ π

−π

dkx
2π

∫ π

0

dky
2π

λk(mA) − J̃ ′m2
A. (1.14)

Тут намагнiченiсть пiдґратки mA визначається з умови мiнiмуму
E0(mA) по mA.

2. Результати числових розрахункiв та висновки

Зупинимося спочатку на результатах числових розрахункiв для
основного стану у випадку квадратної ґратки (J⊥ = J1). На рис. 3
приведено залежнiсть намагнiченостi пiдґратки вiд параметра фру-
страцiї J2/J1, отриману нами на основi (1.14). На ньому представленi
для порiвняння також результати iз iнших робiт [6–12].

Аналогiчно, як i у випадку впорядкування Нееля (див. [1]), ре-
зультати таких числових пiдходiв, як метод ренорм-групи матрицi
густини [6], скiнченовимiрний скейлiнг даних точної дiагоналiзацiї
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Рис. 3. Залежнiсть пiдґраткової намагнiченостi вiд параметра J2/J1
при J⊥ = J1 у рiзних пiдходах: 1 – результат наших розрахункiв; 2,
3 – наближення чотири- та шiстнадцятичастинкових кластерiв вiд-
повiдно [12]; 4 – екстраполяцiї даних методу зв’язаних кластерiв [8];
5 – методу ренорм-групи матрицi густини [6]; 6 – скiнченовимiрно-
го скейлiнгу даних точної дiагоналiзацiї для скiнченовимiрних ґра-
ток [7]; 7, 8, 9 – методiв на основi функцiй Ґрiна [9–11] вiдповiдно.

для скiнченовимiрних ґраток [7] та даних, розрахованих у методi
зв’язаних кластерiв [8], досить добре узгоджуються мiж собою (да-
ють близькi значення для точки переходу Jc

2/J1 та близькi значення
магнiтного параметра порядку при великих J2/J1). Цi методи, однак,
не здатнi достовiрно передбачити рiд фазового переходу. А в точцi
Jc
2/J1, як вiдомо (див. [7, 8]), повинен вiдбуватись фазовий перехiд

першого роду. Про це якраз i може свiдчити (див. [8]) стрiмке спа-
дання mA до нуля в околi Jc

2/J1 iз зменшенням параметру J2/J1.
Результати в рамках методiв на основi функцiй Ґрiна [9–11], кла-

стерних наближень [12], а також розрахованi нами на основi (1.14),
дещо вiдрiзняються вiд отриманих у роботах [6–8]. Так, наближен-
ня на основi чотири- та шiстнадцятичастинкових кластерiв [12] так
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само, як i реалiзоване нами наближення, передбачають занадто ве-
лике значення mA при великих J2/J1. Проте суттєвою перевагою цих
двох пiдходiв (якi дають кiлькiсно не дуже точнi результати) є те, що
вони передбачають правильний рiд фазового переходу. Окрiм того,
кластерне наближення дає i достатньо добре значення для Jc

2/J1.
Пiдходи ж на основi функцiй Ґрiна, реалiзованi в роботах [10,11],

на вiдмiну вiд пiдходу, використаного в [9], дають занадто велике
значення для точки переходу Jc

2/J1, а також передбачають занадто
повiльне спадання mA до нуля в околi фазового переходу.

Розглянемо тепер результати числових розрахункiв для просто-
рово анiзотропної моделi (J1/J⊥ 6= 1), якi ми провели на основi спiв-
вiдношення (1.14), отриманого для випадку стрiчкового впорядку-
вання, а також вiдповiдного спiввiдношення для випадку впорядку-
вання Нееля, яке представлене у нашiй попереднiй працi [1].

На рис. 4 приведенi залежностi намагнiченостей пiдґраток в
основному станi вiд параметра фрустрацiї J2/J⊥ при рiзних значе-
ннях просторової анiзотропiї J1/J⊥. Лiвi кривi вiдповiдають анти-
феромагнiтному впорядкуванню Нееля, а правi – колiнеарному стрi-
чковому антиферомагнiтному впорядкуванню. Зрозумiло, що точки
фазових переходiв ми визначали порiвнюючи енергiї системи у рi-
зних фазах.

При великих значеннях J1/J⊥ iз збiльшенням J2/J⊥ в системi
вiдбуваються два фазовi переходи: спочатку перехiд другого роду
iз антиферомагнiтної фази Нееля у невпорядковану, а потiм перехiд
першого роду iз невпорядкованої фази у антиферомагнiтну стрiчко-
ву. При малих ж значеннях J1/J⊥ iз збiльшенням J2/J⊥ в системi
вiдбуваються лише один фазовий перехiд першого роду iз антиферо-
магнiтної фази Нееля у антиферомагнiтну стрiчкову фазу, причому
намагнiченостi пiдґраток в околi фазового переходу як у фазi Нееля,
так i у стрiчковiй фазi, є вiдмiнними вiд нуля.

Згадаємо тепер коротко вiдомi нам результати iнших методiв.
Зразу зауважимо, що вони вiдрiзняються якiсно як вiд отриманих
нами, так i мiж собою. Так у методi зв’язаних кластерiв [13] при ве-
ликих значеннях J1/J⊥ також мають мiсце два фазовi переходи iз
ростом параметра J2/J⊥: антиферомагнiтна фаза Нееля → невпо-
рядкована фаза → стрiчкова антиферомагнiтна фаза. Проте оби-
два переходи передбачаються неперервними. При малих значеннях
J1/J⊥ метод зв’язаних кластерiв дає один фазовий перехiд, як i у нас.
Проте, в околi точки фазового переходу намагнiченостi пiдґраток як
злiва (у антиферомагнiтнiй фазi Нееля), так i справа (у колiнеарнiй
стрiчковiй фазi), прямують до нуля.
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Рис. 4. Залежнiсть пiдґраткової намагнiченостi вiд параметра фру-
страцiї J2/J⊥ при рiзних значеннях параметра просторової анiзотро-
пiї J1/J⊥: 1 – J1/J⊥=1; 2 – J1/J⊥=0.8; 3 – J1/J⊥=0.6; 4 – J1/J⊥=0.4;
5 – J1/J⊥=0.2. Лiвi кривi вiдповiдають впорядкуванню Нееля, а пра-
вi – стрiчковому впорядкуванню.

В рамках варiацiйного методу, застосованого у роботi [14], при
великих J1/J⊥ результат якiсно узгоджується iз отриманим нами
(нижнiй фазовий перехiд є другого роду, а верхнiй – першого). Про-
те при малих значеннях параметра просторової анiзотропiї результат
якiсно вiдмiнний i вiд нашого, i вiд результату методу зв’язаних кла-
стерiв: в околi єдиного фазового переходу намагнiченiсть пiдґратки
у антиферомагнiтнiй фазi Нееля прямує до нуля (як у методi зв’яза-
них кластерiв), а у антиферомагнiтнiй стрiчковiй фазi є вiдмiнною
вiд нуля (як у нас).

У спiн-хвильовому розвиненнi [15] отримують результат, який
суттєво вiдрiзняється вiд згаданих вище. При будь-яких значеннях
J1/J⊥ передбачаються iз ростом параметра J2/J⊥ два фазовi перехо-
ди: антиферомагнiтна фаза Нееля → невпорядкована фаза → стрi-
чкова антиферомагнiтна фаза, причому обидва переходи є другого
роду.
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Таким чином, результати, отриманi у цiй та попереднiй [1] ро-
ботах, дають пiдставу стверджувати, що використане нами просте
наближення типу середнього поля в рамках методу перетворення
Йордана-Вiґнера дозволяє якiсно описати властивостi основного ста-
ну фрустрованої спiн-1/2 J1−J2 моделi Гайзенберґа на прямокутнiй
ґратцi при малiй просторовiй анiзотропiї (J⊥/J1 ≈ 1). У випадку
ж сильної просторової анiзотропiї питання застосовностi згаданого
пiдходу залишається вiдкритим у зв’язку iз тим, що рiзнi методи пе-
редбачають якiсно вiдмiннi результати. Окрiм того слiд сказати, що
для отримання кiлькiсно бiльш точних результатiв в рамках фермiо-
нiзацiї необхiдно самоузгоджено враховувати кореляцiї на сусiднiх
вузлах, що i буде предметом наступних дослiджень.
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