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Термодинамiчнi властивостi cпiн-1/2 J1−J2 моделi Гайзен-
берґа на прямокутнiй фрустрованiй ґратцi в наближеннi ти-
пу середнього поля в рамках методу фермiонiзацiї Йордана-
Вiґнера. Антиферомагнiтне впорядкування Нееля

О.Р. Баран, Т.М. Верхоляк

Анотацiя. Спiн-1/2 модель Гайзенберґа на прямокутнiй ґратцi з вза-
ємодiями найближчих та наступних пiсля найближчих сусiдiв роз-
глянута в рамках перетворення Йордана-Вiґнера. До фазових мно-
жникiв та до членiв, якi описують взаємодiю безспiнових фермiонiв,
у фермiонiзованому гамiльтонiанi застосовано наближення типу се-
реднього поля. У випадку впорядкування Нееля в основному станi
розраховано залежнiсть магнiтного параметра порядку вiд параме-
тра фрустрацiї. Результат порiвнюється iз результатами iнших ме-
тодiв.

Thermodynamical properties of spin-1/2 J1 − J2 Heisenberg
model on frustrated rectangular lattice within Jordan-Wigner
fermionization and mean-field approach. The Néel order
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Abstract. The rectangular-lattice spin-1/2 Heisenberg model with near-
est-neighbor, and next-nearest-neighbor interactions is considered by
means of the Jordan-Wigner transformation. We use a mean-field type
approximation for phase factors as well as for the terms which describe
the spinless fermion interaction in the fermionized Hamiltonian. In the
case of Néel phase the dependence of the magnetic order on frustrati-
on parameter is obtained in the ground-state. The obtained result is
compared with the result of other analytical and numerical methods.

Подається в Журнал фiзичних дослiджень

Submitted to Journal of Physical Studies

c© Iнститут фiзики конденсованих систем 2015
Institute for Condensed Matter Physics 2015

ICMP–15–01U 1

1. Вступ

В данiй роботi в рамках методу, базованому на перетвореннi Йордана-
Вiґнера, будемо дослiджувати термодинамiчнi властивостi антифе-
ромагнiтної спiн-1/2 моделi Гайзенберґа (АФММГ) iз взаємодiями
мiж найближчими та мiж наступними пiсля найближчих сусiдами
(J1−J2 модель) на прямокутнiй ґратцi. Ця модель була введеною в
працях [1,2] у зв’язку iз дослiдженням купратних високотемператур-
них надпровiдникiв i вiдтодi є однiєю iз найбiльш iнтенсивно дослi-
джуваних моделей в теорiї конденсованих систем. Такий iнтерес до
J1−J2 АФММГ є як суто теоретичний i пов’язаний iз тим, що вона
є однiєю iз найпростiших квантових моделей з фрустрацiями, так i
практичний, оскiльки вона виявляється ефективною для опису ряду
магнiтних матерiалiв, зокрема VOMoO4, Li2VOSiO4 та Li2VOGeO4

(див. роботи [3–6]). Окрiм того, таку просту модель iз квантовими
фрустрацiями дослiджують (див. наприклад [7–9]) також i у зв’язку
з вивченням фази квантової спiнової рiдини [10].

На даний час iснує багато теоретичних пiдходiв, якi використо-
вуються при дослiдженi квантових спiнових систем з фрустрацiями.
Так, J1−J2 АФММГ на квадратнiй ґратцi розглядалась, зокрема, в
рамках таких методiв: у високотемпературному розвиненнi [6], мето-
дом ренормалiзацiйної групи матрицi густини [7,8], квантовим мето-
дом Монте-Карло [9], на основi теорiї функцiй Грiна [11–13], а також
методами зв’язаних кластерiв [14–16] та точної дiагоналiзацiї [17,18].

Поряд iз цими методами досить ефективними можуть виявитися
рiзноманiтнi пiдходи та наближення, в яких використовуються рi-
знi варiанти двовимiрного перетворення Йордана-Вiґнера. Вперше
одновимiрне перетворення Йордана-Вiґнера, яке дозволяє перейти
вiд спiнових операторiв до операторiв Фермi, було реалiзоване в ро-
ботi [19] для спiн-1/2 одновимiрного XY ланцюжка. Пiзнiше були
запропонованi рiзнi узагальнення цього перетворення на двовимiрнi
та тривимiрнi випадки (див. огляд [20]), якi досить iнтенсивно засто-
совуються при дослiдженнi як термодинамiчних, так i динамiчних
властивостей рiзноманiтних систем [21–35].

В своїй роботi ми реалiзуємо фермiонiзацiю Йордана-Вiґнера, яка
було запропонованою для АФММГ на квадратнiй ґратцi при взаємо-
дiї лише найближчих сусiдiв у працi [36], до спiн-1/2 J1−J2 АФММГ
на прямокутнiй ґратцi. Обмежимося наближенням типу середнього
поля, як у роботах [22, 36], i розглянемо лише випадок антиферома-
гнiтного впорядкування Нееля. Отримаємо термодинамiчнi функцiї
та розрахуємо магнiтний параметр порядку в основному станi. Ре-
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зультат порiвняємо iз результатами iнших методiв.
У зв’язку з використаним нами теоретичним пiдходом, окремо

згадаємо про працi [21, 22]. Так, в роботi [21] в подiбному до засто-
сованого нами наближеннi розглядалась спiн-1/2 двовимiрна J1−J2
модель Гайзенберґа в зовнiшньому магнiтному полi. В нiй в основ-
ному увага зосереджувалась на вивченi залежностей сумарної нама-
гнiченостi системи вiд магнiтного поля. Ми ж у своєму дослiдженнi
при вiдсутностi зовнiшнього поля розраховуватимемо намагнiченостi
пiдґраток. В роботi [22] в аналогiчному з нашим наближеннi вивча-
лася спiн-1/2 двовимiрна XZ модель з взаємодiями лише мiж най-
ближчими сусiдами. Було встановлено, що результати узгоджуються
iз результатами спiн-хвильової теорiї.

2. Постановка задачi

Розглянемо модель Гайзенберґа з обмiнними взаємодiями J1, J⊥ мiж
найближчими та J2 мiж наступними пiсля найближчих сусiдами на
прямокутнiй ґратцi (див. рис. 1) розмiру Nx × Ny (Nx → ∞, Ny →
∞), яка описується гамiльтонiаном

H =
∑

〈i,j〉

Ji,jSi · Sj +
∑

〈〈i,j〉〉

J2Si · Sj

=

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

(

J1Si,j · Si+1,j + J⊥Si,j · Si,j+1

+J2Si,j · Si+1,j+1 + J2Si,j+1 · Si+1,j

)

. (2.1)

Сума
∑

〈i,j〉 пробiгає по найближчих, а
∑

〈〈i,j〉〉 – по наступних пiсля
найближчих сусiдах. Взаємодiя Ji,j, як видно з рис. 1, є рiвною або
J1, або J⊥.

Зауважимо, що тут i надалi будемо паралельно використовувати
два рiзнi позначення для вузлiв ґратки: або позначення вузла i, j

J

J1

J2

Рис. 1. Прямокутна ґратка, на якiй позначенi обмiннi взаємодiї.
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(див. рис. 2a), або позначення i = ixnx + iyny (див. рис. 2b), де nx

та ny – одиничнi вектори.
Ввiвши оператори S±

i = Sx
i ± iSy

i перепишемо гамiльтонiан (2.1):

H = HXY +HZ , (2.2)

HXY =
1

2

∑

〈i,j〉

Ji,j

(

S+
i S−

j + S+
j S

−
i

)

+
1

2

∑

〈〈i,j〉〉

J2

(

S+
i S−

j + S+
j S−

i

)

, (2.3)

HZ =
∑

〈i,j〉

Ji,j

(

S+
i S−

i −
1

2

)(

S+
j S−

j −
1

2

)

+
∑

〈〈i,j〉〉

J2

(

S+
i S

−
i −

1

2

)(

S+
j S−

j −
1

2

)

. (2.4)

Тут HXY – XY частина гамiльтонiану (2.1), а HZ – Iзiнґова його
частина.

Слiд зауважити, що оператори S+
i та S−

i на одному вузлi задо-
вiльняють комутацiйнi спiввiдношення Фермi

{

S−
i , S+

i

}

= 1,
{

S+
i , S+

i

}

=
{

S−
i , S−

i

}

= 0, (2.5)

а на рiзних вузлах (i 6= j) – Бозе комутацiйнi спiввiдношення
[

S−
i , S+

j

]

=
[

S+
i , S

+
j

]

=
[

S−
i , S−

j

]

= 0. (2.6)

i,j i+ ,j1

i,j+1

(a)

i

j

nx

ny jx

jy

(b)

iy

ix

Рис. 2. Прямокутна ґратка, на якiй наведено позначення вузлiв.
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3. Перетворення Йордана-Вiґнера

З допомогою перетворення Йордана-Вiґнера

S−
i = eiαidi, S+

i = e−iαid+i , (3.1)

αi =
∑

j( 6=i)

Bijnj, nj = d+j dj, (3.2)

(де Bij є скалярами, елементами певної матрицi B) здiйснюється пе-
рехiд вiд задачi, у якiй оператори S+

i та S−
i задовiльняють перестав-

нi спiввiдношення (2.5), (2.6), до задачi, у якiй оператори d+i та di
задовiльняють переставнi спiввiдношення Фермi

{d+i , dj} = δi,j, {d+i , d
+
j } = {di, dj} = 0, (3.3)

як на одному, так i на рiзних вузлах. Саме в такому виглядi (спiввiд-
ношення (3.1), (3.2)) перетворення було запропоноване у роботi [36]
для дослiдження моделi Гайзенберґа з взаємодiями мiж найближчи-
ми сусiдами у випадку квадратної ґратки.

Зрозумiло, що числова матриця B у (3.2) повинна бути вибраною
так (див. огляд [20]), щоб задовiльнялися переставнi спiввiдношен-
ня для спiнових операторiв (2.5) та (2.6). Зупинимося коротко на її
отриманнi.

Приймаючи до уваги те, що оператори d+i , di є Фермi оператора-
ми, можна переконатись, що

eiBijnjdi =
[

1 + iBijnj +
1

2!
(iBij)

2nj + . . .
]

di = dieiBijnj , (3.4)

i аналогiчно, що

e−iBijnjd+i = d+i e−iBijnj . (3.5)

А оскiльки [ni, nj] = 0, то легко бачити:

eiαidi = dieiαi , e−iαid+i = d+i e−iαi . (3.6)

Також нам будуть потрiбнi спiввiдношення

e−injBij = 1 +
(

e−iBij − 1
)

nj, einiBji = 1 +
(

eiBji − 1
)

ni, (3.7)

якi отримуються з допомогою розкладу експоненти в ряд з урахува-
нням, що n2

i = ni.
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Порахуємо тепер комутатор [S−
i , S+

j ], використовуючи перетворе-
ння (3.1) та враховуючи спiввiдношення (3.4) – (3.6).
[

S−
i , S+

j

]

=

(

einjBijdie−iniBjid+j − e−iniBjid+j einjBijdi

)

·e
i
∑

l6=i,l6=j
nl(Bil−Bjl) (3.8)

Оскiльки в загальному випадку e
i
∑

l6=i,l6=j
nl(Bil−Bjl) 6= 0, то рiвнiсть

нулевi комутатора [S−
i , S+

j ] буде забезпечена тодi, коли

einjBijdie−iniBjid+j = e−iniBjid+j einjBijdi.

А дану умову (яка забезпечує виконання [S−
i , S+

j ] = 0), враховуючи
спiввiдношення (3.7) та властивостi операторiв Фермi (3.3), можна
переписати у такому простому виглядi:

eiBij = −eiBji . (3.9)

Подiбно, як це робилося вище для комутатора [S−
i , S+

j ], можна
переконатись, що умова (3.9), накладена на матрицю B, забезпе-
чує також i виконання двох iнших комутацiйних спiввiдношень (2.6)
для спiнових операторiв на рiзних вузлах. А для забезпечення пе-
реставних спiввiдношень для спiнових операторiв на одному вузлi
(2.5) достатньою є лише умова, що оператори d+i , di задовiльняють
перставнi спiввiдношення Фермi (3.3).

Здiйснимо тепер перетворення Йордана-Вiґнера (3.1) у обох ча-
стинах гамiльтонiану (2.2). З урахуванням спiввiдношень (3.6) буде-
мо мати:

HXY =
1

2

∑

〈i,j〉

Ji,j

(

d+i ei(αj−αi)dj + d+j ei(αi−αj)di

)

+
1

2

∑

〈〈i,j〉〉

J2

(

d+i ei(αj−αi)dj + d+j ei(αi−αj)di

)

(3.10)

HZ =
∑

〈i,j〉

Ji,j

(

d+i di −
1

2

)(

d+j dj −
1

2

)

+
∑

〈〈i,j〉〉

J2

(

d+i di −
1

2

)(

d+j dj −
1

2

)

(3.11)

Зауважимо, що фазовi множники exp(±iαi) є лише у XY частинi
(3.10) гамiльтонiану Гайзенберґа i вiдсутнi у його Iзiнґовiй частинi
(3.11). Зупинимося спочатку на розглядi XY частини (3.10).
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4. Наближення середнього поля для фазових мно-
жникiв. XY частина гамiльтонiану

В роботi [36] було запропоновано такий вибiр числової матрицi B:

Bij = arg (τj − τi) , (4.1)

де τi та τj – комплекснi числа

τi = ix + iiy, τj = jx + ijy, (4.2)

якi вiдповiдають вузлам i = ixnx + iyny та j = jxnx + jyny (див.
рис. 2). Тут nx, ny – одиничнi вектори.

Оскiльки, як легко бачити, arg(τj − τi) = arg(τi − τj)±π, то такий
вибiр Bij забезпечує виконання умови (3.9). А так як комплексне
число τj − τi = |τj − τi|ei·arg(τj−τi) = |τj − τi|eiBij , то звiдси видно, що
(4.1) можна переписати у виглядi:

Bij = Im ln (τj − τi) . (4.3)

Таким чином, при виборi матрицi B у виглядi (4.1), фазовi множники
у перетвореннях (3.1) будуть мати вигляд

αi =
∑

j( 6=i)

nj Im ln (τj − τi) . (4.4)

Розглянемо (див. [20,36,37]) векторне поле A(r), таке, що рiзниця
фаз

αj − αi =

∫ j

i

dr ·A(r) =

∫ j

i

dr · ∇rα(r). (4.5)

На основi (4.4) отримаємо:

A(r) = ∇r α(r) =
∂

∂rx

(

∑

l( 6=r)

nlIm ln(lx − rx + i(ly − ry))
)

nx

+
∂

∂ry

(

∑

l( 6=r)

nlIm ln(lx − rx + i(ly − ry))
)

ny

=
∑

l( 6=r)

nl

(ly − ry)nx − (lx − rx)ny

(l− r)2
. (4.6)

Реалiзувавши в однорiдному випадку наближення середнього поля

ni → 〈ni〉 = 〈n〉 (4.7)
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(нагадаємо, що ni = d+i di = S+
i S−

i = Sz
i + 1/2, що видно iз спiввiд-

ношень (3.1) та (3.6)) в континуальнiй границi, в якiй суму
∑

l( 6=r)

можна замiнити на подвiйний iнтеграл 1
S0

∫ Lx/2

−Lx/2
dr′x

∫ Ly/2

−Ly/2
dr′y , отри-

маємо векторний потенцiал у такому виглядi (див. [20, 37]):

A(r) = −〈n〉
1

S0

∫
Lx
2

−Lx
2

dr′x

∫

Ly

2

−
Ly

2

dr′y

(

r′y − ry
)

nx − (r′x − rx)ny

(r′ − r)
2

= 〈n〉
π

S0
(−rynx + rxny) = 〈n〉

π

S0
nz × r. (4.8)

Тут S0 – площа елементарної плакетки (див. рис. 3), а Lx = Ly =
L → ∞ – лiнiйнi розмiри системи. Зауважимо, що Гамiльтонiан (2.2),
(3.10), (3.11) при виборi фазових множникiв на основi (4.5), (4.8) опи-
сує систему заряджених безспiнових фермiонiв, якi рухаються у пло-
щинi в однорiдному магнiтному полi, яке, як буде показано нижче, є
перпендикулярним до цiєї площини. Як слiдує iз (4.8), напруженiсть
цього магнiтного поля

H(r) = rotA(r) = 〈n〉
π

S0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nx ny nz
∂

∂rx
∂

∂ry
∂

∂rz

−ry rx 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 〈n〉
2π

S0
nz, (4.9)

а потiк вектора напруженостi магнiтного поля через елементарну
плакетку

Φ0 = H(r) · S0nz = 2π〈n〉. (4.10)

Обмежимося надалi випадком 〈Sz〉 = 0, що може вiдповiдати,
наприклад, XY моделi, або антиферомагнiтнiй моделi Гайзенберґа,

nx

nynz
r A j( )

S0

H

j

A r( )

Рис. 3. Фермiони у однорiдному магнiтному полi H, яке виникає в
результатi реалiзацiї наближення середнього поля для фазових мно-
жникiв. Векторнi потенцiали, якi лежать у площинi ґратки, наведенi
схематично.
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в якiй вiдсутнiй далекий порядок. А так, як 〈n〉 = 〈Sz〉 + 1/2, то у
такому випадку потiк Φ0 = π.

Оскiльки векторний потенцiал є калiбрувально iнварiантним, то
ми можемо здiйснити калiбрувальне перетворення A(r) → Ã(r) з
умовою, що потiк вектора напруженостi магнiтного поля не змiни-
ться

Φ0 = rotA(r) · S0nz = rotÃ(r) · S0nz = π (4.11)

Останню ж рiвнiсть можна переписати у виглядi

Φ0 =

∫

S0

rotÃ(r)dS =

∮

S0

Ã(r)dr = π. (4.12)

Оскiльки циркуляцiя потенцiалу Ã(r) по границях елементарної
плакетки дорiвнює π, то природно прийняти, що вiдповiдна циркуля-
цiя по границi будь-якої половини плакетки у виглядi прямокутного
трикутника з базисними векторами у якостi катетiв буде π/2. Один
iз способiв вибору векторного потенцiалу Ã(r), який задовiльнить цi
умови є таким (див. також рис. 4):

α2,1 − α1,1 =

∫ 2,1

1,1

dr · Ã(r) = 0, α1,2 − α2,2 = π

α2,2 − α2,1 = α1,1 − α1,2 = 0

α1,1 − α2,2 = α1,2 − α2,1 = π/2,

...

α4,2 − α3,2 = −π, α3,3 − α4,3 = 2π,

α4,3 − α4,2 = α3,2 − α3,3 = 0,

α3,3 − α4,2 = α3,2 − α4,3 = 3π/2,

... (4.13)

Враховуючи спiввiдношення (4.13) перепишемо XY частину га-
мiльтонiана (3.10) у виглядi:

HXY =
1

2

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

{

J1(−1)i+j
(

d+i,jdi+1,j + d+i+1,jdi,j

)

+J⊥

(

d+i,jdi,j+1 + d+i,j+1di,j

)

−iJ2(−1)i+j
(

d+i,jdi+1,j+1 − d+i+1,j+1di,j
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+d+i,j+1di+1,j − d+i+1,jdi,j+1

)}

. (4.14)

Зауважимо, що реалiзацiя наближення середнього поля для фа-
зових множникiв, покладання 〈n〉 = 1/2 (що вiдповiдає випадку
〈Sz〉 = 0) та вибiр калiбрувального векторного потенцiалу Ã(r) у
формi (4.13) приводять до того, що замiсть фазових множникiв
ei(αj−αi) у XY частинi гамiльтонiану (3.10) появились просто дода-
тковi множники (−1)i+j бiля взаємодiї J1 (див. також роботу [20]) та
множники i(−1)i+j або −i(−1)i+j бiля взаємодiї J2.

p 0 p
0

0

0

00

p

0

p

0 0 0
-p/2

-p/2p/2
p/2

0 -p-p

0

0
-p/2

-p/2
p/2 p/2

p/2p/2
p/2 p/2

3p/2
3p/2

3p/2
3p/2

3p/2
5p/2

5p/2
3p/2

3p/2 3p/25p/2
5p/2

5p/2 5p/2
7p/2 7p/2

p p

-p -p

2p 2p

-2p

3p

2p2p

-2p-2p

3p3p

-3p

4p

0 0 00

0 0000

0

0 0 0

1,1 2,1 3,1

1,2

1,3

4,1

4p

-3p

7p/2
7p/2

0

0

0

0 0

4,3

3p/2

3p/2

0

2p

-3p/2

-3p/2
0

-p
3,2 4,2

3,3

Рис. 4. Вибiр рiзницi фаз αi−αj, який задовiльняє умову, що цирку-
ляцiя векторного потенцiалу Ã(r) по чотирьох ребрах елементарної
плакетки дорiвнює π, а циркуляцiя по двох ребрах та дiагоналi пла-
кетки дорiвнює π/2.
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5. Наближення типу середнього поля для Iзiнґо-
вої частини гамiльтонiану. Випадок «однорiдно-
го потоку для впорядкування Нееля» (Néel flux
phase)

Надалi нас буде цiкавити випадок фрустрованої ґратки, коли всi вза-
ємодiї є антиферомагнiтними (J1 > 0, J⊥ > 0, J2 > 0).

Застосуємо до Iзiнґової частини гамiльтонiана (3.11) наближення
типу середнього поля, як у роботах [20,22,36,37]. Тобто, зробимо та-
ку замiну членiв гамiльтонiана, якi описують взаємодiю безспiнових
фермiонiв:

d+i did
+
j dj → d+i di〈d

+
j dj〉+ 〈d+i di〉d

+
j dj − 〈d+i di〉〈d

+
j dj〉. (5.1)

Зауважимо, що тут було також покладено 〈d+j di〉 = 0, що вiдповiдає
випадку «однорiдного потоку для впорядкування Нееля» (the uni-
form flux with the Néel order; див. роботи [20, 36]).

В рамках такого наближення Iзiнґова частина гамiльтонiану буде
мати вигляд:

HZ =
∑

〈i,j〉

Ji,j

(

d+i di〈S
z
j 〉+ d+j dj〈S

z
i 〉 − 〈Sz

i 〉〈S
z
j 〉 −

1

2
〈Sz

i 〉 −
1

2
〈Sz

j 〉
)

+
∑

〈〈i,j〉〉

J2

(

d+i di〈S
z
j 〉+ d+j dj〈S

z
i 〉 − 〈Sz

i 〉〈S
z
j 〉 −

1

2
〈Sz

i 〉 −
1

2
〈Sz

j 〉
)

. (5.2)

Обмежимося надалi випадком антиферомагнiтного впорядкува-
ння Нееля. Враховуючи, що намагнiченостi пiдґраток рiвнi за моду-
лем та вiдрiзняються знаком (mA = 〈d+i,jdi,j〉−

1
2 = 〈Sz

i,j〉 = 〈Sz
i+1,j+1〉

= . . . = −mB = −〈Sz
i+1,j〉 = −〈Sz

i,j+1〉 = . . .) для Iзiнґової частина
гамiльтонiану будемо мати:

HZ = mA

Nx
∑

i=1

Ny
∑

j=1

{

(J1 + J⊥)(−1)i+j+1d+i,jdi,j +

+J1(−1)i+jd+i+1,jdi+1,j + J⊥(−1)i+jd+i,j+1di,j+1

+J2(−1)i+j
(

d+i,jdi,j + d+i+1,j+1di+1,j+1

)

+J2(−1)i+j+1
(

d+i,j+1di,j+1 + d+i+1,jdi+1,j

)}

+ J̃NxNym
2
A. (5.3)

Тут використане позначення J̃ = J1 + J⊥ − 2J2.
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6. Термодинамiка моделi Гайзенберґа у випадку ан-
тиферомагнiтного впорядкування Нееля

Здiйснимо спочатку перетворення Фур’є

di,j =
1

√

NxNy

∑

kx,ky

ei(kxi+kyj)dkx,ky
,

d+i,j =
1

√

NxNy

∑

kx,ky

e−i(kxi+kyj)d+kx,ky
(6.1)

δkx,k′
x
=

1

Nx

∑

i

ei(kx−k′
x)i, δky,k′

y
=

1

Ny

∑

j

ei(ky−k′
y)j

у обох частинах гамiльтонiану (4.14) та (5.3). В результатi для анти-
феромагнiтної моделi Гайзенберґа H = HXY +HZ отримаємо:

H =
∑

kx,ky

{

− iJ1 sinkx d
+
kx,ky

dkx−π,ky−π + J⊥ cosky d
+
kx,ky

dkx,ky

+2J2 coskx sinky d
+
kx,ky

dkx−π,ky−π − 2mAJ̃d
+
kx,ky

dkx−π,ky−π

}

+J̃NxNym
2
A. (6.2)

Надалi зручно перейти вiд сумування по першiй зонi Брiллюена
у (6.2) до сумування по областi, яка представлена на рис. 5 (заштри-
хована дiлянка). Ввiвши позначення

b+kx,ky
= d+kx,ky

, bkx,ky
= dkx,ky

,

a+kx,ky
= d+kx−π,ky−π, akx,ky

= dkx−π,ky−π, (6.3)

та враховуючи перiодичнiсть dkx+2π,ky+2π = dkx,ky
, представимо га-

мiльтонiан (6.2) у виглядi:

H =
∑

k

′
Hk + J̃NxNym

2
A, (6.4)

Hk = b+k akCba + a+k bkCab + b+k bkCbb + a+k akCaa. (6.5)

Тут використанi також ще такi позначення:

Cba = −2mAJ̃ + 2J2 coskx sinky − iJ1 sinkx,

Cab = −2mAJ̃ + 2J2 coskx sinky + iJ1 sinkx = C∗
ba,

Cbb = J⊥ cosky, Caa = −J⊥ cosky. (6.6)
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p-p

kx

ky

p

-p

Рис. 5. Перша зона Брiллюена та область (заштрихована дiлянка),
по якiй проводиться сумування

∑ ′
kx,ky

.

Квадратичну форму (6.5) модна представити у матричнону виглядi:

Hk = (b+k a+k )

(

Cbb Cba

C∗
ba −Cbb

)(

bk
ak

)

. (6.7)

Оскiльки в данiй роботi нас цiкавлять лише термодинамiчнi вла-
стивостi дослiджуваної моделi, знайдемо тiльки власнi значення ма-
трицi 2×2 iз останнього спiввiдношення (для розрахунку динамiчних
властивостей необхiдними є ще i вiдповiднi власнi функцiї). Одне iз
власних значень є таким:

λk = λk(mA)

=

√

J2
⊥ cos2ky + J2

1 sin
2kx + (−2J̃mA + 2J2 coskx sinky)2, (6.8)

а iнше є рiвним за модулем i має протилежний знак (−λk).
Легко бачити, що тепер ми можемо записати Hk (6.7) у дiаго-

нальному виглядi

Hk = (β+
k α+

k )

(

λk 0
0 −λk

)(

βk

αk

)

(6.9)

(де β+
k , α+

k , βk, αk – новi оператори Фермi) i в результатi представи-
ти гамiльтонiан моделi Гайзенберґа у випадку антиферомагнiтного
впорядкування Нееля (6.4) у такiй формi:

H =
∑

k

′
λk(β

+
k βk − α+

k αk) + J̃NxNym
2
A. (6.10)

Зауважимо, що для знаходження спiввiдношень, якi пов’язують опе-
ратори β+

k , α+
k , βk, αk iз операторами b+k , a+k , bk, ak необхiднi ще
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власнi функцiї матрицi 2 × 2 у (6.7). Проте, в рамках поставленої в
данiй роботi задачi цi спiввiдношення не є необхiдними.

На основi (6.10) отримаємо вiльну енергiю з розрахунку на одну
частинку:

F (T,mA)

NxNy
= −

2kBT

NxNy

∑

k

′
ln 2ch

( λk

2kBT

)

+ J̃m2
A

= −
kBT

NxNy

∑

k

ln 2ch
( λk

2kBT

)

+ J̃m2
A

= −kBT

∫ π

−π

dkx
2π

∫ π

−π

dky
2π

ln 2ch
( λk

2kBT

)

+ J̃m2
A, (6.11)

а намагнiченiсть пiдґратки mA(T ) визначається з умови мiнiмуму
F (T,mA) по mA.

Енергiю основного стану легко отримати на основi (6.10). Оскiль-
ки λk ≥ 0, то основний стан буде при β+

k βk = 0, α+
k αk = 1. В ре-

зультатi для енергiї основного стану з розрахунку на одну частинку
матимемо:

E0(mA)

NxNy
= −

∫ π

−π

dkx
2π

∫ π−|kx|

−π+|kx|

dky
2π

λk + J̃m2
A

= −
1

2

∫ π

−π

dkx
2π

∫ π

−π

dky
2π

λk + J̃m2
A, (6.12)

причому параметр mA визначається з умови мiнiмуму E0(mA) по
mA.

7. Результати числових розрахункiв та висновки

Зупинимося тепер коротко на результатах числових розрахункiв для
основного стану у випадку квадратної ґратки (J⊥ = J1).

На рис. 6 приведено залежнiсть намагнiченостi пiдґратки вiд па-
раметра J2/J1, отриману нами на основi (6.12). На ньому представле-
нi для порiвняння також результати iз iнших робiт [7,8,11–14,17,38].

Перш за все, слiд зауважити, що результати методу ренорм-групи
матрицi густини [7,8], скiнченовимiрного скейлiнгу, як даних точної
дiагоналiзацiї для скiнченовимiрних граток [17], так i даних, розра-
хованих у методi зв’язаних кластерiв [14], не тiльки якiсно, але i до-
сить добре кiлькiсно узгоджуються мiж собою. Результати ж, отри-
манi нами (в позакритичнiй областi J2/J1 ≪ Jc

2/J1, J
c
2/J1 ≈ 0.357),

а також в рамках пiдходiв [11–13], побудованих на функцiях Грiна,
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Рис. 6. Залежнiсть пiдґраткової намагнiченостi вiд параметра J2/J1
у рiзних пiдходах: 1 – результат наших розрахункiв; 2, 3, 4 – методiв
на основi функцiй Грiна [11–13] вiдповiдно; 5 – скiнченовимiрного
скейлiнгу даних точної дiагоналiзацiї для скiнченовимiрних граток
[17]; 6, 7 – методу ренорм-групи матрицi густини [7,8] вiдповiдно; 8 –
екстраполяцiї даних методу зв’язаних кластерiв [14]; 9 – квантового
методу Монте-Карло [38].

узгоджуються лише якiсно iз результатами згаданих вище достатньо
точних методiв [7, 8, 14, 17].

Те, що порахований на основi (6.12) магнiтний параметр порядку
занадто рiзко спадає при J2/J1 близькому до точки переходу Jc

2/J1,
а також те, що ми отримали значно завищенi значення mA при ма-
лих J2/J1, на нашу думку пов’язано iз використаним наближенням
типу середнього поля, в якому до того ж нехтувалося кореляцiя-
ми 〈d+j di〉 (див. спiввiдношення (5.1)). Так, для нефрустрованої ква-
дратної ґратки (J2 = 0) ми отримуємо mA ≈ 0.437, що є суттєво
бiльше вiд, наприклад, результату моделювання квантовим методом
Монте-Карло (mA ≈ 0.307) [38]. Проте, слiд зауважити, що в рам-
ках застосованого нами пiдходу результат можна дещо покращити,
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якщо врахувати кореляцiї 〈d+j di〉, як це робиться в роботi [36] (див.
також [20]). Таке врахування згаданих кореляцiй дає mA ≈ 0.389 при
J2 = 0 [36].

Виходячи iз сказаного вище, ми можемо зробити висновок, що
використане нами просте наближення типу середнього поля в рам-
ках методу фермiонiзацiї Йордана-Вiґнера може бути ефективним
при теоретичному дослiдженнi двовимiрних квантових фрустрова-
них систем.
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