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Визначення унiверсальних характеристик форми довгих

гнучких полiмерних ланцюгiв у доброму розчиннику мето-

дом дисипативної динамiки

Остап Калюжний, Ярослав Iльницький, Юрiй Головач

Анотацiя. В цiй роботi ми дослiджуємо форму, якої набуває гнучка по-

лiмерна макромолекула у доброму розчиннику. Зокрема, ми цiкавимося

унiверсальними характеристиками форми, спiльними для полiмерiв рiзно-

го хiмiчного складу i залежними лише вiд вимiрностi простору d. Дотепер

такi характеристики, зазвичай, вивчалися на пiдставi моделюваня полi-

мерного ланцюжка як блукання без самоперетинiв. Нашi дослiдження ви-

конанi на пiдставi ком’ютерного моделювання iз застосуванням методу

дисипативної динамiки, що використовує реалiстичнi потенцiали мiжмо-

лекулярної взаємодiї. Отриманi нами значення cередньої асферичностi,

видовженостi та спiввiднощення розмiрiв полiмерного ланцюга при d = 3

– 〈A3〉 ≃ 0.42, 〈S3〉 ≃ 0.52, g3 ≃ 6.21 – добре узгоджуються iз аналiтични-

ми передбаченнями та результатами моделювання Монте Карло i свiдчать

на користь того, що i за реалiстичних умов форма полiмерного клубка у

доброму розчиннику є унiверсальною.

Universal shape properties of a long flexible polymer chain in the

dissipative particle dynamics method

Ostap Kalyuzhnyi, Jaroslav Ilnytskyi, Yurij Holovatch

Abstract. In this paper we address the question of shape which is acqui-

red by the long flexible polymer macromolecule in a good solvent. In parti-

cular, we are interested in the universal shape properties that are shared by

polymers of different chemical content and depend on the space dimension

d only. So far, the latter were analyzed mainly using the self avoiding walk

representation of a polymer chain. Here, we perform a series of simulations for

a linear polymer chain using dissipative particle dynamics based on realistic

intermolecular potentials. Our results for the mean prolateness, asphericity

and size ratio at d = 3 – 〈A3〉 ≃ 0.42, 〈S3〉 ≃ 0.52, g3 ≃ 6.21 – are in a

good agreement with available analytic and MC simulation data and give an

evidence of the universality of polymer coil shape under realistic conditions.
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1. Вступ

Поняття унiверсальностi, що виникло при теоретичному описi кри-
тичної поведiнки моделей статистичної фiзики [1] поступово стає
одним iз пiдставових понять фiзики багаточастинкових систем. Унi-
версальнiсть критичних явищ полягає у тому, що термодинамiчнi та
структурнi властивостi системи в околi критичної точки залежать
вiд деякої невеликої кiлькостi так званих глобальних змiнних i є
спiльними для широкого класу рiзних систем (класу унiверсальностi,
див., наприклад, [2, 3]). Класичним проявом унiвесальностi у фiзи-
цi м’якої речовини є поведiнка довгих гнучких полiмерних ланцюгiв
у доброму розчиннику. На сьогоднi добре встановленим вважається
той факт, що рiзнi за своєю хiмiчною будовою полiмери пiдлягають
однаковим законам скейлiнгу [4, 5]. Так, середнiй характерний роз-
мiр r полiмерного клубка пов’язаний iз його молекулярною масою
(чи кiлькiстю мономерiв N) степеневим законом:

r ∼ Nν , (1.1)

для великих N . Показник ν є унiверсальним – однаковим для дов-
гих гнучких полiмерiв рiзного хiмiчного складу i залежить лише вiд
вимiрностi простору, а унiверсальнi характеристики поведiнки полi-
мерного ланцюга з високою точнiстю описуються гратковою моде-
ллю блукань iз самоуниканням (self avoiding walks, SAW). Зокрема,
ν = 3/4, ν = 0.588 для вимiрностi простору d = 2 i d = 3, вiдповiд-
но [5]. Те, що маса полiмера залежить вiд його характерного розмiру
степенево iз нецiлим показником, разом iз самоподiбнiстю ланцюга
на рiзних масштабах дозволяє розглядати полiмери як найбiльш ха-
рактерний приклад фракталiв у фiзицi м’якої речовини [6].

Степеневим законам iз унiверсальними показниками – законам
скейлiнгу – пiдлягає i ряд iнших властивостей довгого гнучкого по-
лiмерного ланцюга (таких як загальна кiлькiсть конфiгурацiй, то-
що). Тому часом унiверсальнiсть i скейлiнг вживаються як тотожнi
поняття. Однак, це зовсiм не так: зокрема, у фiзицi полiмерiв є ха-
рактеристики, якi не описуються законами скейлiнгу але є, тим не
менше, унiверсальними. Саме про такi характеристики – характе-
ристики форми полiмерних ланцюгiв – i йтиме мова у цiй статтi.
Структурнi властивостi макромолекул, такi, як форма та розмiр ти-
пової конфiгурацiї полiмерного ланцюга, є цiкавими з рiзних причин.
Форма протеїнiв впливає на динамiку їх згортання та рух у клiти-
нi i є важливою для розумiння складних процесiв у клiтинi, таких,
як каталiтична активнiсть. Гiдродинамiка полiмерних плинiв також
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суттєво залежить вiд розмiру та форми iндивiдуальних макромоле-
кул; форма полiмеру вiдiграєї важливу роль у визначеннi його мо-
лекулярної ваги у гелевiй фiльтрацiйнiй хроматографiї [7].

Те, що форма, якої набуває полiмерний клубок у доброму роз-
чиннику не є сферичною, вiдомо ще з класичних робiт В. Куна [8].
Проте розумiння того факту, що певнi характеристики форми полi-
мерних ланцюгiв є унiверсальними – спiльними для широкого класу
полiмерiв – i залежать, подiбно до показникiв скейлiнгу, лише вiд ви-
змiрностi простору, прийшло завдяки застосуванню методу ренорма-
лiзацiйної групи [9]. Вiдповiдно, унiверсальнi характеристики фор-
ми полiмерних ланцюгiв (ми означимо їх детальнiше в наступному
роздiлi) були обчисленi з використанням метому прямого перенор-
мування i пiдтвердженi чисельним моделюванням для моделi випад-
кових блукань iз самоуниканням [7, 10–15]. В рамках такої моделi,
полiмерний ланцюг розглядається як випадкове блукання на гратцi
iз накладеною умовою про заборону перетину траєкторiї блукання.
Наскiльки нам вiдомо, на сьогоднi не iснує жодної роботи, в якiй
би форма полiмерного ланцюга дослiджувалась на пiдставi моделi
полiмера iз реалiстичним потенцiалом взаємодiї. Саме такому дослi-
дженню присвячена наша робота. Нашою метою буде перевiрити,
чи унiверсальними є характеристики форми полiмерного ланцюга в
методi дисипативної динамiки [16, 17]? Цей метод, що широко вико-
ристовується для моделювання багаточастинкових систем, має мезо-
скопiчну природу, тобто займає промiжне мiсце мiж атомарними (з
одного боку) та континуальними (з iншого боку) моделями за рiвнем
деталiзацiї. У моделi, яку ми розглянемо, молекули описуються як
непружнi сфери iз заданим потенцiалом взаємодiї (рiзним для моле-
кул розчинника i молекул полiмера). У нашiй попереднiй роботi [18]
було пiдтверджено справедливiсть законiв скейлiнгу у такiй моделi,
то ж наступним природним кроком є перевiрка iнших унiверсальних
зарактеристик.

Решта статтi має таку структуру: в роздiлi 2.1 ми означимо спо-
стережуванi величини, якими цiкавитимемося в нашому дослiдженнi
i зробимо короткий огляд робiт, в яких цi спостережуванi визнача-
лися на пiдставi методiв ренормалiзацiйної групи та Монте Карло;
короткий опис нашого методу дослiджень – методу дисипативної ди-
намiки – приведений в роздiлi 2.2. Результати наших дослiджень ви-
кладенi та обговоренi в роздiлах 3 i 4.
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2. Спостережуванi i метод дослiдження

В цьому роздiлi ми введемо характеристики форми полiмерного лан-
цюга – асферичнiсть, видовженiсть, спiввiднощення розмiрiв та анi-
зотропiю – якi ми визначатимемо за допомогою методу дисипативної
динамiки та коротко опишемо сам метод.

2.1. Величини, якi описують форму полiмеру

В перших теоретичних дослiдженнях характеристик форми полiме-
ра, що складається з N мономерiв, вводились безрозмiрнi вiдноше-
ння довжин радiус-векторiв, проведених iз початку полiмерного ла-
цюга (мономера № 1) до кiнця ланцюга (мономера № N - r1), до
його середини (мономера № N/2 - r2) та до його четвертої части-
ни (мономера № N/4 - r3) [8]. Зокрема, було знайдено значення цих
вiдношень для моделi випадкового блукання (random walk, RW), ко-
ли нехтується взаємодiєю виключеного об’єму i полiмерний ланцюг
розглядається як блукання iз самоперетинами. У границi N → ∞ цi
вiдношення набувають значень:

r1
r2

=
8

π
≃ 2.55,

r1
r3

= 4
√
2 ≃ 5.66. (2.1)

Така асимптотична оцiнка, отримана Куном ще в 1934 р. [8], свiд-
чить про те, що форма клубка, утвореного RW не є сферично-
симетричною. А отже, годi сподiватися, що клубок, утворений дов-
гим гнучким полiмерним ланцюгом (в якому присутнi ще й вiдштов-
хувальнi взаємодiї) має сферичну симетрiю. При проведеннi суча-
сних експериментальних дослiджень для визначення форми полiмер-
ного ланцюга прийнято вимiрювати такi характеристики як асфери-
чнiсть, видовженiсть та вiдношення розмiрiв. Їх знаходженню, зокре-
ма, i буде причвячена наша робота. Цi величини означаються в тер-
мiнах тензору гiрацiї, як це буде показано нижче.

Для набору N частинок iз координатами, що описуються радiус-
векторами ~R1, ~R2, . . . ~RN тензор гiрацiї Q – це тензор який описує
другий момент в розмiщеннi частинок:

Qij =
1

N

∑

n=1

(xin − xiCM )(xjn − x
j
CM ) i, j = 1, ..., d. (2.2)

Тут d– вимiрнiсть простору (ми цiкавитимемося випадком d =

3), xi
n – i-та компонента радiуса-вектора n-тої частинки: ~Rn =
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(x1
n, x

2
n, . . . , x

d
n) а xi

CM =
∑N

n=1
xi
n/N, i = 1, ..., d – координати ве-

ктора центру мас ~RCM . Форму розташування набору частинок (вiд-
повiдно, форму полiмера, утвореного набором мономерiв) можна ха-
рактеризувати власними значеннями тензора гiрацiї λi. Наприклад,
якщо всi власнi значення λi є рiвнi мiж собою, то розташування си-
стеми частинок має сферичну симетрiю. Позначимо через

λ̄ ≡ TrQ/d =
1

d

d
∑

i=1

λi

cереднє арифметичне власних значень тензора гiрацiї. Тодi асфери-
чнiсть полiмеру означається як [10]:

Ad =
1

d(d− 1)

∑

i=1

(λi − λ̄)2

λ2
=

d

d− 1

Tr Q̂2

(TrQ)2
. (2.3)

Де Q̂ ≡ Q − λ̄I, а I – одинична матриця. Якщо всi власнi значення
рiвнi мiж собою: λi = λ̄, то Ad = 0, що вiдповiдає сферичнiй фор-
мi. Асферичнiть набуває максимального значення якщо всi власнi
значення, крiм одного, дорiвнюють нулю. Тодi форма полiмеру при
d = 3 буде схожа на стержень. Ще одна величина, якою можна хара-
ктеризувати форму полiмеру – це видовженiсть S3. При d = 3 вона
означається як

S3 =

∏3

i=3
(λi − λ̄)

λ̄3
= 27

det Q̂

(TrQ)3
(2.4)

Якщо полiмер є максимально витягнутий, як стержень (λ1 6= 0, λ2 =
λ3 = 0) то легко побачити що видовженiсть S3 буде рiвна двом. Для
максимально сплюснутого полiмеру, як диск (λ1 = λ2, λ3 = 0) цей
вираз буде набувати значення −1/4, а для сферичної конфiгурацiї
S3 = 0.

Загалом, видовженiсть S3 є додатньою для видовжених конфор-
мацiй полiмера, при цьому λ1 ≫ λ2, λ2 ≃ λ3 i вiд’ємною для сплю-
снутих конформацiй, коли λ1 ≫ λ3, λ1 ≃ λ2, а саме значення S3

характеризує, наскiльки видовженою чи сплюснутою є та чи iнша
конформацiя. В реальних експериментах спостерiгаються усередне-
нi за часом характеристики форми полiмера. Останнi обчислюються
як вiдповiднi середнi 〈. . .〉: за ансамблем конфiгурацiй ланцюга при
аналiтичних обчисленнях чи за кроками дисипативної динамiки при
застосуваннi методу, яким ми користатимемося в цiй роботi. Звернi-
мо увагу на те, що в означення величин Ad i S3, формули (2.3) i (2.4),
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входять вiдношення, а отже, вiдповiднi середнi можна означити як
середнi вiд частки чи частку вiд середнiх. Обидва способи означень
використовуються в лiтературi. Середнi вiд частки позначаються як:

Âd =
1

d(d−1)

d
∑

i=1

〈(λi−λ)2〉
〈λ2〉

, (2.5)

Ŝ3 =

∏3

i=1
〈(λi−λ)〉
〈λ3〉

, (2.6)

i, як це слiдує iз самого означення, вiдрiзняються вiд вiдповiдних
середнiх асферичностi i видовженостi:

〈Ad〉 =
1

d(d−1)

〈

d
∑

i=1

(λi−λ)2

λ
2

〉

(2.7)

〈S3〉 =

〈

∏3

i=1
(λi−λ)

λ
3

〉

. (2.8)

Така вiдмiннiсть в означеннi приводить до того, що при обчисленнi
Âd, Ŝ3 недооцiнюється вклад вiд компактних конфiгурацiй полiмер-
ного ланцюга i, як результат, отримуються завищенi значення хара-
ктеристик форми [11].

Табл. 1. Середнi асферичнiсть, видовженiсть та спiввiднощення роз-
мiрiв полiмерного ланцюга при d = 3, обчисленi рiзними метода-
ми. Другий рядок: модель випадкових блукань iз самоперетинами
(random walk, RW). Третiй, четвертий рядки: модель випадкових
блукань iз самоуниканням (self avoiding walk, SAW). MC: Монте Кар-
ло, DR: пряме перенормування (direct renormalization). Останнiй ря-
док метод дисипативної динамiки (DD) для описаної в роздiлi 2.2
моделi полiмера.

Метод 〈A3〉 〈S3〉 g3

RW 0.394 [15] 0.475 [12] 6 [10]
MC, [12] 0.431± 0.002 0.541± 0.004 6.249± 0.03
DR 0.415, [12] – 6.258, [14]
DD, ця стаття 0.42 0.52 6.21

В третьому i четвертому рядках таблицi 1 приведено значення
〈A3〉 i 〈S3〉 отриманi в результатi аналiтичних обчислень при d = 3
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(полiмерна теорiя поля, пряме перенормування, DR) та чисельно-
го моделювання методами Монте Карло (MC) [12]. Вiдповiднi зна-
чення Â3, Ŝ3 – суттєво вищi: Â3 = 0.529, Ŝ3 = 0.893 (DR, [10]),
Â3 = 0.546 ± 0.008 (MC, [13]). В наших подальших дослiдженнях
ми зосередимося на визначеннi величин 〈A3〉 i 〈S3〉: адже саме їх
значення характеризує розподiл ймовiрностi ’миттєвих’ значень A3

i S3. Перед тим, як перейти до детальнiшого пояснення методу до-
слiджень, означимо ще одну величину, т. зв. спiввiдношення розмi-
рiв, яким також часто користуються при кiлькiсному описi форми
полiмерного ланцюга. Для цього згадаємо ще двi величини, якими
прийнято характеризувати розмiр полiмерного клубка: вiдстань вiд
початку ланцюга до його кiнця Re (end-to-end distance, позначена
як r1 в (2.1) i радiус гiрацiї. Квадрат радiуса гiрацiї характеризує
розподiл мономерiв вiдносно центру мас i означається як:

R2

g =
1

N

N
∑

n=1

(~Rn− ~RCM )2 =

d
∑

i=1

Qii = TrQ, (2.9)

друга рiвнiсть в (2.9) пов’язує квадрат радiуса гiрацiї з тензором
гiрацiї (2.2). Вiдомо, що в границi великих значень N , Re i Rg змi-
нюються з N за однаковим степеневим законом [4, 5]:

√

〈R2
e〉 ≃ AeN

ν ,
√

〈R2
g〉 ≃ AgN

ν , N → ∞, (2.10)

де показник ν є унiверсальною (спiльною для всiх довгих гнучних
полiмерiв) величиною, що залежить лише вiд вимiрностi простору,
при d = 3 ν ≃ 0.588 [5] (пор. з (1.1)). Однак амплiтуди Ae, Ag – неу-
нiверсальнi, вони рiзнi для рiзних полiмерiв. Унiверсальнiсть знову
спостерiгається для вiдношення амплiтуд: як показують обчислен-
ня, пiдтвердженi аналiтичними ренормгруповими доведеннями [4,5],
вiдношення

gd ≡ 〈R2

e〉/〈R2

g〉 (2.11)

подiбно до критичного показника ν залежить лише вiд вимiрностi
простору. Для моделi випадкового блукання (RW) gd = 6, а враху-
вання взаэмодiї виключеного об’єму при d = 3 в моделi блукання
iз самоуниканням (self avoiding walk, SAW) приводить до значення
g3 поданого в третьому i четвертому рядках четвертого стовпчика
таблицi 1.

Наостанок, введемо ще характеристику, яка часто iменується як
вiдносна анiзотропiя форми:

κ2 ≡ 3

2

λ4
1 + λ4

2 + λ4
3

(λ2
1
+ λ2

2
+ λ2

3
)2

− 1

2
(2.12)

ICMP–14–04U 7

Для сферичної молекули κ2 = 0, для безмежно тонкого стержня
κ2 = 1, а для безмежно тонкого диску κ2 = 1/4.

2.2. Метод дисипативної динамiки

Низка методiв комп’ютерного моделювання, придатних для вивчен-
ня рiвноважних властивостей простих рiдин та полiмерiв, може бути
використана i для дослiдження масштабних властивостей полiмер-
ного ланцюжка в доброму розчиннику та властивостей його форми.
Це, зокрема, такi методи як: Монте Карло, молекулярна динамiка,
Бравнова та дисипативна динамiка, прямий перерахунок станiв (для
випадку граткової моделi) та iн. У цiй роботi ми будемо використо-
вувати метод дисипативної динамiки (DD), який має мезоскопiчну
природу, тобто займає промiжне мiсце мiж атомарними (з одного
боку) та континуальними (з iншого боку) моделями за рiвнем де-
талiзацiї. У цiй моделi основними елементами є м’якi сфери одного
розмiру, якi репрезентують як фрагмент (5-7 мономерiв) полiмерного
ланцюжка, так i агломерат iз такої ж кiлькостi молекул розчинника.
Змiнюючи змiшуванiсть мономерних частинок та частинок розчин-
ника, можна варiювати якiсть останнього (напр. розглянути випадки
поганого та доброго розчинника). Це дає можливiсть опису явища
коллапсу полiмеру у поганому розчиннику, мiкрофазне розшарува-
ння дiблок-кополiмерiв та iн. Гроот i Воррен [19] доклали значних
зусиль для встановлення зв’язку мiж параметрами модельних по-
тенцiалiв у методi DD та такими макроскопiчними властивостями
рiдин як стисливiсть та в’язкiсть. Основною перевагою мезоскопi-
чних методiв такого типу є огрублення масштабу опису, при якому
нехтується менш суттєвими властивостями системи на малих вiд-
станях i часах. Крiм цього є i додаткова перевага м’якого характеру
мiжчастинкової взаємодiї, що приводять до скiнченних сил навiть
при повному перекриттi центрiв частинок. Це, в свою чергу, дає мо-
жливiсть ще бiльшого зросту iнтервалу часової дискретизацiї при
чисельному розв’язку рiвнянь руху.

Подамо вирази для сил, якi дiють на i-ту частинку з боку j-ї
частинки. За одиницю довжини вибрано дiаметр м’яких частинок,
одиниця енергiї: ǫ∗ = kBT = 1, де kB - постiйна Больцмана, T -
температура, одиниця часу t∗ = 1. Перш за все мономери пов’язанi
гармонiчними зв’язками, результатом яких є сила:

~FB
ij = −krij r̂ij , (2.13)

де rij = |~rij |, ~rij = ~ri−~rj , r̂ij = ~rij/rij i k – константа взаємодiї. Крiм
цього дiють ще незв’язнi парнi сили, якi можна подати у видi трьох
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доданкiв:
~Fij = ~FC

ij +
~FD

ij + ~FR

ij , (2.14)

де ~FC
ij консервативна сила, яка виникає внаслiдок вiдштовхування i-

ї та j-ї м’яких сфер, ~FD
ij - дисипативна сила, яка вiдповiдає за тертя

мiж м’якими сферами (подiбна до сили Стокса), та випадкова сила
~FR
ij , яка у парi з дисипативною силою пiдтримує постiйну темпера-

туру системи. Нижче подiно вирази для усiх цих доданкiв:

~FC

ij =

{

a(1 − rij)r̂ij , rij < 1,
0, rij ≥ 1,

(2.15)

~FD

ij = −γwD(rij)(r̂ij · ~vij)r̂ij , (2.16)

~FR

ij = σwR(rij)θij∆t−1/2r̂ij . (2.17)

Тут a - енергiя вiдштовхування мiж двома частинками при їх повно-
му перекриттi (тобто при rij = 0), wD(rij) та wR(rij) ваговi функцiї
загасання вiдповiдно дисипативної та випадкової сил з вiдстанню,
якi, як показано Еспаньолом i Ворреном [17] взаємопов’язанi умо-

вою wD(rij) =
[

wR(rij)
]2

. При виконаннi комп’ютерних симуляцiй
використано такi числовi значення констант взаємодiї: a = 25, k = 4,
γ = 6.75, σ2 = 2γ, бiльше деталей стосовно їх вибору подано в [18].

3. Результати

Симуляцiї виконано для низки розмiрiв ланцюжка, вiд N = 5 до 40.
Лiнiйний розмiр кубiчної симуляцiйної комiрки було вибрано рiвним
L = 5(N−1)0.6, що складає приблизно п’ять радiусiв гiрацiї ланцюж-
ка, який зрiвноважено у доброму розчиннику. Це, згiдно iз оцiнками
поданими в роботi [18], зводить нанiвець “самовзаємодiю” ланцюж-
ка iз його перiодичними образами через використання перiодичних
граничних умов. При кожному значеннi N виконано 2 · 106 крокiв
DD iз часовим кроком ∆t = 0.04. Кроки вiд 0 до 5 · 105 вiдкинуто як
такi, на протязi яких система приходила до рiвноваги. Усереднення
властивостей ланцюжка виконано на кроках вiд 5 ·105 до 2 ·106. З ме-
тою пошуку статистичної похибки для рiзних середнiх цей часовий
iнтервал було розбито на чотири пiдiнтервали однакової довжини та
обчислено частиннi середнi в кожному з пiдiнтервалiв. Стандартне
вiдхилення для середнiх при кожному N визначалось iз статистичної
вибiрки вiдповiдних чотирьох частинних середнiх.

Спочатку ми проаналiзуємо масштабну поведiнку величин Rg та
Re, асимптотика яких при великих N подана в (2.10). Оскiльки це не
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є основною метою цiєї роботи, ми обмежимось перевiркою того, що
дiапазон розглянутих довжин ланцюжка L = 5−40 та часовий iнтер-
вал симуляцiї (2 · 106 крокiв дисипативної динамiки) приводять до
надiйних оцiнок для показника ν. Тут i надалi маємо на увазi, що Rg

та Re обчислюються iз вiдповiдних середнiх за такими формулами:

Rg =
√

〈R2
g〉 та Re =

√

〈R2
e〉, де вираз для моментального значення

R2
g подано в (2.9). Такий аналiз уже було зроблено в [18], де пока-

зано що при використаннi вiдносно недовгих ланцюжкiв (N ≤ 40),
правильний iнтервал значень ν можна отримати при використаннi
скейлiнгової форми за кiлькiстю зв’язкiв N−1, яка мiстить додатковi
члени, пов’язанiх iз поправкою до скейлiнгу:

〈R2

g〉 = A(N − 1)2ν(1 +
B

(N − 1)∆
+ · · ·). (3.1)

Вважаючи поправку пропорцiйну до (N − 1)−∆ малою, отримуємо
такий вираз для Rg:

Rg =
√

〈R2
1N 〉 ≈ A1/2(N − 1)ν(1 +

1

2

B

(N − 1)∆
+ · · ·). (3.2)

Логарифмуючи обидвi частини отримуємо:

lnRg =
1

2
lnA+ ν ln(N − 1) + ln

[

1 +
1

2

B

(N − 1)∆
+ · · ·

]

(3.3)

= A′ + ν ln(N − 1) + ln

[

1 +
B′

(N − 1)∆
+ · · ·

]

. (3.4)

Залежностi Rg та Re вiд N − 1 у подвiйному логарифмiчному мас-
штабi та їх iнтерполяцiя формулою (3.3) поданi на Рис. 1. Межi то-
чностi вказано для кожної точки, звiдки бачимо, що для бiльшостi
точок величина вiдхилення не перевищує розмiру символiв, якими
зображено цi точки. Коефiцiєнти аналiтичної форми (3.3) отримано
за допомогою методу найменших квадратiв:

lnRg = −1.058 + 0.579 ln(N − 1) + ln

[

1 +
0.584

N − 1

]

, (3.5)

lnRe = −0.214 + 0.598 ln(N − 1) + ln

[

1 +
0.403

N − 1

]

. (3.6)

Таким чином, показник ν = 0.579 ± 0.008 та ν = 0.598 ± 0.005 для
вiдповiдно поведiнки величин Rg та Re, цi значення добре узгоджую-
ться iз результатами, отриманими теоретично ν = 0.5882±0.0011 [20]
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та iз симуляцiй виконаних рiзними методами [5]. Це пiдтверджує, що
набiр довжин полiмерного ланцюжка N = 5 − 40 i кiлькiсть вико-
наних часових крокiв симуляцiї 2 · 106 описують закони скейлiнгу
полiмерного ланцюжка iз достатньою точнiстю.

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

❜

❜

❜

❜

❜

❜

❜

ln(N−1)

lnRg

lnRe

ν[Rg] = 0.579 ± 0.008

ν[Re] = 0.598 ± 0.005

Рис. 1. Залежностi середнього радiусу гiрацiї Rg та вiдстанi мiж кiн-
цями полiмерного ланцюжка Re вiд його довжини L у подвiйному
логарифмiчному масштабi. Iнтерполяцiї iз використанням формули
(3.3) подано у видi неперевних кривих. Подано також значення кри-
тичного показника ν отриманого iз аналiзу скейлiнгової поведiнки
обох характеристик.

Результатом проведеного аналiзу розв’язкiв рiвнянь руху для по-
лiмерного ланцюжка в середовищi є повна iнформацiя про рiвно-
важнi координати кожного з полiмерiв. Вище ми використали цю
iнформацiю для аналiзу масштабної поведiнки Rg та Re. А зараз,
використовуючи данi стосовно тензора гiрацiї (2.2), перейдемо до
аналiзу результатiв для характеристик форми полiмерного ланцюж-
ка, описаних в роздiлi 2.1.

Зауважимо спочатку що, на вiдмiну вiд характеристик довжини
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полiмера Rg та Re, характеристики форми не демонструють масшта-
бної поведiнки залежної вiд довжини ланцюжка N . В теоретичних
пiдходах цiкавляться асимптотичними значеннями цих величин при
безмежнiй довжинi ланцюжка N . При виконаннi комп’ютерних си-
муляцiй резонно дослiдити вiдхилення значень характеристик фор-
ми вiд їхнiх асимптотичних вiдповiдникiв залежно вiд N i оцiнити
асимптотичнi значення шляхом усереднення за iнтервалом достатньо
великих N . Це буде зроблено у цiй роботi дещо пiзнiше. Проте, не
менш цiкавим видається дослiдження можливої змiни форми розпо-
дiлу значень для цих характеристик при рiзних N . З цiєю метою на
Рис. 2 та 3 подано розподiли значень для A3, S, g3 i κ2 (усi означенi
вище в роздiлi 2.1), якi отриманi нами для довжин ланцюжка вiд
N = 5 до 40. Отриманi данi згладжено за допомогою кривих bezier.

Зауважимо таке. По-перше, розподiли для A3, S3 та g3 вказують
на те, що при певних N спостерiгається декiлька виразних макси-
мумiв, що може свiдчити про наявнiсть декiлькох найiмовiрнiших
конформацiй, цей ефект вiдсутнiй для розподiлу κ2. Зауважимо та-
кож суттєвi зсуви усiх чотирьох розподiлiв, отриманих при N = 5,
вiдносно їх вiдповiдникiв при бiльших N . Так, розподiли для A3 i S3

при N = 5 суттєво зсунутi вправо, вказуючи на вищу вагу конфор-
мацiй iз високою асферичнiстю. Розподiл для g3 – навпаки суттєво
зсунутий влiво для N = 5, порiвняно iз розподiлами для iнших N .
Розподiл для κ2 незначно зсунутий вправо i характеризується ви-
щим максимумом при κ ≈ 1. Зауважимо, що найсуттєвiшi змiни у
формi розподiлiв вiдбуваються при змiнi довжини полiмеру у неве-
ликому iнтервалi вiд N = 5 дл N = 7, в той час як подальший зрiст
N приводить до вiдносно невеликих зсувiв усiх розподiлiв, за виня-
тком розподiлу для g3. Форма останнього насичується при N ≥ 10.
Цi спостереження вказують, що незважаючи на вiдсутнiсть скейлiн-
гової поведiнки для характеристик форми полiмера в доброму роз-
чиннику, форми їх розподiлiв можуть суттєво вiдрiзнятись, особливо
для малих довжин ланцюжка N ∼ 5 − 7. Це, очевидно, пов’язано iз
обмеженою конформацiйною свободою вiдносно коротких ланцюж-
кiв, що приводить до переважання одних форм над iншими.

Зважаючи на те, що форми розподiлiв для значень A3, S3 та κ2

при 7 ≤ N ≤ 40 практично спiвпадають (не враховуючи високочасто-
тнi флуктуацiї), є сенс отримати середнi розподiли для цих величин.
Аналогiчно, розподiли для g3 усереднимо на iнтервалi 14 ≤ N ≤ 40.
Результати для усереднених таким чином розподiлiв подано на Рис. 4
та 5.

Цi розподiли дають можливiсть оцiнити як середнi значення вiд-
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Рис. 2. Розподiл значень величин A3 (злiва) та S3 (справа) отриманi
при рiзних довжин полiмера N .

повiдних характеристик форми, так i їх вiдносний розкид (черед дис-
персiю розподiлiв). Зауважимо, що ця дисперсiя пов’язана не iз не-
достаньою точнiстю виконаних симуляцiй, а має фiзичну природу –
через широкий спектр можливих конформацiй полiмера в доброму
розчиннику. Середнi значення для характеристик форми, отриманi
шляхом усереднення вiдповiдних величин за поданими вище розпо-
дiлами мiстяться в Табл. 1. Там же виконано порiвняння отриманих
результатiв iз даними iнших робiт.
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Рис. 3. Розподiл значень величин g3 (злiва) та κ2 (справа) отриманi
при рiзних довжин полiмера N .

4. Висновки

В цiй роботi ми займалися пошуком унiверсальностi в поведiнцi дов-
гого гнучкого полiмерного ланцюжка у доброму розчиннику. Сут-
тєвою вiдмiннiстю нашого дослiдження вiд iнших робiт [7, 10–15] є
те, що моделювання вiдбувалося за допомогою методу дисипативної
динамiки. Дотепер, аналiтичнi розрахунки унiверсальних характери-
стик полiмерного ланцюжка проводилися за допомогою методу ре-
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Рис. 4. Розподiли значень величин A3 (злiва) та S3 (справа) отриманi
шляхом усереднення даних для довжин полiмерного ланцюжка 7 ≤
N ≤ 40.

нормалiзацiйної групи [9, 20] а чисельне моделювання виконувалося
за допомогою методу Монте Карло для моделi блукань iз самоуни-
канням. В нашiй роботi вперше розглянуто питання про унiверсаль-
нiсть за реалiстичних умов: коли заданi потенцiали взаємодiї мiж
молекулами розчинника i мiж молекулами полiмера, а полiмерний
ланцюг має скiнчену довжину. Звичайно, годi сподiватися строгого
виконання законiв скейлiнгу для системи скiнчених розмiрiв. Однак,
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Рис. 5. Розподiли значень величин g3 (злiва) та κ2 (справа) отрима-
нi шляхом усереднення даних для довжин полiмерного ланцюжка
вiдповiдно при 14 ≤ N ≤ 40 та 7 ≤ N ≤ 40.

вже для довжин полiмера N ∼ 10 спостерiгається кросовер до асим-
птотичної поведiнки [18]. Особливiстю унiверсальних характеристик,
якi ми обчислили є те, що вони не характеризують степеневi закони
(закони скейлiнгу) а характеризують форму, якої набуває полiмер-
ний ланцюг в доброму розчиннику. Отриманi нами значення cере-
дньої асферичностi, видовженостi та спiввiднощення розмiрiв полi-
мерного ланцюга при d = 3 – 〈A3〉 ≃ 0.42, 〈S3〉 ≃ 0.52, g3 ≃ 6.21
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– добре узгоджуються iз аналiтичними передбаченнями та резуль-
татами моделювання Монте Карло (див. таблицю 1) i свiдчать на
користь того, що i за реалiстичних умов форма полiмерного клубка
у доброму розчиннику є унiверсальною.

Робота виконана за часткової пiдтримки проектiв 7-ї рамкової
програми IRSES 269139 «Динамiка та явища кооперацiї у складних
фiзичних та бiологiчних середовищах» i IRSES 612669 «Структура
i еволюцiя складних систем iз застосуванням у фiзицi i науках про
життя».
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