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1. Вступ

Теоретичнi дослiдження i математичне моделювання електродифу-
зiйних процесiв переносу iонiв та електронiв в системах “електролiт
– електрод” є актуальними [1–7] i пов’язанi як iз необхiднiстю опи-
су нерiвноважних процесiв iнтеркаляцiї, так i з потребою придатної
для застосування на практицi теорiї для прогнозування та керування
цими процесами. Труднощi в описi електродних процесiв пов’язанi,
насамперед iз поверхневими явищами на межi роздiлу електролiт-
електрод, де вiдбуваються складнi процеси адсорбцiї, дифузiї, з яки-
ми зв’язанi проблеми накопичення зарядiв на електродах в акуму-
ляторах [8]. Крiм того, однiєю з важливих проблем є те, що якщо
електрохiмiчнi процеси у розчинi електролiту можна описувати ме-
тодами класичної статистичної фiзики, то у приповерхневiй областi
елетролiт-електрод та в електродах опис процесiв, зокрема дифу-
зiйних, iнтеркаляцiйних необхiдно здiйснювати сучасними методами
квантової статистичної фiзики.

З точки зору iнтеркаляцiйних процесiв активно проводяться
електрохiмiчнi iмпеданснi [9–11] дослiдження електродифузiйних
процесiв переносу для лiтiєвих батарей [12–16] та процесiв iнтер-
каляцiї – деiнтеркаляцiї iз застосуванням нерiвноважної термоди-
намiки [6,8,17–21]. У роботi [8] запропоновано узагальнений теоре-
тичний опис моделi втрати ємностi i статистики часу життя бата-
реї з точки зору формування мiжфазної областi “електролiт – еле-
ктрод” бiля негативно зарядженого електрода. Основнi механiзми iн-
теркаляцiї iонiв у системах “електролiт – електрод” дослiджувались
у роботах [22–27] iз застосуванням граткової моделi [28–30], моделi
Блюма-Емерi-Грiфiтса [31]. Актуальними є i комп’ютернi моделю-
вання [3,32–34]. Зокрема, у [3,33] дослiджуються термодинамiчнi i
структурнi властивостi LixTiO2 в кластерному розкладi, що базує-
ться на обчисленнях псевдопотенцiальної енергiї та правильно пе-
редбачає фазову поведiнку iнтеркаляцiї Li в TiO2 a i заповнення ву-
злiв. Дослiджуються мiкроструктури на поверхнi графiтових части-
нок, якi виявленi у вуглецевих анодах за допомогою високороздiль-
ної електронної мiкроскопiї [34]. Поверхнi складаються iз структур,
якi побудованi подiбним чином як вуглецевi нанотрубки. Дослiджу-
ється механiзм формування цих наноструктур, використовуючи ме-
тод молекулярної динамiки, що базуються на потенцiалi Терсофа. З
електрохiмiчних вимiрювань, вуглецевi аноди, якi складаються з цих
структур, показують дiйсно високу ефективнiсть батареї з великою
ємнiстю розрядки i малою необоротною ємнiстю.
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У роботi [28] дослiджується iнтеркаляцiя iонiв у базовий мате-
рiал на основi моделi дисторсiйного граткового газу. Показано, що
ефективний потенцiал iонiв виникає з iндукованої iнтеркаляцiєю ди-
сторсiї господаря. Ця взаємодiя iндукує окремий пiк в дiаграмi потiк-
концентрацiя. Ефективний потенцiал може приймати негативне зна-
чення у певнiй областi, це означає, що iснує область з притяганням,
яка стає межею для збiльшення ефекту дисторсiї. При таких умовах
iнтеркалянти конденсуються навколо деформованих доменiв госпо-
даря. Це узгоджується з експериментами на LixMn2O4 де спосте-
рiгалося подiбне утворення краплi. Виявляється, що ефект пермсе-
лективностi (екслюзiї) вiдiграє важливу роль в електрохiмiчнiй iн-
теркаляцiї. Важливо вiдзначити результати роботи [31], у якiй для
опису фазових переходiв i фазових розшарувань в iнтеркальованих
кристалах використовується псевдоспiн-електронна модель, яка ба-
зується на моделi Блюма-Емерi-Грiфiтса.

Активно проводяться теоретичнi та експериментальнi дослiдже-
ння хiмiчного коефiцiєнта дифузiїї iонiв лiтiю в процесах iнтеркаля-
цiї у рiзнi електроднi матерiали [35–40]. Аналiзується складна зале-
жнiсть хiмiчного коефiцiєнта дифузiї вiд ступеня електрохiмiчної iн-
теркаляцiї та змiни структури iнтеркальваного катодного матерiалу.
Зокрема, у роботi [35] на основi детального аналiзу експерименталь-
них дослiджень для багатьох матерiалiв був зроблений важливий
висновок, що основний вплив на хiмiчний коефiцiєнт дифузiї має
структура iнтеркальваного катодного матерiалу. Тому дуже важли-
во враховувати у тiй чи iншiй мiрi змiну мiкроструктури катодного
матерiалу, зокрема, через його поляризацiйнi властивостi.

Для розвитку статистичної теорiї iнтеркаляцiйних процесiв в
системi “електролiт – електрод” необхiднi детальнi дослiдження
фiзико-хiмiчних процесiв при рiвноправному розглядi як електро-
лiту, так i електроду. У значнiй бiльшостi дослiджень для опису еле-
ктродифузiйних процесiв переносу iонiв у системах “електролiт – еле-
ктрод” використовуються рiвняння нерiвноважної термодинамiки [6]
з постiйними коефiцiєнтами дифузiї. У той же час важливою особли-
вiстю даних систем є їх суттєва просторова неоднорiднiсть, коли кое-
фiцiєнти дифузiї є функцiями просторових координат та часу , тобто
часовими кореляцiйними функцiями “потiк – потiк” 〈̂j(rl; t)̂j(rl′ ; t

′)〉
у кожнiй iз фаз та мiж фазами.

Ми запропонували статистичну теорiю для опису електродифу-
зiйних процесiв переносу iонiв та електронiв в системi “електролiт
– електрод” з врахуванням просторової неоднорiдностi та ефектiв
пам’ятi, використавши метод нерiвноважного статистичного опера-
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тора (НСО) Д. Зубарєва [41,42]. У другому роздiлi сформульовано
модель та її гамiльтонiан. У третьому роздiлi методом НСО отрима-
но нерiвноважний статистичний оператор для системи “електролiт –
електрод”, як функцiонал вiдповiдних параметрiв скороченого опису
нерiвноважних процесiв (спостережуваних параметрiв), для яких у
виведено узагальненi рiвняння переносу типу Нернста-Планка для
iонiв та електронiв для опису електродифузiйних процесiв iнтерка-
ляцiї. У четвертому роздiлi отримано систему рiвнянь для потокiв
iонiв та електронiв в системi “електролiт – електрод”, механiзми пе-
реносу у яких описуються узагальненими коефiцiєнтами дифузiї, якi
у п’ятому роздiлi розраховано у наближенi Гауса за часом через вiд-
повiднi нульовi та другi моменти часової кореляцiйної функцiї.

2. Гамiльтонiан системи

Фiзичнi процеси в акумуляторних батареях у процесах зарядки та
розрядки можна роздiлити на перехiднi (нестацiонарнi потоки iонiв
та електронiв) та стацiонарнi (встановлення стацiонарних потокiв iо-
нiв та електронiв) процеси. Рушiйними силами даних процесiв є рiз-
ницi потенцiалiв електричних полiв електролiту та електроду. Коли
ми маємо справу iз перехiдними процесами (включення зарядки чи
розрядки) потенцiали електричних полiв – нестацiонарнi i вiдповiдно
до рiвнянь Максвела для електромагнiтних полiв у кожнiй iз пiдси-
стем на кожну заряджену частинку дiє вiдповiдно векторний потен-
цiал, який визначає нерiвноважне магнiтне поле. Перехiднi процеси –
швидкi процеси переносу заряду мiж електродами, якi приводять до
сильних поляризацiйних процесiв в електролiтi та електродi – змiни
динамiчних дiелектричних функцiй. Очевидно, для кожного пере-
хiдного процесу iснує свiй характерний час переносу заряду iонами,
електронами, зокрема час iнтеркаляцiї та деiнтеркаляцiї iонiв в стру-
ктуру електрода. Iнтеркаляцiя iонiв у структуру електрода на етапi
перехiдних процесiв сильно змiнює дiелектричну функцiю електро-
да, i вiдповiдно електролiта, якi, очевидно, й формують надалi у часi
шляхом релаксацiйних явищ стацiонарнi процеси зарядки i розрядки
акумулятора, час перебiгу, яких значно бiльший нiж часу перехiдних
процесiв. Тобто, стацiонарнi процеси переносу зарядiв формуються
сильно споляризованими пiдсистемами електролiту та електроду на
етапi перехiдних процесiв. Тому будемо розглядати систему електро-
лiт – електрод (шаруватої чи пористої структури), коли електролiт
представляється класичною взаємодiючою системою позитивно i не-
гативно заряджених iонiв у розчинi, а електрод, як квантова пiдсис-
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тема, в структуру якого можуть iнтеркалюватися iони iз розчину,
або деiнтеркалюватися в розчин. Будемо розглядати iонну модель,
гамiльтонiан якої на етапi перехiдних процесiв представимо у вигля-
дi:

H = Hf + Hint + Hs, (1)

де

Hf = Hi +
∑

α

Nα∑

j=1

Zαeϕf (rj ; t)

— гамiльтонiан пiдсистеми “електролiт”, позитивно i негативно за-
рядженi iони, якої розглядаються на класичному рiвнi взаємодiй у
розчинi iз дiелектричною функцiєю εf

Hi =
∑

α

Nα∑

j=1

1

2mα

(
pj −

Zαe

c
Af (rj ; t)

)2

+
∑

αβ

NαNβ∑

j 6=k=1

Vαβ(rj , rk)

— гамiльтонiан iонiв, pj — вектор iмпульс iонiв масою mα, сорту α;

Vαβ(rj , rk) =
ZαZβe

2

εfrjk
кулонiвська взаємодiя мiж iонами, валентностi

Zα, Zβ , e — заряд електрона, rjk — вiдстань мiж iонами;
Hint – гамiльтонiан, який описує взаємодiю iонiв електролiту iз

поверхнею електрода i повинен описувати поляризацiйнi, адсорбцiй-
нi та iншi поверхневi властивостi, що важливо з точки зору фор-
мування мiжфазної областi “електролiт – електрод” бiля негативно
зарядженого електрода, який впливає на циклiчнi процеси зарядки-
розрядки та час життя батареї [8]. Вiн може моделюватися як на
класичному, так i квантовому рiвнi в залежностi вiд вибору моделi.

Hs — гамiльтонiан, який описує взаємодiю iнтеркальованих iонiв,
електронiв iз структурою електрода ( яким може бути дiелектрик iз
шаруватою структурою):

Hs = Hs
i + He + Vei,

Hs
i =

~
2

2mα

Nα∑

j=1

(
∇j −

Zαe

c
As(rj ; t)

)2

+ Vii + Vis +
∑

α

Nα∑

j=1

Zαeϕs(rj ; t)

гамiльтонiан iнтеркальованих iонiв в структурi електрода iз модель-
ним потенцiалом взаємодiї Vii, Vis — потенцiал взаємодiї iонiв iз стру-
ктурою електрода та Vie — модельний потенцiал взаємодiї iнтерка-
льованих iонiв i електронiв, якi описуються гамiльтонiаном:

He =
~
2

2me

Ne∑

j=1

(
∇j −

e

c
As(rj ; t)

)2

+ Vee + Ves +

Ne∑

j=1

eϕs(rj ; t)
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— повний гамiльтонiан електронної пiдсистеми в структурi електро-
да. As(rj ; t), ϕs(rj ; t) векторний та скалярний потенцiал електрома-
гнiтного поля, що дiє на електрони та iнтеркальованi iони в матри-
цi електрода з дiелектричною функцiєю εf . Ves — потенцiал вза-
ємодiї електронiв iз структурою електрода. Af (rj ; t), As(rj ; t) та
ϕf (rj ; t),ϕs(rj ; t) — векторнi та скалярнi потенцiали електромагнi-
тного поля, якi у процесах зарядки та розрядки батареї є рушiйни-
ми силами процесiв переносу iонiв в електролiтi та iнтеркальованих
iонiв i електронiв в електродi. Вони формують перехiднi процеси,
якi суттєво змiнюють поляризацiйнi властивостi як електролiту, так
i електроду, якi у свою чергу приводять до перерозподiлу заряду,
певної орiєнтацiї поляризованих молекул розчинника та виникнен-
ня стацiонарного потоку iонiв та електронiв у процесах зарядки чи
розрядки батареї.

3. Нерiвноважний статистичний оператор системи

“електролiт – електрод”

Нерiвноважний стан в системi “електролiт – електрод” на основi iон-
ної моделi, може бути описаний скороченим набором спостережува-
них величин:

nf
α(r, t) = 〈n̂f

α(r)〉t, (2)

— нерiвноважнi середнi значення густин iонiв сорту α в електролiтi,

де n̂α(rf ) =

Nα∑

j=1

δ(rf − rj) — мiкроскопiчнi густини iонiв сорту α, в

електролiтi iз дiелектричною функцiєю εf .

nα(rs, t) = 〈n̂α(rs)〉
t, ne(rs, t) = 〈n̂e(rs)〉

t, (3)

— нерiвноважнi середнi значення густин iнтеркальованих iонiв та
електронiв в структурi електрода з дiелектричною функцiєю εf , де
квантовi оператори густини iонiв n̂α(rs) = Ψ̂+

α (rs)Ψ̂α(rs) та електро-
нiв n̂e(rs) = Ψ̂+

e (rs)Ψ̂e(rs), побудованi на операторах народження
Ψ̂+

α (rs), Ψ̂+
e (rs) та знищення Ψ̂α(rs), Ψ̂e(rs) для iнтеркальованих iо-

нiв та електронiв в структурi електрода, де f – iндекс, який позна-
чає пiдсистему “електролiт”, а s “електрод”. У (2), (3) нерiвноважнi
середнi значення 〈. . .〉t = Sp . . .ρ(t), розраховуються за допомогою
ρ(t) — нерiвноважного статистичного оператора частинок системи
“електролiт-електрод”. Для знаходження його будемо застосовувати
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метод нерiвноважного статистичного оператора [41,42], у якому не-
рiвноважний статистичний оператор системи отримується як розв’я-
зок рiвняння Лiувiлля ∂

∂t
ρ(t) + iL(t)ρ(t) = −ǫ(ρ(t) − ρq(t)), з джере-

лом ǫ(ρ(t)−ρq(t)), яке описує релаксацiю розподiлу ρ(t) до розподiлу
ρq(t), який визначається iз екстремуму iнформацiйної ентропiї та фi-
ксованих значеннях параметрiв скороченого опису (2), (3) i збереженi
умови нормування

ρ(t) = ρq(t) −

t∫

−∞

eε(t
′−t)T (t, t′)(1 − Pq(t′))iLρq(t

′)dt′, (4)

де iL — оператор Лiувiлля, що вiдповiдає гамiльтонiану задачi (1),

T (t, t′) = exp



−

t∫

t′

(1 − Pq(t′′))iLdt′′



 (5)

— узагальнений оператор еволюцiї з проектуванням Кавасакi-
Гантона Pq(t′), структура якого залежить вiд параметрiв скороче-
ного опису та квазiрiвноважного статистичного оператора ρq(t). В
методi НСО ρq(t) знаходиться iз екстремуму iнформацiйної ентро-
пiї Гiбса при фiксованих значеннях спостережуваних змiнних (у на-
шому випадку фiксованi (2), (3) та збереженi умови нормування∫
dΓρq(t) = 1

ρq(t) = exp

{
− Φ(t) − β(H ′

−
∑

l

∑

α

∫
drl (µα(rl; t) + Zαeϕ(rl; t)) n̂α(rl)

−

∫
drs(µe(rs; t) − eϕ(rs; t))n̂e(rs))

}
(6)

Φ(t) = ln

∫
dΓ exp

{
β
(
H ′−

−
∑

l

∑

α

∫
drl(µα(rl; t) + Zαeϕ(rl; t))n̂

l
α(rl)

−

∫
drs(µe(rs; t) − eϕ(rs; t))n̂

l
e(rs)

)}
(7)
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— функцiонал Масьє-Планка, l = f ; s, де

H ′ =
∑

α

Nα∑

j=1

1

2mα

p2j +
~
2

2mα

Nα∑

j=1

(∇j)
2 +

∑

αβ

NαNβ∑

j 6=k=1

Vαβ(rj , rk)

+ Vii + Vie +
~
2

2me

Ne∑

j=1

(∇j)
2 + Vee

µα(rl; t) — локально нерiвноважне значення хiмiчного потенцiалу iо-
нiв сорту α, µe(rs; t) — локально нерiвноважне значення хiмiчного
потенцiалу електронiв, якi визначаються iз умов самоузгоджень:

〈nα(rl)〉
t = 〈n̂α(rl)〉

t
q, 〈ne(rs)〉

t = 〈n̂e(rs)〉
t
q, (8)

Квазiрiвноважний статистичний оператор ρq(t) описує динамiчну
рiвновагу розподiлу заряду у системi “електролiт – електрод”.

Далi будемо розглядати нерiвноважнi процеси переносу iонiв та
електронiв у системi, коли вiдхилення δµα(rl; t) = µα(rl; t) − µα,
δµe(rs; t) = µe(rs; t) − µe є малi, де µα, µe — рiвноважнi значення
хiмiчних потенцiалiв iонiв сорту α та електронiв у вiдповiдних пiд-
системах. Тодi розклавши квазiрiвноважний статистичний оператор
(6) за заданими вiдхиленнями, i обмежившись лiнiйним наближен-
ням, отримаємо:

ρq(t) =
(

1 −
∑

l

∑

α

∫
drlδµα(rl; t)n̂α(rl)

−

∫
drsδµe(rs; t)n̂

l
e(rs)

)
ρϕ(t) (9)

де

ρϕ(t) = exp

{
− Φϕ(t) − β(H ′ −

∑

α

µαnα − µene

−
∑

l

∑

α

∫
drlZαeϕ(rl; t)n̂α(rl) +

∫
drseϕ(rs; t)n̂e(rs))

}
(10)

— новий квазiрiвноважний статистичний оператор та n̂e(rs; τ) =
1∫
0

dτρτϕ(t)n̂e(rs)ρ
−τ
ϕ (t), n̂α(rl; τ) =

1∫
0

dτρτϕ(t)n̂α(rl)ρ
−τ
ϕ (t) для кванто-

вих операторiв. Визначивши у (9) параметри δµα(rl; t), δµe(rs; t) за
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допомогою умов самоузгоджень (8), для квазiрiвноважного стати-
стичного оператора отримаємо наступний вираз:

ρq(t) =
(

1 +
∑

l,l′

∑

αγ

∫
drl

∫
drl′δnγ(rl′ ; t)[Φ̃

−1
d (rl′ , rl; t)]γαn̂α(rl)

+

∫
drs

∫
drs′δne(rs′ ; t)[Φ̃

−1
d (rs′ , rs; t)]eene(rs; τ)

)
ρϕ(t), (11)

де δnγ(rl′ ; t) = 〈n̂γ(rl)〉
t − 〈n̂γ(rl)〉

t
ϕ, δn̄e(rs′ ; t) = 〈n̄e(rs)〉

t − 〈n̄e(rs)〉
t
ϕ

i нерiвноважнi середнi значення 〈n̂γ(rl)〉
t
ϕ, 〈n̄e(rs)〉

t
ϕ розраховуються

з квазiрiвноважним статистичним оператором (9). [Φ̃−1
d (rl′ , rl; t)]γα,

[Φ̃−1
d (rs′ , rs; t)]ee — елементи матрицi Φ̃−1

d (rl′ , rl; t), оберненої до ма-
трицi Φ̃d(rl′ , rl; t), елементами якої є квазiрiвноважнi кореляцiйнi
функцiї типу Кубо “густина – густина”:

Φαγ(rl, rl′ ; t) = 〈n̂α(rl)n̂γ(rl′ ; τ)〉tϕ, (12)

Φee(rs, rs′ ; t) = 〈n̄e(rs)n̄e(rs′ ; τ)〉tϕ (13)

У (12), (13) входить новий перенормований оператор густини для
електронної пiдсистеми

n̄e(rs) = n̂e(rs)−
∑

l,l′

∑

αγ

∫
drl

∫
drl′Φeγ(rs, rl′ ; t)[Φ̃

−1(rl′ , rl; t)]γαn̂α(rl),

що виник внаслiдок виключення iз ρq(t) параметрiв δµα(rl; t),
δµe(rs; t) за допомогою вiдповiдних умов самоузгоджень (8). Тут

Φeγ(rs, rl′ ; t) = 〈n̂e(rs)n̂γ(rl′ ; τ)〉tϕ, (14)

Φee(rs, rs′ ; t) = 〈n̂e(rs)n̂e(rs′ ; τ)〉tϕ, (15)

а [Φ̃−1(rl′ , rl; t)]γα — елементи матрицi, оберненої до матрицi
Φ̃−1(rl′ , rl; t), елементами якої є квазiрiвноважнi кореляцiйнi функцiї
(12),(14), (15). Важливо зазначити, що n̂γ(rl′) i n̄e(rs′) є ортогональ-
ними у розумiннi 〈n̄e(rs)n̂γ(rl′ )〉

t
ϕ = 0, отже матриця Φ̃d(rl′ , rl; t) є

дiагональною. Крiм того, якщо у кореляцiйнiй функцiї Φαγ(rl, rl′ ; t)
iони сорту α i γ будуть знаходитись у розчинi електролiту, то n̂α(rl)
i n̂γ(rl′) — класичнi динамiчнi змiннi, якщо ж iони знаходяться у
пiдсистемi електрод n̂α(rl) i n̂γ(rl′) — квантовi оператори густини.
Очевидно, будемо мати також кореляцiйнi функцiї для густин iонiв,
якi знаходяться в електролiтi та електроди. Φeγ(rs, rl′ ; t) — квазiрiв-
новажна кореляцiйна функцiя мiж густиною електронiв у пiдсистемi
електрод iз густиною iонiв в електролiтi чи електродi.
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Пiдставивши (11) у (4), отримаємо наступний вираз для нерiвно-
важного статистичного оператора:

ρ(t) = ρq(t) (16)

−

t∫

−∞

eε(t
′−t)Tq(t, t

′)

[
β
∑

lα

∫
drl(1 − P (t′)) ˙̂nα(rl)Zαeϕ(rl; t

′)

− β

∫
drs(1 − P (t′)) ˙̂ne(rs)eϕ(rs; t

′)

]
ρϕ(t′)dt′

−

t∫

−∞

eε(t
′−t)Tq(t, t

′)

[
∑

l,l′

∑

αγ

∫
drl

∫
drl′δnγ(rl′ ; t

′)

× [Φ̃−1
d (rl′ , rl; t

′)]γα(1 − P (t′)) ˙̂nα(rl)

+

∫
drs

∫
drs′δn̄e(rs′ ; t

′)[Φ̃−1
d (rs′ , rs; t

′)]ee(1 − P (t′)) ˙̄ne(rs; τ)

]

× ρϕ(t′)dt′

−

t∫

−∞

eε(t
′−t)Tq(t, t

′)

[
β

∑

l,l′,l′′

∑

αγα′

∫
drl

∫
drl′

∫
drl′′Zαeϕ(rl; t

′)

× δnγ(rl′′ ; t
′)[Φ̃−1

d (rl′′ , rl′ ; t
′)]γα′ [(1 − P (t′)) ˙̂nα(rl)]n̂α′(rl′ )

+ β
∑

l

∑

α

∫
drl

∫
drs

∫
drs′Zαeϕ(rl; t

′)δn̄e(rs′ ; t
′)

× [Φ̃−1
d (rs′ , rs; t

′)]ee((1 − P (t′)) ˙̂nα(rl))n̄e(rs; τ)

− β
∑

l,l′

∑

αγ

∫
drl

∫
drl′

∫
drseϕ(rs; t

′)δnγ(rl′ ; t
′)

× [Φ̃−1
d (rl′ , rl; t

′)]γα[(1 − P (t′)) ˙̄ne(rl)]n̂α(rl)

− β

∫
drs

∫
drs′

∫
drs′′eϕ(rs; t

′)δn̄e(rs′′ ; t)

× [Φ̃−1
d (rs′′ , rs′ ; t

′)]ee[(1 − P (t′)) ˙̄ne(rs)]n̄e(rs′ ; τ)

]
ρϕ(t′)dt′,

за допомогою якого можна побудувати рiвняння переносу для нерiв-
новажних середнiх значень 〈n̂α(rl)〉

t, 〈n̂e(rs)〉
t, де P (t) — узагальне-

ний проекцiйний оператор Морi, який дiє на динамiчнi змiннi (кван-
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товi оператори) i має наступну структуру:

P (t)Â = 〈Â〉tq +
∑

l,α

∫
drl

δ〈Â〉tq
δ〈n̂α(rl)〉t

(n̂α(rl) − 〈n̂α(rl)〉
t)

+

∫
drs

δ〈Â〉tq
δ〈n̂e(rs)〉t

(n̂e(rs) − 〈n̂e(rs)〉
t)

з операторними властивостями P (t)(1 − P (t′)) = 0 та P (t)n̂α(rl) =
n̂α(rl), P (t)n̂e(rs) = n̂e(rs) i зв’язаний iз проекцiйним оператором
Кавасакi-Гантона: Pq(t)Âρq(t) =

∫ 1

0
dτρτq (t)P (t)Âρ1−τ

q (t) у випадку,

коли Â — квантовi оператори i Pq(t)Âρq(t) = ρq(t)Pq(t)Â, коли Â —
класичнi динамiчнi змiннi. У випадку квазiрiвноважного статистич-
ного оператора Pq(t) має наступний вигляд:

P (t)ρ′ = (ρq(t) −
∑

l,α

∫
drl

δρq(t)

δ〈n̂α(rl)〉t
〈n̂α(rl)〉

t

−

∫
drs

δρq(t)

δ〈n̂e(rs)〉t
〈n̂e(rs)〉

t)Spρ′
∑

l,α

∫
drl

δρq(t)

δ〈n̂α(rl)〉t
Sp(n̂α(rl)ρ

′)

−

∫
drs

δρq(t)

δ〈n̂e(rs)〉t
Sp(n̂e(rs)ρ

′)

дiє на статистичнi оператори Pq(t)ρ(t) = ρq(t) з операторними вла-
стивостями Pq(t)ρq(t) = ρq(t), Pq(t)(1 − Pq(t′)) = 0. Для опису про-
цесiв переносу iонiв в системi “електролiт – електрод” за допомогою
нерiвноважного статистичного оператора (16) отримаємо узагальне-
не рiвняння переносу типу Нернста-Планка:

∂

∂t
〈δn̂α(rl)〉

t =
∂

∂rl

(
j(1)α (rl; t) + j(2)α (rl; t) + j(3)α (rl; t)

)
(17)

де потоки iонiв мають наступну структуру:

j(1)α (rl; t) =
∑

l′γ

∫
drl′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD

αγ
jj (rl, rl′ ; t, t

′)
∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t

′)dt′

−

∫
drs′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βDαe

jj (rl, rs′ ; t, t
′)

∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t

′)dt′ (18)
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j(2)α (rl; t) =
∑

l′γ

∫
drl′

∑

l′′α′

∫
drl′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)Dαα′

jj (rl, rl′′ ; t, t
′)

×
∂

∂rl′′
[Φ̃−1

d (rl′′ , rl′ ; t
′)]α′γδnγ(rl′ ; t

′)dt′

+

∫
drs′

∫
drs′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)Dαe

jj (rl, rs′′ ; t, t
′)

×
∂

∂rs′′
[Φ̃−1

d (rs′′ , rs′ ; t
′)]eeδn̄e(rs′ ; t

′)dt (19)

j(3)α (rl; t) =
∑

l′l′′

∑

α′γ

∫
drl′

∫
drl′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)D̄

αα′γ
jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t

′)

× β
∂

∂rl′
Zα′eϕ(rl′ ; t

′)δnγ(rl′′ ; t
′)dt′

+
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD̄

αγe
jjn (rl, rl′ , rs′ ; t, t

′)

×
∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t

′)δn̄e(rs′ ; t
′)dt′

−
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD̄

αeγ
jjn (rl, rs′ , rl′ ; t, t

′)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t

′)δnγ(rl′ ; t
′)dt′

−

∫
drs′

∫
drs′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD̄αee

jjn (rl, rs′ , rs′′ ; t, t
′)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t

′)δn̄e(rs′′ ; t
′)dt′ (20)

Вiдповiдно для електронної пiдсистеми в структурi електрода
рiвняння переносу типу Нернста-Планка матиме вигляд:

∂

∂t
〈δn̄e(rs)〉

t =
∂

∂rs

(
j(1)e (rs; t) + j(2)e (rs; t) + j(3)e (rs; t)

)
(21)
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де потоки електронiв мають наступну структуру:

j(1)e (rs; t) =
∑

l′γ

∫
drl′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD

eγ
jj (rs, rl′ ; t, t

′)
∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t

′)dt′

−

∫
drs′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βDee

jj (rs, rs′ ; t, t
′)

∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t

′)dt′ (22)

j(2)e (rs; t) =
∑

l′γ

∫
drl′

∑

l′′α′

∫
drl′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)Deα′

jj (rs, rl′′ ; t, t
′)

×
∂

∂rl′′
[Φ̃−1

d (rl′′ , rl′ ; t
′)]α′γδnγ(rl′ ; t

′)dt′

+

∫
drs′

∫
drs′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)Dee

jj (rs, rs′′ ; t, t
′)

×
∂

∂rs′′
[Φ̃−1

d (rs′′ , rs′ ; t
′)]eeδn̄e(rs′ ; t

′)dt′ (23)

j(3)e (rs; t) =
∑

l′l′′

∑

α′γ

∫
drl′

∫
drl′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)D̄

eα′γ
jjn (rs, rl′ , rl′′ ; t, t

′)

× β
∂

∂rl′
Zα′eϕ(rl′ ; t

′)δnγ(rl′′ ; t
′)dt′

+
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD̄

eγe
jjn(rs, rl′ , rs′ ; t, t

′)

×
∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t

′)δn̄e(rs′ ; t
′)dt′

−
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD̄

eeγ
jjn(rs, rs′ , rl′ ; t, t

′)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t

′)δnγ(rl′ ; t
′)dt′ (24)
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−

∫
drs′

∫
drs′′

t∫

−∞

eε(t
′−t)βD̄eee

jjn(rs, rs′ , rs′′ ; t, t
′)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t

′)δn̄e(rs′′ ; t
′)dt′

де

D
αγ
jj (rl, rl′ ; t, t

′) =
〈

(1 − P (t′))̂jα(rl)Tq(t, t′)(1 − P (t′))̂jγ(rl′)
〉t′

ϕ
(25)

— узагальнений коефiцiєнт дифузiї iонiв, як функцiя координат та
часу, причому, якщо l = f i l′ = f ′, то маємо коефiцiєнт дифузiї

iонiв у розчинi електролiту, jα(rf ) = 1
mα

Nα∑
j=1

pjδ(rf − rj) — густина

потоку iонiв сорту α в розчинi електролiту, якщо l = f i l′ = s′, то
маємо перехресний коефiцiєнт дифузiї для iонiв у розчинi електро-
лiту та електроду, у цьому випадку jα(rs) = ~

imα
(Ψ̂+

α (rs)∇sΨ̂α(rs) −

∇sΨ̂
+
α (rs)Ψ̂α(rs)) — оператор густини потоку iонiв в структурi еле-

ктрода; якщо ж l = s i l′ = s′, то маємо узагальнений коефiцiєнт
взаємної дифузiї для iонiв у пiдсистемi електрод.

Dαe
jj (rl, rs′ ; t, t

′)

=
〈

(1 − P (t′))̂jα(rl)Tq(t, t′)

1∫

0

dτρτϕ(t)(1 − P (t′))̂je(rs′)ρ
−τ
ϕ (t)

〉t′

ϕ
(26)

— узагальнений коефiцiєнт iон-електронної взаємної дифузiї, причо-
му, iон може перебувати у пiдсистемi “електролiт”, чи у пiдсистемi
“електрод”, де je(rs) = ~

ime
(Ψ̂+

e (rs)∇sΨ̂e(rs)−∇sΨ̂
+
e (rs)Ψ̂e(rs)) — опе-

ратор густини потоку електронiв в структурi електрода. У випадку
Dαe

jj (rl, rs′ ; t, t
′) ми отримуємо кореляцiю мiж потоками iонiв в елек-

тролiтi та електронiв в електродi, тобто коефiцiєнт дифузiї є мiжфа-
зним, i очевидно вiдiграє важливу роль у процесах iнтеркаляцiї iонiв
в структуру електрода. У випадку Dαe

jj (rs, rs′ ; t, t
′) ми отримуємо ко-

реляцiю мiж потоками iонiв та електронiв в електродi — це кванто-
вий коефiцiєнт дифузiї, що вiдiграє важливу роль в процесах локалi-
зацiї iонiв у структурi електрода. Очевидно, на цi процеси теж буде
впливати квантовий коефiцiєнт дифузiї електронiв Dee

jj (rs, rs′ ; t, t
′) в

структурi електрода. Фактично ми маємо матрицю узагальнених ко-
ефiцiєнтiв дифузiї для iонiв та електронiв для системи “електролiт –
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електрод”:

D(rl, rl′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

D++
jj (rf , rf ′) D+−

jj (rf , rf ′) D++
jj (rf , rs′) D+e

jj (rf , rs′)

D−+
jj (rf , rf ′) D−−

jj (rf , rf ′) D−+
jj (rf , rs′) D−e

jj (rf , rs′)

D++
jj (rs, rf ′) D+−

jj (rs, rf ′) D++
jj (rs, rs′) D+e

jj (rs, rs′)

De+
jj (rs, rf ′) De−

jj (rs, rf ′) De+
jj (rs, rs′) Dee

jj (rs, rs′)

∣∣∣∣∣∣∣∣
t

(27)
Важливим вкладом в узагальнених рiвняннях типу Нернста-

Планка є ядра переносу

D̄
αα′γ
jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t

′) =
∑

l′′′α′′

∫
drl′′′

〈
(1 − P (t′))̂jα(rl)Tq(t, t

′)

×(1 − P (t′))̂jα′(rl′)n̂α′′(rl′′′ ; t
′)
〉t′

ϕ
· [Φ̃−1

d (rl′′′ , rl′′ ; t
′)]α′′γ (28)

якi на вiдмiну вiд узагальнених коефiцiєнтiв дифузiї, є кореляцiйни-
ми функцiями третього порядку i входять в рiвняння у доданки дру-
гого порядку за параметрами ϕ(rl′ ; t

′)δnγ(rl′′ ; t
′), ϕ(rl′ ; t

′)δn̄e(rs′ ; t
′),

ϕ(rs′ ; t
′)δnγ(rl′ ; t

′) якi описують динамiчнi кореляцiї мiж польови-
ми i густинними флуктуацiями для iонiв та електронiв. Коли α

вiдповiдає позитивно зарядженим iонам, то рiвняння (17) описує
електродифузiйнi процеси через узагальненi коефiцiєнти дифузiї та
ядра переносу (28). При l = f рiвняння описує змiну в часi i про-
сторi густини позитивно заряджених iонiв 〈n̂+(rl)〉

t в електролiтi,
а при l = s рiвняння описує змiну 〈n̂+(rs)〉

t iнтеркальованих iо-
нiв в структурi електрода. При цьому процеси у вiдповiдних пiд-
системах описуються D++

jj (rf , rf ′ ; t, t′) — узагальненими коефiцiєн-
тами дифузiї позитивно заряджених iонiв та D+−

jj (rf , rf ′ ; t, t′) — уза-
гальненими коефiцiєнтами взаємної дифузiї позитивно i негативно
заряджених iонiв у розчинi електролiтiв. У дане рiвняння та рiв-
няння (21) для електронної пiдсистеми входять D++

jj (rf , rs′ ; t, t
′),

D+e
jj (rf , rs′ ; t, t

′) — коефiцiєнти взаємної дифузiї “iон – iон”, “iон –
електрон”, якi описують часову кореляцiю мiж потоками iонiв в
електролiтi iз потоками iонiв та електронiв у структурi електрода,
а також D++

jj (rs, rs′ ; t, t
′), D+e

jj (rs, rs′ ; t, t
′), Dee

jj (rs, rs′ ; t, t
′) — кван-

товi коефiцiєнти дифузiї “iон – iон”, “iон – електрон”, “електрон-
електрон” в структурi електрода. Важливо зазначити, що якщо в
потоках (18)–(20) i (22)–(24) знехтувати ефектами пам’ятi в часi
та просторовою неоднорiднiстю щоб коефiцiєнти переносу були кон-
стантами, то отримаємо разом з рiвняннями Пуассона для потен-
цiалiв ϕ(rl′ ; t

′) рiвняння Пуасона-Нернста-Планка [6,8]. Вiдповiднi
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компоненти потокiв iонiв, електронiв в системах рiвнянь (17), (21)
пов’язанi iз вiдповiдними градiєнтами: ∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t

′), ∂
∂rs′

eϕ(rs′ ; t
′),

∂
∂rl′′

[Φ̃−1
d (rl′′ , rl′ ; t

′)]α′γ
∂

∂rs′′
[Φ̃−1

d (rs′′ , rs′ ; t
′)]ee. Причому градiєнти вiд

вiдповiдних потенцiалiв

∂

∂rl′
ϕ(rf ; t′) = E(rf ; t′),

∂

∂rs′
ϕ(rs′ ; t

′) = E(rs′ ; t
′) (29)

створюють електричнi поля у вiдповiдних пiдсистемах iз вiдповiдни-
ми тензорами дiелектричних функцiй:

D(rf ′ ; t′) =

∫
dt′

∫
drf ′′ ε̄(rf ′ , rf ′′ ; t′, t′′)E(rf ′′ ; t′),

D(rs′ ; t
′) =

∫
dt′

∫
drs′′ ε̄(rs′ , rs′′ ; t

′, t′′)E(rs′′ ; t
′) (30)

— вектори змiщення електричних полiв у пiдсистемах електролiт i
електрод, якi разом iз магнiтною iндукцiєю i напруженiстю магнiт-
ного поля задовольняють рiвнянням Максвелла:

∇ ·B(rf , t) = 0,

∇ · D(rf , t) =
N∑

α=1

Zαenα(rf , t),

∇× E(rf , t) = −
∂

∂t
B(rf , t), (31)

∇× H(rf , t) =
∂

∂t
D(rf , t) +

∑

α

Zαejα(rf , t),

де B(rf , t), E(rf , t) та D(rf , t), H(rf , t) — вiдповiдно напруженостi та
iндукцiї електричного i магнiтного полiв в електролiтi, створюванi
iонами з густиною nα(rf , t) та потоками заряду Zαejα(rf , t) сорту α

∇ · B(rs, t) = 0,

∇ · D(rs, t) =

N∑

α=1

Zαenα(rs, t) + ene(rs, t),

∇× E(rs, t) =
∂

∂t
B(rs, t), (32)
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∇× H(rs, t) =
∂

∂t
D(rs, t) +

∑

α

Zαejα(rs, t) + eje(rs, t),

де B(rs, t), E(rs, t) та D(rs, t), H(rs, t) jsα(r, t), jse(r, t) — вiдповiдно
напруженостi та iндукцiї електричного i магнiтного полiв в електро-
дi, створюванi iонами i електронами з густиною заряду Zαenα(rf , t) i
ene(rs, t) та потоками заряду Zαejα(rf , t) i eje(rs, t). Обидвi системи
рiвнянь для електролiту й електроду (17), (21), (29), (30) за структу-
рою взаємодiї взаємозв’язанi мiжфазними парцiальними коефiцiєн-
тами дифузiї та граничними умовами на межi електролiт-електрод:

n · (Bs − Bf ) = 0, n · (Ds − Df ) = Q(Sω, t),

n × (Es − Ef ) = 0, n× (Hs − Hf ) = Q(Sω)νs(Sω, t),

де Q(Sω, t) — повний поверхневий електричний заряд на межi роздi-
лу електролiт – електрод, який задовольняє закону збереження:

∂

∂t
Q(Sω, t) = n · ji(Sω, t), νs(Sω, t) = νf (Sω, t).

n — одиничний вектор нормалi до поверхнi роздiлу електролiт-
електрод; ji(Sω, t) — середнiй потiк поверхневого заряду. На поверхнi
Sω роздiлу електролiт-електрод виконується умова неперервностi:

∂

∂t
nα(Sω, t) =

∂

∂t
nf
a(Sω, t),

що приводить до рiвняння, яке описує всю складнiсть процесiв пере-
носу у мiжфазнiй областi “електролiт-електрод” i потребує детально-
го аналiзу й окремого розгляду, оскiльки при цьому необхiдно сфор-
мулювати конкретну модель для гамiльтонiану Hint, який описує
взаємодiю iонiв електролiту з поверхнею електрода та повинен опи-
сувати поляризацiйнi, адсорбцiйнi та iншi поверхневi властивостi.

4. Стацiонарнi потоки iонiв та електронiв

Важливим етапом роботи акумуляторної батареї є режим стацiонар-
них потокiв iонiв та електронiв. Для їх вивчення продиференцiюємо
по часу потоки (18)–(20) для iонiв та (22)–(24) для електронiв, тодi
отримаємо:

∂

∂t
j(1)α (rl; t) =

∑

l′γ

∫
drl′βD

αγ
jj (rl, rl′ ; t)

∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t)

−

∫
drs′βD

αe
jj (rl, rs′ ; t, t

′)
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t

′), (33)
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∂

∂t
j(2)α (rl; t) =

∑

l′γ

∫
drl′

∑

l′′α′

∫
drl′′D

αα′

jj (rl, rl′′ ; t)

×
∂

∂rl′′
[Φ̃−1

d (rl′′ , rl′ ; t)]α′γδnγ(rl′ ; t)

+

∫
drs′

∫
drs′′D

αe
jj (rl, rs′′ ; t)

×
∂

∂rs′′
[Φ̃−1

d (rs′′ , rs′ ; t)]eeδn̄e(rs′ ; t), (34)

∂

∂t
j(3)α (rl; t) =

∑

l′l′′

∑

α′γ

∫
drl′

∫
drl′′βD̄

αα′γ
jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t)

×
∂

∂rl′
Zα′eϕ(rl′ ; t)δnγ(rl′′ ; t)

+
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′βD̄

αγe
jjn (rl, rl′ , rs′ ; t)

×
∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t)δn̄e(rs′ ; t)

−
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′βD̄

αeγ
jjn (rl, rs′ , rl′ ; t)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t)δnγ(rl′ ; t)

−

∫
drs′

∫
drs′′βD̄

αee
jjn (rl, rs′ , rs′′ ; t)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t)δn̄e(rs′′ ; t) (35)

— для iонiв,

∂

∂t
j(1)e (rs; t) =

∑

l′γ

∫
drl′βD

eγ
jj (rs, rl′ ; t) ·

∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t)

−

∫
drs′βD

ee
jj (rs, rs′ ; t)

∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t), (36)



18 Препринт

∂

∂t
j(2)e (rs; t) =

∑

l′γ

∫
drl′

∑

l′′α′

∫
drl′′D

eα′

jj (rs, rl′′ ; t)

×
∂

∂rl′′
[Φ̃−1

d (rl′′ , rl′ ; t)]α′γδnγ(rl′ ; t)

+

∫
drs′

∫
drs′′D

ee
jj (rs, rs′′ ; t)

×
∂

∂rs′′
[Φ̃−1

d (rs′′ , rs′ ; t)]eeδn̄e(rs′ ; t), (37)

∂

∂t
j(3)e (rs; t) =

∑

l′l′′

∑

α′γ

∫
drl′

∫
drl′′βD̄

eα′γ
jjn (rs, rl′ , rl′′ ; t)

×
∂

∂rl′
Zα′eϕ(rl′ ; t)δnγ(rl′′ ; t)

+
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′βD̄

eγe
jjn(rs, rl′ , rs′ ; t)

×
∂

∂rl′
Zγeϕ(rl′ ; t)δn̄e(rs′ ; t)

−
∑

l′γ

∫
drl′

∫
drs′βD̄

eeγ
jjn(rs, rs′ , rl′ ; t)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t)δnγ(rl′ ; t)

−

∫
drs′

∫
drs′′βD̄

eee
jjn(rs, rs′ , rs′′ ; t)

×
∂

∂rs′
eϕ(rs′ ; t)δn̄e(rs′′ ; t). (38)

При цьому рiвняння переносу (17), (21) будуть мати вигляд:

∂2

∂t2
〈δn̂α(rl)〉

t =
∂

∂t

∂

∂rl

(
j(1)α (rl; t) + j(2)α (rl; t) + j(3)α (rl; t)

)
(39)

∂2

∂t2
〈δn̄e(rs)〉

t =
∂

∂t

∂

∂rs

(
j(1)e (rs; t) + j(2)e (rs; t) + j(3)e (rs; t)

)
(40)

Встановлення стацiонарних струмiв для iонiв та електронiв в си-
стемi означає, що: ∂

∂t
Zαe(j

(1)
α (rl; t) + j

(2)
α (rl; t) + j

(3)
α (rl; t)) = 0,

∂
∂t
e(j

(1)
e (rl; t) + j

(2)
e (rl; t) + j

(3)
e (rl; t)) = 0, в результатi отримуємо сис-

тему рiвнянь для стацiонарних середнiх значень густин числа iонiв
та електронiв i потенцiалiв електричного поля у рiзних пiдсистемах,
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а механiзми переносу iонiв та електронiв описуються стацiонарними
значеннями узагальнених коефiцiєнтiв дифузiї та ядер переносу (28).

5. Узагальненi коефiцiєнти дифузiї

Оскiльки узагальненi коефiцiєнти дифузiї (27) та ядра переносу (28)
розрахувати точно неможливо, тому часто застосовуються наближе-
ння Лоренца чи Гауса за часовою залежнiстю. Розклавши оператор

еволюцiї (5) за
t∫
t′

(1−Pq(t′′))iLdt′′, розрахувавши вiдповiднi моменти,

часову кореляцiйну функцiю (25) можна представити як:

D
αγ
jj (rl, rl′ ; t, t

′) = D
αγ
0jj(rl, rl′ ; t, t

′)e−λ
αγ
jj (rl,rl′ ;t,t

′)

× (1 + B
αγ
jj (rl, rl′ ; t, t

′)), (41)

D
αγ
0jj(rl, rl′ ; t, t

′) = 〈(1 − P (t))̂jα(rl)(1 − P (t′))̂je(rs′)〉
t′

ϕ (42)

— нульовий момент — коефiцiєнт дифузiї iонiв у квазiрiвноважному
станi, який описується розподiлом (10), а

λ
αγ
jj (rl, rl′ ; t, t

′

=
〈(1 − P (t))̂jα(rl)(

∫ t

t′
(1 − Pq(t′′))iLdt′′)2(1 − P (t′))̂je(rs′)〉

t′

ϕ

〈(1 − P (t))̂jα(rl)(1 − P (t′))̂je(rs′)〉
t′
ϕ

(43)

— нормований другий момент. Bαγ
jj (rl, rl′ ; t, t

′) — функцiя, яка вклю-
чає вищi моменти кореляцiйної функцiї “потiк – потiк”. Тут врахова-
но структуру статистичного оператора (10) i P (t)̂jα(rl), тому в (41)
вiдмiнними вiд нуля є парнi моменти. Враховуючи це, нульовий мо-
мент при l = f, l′ = f ′ може бути розрахований:

D
αγ
0jj(rl, rl′ ; t, t

′) = 〈̂jα(rl )̂je(rs′)〉
t′

ϕ

= 〈

Nα∑

j=1

pj

mα

·
pj

mα

δ(rf − rj)〉
t′

ϕδαγδ(rf − rf ′)

=
3β

mα

Fα(rf ; t′)δαγδ(rf − rf ′), (44)

де

Fα(rf ; t′) = 〈

Nα∑

j=1

δ(rf − rj)〉
t′

ϕ (45)
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— квазiрiвноважна унарна функцiя розподiлу iонiв сорту α у розчи-
нi електролiту, розрахована для квазiрiвноважного стану (10). По-

дiбно у функцiї D̄
αα′γ
jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t

′) часова кореляцiйна функцiя

〈(1 − P (t))̂jα(rl)Tq(t, t′)(1 − P (t′))̂jα′(rl′)n̂α′′(rl′′ ; t
′)〉t

′

ϕ може бути роз-
рахована через моменти:

〈(1 − P (t))̂jα(rl)Tq(t, t′)(1 − P (t′))̂jα′(rl′)n̂α′′(rl′′ ; t
′)〉t

′

ϕ

= Dαα′α′′

0jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t
′)e−λαα′α′′

jjn (rl,rl′ ,rl′′ ;t,t
′)

× (1 + Bαα′α′′

jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t
′))

де при l = f, l′ = f ′, l′′ = f ′′ нульовий момент можна розрахувати:

Dαα′α′′

0jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t
′) (46)

= 〈(1 − P (t))̂jα(rl)(1 − P (t′))̂jα′(rl′)n̂α′′(rl′′ ; t
′)〉t

′

ϕ

=
3β

mα

Fαα′′ (rfrf ′′ ; t′)δαα′δ(rf − rf ′),

Fαα′′(rfrf ′′ ; t′) — квазiрiвноважна парна функцiя розподiлу iонiв
сорту α, α′′ у розчинi електролiту, розрахована для квазiрiвнова-
жного стану (10). λαα′α′′

jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t
′) — нормований другий мо-

мент та Bαα′α′′

jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t
′) — функцiя, яка включає вищi мо-

менти вiдповiдної кореляцiйної функцiї 〈(1 − P (t))̂jα(rl)Tq(t, t
′)(1 −

P (t′))̂jα′(rl′)n̂α′′(rl′′ ; t
′)〉t

′

ϕ третього порядку за ĵα(rl), ĵα′(rl′),
n̂α′′(rl′′). Таким чином, коефiцiєнти дифузiї у квазiрiвноважному
станi (10) виражаються через унарнi квазiрiвноважнi функцiї розпо-
дiлу Fα(rf ; t′), а Dαα′α′′

0jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t
′) — через парнi квазiрiвноважнi

функцiї розподiлу Fαα′′ (rfrf ′′ ; t′), якi очевидно, необхiдно розрахову-
вати, виходячи iз квазiрiвноважного статистичного оператора (10),
що становить окрему важливу проблему.

6. Висновки

Запропоновано статистичну теорiю для опису електродифузiйних
процесiв переносу iонiв та електронiв в системi “електролiт – елек-
трод” з врахуванням просторової неоднорiдностi та ефектiв пам’я-
тi, використавши метод нерiвноважного статистичного оператора.
Сформульовано модель та її гамiльтонiан та отримано нерiвноваж-
ний статистичний оператор для системи “електролiт – електрод”, як
функцiонал вiдповiдних параметрiв скороченого опису нерiвноваж-
них процесiв (спостережуваних параметрiв). У такому пiдходi дано
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вивiд узагальнених рiвнянь переносу типу Нернста-Планка для iо-
нiв та електронiв в системi “електролiт – електрод” з використанням
метода нерiвноважного статистичного оператора. Рiвняння перено-
су враховують ефекти пам’ятi в часi та просторову неоднорiднiсть.
Важливим вкладом в узагальнених рiвняннях типу Нернста-Планка
є ядра переносу D̄

αα′γ
jjn (rl, rl′ , rl′′ ; t, t

′) якi на вiдмiну вiд узагальне-
них коефiцiєнтiв дифузiї, є кореляцiйними функцiями третього по-
рядку i входять в рiвняння у доданки другого порядку за параме-
трами ϕ(rl′ ; t

′)δnγ(rl′′ ; t
′), ϕ(rl′ ; t

′)δn̄e(rs′ ; t
′), ϕ(rs′ ; t

′)δnγ(rl′ ; t
′) якi

описують динамiчнi кореляцiї мiж польовими i густинними. Нами
отримано також систему рiвнянь систему рiвнянь для потокiв iонiв
та електронiв, iз яких можуть бути визначенi умови стацiонарно-
стi процесiв. Наближений розрахунок коефiцiєнтiв дифузiї методом
моментiв з видiленням гаусової часової залежностi дав нам зв’язок
їх iз унарними i парними функцiями розподiлу квазiрiвноважного
стану (10).
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