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Дослiдження спектральних характеристик бозонного спе-
ктру двовимiрних оптичних ґраток зi структурою типу гра-
фену

I.В. Стасюк, I.Р. Дулепа, O.B. Величко

Анотацiя. Дослiджено зонний спектр бозонних атомiв у двовимiр-
них оптичних ґратках iз структурою типу графену. У наближеннi
хаотичних фаз розраховано для нормальної фази закони дисперсiї в
зонах та одночастинковi спектральнi густини. Отримано безщiлин-
ний спектр з точками Дiрака на краю зони Брiлюена при вiдсутностi
роздiлення кристалу на пiдґратки. Встановлено, що навiть при ма-
лих вiдмiнностях мiж енергiями частинок на вузлах двох пiдґраток,
виникає щiлина у спектрi. Визначено частотнi залежностi одноча-
стинкової спектральної густини для обидвох пiдґраток в залежностi
вiд розмiщення рiвня хiмiчного потенцiалу, величини щiлини у зон-
ному спектрi та температури.

Investigation of spectral features of boson spectrum of two-
dimensional optical lattices with the graphene type structure

I.V. Stasyuk, I.R. Dulepa, O.V. Velychko

Abstract. The band spectrum of boson atoms in two-dimensional opti-
cal lattices with the graphene type structure is investigated. Dispersion
laws in the bands and single-particle spectral densities for normal phase
are calculated in the random phase approximation. The gapless spectrum
with Dirac points placed on the border of Brillouin zone is obtained in
the case if absence of crystal separation into two sublattices. It is shown
that even at small differences between particle on site energies in sublat-
tices, there appears a gap in the spectrum. The frequency dependences
of the single-particle spectral density for both sublattices (as function of
the chemical potential level, the magnitude of gap in the band spectrum
as well as temperature) are determined.
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Вступ

У дослiдженнi та описi поведiнки ультрахолодних бозе-атомiв у дво-
вимiрних оптичних ґратках з гексагональною структурою поєднали-
ся два важливi напрямки сучасної квантової фiзики. З одного боку,
в оптичних ґратках вiдбуваються фазовi переходи у пiдсистемi бо-
зонiв, пов’язанi з їх бозе-конденсацiєю; можуть також виникати новi
фази особливого типу. Iнтерес до таких об’єктiв зумовлений ще й
тим, що ряд явищ фiзики конденсованого стану та систем з сильни-
ми кореляцiями частинок можуть бути вiдтворенi шляхом розгляду
поведiнки атомiв, помiщених в оптичнi ґратки. З другого боку, пре-
дметом особливої уваги є останнiм часом двовимiрна гексагональна
вуглецева структура, вiдома як графен. Вона має унiкальнi фiзичнi
властивостi, поява яких викликана т. зв. дiракiвським енергетичним
спектром електронiв провiдностi (лiнiйним законом дисперсiї в обла-
стi К-точок зони Брилюена). Тому вивченню термодинамiки i енер-
гетичного спектру бозе- (а також фермi-) атомiв у оптичних ґра-
тках типу графену надається значна увага. До важливих проблем
належить, зокрема, дослiдження впливу згаданої особливостi енер-
гетичного спектру на картину фазових переходiв у системi ультра-
холодних атомiв. Цiкавою є i зворотня задача, яка стосується змiн у
структурi спектру при переходах вiд одних фаз до iнших.

Квантовi стани системи бозе-атомiв i перехiд до фази з бозе-
конденсатом (т. зв. SF-фази) у оптичнiй ґратцi типу графену були
спостереженi в [1]. Виявленi при цьому областi iснування рiзних фаз
(моттiвського дiелектрика i надплинної) узгоджувались якiсно з фа-
зовими дiаграмами, розрахованими у наближеннi середнього поля.
Уточнення фазових границь шляхом врахування мiжвузлових ко-
реляцiй за допомогою кластерного узагальнення схеми Гутцвiллера
було проведено пiзнiше [2]. Зверталась також увага на гексагональнi
ґратки, у яких на вiдмiну вiд графену локалiзованi стани у вузлах
оптичної ґратки є енергетично нееквiвалентними, якщо цi вузли на-
лежать до рiзних пiдґраток. Розглядались випадки рiзних енергiй
одновузлового вiдштовхування (UA 6= UB) [3] та рiзних глибин по-
тенцiальних ям (εA 6= εB) [4,5]. У другому з них було враховано, що у
процесах перенесення частинок i утворення конденсату можуть бра-
ти участь, крiм s-, ще й збудженi px,y-стани атомiв, локалiзованих
у бiльш глибоких ямах. Це дало змогу дослiдити механiзми, що ве-
дуть до утворення т. зв. орбiтальної (мультиорбiтальної) надплинної
фази.

Особливостям енергетичного спектру бозонiв у оптичних ґратках
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зi структурою типу графену присвячено небагато робiт. В [6] розгля-
дались змiни у розташуваннi дiракiвських точок i топологiї спектру
пiд впливом взаємодiї мiж частинками. Було застосоване наближе-
ння слабкого зв’язку (в рамках пiдходу Боголюбова). В роботах [5,
7] ставилось питання про перемiщення i можливе зникнення дiра-
кiвських точок внаслiдок анiзотропної (tij 6= tij′ ) змiни параметрiв
перенесення частинок мiж сусiднiми вузлами у ґратцi (така змiна
може бути зумовлена дiєю механiчного струшування [7]). Бiльш пов-
ний аналiз спектру i його перебудови при переходах з одних фаз до
iнших не проводився.

Теоретичний опис конденсацiї бозе-частинок у оптичних ґратках,
взагалi, i у ґратках зi структурою типу графену, зокрема, проводи-
ться переважно на основi моделi Бозе-Хаббарда, а також у її гра-
ничному випадку (U → ∞) - моделi жорстик бозонiв. Ця модель
адекватно описує термодинамiку i енергетичний спектр бозонної си-
стеми при малих рiвнях заповнення (0 ≤ n ≤ 1) i при застосуваннi (у
її найбiльш простому формулюваннi) до гексагональних ґраток дає
можливiсть встановити межi областей, де iснують основнi фази -
моттiвського дiелектрика (MI), надплинна (SF), а також модульова-
на (CDW); остання iснує при нееквiвалентностi пiдґраток. Розшире-
ння моделi жорстких бозонiв (шляхом врахування перестрибування
tij частинок на дальшi, крiм найближчих, вузли в ґратцi) виявило
iснування нових фаз. Як показано в [8], бiльший радiус функцiї tij
приводить до появи у ґратцi типу графену особливої фази - т. зв.
бозе - металу.

Модель жорстких бозонiв вiдома ще з 1950-х рокiв. Її перше засто-
сування пов’язане з теорiєю рiдкого гелiю в рамках ґраткового опи-
су [9]. Модель була використана в теорiї систем джозефсонiвських
контактiв [10], теорiї високотемпературної надпровiдностi у пiдходi
локальних пар [11]; була також покладена в основу обчислень iонної
провiдностi у кристалах [12]. На протязi останнiх рокiв, крiм опису
систем ультрахолодних бозе-частинок у оптичних ґратках, модель
застосовується при розглядi фiзичних процесiв, пов’язаних з iонною
iнтеркаляцiєю та адсорбцiєю квантових частинок на поверхнi мета-
лiв [13, 14].

Дана робота є продовженням наших теоретичних дослiджень [15–
18] енергетичного спектру та спектральних характеристик квантово-
го ґраткового бозе-газу i, зокрема, моделi жорстких бозонiв. В рам-
ках псевдоспiнового опису шляхом застосування процедури фермiо-
нiзацiї у одновимiрному випадку [15], та у наближеннi хаотичних фаз
у бiльш загальному тривимiрному [16], дослiджено змiни у одноча-
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стинкових спектральних густинах при переходi вiд невпрорядкова-
ного (NO) до впорядкованого стану (у якому 〈Sx〉 = 〈b+〉 = 〈b〉 6= 0),
який є аналогом фази iз ґратковим бозе-конденсатом (SF-фази).
Отриманi в [16] спектральнi густини та їх змiни iз частотою якiсно
узгоджуються з частотними залежностями таких густин, розрахова-
них на основi фермiонiзацiї, а також методом точної дiагоналiзацiї
на одновимiрних кластерах [17].

Об’єктом нашого теперiшнього дослiдження є спектральнi хара-
ктеристики одночастинкового спектру моделi жорстких бозонiв на
плоскiй гексагональнiй ґратцi (ґратцi типу ґрафену) з енергетично
нееквiвалентними вузлами. Подiбна задача для тривимiрної ґратки
з модельною густиною станiв для незбуреного одночастинкового спе-
ктру розглядалась в [18] i певнi загальнi закономiрностi структури
зонного спектру жорстких бозонiв були з’ясованi. Ґратка типу гра-
фену вносить, однак, свою специфiку у будову спектру i це потрiбно
вивчити. Ми застосовуємо пiдхiд, викладений в [16,18]; вiн грунтує-
ться на псевдоспiновому формалiзмi i використаннi методики фун-
кцiй Грiна при обчисленнi спектральних густин. На першому етапi
розрахункiв, який складає змiст даної публiкацiї, знайдемо зонну
структуру i одночастинковi спектральнi густини для невпорядкова-
ної (нормальної) фази та дослiдимо їх залежностi вiд розмiщення
рiвня хiмiчного потенцiалу бозе-частинок вiдносно зонного спектру,
величини рiзницi одновузлових енергiй δ = (εA − εB)/2 та темпера-
тури.

1. Будова ґратки

Розглядаємо гексагональну двовимiрну структуру типу ґратки гра-
фену. У випадку оптичних ґраток, гексагональна ґратка отримує-
ться iнтерференцiєю трьох лазерних променiв [5], сума хвильових
векторiв яких дорiвнює нулю k1 + k2 + k3 = 0 i кути мiж напрям-
ками 2π

3 (рис. 1 (a)). Така ґратка мiстить двi трикутнi пiдґратки A

i B, зсунутi на вектор (a1+a2)
3 . Елементарна комiрка ґратки мiстить

два вузли, по одному вузлу iз обидвох пiдґраток. Для даної ґратки
(рис. 1 (b)) вектори трансляцiй:

a1 =
(

a
√
3, 0
)

, a2 =

(

a

√
3

2
,
3

2
a

)

.

Гексагональнiй ґратцi вiдповiдає гексагональна зона Брилюена в
оберненому просторi хвильових векторiв (рис. 2). Це є правильний
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(a) (b)

Рис. 1. Хiд трьох компланарних лазерних променiв в експеримен-
тальнiй установцi для створення гексагональної оптичної ґратки (а).
Гексагональна ґратка у прямому просторi (b).

шестикутник з двома нееквiвалентними точками K, K ′ в кутах зони.
Вектори трансляцiй:

b1 =

(

1√
3a

,
1

3a

)

, b2 =

(

0,
2

3a

)

;

|b1| = |b2| = 2
3a , a - вiдстань мiж найближчими сусiдами у прямiй

ґратцi. Вiддаль вiд центру зони Брилюена до точок K,K ′ дорiвнює
4π

3
√
3a

.
При розглядi енергетичного спектру квантових частинок (бо-

зонiв) на оптичнiй ґратцi можна використовувати пiдхiд сильного
зв’язку. Вiн грунтується на врахуваннi перестрибувань частинки мiж
найближчими вузлами, яке описується параметром t, пов’язаним iз
перекриттям хвильових функцiй бозе-частинок, локалiзованих у цих
вузлах. Координацiйне число кожного атома z = 3. Три вектори,
спрямованi до сусiднiх вузлiв (|R1| = |R2| = |R3| = a) (рис. 3), є
наступними

R1 =

(

a
√
3

2
,
a

2

)

,R2 =

(

−a
√
3

2
,
a

2

)

,R3 = (0,−a) .

Фур’є-образи енергiї перестрибування на сусiднi вузли у двох випад-
ках: A ⇒ B (tAB(q)) i B ⇒ A (tBA(q)) вiдрiзняються знаком перед
векторами Rc (рис. 3):

tAB(q) = t

3
∑

c=1

eiqRc , tBA(q) = t

3
∑

c=1

e−iqRc .
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Рис. 2. I-а зона Брилюена, b1,b2 - вектори трансляцiй.

Отримуємо

tAB(q) = t

(

e−iqya + 2 cos

(

qx
a
√
3

2

)

ei
qya

2

)

,

tBA(q) = t

(

eiqya + 2 cos

(

qx
a
√
3

2

)

e−i
qya

2

)

i в загальному випадку безрозмiрний параметр, пов’язаний iз пере-

Рис. 3. Найближчi сусiди вузлiв з пiдґраток А i В.
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носом A ⇋ B мiж найближчими сусiдами, має вигляд:

γ(q) = ±
√

|tAB(q) tBA(q)|
t

=

±

√

√

√

√1 + 4 cos

(

qx
a
√
3

2

)

cos

(

qy
3

2
a

)

+ 4 cos2

(

qx
a
√
3

2

)

. (1.1)

Вiн використовуватиметься нами нижче.

2. Модель

Гамiльтонiан квантового ґраткового газу у загальному випадку дає-
ться виразом

H = −
∑

i,j

tijb
+
i bj +

∑

i

(εα − µ)ni −
∑

i,j

Kijninj.

Тут tij - iнтеграл переносу, εα - енергiя на вузлi (α = A,B -
iндекс пiдгратки), µ - хiмiчний потенцiал, Kij - енергiя мiжвузлової
взаємодiї, b+i (bi) - оператори народження (знищення) частинки, ni -
число частинок на вузлi i.

У випадку оптичних ґраток з глибокими потенцiальними яма-
ми енергiя одновузлового вiдштовхування бозе-атомiв є великою i
добрим наближенням є пiдхiд жорстких бозонiв, у якому iснує обме-
ження на їх число заповнення (ni =0 або 1). Такi бозони описуються
операторами Паулi з комутацiйними спiввiдношеннями.

[b+i , b
+
j ] = [bi, bj] = [b+i , bj] = 0, i 6= j; {bi, b+i } = 1

.
Модель стає еквiвалентною до задачi зi спiном S =↓ (S =↑) в

результатi перетворення

b+i = S−
i , bi = S+

i , b+i bi = ni =
1

2
− Sz

i .

Гамiльтонiан у спiновому представленнi записується у виглядi

H = −
∑

i,j

tijS
−
i S+

j −
∑

i

hαS
z
i −

∑

i,j

KijS
z
i S

z
j + const, (2.1)

де

hα = (εα − µ)−K(0), const =
∑

α=A,B

(εα − µ)
N

2
− 1

4
NK(0).
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Надалi сталий доданок у гамiльтонiанi опускаємо. Сума за iндексом
i (j) вмiщує суми: за n (n′) - пробiгає вузли ґратки та за α (β) -
враховує пiдґратку.

∑

i

→
N
∑

n=1

∑

α=A,B

,
∑

j

→
N
∑

n′=1

∑

β=A,B

.

Член у гамiльтонiанi (2.1), який описує перенесення частинок, у спi-
новому представленнi має вигляд:

∑

i,j

tijS
−
i S+

j =
∑

n,n′

∑

α,β

Jαβ
nn′(S

x
nαS

x
n′β + Sy

nαS
y
n′β).

Враховуючи вищесказане, у випадку двох пiдґраток отримуємо ви-
раз для гамiльтонiана системи:

H = −
∑

nn′

[

JAB
nn′ (Sx

nAS
x
n′B + Sy

nAS
y
n′B) + JBA

nn′ (Sx
nBS

x
n′A + Sy

nBS
y
n′A)

]

− hA

∑

n

Sz
nA − hB

∑

n′

Sz
n′B −

∑

nn′

(KAB
nn′Sz

nAS
z
n′B +KBA

nn′Sz
nBS

z
n′A).

Здiйснимо поворот у спiновому просторi на деякий кут θα:

Sz
nα = σz

nα cos θα + σx
nα sin θα

Sx
nα = σx

nα cos θα − σz
nα sin θα,

Sy
nα = σy

nα.

Отримаємо

H = −
∑

nn′

Lαβ
1 σx

nAσ
x
n′B −

∑

nn′

Lαβ
2 σz

nAσ
z
n′B

+
∑

nn′

Lαβ
3 σx

nAσ
z
n′B +

∑

nn′

Lαβ
4 σz

nAσ
x
n′B −

∑

nn′

Lαβ
5 σy

nAσ
y
n′B

−
∑

α

hα

∑

n

(σz
nα cos θα + σx

nα sin θα),

де введено позначення Lαβ
µ , µ = 1 . . . 5:

Lαβ
1 = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) cos θA cos θB + (KAB

nn′ +KBA
n′n) sin θA sin θB,

Lαβ
2 = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) sin θA sin θB + (KAB

nn′ +KBA
n′n) cos θA cos θB,

Lαβ
3 = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) cos θA sin θB − (KAB

nn′ +KBA
n′n) sin θA cos θB,

Lαβ
4 = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) sin θA cos θB − (KAB

nn′ +KBA
n′n) cos θA sin θB,

Lαβ
5 = JAB

nn′ + JBA
n′n .
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Виконаємо фур’є перетворення до хвильових векторiв:

tαβq =
∑

n−n′

(JAB
nn′ + JBA

n′n )e
iq(Rnα−Rn′β) ≡ J(q),

(tαβq = tβα−q, n ↔ n′, α 6= β)

Kαβ
q =

∑

n−n′

(KAB
nn′ +KBA

n′n)e
iq(Rnα−Rn′β) ≡ K(q).

Тодi

L1(q) = J(q) cos θA cos θB +K(q) sin θA sin θB,

L2(q) = J(q) sin θA sin θB +K(q) cos θA cos θB,

L3(q) = J(q) cos θA sin θB −K(q) sin θA cos θB,

L4(q) = J(q) sin θA cos θB −K(q) cos θA sin θB,

L5(q) = J(q).

Пiдсумування за внутрiшнiм iндексом n′ дає:
∑

n′

[. . . ]nn
′

µ = Lµ(0).

Розглянемо випадок вiдсутностi взаємодiй мiж частинками, по-
кладаючи Kαβ = 0. Враховуючи еквiвалентнiсть оточення вузлiв з
рiзних пiдґраток можемо записати JA(0) = JB(0) ≡ J(0) = 3t. Видi-
лимо у гамiльтонiанi частину, що вiдповiдає наближенню середнього
поля (MF):

σν
nAσ

ν′

n′B → 〈σν
A〉σν′

n′B + 〈σν′

B 〉σν
nA − 〈σν

A〉〈σν′

B 〉,
ν, ν′ = x, y, z, 〈σx

α〉 = 〈σy
α〉 = 0.

У результатi гамiльтонiан середнього поля набере вигляду

HMF = −
∑

nα

Eασ
z
nα. (2.2)

Власнi значення i кути повороту θα отримуються зi системи рiвнянь

Eα = (εα − µ) cos θα − J(0)〈Sx
β〉 sin θα, (2.3)

(εα − µ) sin θα + J(0)〈Sx
β〉 cos θα = 0, (2.4)

де

〈Sx
α〉 = −〈σz

α〉 sin θα, 〈Sz
α〉 = 〈σz

α〉 cos θα, (2.5)

〈σz
α〉 =

1

2
tanh

βEα

2
, α, β = A,B, α 6= β. (2.6)

ICMP–13–11U 9

У невпорядкованiй (для системи бозонiв - т. зв. нормальнiй) фа-
зi: θα = 0, 〈Sx

α〉 = 0, 〈Sz
α〉 = 〈σz

α〉, Eα = εα. Розв’язок θα 6= 0 описує
“впорядковану” фазу (фазу з конденсатом жорстких бозонiв), для
якої 〈Sx

α〉 ≡ 〈bα〉 6= 0 є параметром порядку. Система рiвнянь (2.4) з
(2.5),(2.6) визначає поведiнку параметра порядку та середнього 〈Sz

α〉
тобто 〈nα〉 iз змiною температури у впорядкованiй фазi. Змiна па-
раметра порядку 〈Sx〉 з температурою у випадку, коли кристал не
роздiлений на пiдґратки (рис. 4) [2] при заданому значеннi енергiї
на вузлi в наближеннi середнього поля є такою ж, як i для моделi
Iзiнга iз поперечним полем (яке дiє на спiн, роль якого в данiй ро-
ботi вiдiграє величина hα = εα −µ). Надалi при обчисленнях будемо
дослiджувати поведiнку зонного спектру бозонiв у невпорядкованiй
(NO) фазi при фiксованiй температурi в залежностi вiд значень по-
лiв hα при рiзнiй вiддалi вiд лiнiй на фазових дiаграмах (див. [18]),
що визначають переходи до фази з бозе-конденсатом (SF-фази).

3. Функцiї Грiна та енергетичний спектр моделi

Одночастинковий енергетичний спектр можемо обчислити методом
функцiй Грiна iз використанням наближення хаотичних фаз. Одно-
частинкова функцiя Грiна на операторах 〈〈blα|b+nβ〉〉 дорiвнює фун-
кцiї Грiна на операторах спiну 〈〈S+

lα|S−
nβ〉〉 ≡ G+−

lα,nβ [16,18]:

〈〈S+
lα|S−

nβ〉〉 = 〈〈Sx
lα|Sx

nβ〉〉 − i〈〈Sx
lα|Sy

nβ〉〉+ i〈〈Sy
lα|Sx

nβ〉〉+ 〈〈Sy
lα|S

y
nβ〉〉.

У NO-фазi (cos θα = 1, sin θα = 0):

G+−
lα,nβ = 〈〈σx

lα|σx
nβ〉〉 − i〈〈σx

lα|σy
nβ〉〉+ i〈〈σy

lα|σx
nβ〉〉+ 〈〈σy

lα|σ
y
nβ〉〉. (3.1)

Записуємо рiвняння руху для функцiй Грiна на компонентах спiну:

~ω〈〈σν
lα|σν′

nβ〉〉 =
~

2π
〈[σν

lα, σ
ν′

nβ ]〉+ 〈〈[σν
lα, H ]|σν′

nβ〉〉,

ν, ν′ = x, y.
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В результатi отримуємо системи рiвнянь

~ω〈〈σx
lα|σx

nα〉〉 = iEα〈〈σy
lα|σx

nα〉〉 − i〈σz
α〉
∑

n

Lαβ
5 〈〈σy

nβ |σx
nα〉〉,

~ω〈〈σy
lα|σx

nα〉〉 = −i
~

2π
〈σz

α〉δln − iEα〈〈σx
lα|σx

nα〉〉+ i〈σz
α〉
∑

n

Lαβ
1 〈〈σx

nβ |σx
nα〉〉,

~ω〈〈σx
lβ |σx

nα〉〉 = iEβ〈〈σy
lβ |σx

nα〉〉 − i〈σz
β〉
∑

n

Lαβ
5 〈〈σy

nα|σx
nα〉〉,

~ω〈〈σy
lβ |σx

nα〉〉 = −iEβ〈〈σx
lβ |σx

nα〉〉+ i〈σz
β〉
∑

n

Lαβ
1 〈〈σx

nα|σx
nα〉〉

та

~ω〈〈σx
lα|σy

nα〉〉 = i
~

2π
〈σz

α〉δln + iEα〈〈σy
lα|σy

nα〉〉 − i〈σz
α〉
∑

n

Lαβ
5 〈〈σy

nβ |σy
nα〉〉,

~ω〈〈σy
lα|σy

nα〉〉 = −iEα〈〈σx
lα|σy

nα〉〉+ i〈σz
α〉
∑

n

Lαβ
1 〈〈σx

nβ |σy
nα〉〉,

~ω〈〈σx
lβ |σy

nα〉〉 = iEβ〈〈σy
lβ |σy

nα〉〉 − i〈σz
β〉
∑

n

Lαβ
5 〈〈σy

nα|σy
nα〉〉,

~ω〈〈σy
lβ |σy

nα〉〉 = −iEβ〈〈σx
lβ |σy

nα〉〉+ i〈σz
β〉
∑

n

Lαβ
1 〈〈σx

nα|σy
nα〉〉.

Пiсля фур’є-перетворення до хвильових векторiв

Gνν′

αβ (q) ≡ 〈〈σν
α|σν′

β 〉〉q =
∑

l−n

〈〈σν
lα|σν′

nβ〉〉eiq(Rlα−Rlβ)

з L1(q) = L5(q) = J(q) рiвняння систем для функцiй Грiна отриму-
ють форму:

~ωGxx
αα(q) = iEαG

yx
αα(q)− iJ(q)〈σz

α〉Gyx
βα(q),

~ωGyx
αα(q) = −i

~

2π
〈σz

α〉 − iEαG
xx
αα(q) + iJ(q)〈σz

α〉Gxx
βα(q),

~ωGxx
βα(q) = iEβG

yx
βα(q) − iJ(q)〈σz

β〉Gyx
αα(q),

~ωGyx
βα(q) = −iEβG

xx
βα(q) + iJ(q)〈σz

β〉Gxx
αα(q)

та

~ωGxy
αα(q) = i

~

2π
〈σz

α〉+ iEαG
yy
αα(q) − iJ(q)〈σz

α〉Gyy
βα(q),

~ωGyy
αα(q) = −iEαG

xy
αα(q) + iJ(q)〈σz

α〉Gxy
βα(q),

~ωGxy
βα(q) = iEBG

yy
βα(q)− iJ(q)〈σz

β〉Gyy
αα(q),

~ωGyy
βα(q) = −iEβG

xy
βα(q) + iJ(q)〈σz

β〉Gxy
αα(q).
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Шуканою є функцiя Грiна

G+−
α (q) = 〈〈bα|b+α 〉〉q = G+x

α (q)− iG+y
α (q). (3.2)

Врахуємо властивостi спiнових функцiй Грiна

G+x
α (q) = 〈〈σ+

α |σx
α〉〉q = 〈〈σx

α|σx
α〉〉q + i〈〈σy

α|σx
α〉〉q,

G+y
α (q) = 〈〈σ+

α |σy
α〉〉q = 〈〈σx

α|σy
α〉〉q + i〈〈σy

α|σy
α〉〉q;

тодi попарно додавши i вiднявши наведенi вище рiвняння, отримуємо
наступнi, з яких видно, чому дорiвнюють вихiднi функцiї:

(~ω − Eα)G
+x
αα(q) + J(q)〈σz

α〉G+x
βα(q) =

~

2π
〈σz

α〉,

(~ω + Eα)G
−x
αα(q)− J(q)〈σz

α〉G−x
βα (q) = − ~

2π
〈σz

α〉,

(~ω − Eβ)G
+x
βα(q) + J(q)〈σz

β〉G+x
αα(q) = 0,

(~ω + Eβ)G
−x
βα (q)− J(q)〈σz

β〉G−x
αα(q) = 0

та

(~ω − Eα)G
+y
αα(q) + J(q)〈σz

α〉G+y
βα(q) = i

~

2π
〈σz

α〉,

(~ω + Eα)G
−y
αα(q)− J(q)〈σz

α〉G−y
βα(q) = i

~

2π
〈σz

α〉,

(~ω − Eβ)G
+y
βα(q) + J(q)〈σz

β〉G+y
αα(q) = 0,

(~ω + Eβ)G
−y
βα(q)− J(q)〈σz

β〉G−y
αα(q) = 0.

В результатi маємо

G±x
αα(ω,q) = ± ~

2π
〈σz

α〉
~ω ∓ Eβ

(~ω − Eα)(~ω − Eβ)− 〈σz
α〉〈σz

β〉J2(q)
,

G±y
αα(ω,q) = i

~

2π
〈σz

α〉
~ω ∓ Eβ

(~ω − Eα)(~ω − Eβ)− 〈σz
α〉〈σz

β〉J2(q)
.

Остаточно з (3.2) для одночастинкових функцiй Грiна отримуємо
вирази:

G+−
βα (ω,q) = −

〈σz
β〉J(q)

~ω − Eβ

G+−
αα (ω,q), (3.3)

G+−
αα (ω,q) =

~

π
〈σz

α〉
~ω − Eβ

(~ω − Eα)(~ω − Eβ)− 〈σz
α〉〈σz

β〉J2(q)
. (3.4)
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У нормальнiй фазi спектр бозонних збуджень, визначений з (3.4),
має вигляд (див. також [18])

ε1, 2(q) =
hA + hB

2
± 1

2

√

(hA − hB)2 + 4〈σz
A〉〈σz

B〉|J(q)|2, (3.5)

J(q) = t

(

eiqya + 2e−iqya cos

(

qx

√
3

2
a

))

, J(0) = 3t.

У позначеннях h = hA+hB

2 , δ = hA−hB

2 вираз для спектру записується
як

ε1, 2(q) = h±
√

δ2 +
1

9
〈σz

A〉〈σz
B〉J2(0)|γ(q)|2. (3.6)

Фазова дiаграма (T, h) в одиницях J(0), що визначає областi iсну-
вання SF- та NO-фаз випливає з умови

h2 − δ2 = 〈σz
A〉〈σz

B〉J2(0) ≡ 〈σz
A〉〈σz

B〉9t2

i зображена на рисунку 4.

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0
0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

=0.55

=0.5

=0.45

=0.25

=0

1/
J

h/J

Рис. 4. Фазова дiаграма на площинi (Т, h) при рiзних значеннях δ
(δ = 0, 0.25, 0.45, 0.5, 0.55) [18].
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4. Спектр бозонних збуджень. Одночастинкова

спектральна густина станiв

Знайдемо спектральну густину бозонних збуджень для обидвох пiд-
ґраток як уявну частину функцiї Грiна 〈〈bα|b+α 〉〉q

ρα(ω) = − 2

N

∑

q

Im〈〈bα|b+α 〉〉q,ω+iε.

Виходячи з (3.4), отримуємо

ρα(ω) =
〈σz

α〉
N

∑

q

(

C1(q)δ(ω − ε1(q)

~
) + C2(q)δ(ω − ε2(q)

~
)
)

, (4.1)

де коефiцiєнти при δ-функцiях

C1,2(q) =
1

2
± δα

2
√

δ2 + 1
9 〈σz

α〉〈σz
β〉J2(0)|γ(q)|2

, α 6= β;

δα =

{

δ, α = A;
−δ, α = B;

ε1(q), ε2(q) - вiтки спектру (3.6). Даний вираз для спектральної гу-
стини в NO формально спiвпадає з отриманим в [18] для випадку
кубiчної ґратки.

Залежнiсть ρα(ω,q) вiд хвильового вектора виражається через
залежнiсть J(q) вiд q. Пiдсумування за q вiдбувається у межах I-ї
зони Брилюена Ω. Для розрахунку даної суми переходимо до iнте-
гралу за змiнною x ≡ |γq|2, вводячи функцiю ρ0(x):

1

N

∑

q∈Ω

Φ(|J(q)|2) = 1

N

∑

q∈Ω

Φ(t2|γq|2) =
∫

dxρ0(x)Φ(t
2x),

ρ0(x) =
1

N

∑

q∈Ω

δ(x− |γq|2).

За означенням перехiд вiд суми по q до iнтегралу в межах I-ї зони
Брилюена Ω:

1

N

∑

q∈Ω

(...) =
S

(2π)2N

∫

Ω

dqxdqy (...) ,

де S - площа так званої основної областi кристалу, N - число комi-
рок. Вiдношення S

N
має змiст площi елементарної комiрки у прямому
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Рис. 5. I-а зона Брилюена Ω у оберненiй ґратцi (однаковими цифрами
позначено трансляцiйно еквiвалентнi областi)

просторi, утвореної базисними векторами a1, a2, |a1| = |a2| = a
√
3,

S
N

= 3
√
3

2 a2. Розглянемо межi iнтегрування по qx i qy. З рисунку 5
видно, що замiсть iнтегрувати по заштрихованiй областi Ω, можна
iнтегрувати по видiленому прямокутнику. Оскiльки, пiдiнтегральна
функцiя парна по qx, qy, то для суми по q ∈ Ω маємо:

1

N

∑

q

(...) =
3
√
3a2

(2π)2

∫ 2π√
3a

0

dqx

∫ 2π
3a

0

dqy (...) .

У змiнних 2ϑ =
√
3
2 qxa, ϕ = 3

2qya:

1

N

∑

q

(...) =
2

π2

∫ π
2

0

dϑ

∫ π

0

dϕ(...).

Остаточно вираз для ρ0(x) у даному випадку набуває вигляду

ρ0(x) =
1

π2

∫ π

0

dϑ

∫ π

0

dϕδ(x− 1− 4 cos 2ϑ cosϕ− 4 cos2 2ϑ). (4.2)

Формула (4.2) прямо вiдповiдає виразу для функцiї розподiлу за ква-
дратом енергiї g(ε2) для невзаємодiючих частинок у ґратцi зi стру-
ктурою графену [19, 20], згiдно з яким ρ0(x) можемо записати через
повний елiптичний iнтеграл I роду F (π2 ,m):
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ρ0(x) =
1

π2

1√
Z0

F

(

π

2
,

√

Z1

Z0

)

, (4.3)

де

Z0 =

{

(1 +
√
x))2 − 1

4 (x− 1)2, x 6 1,
4
√
x, 1 6 x 6 9;

Z1 =

{

4
√
x, x 6 1,

(1 +
√
x)2 − 1

4 (x− 1)2, 1 6 x 6 9.

Отриману функцiю застосуємо для розрахунку спектральної густи-
ни:

ρα(ω) = 〈σz
α〉
∫

dxρ0(x)

(

C1(x)δ
(

ω − ε1(q)

~

)

+ C2(x)δ
(

ω − ε2(q)

~

)

)

,

де

C1,2(x) =
1

2



1± δα
√

δ2 + 〈σz
α〉〈σz

β〉t2x



 , 〈σz
α〉 =

1

2
tanh

βhα

2
.

Використаємо для δ-функцiй у виразi для ρα(ω) представлення
δ(f(x)) =

∑

i
δ(x−xi)
|f ′(xi)| , де xi - коренi рiвняння f(x) = 0. Таким коренем

для обидвох δ - функцiй є x0 = (~ω−h)2−δ2

<σz
α><σz

β
>t2

, причому перша з них

дає ненульовий внесок при ~ω > h, а друга - при ~ω < h. Значення

похiдної |f ′(x1,2)| = t2

~
| 〈σ

z
α〉〈σz

β〉
2(~ω−h) |. Пiсля деяких спрощень маємо

ρα(~ω) =
ρα(ω)

~
=

〈σz
α〉
t2

(

ρ(α1)(ω) + ρ(α2)(ω)
)

; (4.4)

тут запроваджено спектральну густину ρα(~ω), розраховану на оди-
ничний iнтервал енергiї;

ρ(1,2)α (ω) = ρ0(x0)











~ω − h

〈σz
α〉〈σz

β〉











~ω − h+ δα
~ω − h

, α, β = A,B, α 6= β, (4.5)

причому ρ
(1)
α (ω) стосується областi ~ω > h, а ρ

(2)
α (ω) - областi ~ω < h.

Розглянемо межi, в яких змiнюються енергiї ε1(x) i ε2(x) зонного
спектру бозонiв в областi значень аргумента 0 6 x 6 9. Для визна-
ченостi вiзьмемо δ > 0. Можливi такi випадки:

1) 〈σz
A〉〈σz

B〉 > 0.
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Ця нерiвнiсть виконується, якщо hA > 0, hB > 0 (h > 0) або
hA < 0, hB < 0 (h < 0) (hA = h+δ, hB = h−δ). Спектральна густина
ρα(~ω) вiдмiнна вiд нуля, якщо

h−
√

δ2 + 9〈σz
A〉〈σz

B〉t2 6 ~ω 6 h− δ.

та

h+ δ 6 ~ω 6 h+
√

δ2 + 9〈σz
A〉〈σz

B〉t2.

Межi зон даються максимальним i мiнiмальним значенням енергiй
ε2(x) i ε1(x), вiдповiдно. При цьому

min ε1 = ε1(x = 0) ≡ h+ δ,

max ε2 = ε2(x = 0) ≡ h− δ. (4.6)

Данi значення енергiй визначають щiлину в спектрi (ширина щiлини
∆ε = 2δ). Система є в нормальнiй фазi, якщо для додатних енергiй
hA i hB хiмiчний потенцiал µ розташований пiд нижнiм краєм зони
ε2(x), а для вiд’ємних енергiй - над верхнiм краєм зони ε1(x). Повиннi
виконуватись умови

min ε2 = ε2(x = 9) ≡ h−
√

δ2 + 9〈σz
A〉〈σz

B〉t2 > 0

у першому iз цих випадкiв та

max ε1 = ε1(x = 9) ≡ h+
√

δ2 + 9〈σz
A〉〈σz

B〉t2 < 0

- у другому (у нашiй моделi енергiя бозонiв завжди вiдраховується
вiд рiвня хiмiчного потенцiалу).

2) 〈σz
A〉〈σz

B〉 < 0.
При δ > 0 така нерiвнiсть має мiсце, коли hA > 0, hB < 0 (h > 0

або h < 0). Межi зон визначаються тепер нерiвностями

h− δ 6 ~ω 6 h−
√

δ2 − 9|〈σz
A〉〈σz

B〉|t2

та

h+
√

δ2 − 9|〈σz
A〉〈σz

B〉|t2 6 ~ω 6 h+ δ.

Щiлина в спектрi є обмежена значеннями енергiї

min ε1 = ε1(x = 9) = h+
√

δ2 − 9|〈σz
A〉〈σz

B〉|t2 > 0,

max ε2 = ε2(x = 9) = h−
√

δ2 − 9|〈σz
A〉〈σz

B〉|t2 < 0 (4.7)
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i ширина щiлини складає ∆ε = 2
√

δ2 − 9|〈σz
A〉〈σz

B〉|t2. Хiмiчний по-
тенцiал перебуває у щiлинi при виконаннi вказаних нерiвностей. Са-
ма ж щiлина тут зникає при δ = ±3t

√

|〈σz
A〉〈σz

B〉|.
Поведiнка функцiй ρα(~ω) на краях зон визначається функцiєю

розподiлу ρ0(x0), де аргумент x0 змiнюється з частотою, так i усiм
множником, що є бiля ρ0(x0) у формулi (4.5). При наближеннi до
країв зон, у тому числi при x0 → 0 (що вiдповiдає граничному пере-
ходу ~ω → h±δ) функцiя ρ0(x0) прямує до скiнченного значення, яке
дорiвнює 1

π
√
3
. Це випливає з формули (14), оскiльки у цiй границi

Z1(X0)/Z0(X0) → 0,
√

Z0(x0) →
√
3
2 , F (π/2, 0) = π

2 .
З другого боку,

~ω − h+ δα →
{

1, ~ω → h+ δα,
0, ~ω → h− δα;

i тому

ρA(~ω) →
{ 2

t2
δ

|〈σz
A〉〈σz

B〉| 〈σz
A〉 1

π
√
3
, ~ω → h+ δ,

0, ~ω → h− δ;

ρB(~ω) →
{

0, ~ω → h+ δ,
2
t2

δ
|〈σz

A〉〈σz
B〉| 〈σz

B〉 1
π
√
3
, ~ω → h− δ.

(4.8)

Розкладаючи у ряди функцiї Z0(x), Z1(x), F (π/2,m) при малих зна-
ченнях аргумента, можна переконатись, що при невеликих вiдхиле-
ннях вiд точок, де ρA,B = 0, цi функцiї наростають зi змiною частоти
за лiнiйним законом. У всiх iнших випадках функцiї ρA(~ω) i ρB(~ω)
на краях зон стають рiвними нулю стрибкоподiбно.

Числовi розрахунки, проведенi за формулою (4.5) при врахуваннi
виразiв (2.6) для середнiх 〈σz

A〉, 〈σz
B〉, пiдтверджують таку топологiю

спектральних густин. Зокрема, у вище згаданому випадку 1), коли
хiмiчний потенцiал перебуває пiд або над обома зонами, спектраль-
на густина з одного боку щiлини має стрибок, а з другого - наро-
стає плавно. Якщо хiмiчний потенцiал є в щiлинi, то спектральна
густина має стрибки з обох бокiв. Загальною i вiдомою для моделi
Бозе-Хаббарда властивiстю є те, що в областi ~ω < 0 (нижче рiв-
ня хiмiчного потенцiалу) спектральнi густини ρA i ρB вiд’ємнi, а в
областi ~ω > 0 (вище рiвня µ) вони є додатними.

Для гексагональної ґратки типу графену у випадку, коли глиби-
ни потенцiальних ям однаковi (εA = εB), маємо безщiлинний спектр
(∆ε = 0) бозонних збуджень. На рисунку 6 (a),(b) - зображено змiну
ширини енергетичної зони у спектрi iз змiною температури: в мiру
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μ

(a)

(b)

(c)

Рис. 6. Закон дисперсiї бозонних збуджень в гексагональнiй ґратцi
(а), (b) та частотна залежнiсть одночастинкової спектральної густи-
ни станiв ρ(ω) (c) у випадку δ = 0; (〈nα〉 = 1

2 − 〈σz
α〉).
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пониження температури ширина зони збiльшується i досягає макси-
муму при температурi фазового переходу у стан iз бозе конденсатом.
Двi вiтки спектру дотикаються у кутах зони Брилюена в точках Дi-
рака K ′,K.

Закон дисперсiї бозонних збуджень для iншого перерiзу енерге-
тичної поверхнi спектру вздовж осi qy в межах I-ї зони Брилюена
(компонента qx = 0) зображено на рисунку 6(b). Тут двi вiтки спе-
ктру розходяться на краю зони Брилюена. Для даного випадку δ = 0
(εA = εB = 0.5) отримано одночастинкову спектральну густину (рис.
6 (c)) для деяких температур. В околi точок Дiрака енергетичний
спектр (рис. 6 (a)) змiнюється за лiнiйним законом.

У випадку рiзних глибин потенцiальних ям (εA 6= εB) на краю
зони Брилюена виникає згадана вище щiлина, ширина якої визна-
чається рiзницею одновузлових енергiй. На рисунку 7(a) зображено
енергетичний спектр бозонних збуджень при оберненiй температу-
рi β = 5. Тут розглянуто невелику рiзницю одновузлових енергiй
δ=0.005, 0.05, 0.2 (εA 6= εB > 0). Величина щiлини ∆ε у спектрi до-
рiвнює 2δ (〈σz

A〉〈σz
B〉 > 0), а її межами є ~ω1,2 = h ± δ. Для спектру

бозонних збуджень, розмiщеного над рiвнем хiмiчного потенцiалу µ,
отримуємо додатнi значення спектральних густин, а у випадку, ко-
ли зони розташованi пiд рiвнем µ спектральнi густини вiд’ємнi (рис.
6 (с), 7 (b)). Крайнi значення частот, якi обмежують область, де
ρα(~ω) 6= 0, дорiвнюють ~ω3,4 = h±

√

δ2 + 〈σz
A〉〈σz

B〉J2(0).
У випадку, коли рiвень хiмiчного потенцiалу заходить мiж зони

(див. рис. 8 (а) при тiй же температурi β = 5), отримуємо суттєво
iншу поведiнку енергетичного спектру бозонних збуджень. Екстре-
муми вiток спектру при q = 0 зверненi у напрямку рiвня хiмiчного
потенцiалу µ. Вiд’ємнi значення одночастинкової спектральної гу-
стини (ρ(~ω) < 0) вiдповiдають нижнiй зонi, розмiщенiй пiд рiвнем
хiмiчного потенцiалу µ, а додатнi - верхнiй зонi (рис. 8 (b)).

З фазової дiаграми (T, h) (рис. 4) у точцi фазового переходу мiж
NO i SF-фазами, де вiдбувається роздiлення на двi областi SF-фази,
отримуємо критичне значення щiлини у спектрi бозонних збуджень
∆(kTc) = 2δc = 1 в одиницях J(0) . На рисунку 9(a) для δ = 0.5, про-
iлюстровано поведiнку енергетичного спектру бозонних збуджень у
випадку, коли рiвень хiмiчного потенцiалу лежить у центрi зони, i
зображено вигляд спектру при рiзних температурах. При темпера-
турi β = 100 двi вiтки спектру практично дотикаються у центрi зони
при (q = 0); це вiдповiдає точцi фазового переходу (NO → SF ) для
δ = 0.5, βc → ∞. Cереднє число заповнення бозе частинкою вузла
пiдґратки А 〈nA〉 = 0, в той час як для пiдґратки B 〈nB〉 = 1. Також
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µ

µ

1 (A, B)

(A)

позначення:

(A)

(A)

(a)

(b)

(B)

(B)

(B)

: 1(A), 2(A)

: 2(B), 2(B)

2 (A, B)

Рис. 7. Закон дисперсiї ε(q) для NO-фази для деяких значень δ при
β = 5 (a). Рiвень хiмiчного потенцiалу (µ = 0) розмiщений ниж-
че зонного спектру (пунктирна лiнiя). Частотна залежнiсть одно-
частинкової спектральної густини для пiдґраток А, В наведена для
значень δ = 0.2, 0.05 при β = 5 (b).
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(a)

(b)

(c) (d)

Рис. 8. Закон дисперсiї для NO-фази при рiзних значеннях δ (a) та
одночастинковi спектральнi густини станiв (b), (c), (d) для значень
εA, εB, вказаних на рисунках. Рисунки (c), (d) подано для кращої
iлюстрацiї частотної залежностi спектральної густини станiв: (c) -
ρ(ω) < 0; (d) - ρ(ω) > 0. Пунктирна лiнiя вказує розташування рiвня
хiмiчного потенцiалу (µ = 0).
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µ

µ

µ

(a)

(b)

(c)

о о

Рис. 9. Закон дисперсiї ε(q) для NO-фази (δ = 0.5), для рiзних тем-
ператур (значення критичної температури kTc = 0) на рисунку (a);
одночастинкова спектральна густина станiв ρA(ω) для пiдґратки А
зображена на рисунках (b), (c). Нижнiй рисунок для спектральної
густини станiв (c) подано для кращої iлюстрацiї частотної залежно-
стi ρA(ω) < 0 в (b). Рiвень хiмiчного потенцiалу розмiщений у сере-
динi енергетичної щiлини.
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показано, який вигляд має одночастинкова спектральна густина ста-
нiв на вузлi A для значень β = 1, 10 i близько критичної точки при
β = 100 (kTc ⋍ 0)), (рис. 9 (b).

Характер перебудови частотної залежностi одночастинкової спе-
ктральної густини станiв щодо розташування рiвня хiмiчного потен-
цiалу якiсно узгоджується iз результатами розрахункiв методом то-
чної дiагоналiзацiї моделi для одновимiрного ланцюкжа, де розгля-
далися перестрибування частинки на сусiднiй вузол [17] i отриму-
валися вiд’ємнi значення одночастинкових спектральних густин для
енергiй, розташованих нижче рiвня хiмiчного потенцiалу.

5. Висновки

На основi моделi жорстких бозонiв розраховано енергетичний спектр
бозонних збуджень та одночастинковi спектральнi густини для пло-
скої гексагональної ґратки типу графену.

Розглянуто особливостi форми зонного спектру та спектральної
густини у нормальнiй фазi (NO) в залежностi вiд розташування рiв-
ня хiмiчного потенцiалу, рiзницi мiж локальними енергiями частинок
у пiдґратках та температури.

Проаналiзовано умови появи щiлини у зонному спектрi. Отрима-
но, що у випадку жорстких бозонiв, коли частинки описуються ста-
тистикою Паулi, виникає температурно залежна щiлина (на вiдмiну
вiд електронiв у ґратках типу графену).

Щiлина у спектрi iснує:

• на краю зони Брiлюена (рiвень хiмiчного потенцiалу розташо-
ваний нижче (вище) енергетичних зон), ∆ε = 2δ;

• при q = 0 (рiвень хiмiчного потенцiалу розташований мiж енер-
гетичними зонами), ∆ε = 2

√

δ2 − |〈σz
A〉〈σz

B〉|J2(0).

У першому iз цих випадкiв щiлина зникає при δ = 0; як наслiдок,
з’являються дiракiвськi точки з лiнiйним законом дисперсiї в точках
K,K ′ зони Брилюена.

У другому випадку щiлина стає вiдсутньою при kT = 0, h = 0 i
δ = 1

2J(0) (δ = 1
2 в одиницях J(0)). Тут також з’являється лiнiйний

спектр дiракiвського вигляду (εq ∼ J(0)

2
√
2
aq).

Вигляд спектральних густин задовольняє загальнi критерiї; вони
вiд’ємнi в областi µ < 0 i додатнi при µ > 0. Iснує дзеркальна симе-
трiя мiж кривими для ρA i ρB. Специфiка гексагональної структури
ґратки проявляється в наявностi логарифмiчних сингулярностей у
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кривих ρα(~ω) для кожної iз зон, та у стрибкоподiбному обертаннi в
нуль на краях спектру (за винятком точок ~ω = h − δα, де густина
прямує до нуля за лiнiйним законом).
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