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Основнi стани моделi Iзинґа на розширенiй ґратцi Шастри–
Сазерленда i плато намагнетованости 1/2 в деяких тетрабо-
ратах рiдкiсноземельних металiв

Ю.I.Дубленич

Анотацiя. В роботi наведено повний розв’язок задачi про основ-
нi стани i їх аналiз для моделi Iзинґа в магнетному полi на ґра-
тцi Шастри–Сазерленда з додатковою взаємодiєю вздовж дiягона-
лей “порожнiх” квадратiв. Показано, що ця взаємодiя призводить до
виникнення плато з намагнетованiстю 1/2 вiд намагнетованости на-
сичення. Таке дробове плато спостерiгають в деяких тетраборатах
рiдкiсноземельних металiв, зокрема, в Iзинґових магнетиках ErB4

(де воно єдине) та в TmB4 (де воно найширше), однак його похо-
дження не до кiнця зрозумiле. Наша робота проливає свiтло на цю
проблему.

Ground states of an Ising model on an extended Shastry–
Sutherland lattice and the 1/2-magnetization plateau in some
rare-earth-metal tetraborides

Yu.I.Dublenych

Abstract. A complete solution of the ground-state problem for an Ising
model on a Shastry–Sutherland lattice with an additional interaction
along the diagonals of “empty” squares in an applied magnetic field is
presented. It is rigorously proven that this interaction gives rise to a
plateau at the half-saturated magnetization. Such a fractional plateau
has been observed in some rare-earth-metal tetraborides, in particular,
in strong Ising magnets ErB4 (where it is a single one) and TmB4 (where
it is a major one), but its origin remains unclear. Our study sheds new
light on this problem.
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1. Вступ

У цiй статтi ми розглядатимемо модель Iзинґа на ґратцi Шастри–
Сазерленда (ШС) з додатковою дiягональною взаємодiєю. Ґратка
ШС топологiчно еквiвалентна ґратцi Архiмеда 32.4.3.4 (Рис. 1). Те-
оретичнi дослiдження спiнових моделей на цiй ґратцi розпочалися
пiсля того, як було показано, що на нiй можна точно знайти основнi
стани квантової спiнової моделi у зовнiшньому магнетному полi [1].
Iнтерес до ґратки ШС значно зрiс, коли вiдкрили сполуки, у яких
магнетнi атоми розташованi двовимiрними шарами й атоми кожного
шару утворюють ґратку, еквiвалентну ґратцi ШС. Цi сполуки нази-
вають магнетиками Шастри–Сазерленда. Окрiм найбiльш вiдомого
й найкраще дослiдженого магнетика ШС — SrCu2(BO3)2 [2, 3], є ще
чимало iнших, зокрема, цiла група тетраборатiв рiдкiсноземельних
металiв RB4 (R = La – Lu). У деяких iз них магнетнi атоми мають
великий спiн, що дає змогу розглядати цi магнетики як класичнi
Гейзенберговi, а якщо є ще й сильне кристалiчне поле, то навiть як
Iзинґовi. Саме такими є TmB4 та ErB4, яких вважають строгими

(a) (b)

(c) (d)

Рис. 1. (a) Ґратка Архiмеда 32.4.3.4 та топологiчно еквiвалентнi їй (b)
ґратка Шастри–Сазерленда i (c) ґратка, яку утворює шар магнетних
йонiв Cu2+ у сполуцi SrCu2(BO3)2. (c) Розширена ґратка Шастри–
Сазерленда, яку ми розглядаємо у цiй статтi.
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Iзинґовими магнетиками з ефективним спiном S = 1/2. В обох цих
сполуках спостерiгали широке плато при m/ms = 1/2 вiд намагнето-
ваности насичення ms, а у сполуцi TmB4 ще й низку iнших дробових
плато: m/ms = 1/6, 1/7, 1/8, 1/9, 1/10, 1/11, 1/12 (магнетне поле при-
кладене нормально до площин ШС, а температура нижча 4K) [4–6].
Виникнення дробових плато пробували пояснити на основi моделi
Iзинґа на ґратцi ШС, проте було показано, спочатку чисельно [7, 8],
а згодом й аналiтично [9], що в цiй моделi є єдине дробове плато — з
намагнетованiстю 1/3. З цього було зроблено висновок, що плато 1/2
й iншi дробовi плато, спостережуванi у тетраборатах рiдкiсноземель-
них металiв, можуть дати лише квантовi моделi [7], i, можливо, ще
й з далекосяжними взаємодiями [10]. Так у роботах [10,11] одержали
плато 1/2, розглядаючи квантову модель (а також її Iзинґову гра-
ницю) з додатковою взаємодiєю J3 вздовж дiягоналей ‘‘порожнiх”
квадратiв i взаємодiєю J4 вздовж сторiн квадратiв через один ву-
зол. У попереднiй роботi ми показали, що дробовi плато можуть бу-
ти породженi далекосяжними взаємодiями, наприклад, взаємодiєю
РККЙ (така взаємодiя є в тетраборатах рiдкiсноземельних металiв,
бо вони добрi метали), i що плато 1/2 виникає завдяки додатковiй
дiягональнiй Iзинґовiй взаємодiї J3 [9]. А недавно в роботi [12] чи-
словим способом було показано, що плато 1/2 (й ще вузеньке плато
2/3) породжується диполь-дипольними взаємодiями.

На нашу думку, для пояснення низки плато намагнетованости в
TmB4 досить знайти основнi стани моделi Iзинґового типу на ґра-
тцi ШС з далекосяжними взаємодiями. Чисельно це зробити важ-
ко, однак нашi аналiтичнi методи пошуку основних станiв моделей
ґраткового газу й еквiвалентних їм спiнових моделей дають таку мо-
жливiсть.

Тут ми наводимо повний розв’язок задачi про основнi стани моде-
лi Iзинґа в магнетному полi на ґратцi ШС з додатковою взаємодiєю
J3 уздовж дiягоналей “порожнiх” квадратiв (надалi цю модель нази-
ватимемо моделлю Iзинґа на розширенiй ґратцi ШС). Щоб знайти
цей розв’язок, ми використали метод основних променiв й основних
множин конфiгурацiй кластера, який розробили в попереднiх робо-
тах [13, 14], проте, узагальнюючи метод, розглядаємо конфiгурацiї
не одного, а двох кластерiв, що цiлком природно для ґратки ШС з
додатковим дiягональними зв’язками. Ми строго доводимо iснуван-
ня доволi широкого плато 1/2 у цiй моделi. Воно вiдповiдає трьом
рiзним фазам i неминуче виникає за умови, що взаємодiя вздовж
сторiн квадратiв (J1) i ще хоча б одна iз двох взаємодiй — уздовж
дiягоналей ШС (J2) i вздовж дiягоналей “порожнiх” квадратiв (J3)
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— є антиферомагнетними. Яка з цих трьох фаз реалiзується, зале-
жить вiд знакiв взаємодiй J2 i J3. Тiльки одне дробове плато, а саме
плато 1/2, iснує у цiй моделi, зокрема, у тому випадку, якщо взаємо-
дiї J1 i J2 антиферомагнетнi, а взаємодiя J3 феромагнетна (за умови
J2 < −2J3). Єдине дробове плато 1/2 спостерiгають у сполуцi ErB4,
та досi не зрозумiло, як воно виникає. Отож, наше дослiдження про-
ливає свiтло на цю проблему.

Структура решти статтi ось яка. У другому роздiлi описано дво-
кластерний пiдхiд для визначення основних станiв моделей Iзинґово-
го типу i на його основi знайдено розв’язок моделi Iзинґа на розши-
ренiй ґратцi ШС. У третьому роздiлi проаналiзовано повновимiрнi
структури основного стану, а у четвертому — структури на тривимiр-
них межах повновимiрних областей, що дає змогу передбачити рiд
фазових переходiв мiж повновимiрними структурами й важливо для
дослiдження впливу взаємодiй бiльшого радiуса. У п’ятому роздiлi
проаналiзовано основнi стани на двовимiрних гранях повновимiрних
областей, а в шостому наведено фазовi дiяграми основного стану у
площинi (h, J2) й обговорено можливi послiдовностi фаз для кривих
магнетування в ErB4 i TmB4. Сьомий роздiл мiстить найважливiшi
висновки.

2. Розв’язок задачi про основнi стани моделi Iзинґа

на розширенiй ґратцi ШС на основi двокластер-

ного пiдходу

У попереднiх роботах [9, 13, 14] ми будували структури основного
стану моделей Iзинґового типу (або ж еквiвалентних моделей ґра-
ткового газу) з конфiгурацiй певного кластера. Ми використовували
лише один вид кластера. Наприклад, для звичайної моделi Iзинґа
на ґратцi ШС досить було кластера у виглядi трикутника з дiягона-
ллю ШС як гiпотенузою [9]. Тут ми розглядатимемо ту ж модель,
проте з додатковою взаємодiєю J3 уздовж усiх дiягоналей квадра-
тiв без зв’язкiв ШС. Для побудови структур основного стану цiєї
моделi одного невеликого кластера вже не досить; доводиться вико-
ристовувати не один, а два види кластерiв: квадрат з дiягоналлю
ШС i квадрат без неї (Рис. 2(a)). Однак принципової рiзницi по-
рiвняно з однокластерним пiдходом тут нема: основний момент, як
ранiше, полягає в уведеннi “вiльних” коефiцiєнтiв, що враховують
довiльнiсть розбиття мiж кластерами енергетичних внескiв вузлiв i
деяких зв’язкiв мiж ними. (Як стане зрозумiло згодом, “вiльнi” кое-
фiцiєнти потрiбнi для того, щоб можна було зрiвнювати й водночас
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Рис. 2. (a) Кластери для знаходження основних станiв: (злiва) кла-
стер з дiягоналлю ШС, якiй вiдповiдає взаємодiя J2, i (справа) кла-
стер без дiягоналi ШС, проте з дiягоналями, яким вiдповiдає взає-
модiя J3. (b) Розподiл енергiї вузла мiж чотирма квадратами, яким
вiн належить.

мiнiмiзувати енергiї двох i бiльше конфiгурацiй кластерiв.) Кожна
сторона належить двом квадратам: по одному кожного типу, а ко-
жна вершина (вузол ґратки) — чотирьом квадратам: двом одного й
двом другого типу. Енергетичний внесок сторони (вершини) можна
по-рiзному розбити мiж квадратами, для яких ця сторона (вершина)
є спiльною. Довiльнiсть такого розбиття можна врахувати за допо-
могою “вiльних” коефiцiєнтiв α, β i γ у формулах для енергетичних
внескiв квадратiв рiзних типiв (див. Рис. 2(b)):

e = J2σ1σ3 + αJ1(σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ4 + σ4σ1)

−γh[β(σ1 + σ3) + (1 − β)(σ2 + σ4)],

ẽ = J3(σ1σ3 + σ2σ4) + (1 − α)J1(σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ4 + σ4σ1)

−
1 − γ

2
h(σ1 + σ2 + σ3 + σ4). (2.1)

Тут e (ẽ) — енергетичний внесок квадрата з дiягоналлю ШС (без
дiягоналi ШС); J1, J2 i J3 — параметри взаємодiї вздовж сторiн ква-
дратiв, дiягоналей ШС i звичайних дiягоналей (лише для квадратiв
без дiягоналей ШС), вiдповiдно; h — прикладене магнетне поле. Чи-
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сла σ1, σ2, σ3, σ4 (σi = ±1) визначають спiнову конфiгурацiю ква-
драта. Є дев’ять можливих конфiгурацiй квадрата з дiягоналлю ШС
i шiсть — без дiягоналi ШС: ��� , ��� , ��� , ��� , ��� , ��� , ��� , ��� , ���

‖ , , , , , (бiлими i чорними кружечками позначе-
но спiни вниз (−1) i вверх (+1), вiдповiдно; квадрати рiзних типiв
вiдокремлено знаком ‖).

Як i в попереднiх роботах, тут ми використаємо метод основних
променiв (векторiв) й основних множин конфiгурацiй кластерiв. Да-
лi ми коротко опишемо цей метод.

Розгляньмо простiр (h, J1, J2, J3) параметрiв моделi. Кожнiй
структурi основного стану моделi вiдповiдає певна область у цьому
просторi. Її можна одержати як розв’язок системи лiнiйних однорi-
дних нерiвностей, а тому вона є полiедричним конусом. Нагадаймо,
що полiедричний конус — це конiчна лiнiйна оболонка певної мно-
жини векторiв, тобто усi їхнi лiнiйнi комбiнацiї з невiд’ємними ко-
ефiцiєнтами. Серед полiедричних конусiв, якi вiдповiдають тим чи
тим структурам основного стану моделi, найважливiшими є тi, ви-
мiрнiсть яких дорiвнює вимiрностi її простору параметрiв. Цi областi
й вiдповiднi структури називатимемо повновимiрними. Якщо стру-
ктура є структурою основного стану в якихось двох точках простору
параметрiв, то вона є такою на всьому вiдрiзку, що сполучає цi точки.
Це властивiсть опуклости. Кожнiй структурi основного стану вiдпо-
вiдає опукла область. Властивiсть опуклости дає змогу знайти стру-
ктури основного стану у кожнiй точцi простору параметрiв, якщо
вiдомi ребра повновимiрних областей (основнi променi) й усi стру-
ктури основного стану на цих ребрах. Ми визначатимемо спочатку
не самi структури основного стану, а конфiгурацiї кластерiв, з яких
цi структури збудованi. Множина конфiгурацiй кластерiв генерує ту
чи ту структуру, якщо у цiй структурi є лише конфiгурацiї кластерiв,
якi належать цiй множинi. Множина конфiгурацiй кластерiв генерує
усi структури основного стану в точцi (h, J1, J2, J3) простору пара-
метрiв, якщо виконуються три умови: 1) “вiльнi” коефiцiєнти α, β i γ
в формулах (2.1) можна пiдiбрати так, що усi конфiгурацiї множини
матимуть однакову енергiю, 2) та енергiя буде меншою, нiж енергiї
решти конфiгурацiй, i 3) з конфiгурацiй множини можна побудува-
ти хоча б одну структуру. Треба зауважити, що ця сукупнiсть умов
є достатньою, однак не необхiдною. Необхiдною, зрозумiло, є лише
третя умова.

Основнi променi й основнi множини конфiгурацiй наведено в
Табл. 1. Конфiгурацiї кластерiв рiзного виду вiдокремлено знаком
‖. Якщо в основнiй множинi не вказано конфiгурацiй якогось виду
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Рис. 3. (a) Область бiля вiд’ємного квадрата, де є принаймнi один
додатний квадрат. (b) Квадрат ��� може утворити групу, яка має
нульову енергiю, однак тодi неминуче виникають iншi групи з дода-
тною енергiєю. (c) Група з квадратом ��� , яка має нульову енергiю.
(d) Квадрат може утворити групу з вiд’ємною енергiєю (суцiльна
лiнiя), однак тодi виникає новий квадрат (в пунктирнiй рамцi) з
групою, що мусить мати нульову енергiю, а тому вiн у свою чергу
породжує ще один такий квадрат i т. д.

кластера, то це означає, що у множину входять усi його конфiгура-
цiї, тобто конфiгурацiя цього кластера довiльна. В останньому стов-
пчику Табл. 1 вказано значення “вiльних” коефiцiєнтiв α, β i γ, за
яких конфiгурацiї основної множини мають енергiю однакову i мен-
шу вiд енергiй усiх решти конфiгурацiй (звичайно, на променi, якому
ця множина вiдповiдає). Пiзнiше, знайшовши на основi Табл. 1 пов-
новимiрнi структури й областi, ми покажемо, що наведений у нiй
набiр основних променiв повний. Слiд зауважити, що тут ми подає-
мо лише остаточнi результати, правильнiсть яких легко перевiрити.
Насправдi ми спочатку знайшли повновимiрнi структури основного
стану моделi (усi вони, крiм однiєї, наведенi в роботi [9]), а знаючи
їх, визначили основнi променi.

На кожному з наведених променiв, крiм променiв r10 i r
−

10, усi
структури, згенерованi конфiгурацiями вiдповiдної основної множи-
ни, є структурами основного стану на цих променях. Що ж до про-
менiв r10 i r−10, то тут мусять виконуватися ще додатковi умови. Для
променя r10 цi умови полягають у тому, що позначенi зiрочкою кон-
фiгурацiї входять у структури основного стану в блоках, зображених
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Рис. 4. Блоки для побудови основних станiв на променi r10, в якi
входять квадрати ��� i .

на Рис. 4, i цi блоки на ґратцi не перекриваються нi мiж собою, нi
з iншими квадратами. (Для симетричного променя r

−

10 виконується
симетрична умова.) Доведiмо це. За формулами (2.1) знайдiмо енер-
гiї усiх можливих конфiгурацiй кластерiв у точцi h = 2J1, J2 = 2J1
i J3 = −J1 (промiнь r10) при α = 1, β = 1

2
i γ = 1, змiстивши ну-

льовий рiвень енергiї на 2J1 > 0: ��� (−2J1); ��� , ��� , ��� (0); ��� ,
��� (2J1); ��� (4J1); ��� (6J1); ��� (12J1); , , (0); ,

(2J1); (4J1). Пiсля кожної групи конфiгурацiй у дужках вказа-
но їхню енергiю (однакову для усiх конфiгурацiй групи). Квадрати
з вiд’ємною, нульовою i додатною енергiєю називатимемо коротко
“вiд’ємними”, “нульовими” i “додатними”, вiдповiдно. Доведiмо, що
енергiя довiльної структури не може бути вiд’ємною на променi r10.
Для цього досить було б довести, що кiлькiсть вiд’ємних квадратiв
у структурах не може перевищувати кiлькiсть додатних. Однак ми
подаємо доведення ширшого твердження, сформульованого вище.

Бiля кожного вiд’ємного квадрата ��� в областi, що зi сторони
чорних кружечкiв (див. Рис. 3(a)), є принаймнi один додатний ква-
драт (один iз трьох). Об’єднаймо квадрати в структурi у групи та-
ким чином: кожен нульовий квадрат утворює окрему групу; кожен
вiд’ємний квадрат входить у групу того додатного квадрата, який
розташований зi сторони чорних кружечкiв. Якщо вiд’ємний ква-
драт входить у двi чи бiльше груп, то його енергiю розподiляємо
порiвну мiж цими групами. Легко переконатися, що за такого пра-
вила групування додатнi квадрати ��� , ��� i не можуть утворити
групи з жодним вiд’ємним квадратом. Квадрати ��� i можуть
утворити групу лише з одним вiд’ємним квадратом, однак її енер-
гiя буде додатною. Квадрат ��� може утворити групу з двома вiд’-
ємними квадратами, яка має нульову енергiю, однак тодi немину-
че виникають iншi групи з додатною енергiєю (Рис. 3(b)). Квадрат
��� може утворити групу з нульовою енергiєю лише в такому поєд-
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наннi з вiд’ємним квадратом, яке зображено на Рис. 3(c). Єдиний
квадрат, який може творити групу з вiд’ємною енергiєю (−J1) — це
квадрат (Рис. 3(d)). Однак тодi виникає додатний квадрат
або . Перший з них дає групу з енергiєю 3J1, яку не компенсує
вiд’ємна енергiя групи квадрата . Щоби уникнути цього квадра-
та, треба замiсть нього взяти квадрат , який може дати групу
з нульовою енергiєю, однак тодi ситуацiя повториться, i таким чи-
ном група квадрата з вiд’ємною енергiєю породить нескiнченну
пiвстрiчку, у якiй усi решта груп матимуть нульову енергiю. Отже
груп з вiд’ємною енергiєю, як на Рис. 3(d), у структурi може бути
лише нескiнченно мала кiлькiсть. З цих мiркувань випливає, що в
структури основного стану на променi r10, крiм нульових квадратiв,
можуть входити ще й додатнi квадрати ��� i , однак лише в таких
поєднаннях з квадратом ��� , якi зображено на Рис. 4.

3. Повновимiрнi структури основного стану

Таблиця 1 — це повний розв’язок задачi про основнi стани, яку ми
розглядаємо. Знаючи основнi променi й основнi множини конфiгура-
цiй й використовуючи властивiсть опуклости, легко визначити пов-
новимiрнi структури основного стану й вiдповiднi областi. Для цього
треба знайти усi пiдмножини основних множин конфiгурацiй з таки-
ми властивостями: 1) кожна з них є пiдмножиною не менше чотирьох
основних множин i лiнiйна оболонка вiдповiдних основних векторiв
є повновимiрна (чотиривимiрна), 2) з конфiгурацiй пiдмножини мо-
жна побудувати хоча б одну структуру. Повновимiрнi областi й мно-
жини конфiгурацiй, з яких будуються структури основного стану
в цих областях, наведено в Табл. 2. У першому стовпчику Табл. 2
вказано номер повновимiрної области. З огляду на симетрiю моделi
вiдносно iнверсiї поля h з одночасною iнверсiєю усiх спiнiв, наведено
лише областi з додатною або нульовою намагнетованiстю. Область з
вiд’ємною намагнетованiстю позначатимемо тим самим числом, що
й симетричну їй область з додатною намагнетованiстю, тiльки з ри-
скою над ним. У третьому стовпчику Табл. 2 наведено енергiю стру-
ктури (структур) на один вузол, а також (у квадратних дужках) вiд-
носнi вмiсти конфiгурацiй кластерiв у структурах (див. [15]). Якщо
вiдносний вмiст кластерiв може бути рiзний (область 7), то iснує
виродження, i тодi у квадратних дужках є позначка “Безлад”. (В
областi 6 також є безлад, проте вiдносний вмiст кластерiв однаковий
в усiх структурах.) У четвертому стовпчику наведено намагнетова-
нiсть вiдповiдних структур, у п’ятому — основнi променi, що визна-
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Рис. 5. Повновимiрнi структури основного стану моделi Iзинґа на
розширенiй ґратцi ШС (для h ≥ 0). 1 — цiлком поляризована фаза;
3 — фаза Нееля; 4 — фаза з m/ms = 1/3; 5 — колiнеарна фаза; 8
i 9 — фази з шаховим порядком; 10, 6a i 6b — фази з m/ms = 1/2.
Сумiш фаз 6a i 6b є основним станом в областi 6. Вказано елементарнi
комiрки.

чають вiдповiдну область (тобто її ребра), а в шостому — кiлькiсть
тривимiрних граней, що має область.

Повновимiрнi структури основного стану розглядуваної моделi
зображено на Рис. 5. Їх побудавано з тих конфiгурацiй кластерiв,
якi наведенi в Табл. 2. Усi повновимiрнi структури, окрiм структур
в областi 6 i 7, цiлком детермiнованi. А в областях 6 i 7 iснує нескiн-
ченна кiлькiсть структур основного стану: фази 6 i 7 хаотизованi
(Рис. 6). Легко переконатися в тому, що безлад фази 7 одновимiр-
ний: в одному напрямку — порядок, в iншому — безлад.

Встановити характер (вимiрнiсть) безладу в фазi 6 трохи складнi-
ше. Структурний елемент, зображений на Рис. 7, породжує у стру-
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6 7

Рис. 6. Повновимiрнi структури основного стану моделi Iзинґа на
розширенiй ґратцi ШС. Хаотизованi фази 6 i 7. У структурi 6 видi-
лено квадрати-“дефекти”.

ктурах фази 6 (i навiть на межi фаз 4 i 6) нескiнченну пiвстрiчку.
На основi цього можна показати, що безлад фази 6 також є одно-
вимiрним. Кiлькiсть квадратiв ��� i ��� нескiнченно мала порiвняно
з кiлькiстю решти квадратiв. Хоча їх енергiя така ж, як i енергiя
решти квадратiв, що генерують структуру 6, цi квадрати породжу-
ють нiби дефекти структури. Тому фазу 6 можна вважати простою
сумiшшю структур 6a i 6b, зображених на Рис. 5.

Цiкаво, що повновимiрна структура 9 є кiральною. Це добре ви-
дно, якщо зобразити цю структуру не на ґратцi ШС, а на еквiва-
лентнiй їй ґратцi, показанiй на Рис. 1(c). Можливi двi структури:
структура зi зв’язками ШС, закрученими влiво навколо “бiлих” чи
“чорних” квадратiв, та її кiральний двiйник — зi зв’язками ШС, за-
крученими вправо (Рис. 8). Отже з хаотизованої некiральної фази
Iзинґових димерiв (рiзнi спiни на кiнцях кожної дiягоналi ШС) [9]

Рис. 7. Структурний елемент у фазах 4 i 6 (а також на їхнiй межi)
та породжена ним нескiнченна пiвстрiчка.
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Рис. 8. Кiральнiсть структур 9. Дiягоналi ШС навколо “бiлих”
чи “чорних” квадратiв можуть закручуватися як за годинниковою
стрiлкою, так i проти, але однаково для усiх квадратiв.

взаємодiя J3, усунувши виродження, породила двi упорядкованi фа-
зи, одна з яких кiральна. Слiд зауважити, що на ґратцi Архiмеда
(Рис. 1(a)) з однаковими взаємодiями J1 i J2, ця структура вже не є
кiральною. Виникнення кiральних структур (яких так багато в при-
родi) внаслiдок спонтанного порушення симетрiї й досi не до кiнця
зрозумiле [16].

4. Структури основного стану на тривимiрних гра-

нях повновимiрних областей

Розгляньмо тепер основнi стани на тривимiрних гранях (3-гранях)
повновимiрних областей. 3-грань задається пiдмножиною множини
основних векторiв повновимiрної области. Алгоритм знаходження 3-
граней повновимiрної области описано в [13]. Це проста задача ана-
лiтичної геометрiї в багатовимiрних просторах, i ми не будемо тут
повторювати опис цього алгоритму. Знайшовши 3-гранi усiх повно-
вимiрних областей, легко довести повноту набору основних векто-
рiв. Для цього досить переконатися, що кожна знайдена 3-грань є
3-гранню двох повновимiрних областей, а отже повновимiрнi областi
заповнюють простiр параметрiв без щiлин i перекриттiв.

Знаючи основнi вектори для 3-гранi, легко знайти множину кон-
фiгурацiй кластерiв, яка генерує усi структури основного стану на
тiй 3-гранi. Ця множина є перетином основних множин конфiгура-
цiй для основних векторiв гранi. Вiдтак можна описати вiдповiднi
структури основного стану.

Основнi вектори, що генерують 3-гранi повновимiрних областей,
а також вiдповiднi множини конфiгурацiй кластерiв наведено в
Табл. 3–4. 3-грань у цiй Таблицi позначено парою номерiв повнови-
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Табл. 3. Основнi променi i конфiгурацiї для 3-граней повновимiрних областей основного стану моделi Iзи-
нґа на розширенiй ґратцi Шастри–Сазерленда (для h ≥ 0). Для неперервних переходiв в дужках вказано
вимiрнiсть безладу.

Основнi променi Конфiгурацiї Перехiд
Областi 3-гранi основного стану для 3-гранi мiж фазами

1, 1̄ r1, r2, r3, r4 ��� ��� ‖ Стр.

1, 3 r1, r2, r7 ��� ��� ��� | ��� ‖ | Стр.

1, 5 r3, r4, r8, r6 ��� ��� | ��� ��� ‖ Неп. (1)

1, 6 r6, r7, r8 ��� ��� ��� ��� ‖ | Неп. (2)

1, 7 r2, r6, r7 ��� ��� ��� ��� ‖ | Неп. (2)

1, 8 r2, r3, r6 ��� ��� ��� ��� ��� | ��� ‖ Неп. (1)

1, 9 r1, r4, r8 ��� ��� | ��� ��� ‖ Стр.

1, 10 r1, r7, r8 ��� ��� ��� | ��� ‖ | Неп. (1)

3, 4 r5, r9, r7, r10 ��� ��� ��� ‖ Неп. (1)

3, 5 r5, r9, r
−

9
��� ��� ��� ��� ��� ‖ Неп. (2)

3, 7 r2, r7, r9 ��� ��� ��� ��� ‖ | Неп. (2)

3, 8 r2, r9, r
−

9
��� ��� ��� ��� ��� ��� ‖ Неп. (1)

3, 9 r1, r10, r5, r
−

10
��� ��� ��� ‖ Стр.

3, 10 r1, r7, r10 ��� ��� ��� ��� ‖ | Неп. (1)
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Табл. 4. (Продовження Табл. 3.) Основнi променi i конфiгурацiї для 3-граней повновимiрних областей основ-
ного стану моделi Iзинґа на розширенiй ґратцi Шастри–Сазерленда (для h ≥ 0). Для неперервних переходiв
в дужках вказано вимiрнiсть безладу. Конфiгурацiї, позначенi зiрочкою, входять у структури в блоках,
показаних на Рис. 4.

Основнi променi Конфiгурацiї Перехiд
Областi 3-гранi основного стану для 3-гранi мiж фазами

4, 5 r5, r8, r9 ��� ��� ��� ��� ‖ Неп. (?)

4, 6 r7, r8, r9 ��� ��� ��� ��� ‖ | Неп. (1)

4, 9 r5, r8, r10 ��� ��� ���∗ ‖ ∗ Стр. + Неп. (1)

4, 10 r7, r8, r10 ��� ���∗ ���∗ ‖ ∗ | Стр.

5, 6 r6, r8, r9 ��� ��� ��� ��� ��� ��� ‖ Неп. (2)

5, 8 r3, r6, r9, r
−

9 , r
−

6 Неп. (1)

5, 9 r4, r8, r5, r
−

8
��� ��� ��� Неп. (2)

6, 7 r6, r7, r9 ��� ��� ��� ��� ��� ‖ | = Неп. (2)

7, 8 r2, r6, r9 ��� ��� ��� ��� ��� ��� ‖ Неп. (2)

9, 10 r1, r8, r10 ��� ��� ��� | ��� ‖ Неп. (1)
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(a) (b) (c)

Рис. 9. Приклади структур основного стану на межi фаз (a) 1 i 10 та
(b) 9 i 10. Безлад на цих межах одновимiрний. (c) Приклад структур
основного стану на межi фаз 1 i 6. Кожен сiрий кружечок може бути
як бiлим, так i чорним, отже безлад на цiй межi двовимiрний. Якщо
усi сiрi кружечки зробити бiлими, то це буде сумiш структур 6a i 6b,
яка є основним станом в областi 6.

мiрних областей (фаз), для яких ця 3-грань є спiльною. Якщо якась
конфiгурацiя з множини несумiсна з iншими (тобто не може входити
в структури основного стану на 3-гранi), її вiдокремлено знаком |.
Рiд переходу мiж областями (фазами) залежить вiд сукупности стру-
ктур основного стану на їхнiй межi, тобто спiльнiй 3-гранi. Якщо з
множини конфiгурацiй кластерiв для 3-гранi можна побудувати ли-
ше тi структури, якi є в повновимiрних областях по обидва боки вiд
неї, то перехiд мiж фазами цих областей є першого роду — стрибок
(позначка “Стр.” в Табл. 3–4). Стрибок iснує мiж фазами 1 i 1̄, 1
i 3, 1 i 9, 3 i 9 та 4 i 10 (а також мiж парами симетричних фаз).
Якщо ж для будь-якого значення намагнетованости з промiжку мiж
намагнетованостями сусiднiх повновимiрних фаз можна побудувати
хоча б одну структуру основного стану, то перехiд мiж цими фазами
неперервний (позначка “Неп.” в Табл. 3–4). Як видно з Табл. 3–4,
такими є бiльшiсть переходiв. А ось мiж фазами 4 i 9 є як стрибок,
так i неперервний перехiд.

Важливим i цiкавим є питання про безлад i ентропiю на 3-гранях
(i не лише на них), де кiлькiсть структур основного стану нескiнчен-
на. Розгляньмо, наприклад, 3-грань мiж областями 1 i 10. Типовий
приклад структури на цiй гранi зображено на Рис. 9(a): структура
має вигляд дiягональних ланцюжкiв зi спiнiв вниз (вздовж “дiяго-
налей” порожнiх квадратiв), роздiлених довiльною непарною кiлькi-
стю (але не менше трьох) дiягональних ланцюжкiв зi спiнiв вверх. Це
проста сумiш структур 1 i 10. Зрозумiло, що вздовж цих ланцюжкiв
є порядок, а в перпендикулярному напрямку — безлад. Такий безлад
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можна назвати одновимiрним. Вiн не призводить до макроскопiчного
виродження: ентропiя на вузол прямує до нуля, якщо розмiри ґратки
прямують до нескiнченности. Подiбна проста сумiш повновимiрних
структур iснує також на межах фаз 1 i 5, 1 i 8, 3 i 4, 3 i 8 та 3 i 10. На
межi фаз 9 i 10 хоч безлад i одновимiрний, проте структури основ-
ного стану не є простою сумiшшю повновимiрних структур 9 i 10, а
радше їх гiбридом. Вони мають вигляд структури 10 з додатковими
“бiлими” дiягональними ланцюжками, перпендикулярними до таких
же ланцюжкiв структури 10 (Рис. 9(b)).

Ще iнший тип безладу виникає, наприклад, на межi фаз 1 i 6.
Структури на нiй можна одержати iз сумiшi структур 6a i 6b, яка є
основним станом в областi 6, замiнивши частину спiнiв вниз на спiни
вверх (Рис. 9(c)). Зрозумiло, що безлад тут двовимiрний: в структу-
рах на цiй межi не можна знайти жодного напрямку, в якому був би
порядок. Про двовимiрнiсть безладу свiдчить i те, що в структурах
можна робити локальнi змiни, не виходячи за межi основного ста-
ну. Кожен п’ятий спiн у структурi, зображенiй на Рис. 9(c), вiльний,
тобто може бути спрямований як униз, так i вверх, отже ентропiя на
вузол дорiвнює 1

5
ln 2. Насправдi ентропiя на цiй 3-гранi може бути

ще бiльша, бо Рис. 9(b) не вичерпує усiх можливих структур.

Рис. 10. Приклад структури основного стану на межi фаз 4 i 5. Ви-
глядає, що безлад на цiй межi одновимiрний, проте довести це ми не
змогли.
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(a) (b)

Рис. 11. Приклади структур основного стану на межах фаз (a) 3 i
5 та (b) 5 i 8. На межi фаз 3 i 5 iснує залишкова ентропiя, а на
межi фаз 5 i 8 залишкової ентропiї нема, хоч безлад є у двох взаємно
перпендикулярних напрямках. Деякi вузли сполучено лiнiями для
кращого сприймання структури.

У Табл. 3–4 вимiрнiсть безладу вказано у четвертому стовпчику.
Її не завжди можна встановити так легко, як у випадках, розгляну-
тих вище. Для межi мiж фазами 4 i 5 (Рис. 10) ми не змогли цього
зробити. Радше всього безлад на цiй 3-гранi одновимiрний, проте
довести це нам не вдалося. Проаналiзуймо структури ще на деяких
3-гранях, де встановлення вимiрности безладу нетривiяльне.

З Рис. 11 видно, що у структурах на межi фаз 3 i 5 можна робити
локальнi змiни, не виходячи за межi основного стану, а отже цей
безлад двовимiрний i ентропiя на вузол вiдмiнна вiд нуля. На межi
фаз 5 i 8 безлад iснує у двох напрямках незалежно, проте безлад
не є двовимiрним, бо достатньої кiлькости локальних змiн, якi б не
виводили за межi основного стану, зробити не можна. Структури
на межi фаз 5 i 8 цiкавi ще й тим, що вони визначаються єдиною
умовою: усi “порожнi” квадрати мають конфiгурацiю .

Цiкава сукупнiсть структур виникає також на межi фаз 4 i 9.
Безлад на цiй межi одновимiрний, бо структура цiлком визначається
зиґзаґ-стрiчкою, приклад якої зображено на Рис. 12. Найближчою
(за намагнетованiстю) до структури 9 у цiй сукупностi є упорядко-
вана структура з m/ms = 1/5 (Рис. 13(a)). Отож мiж структурою
9 i цiєю структурою є перехiд першого роду, а з неї — неперервний
перехiд у фазу 4, тобто на межi фаз 4 i 9 є як перехiд першого ро-
ду, так i неперервний. Крiм структур такого типу, як зображено на
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Рис. 12. Приклад структури основного стану на межi фаз 4 i 9. Видi-
лено прямокутники, утворенi феромагнетними ланцюжками разом з
“бiлими” i “чорними” квадратами, а також одну iз зиґзаґ-стрiчок, яка
породжує усю структуру. Ця структура кiральна: навколо “бiлих”
квадратiв дiягоналi ШС закрученi за годинниковою стрiлкою, а нав-
коло “чорних” — проти (у кiрального двiйника — навпаки).

(a) (b)

Рис. 13. Приклади структур основного стану на межi фаз 4 i 9: (a)
m/ms = 1/5, (b) m/ms = 1/4. Вказано елементарнi комiрки.
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Рис. 14. Приклад структури основного стану на межi фаз 4 i 6. Лiнiї
розмежовують домени фаз 4 i 6.

Рис. 12, на межi фаз 4 i 9 є одна структура iншого типу. Це структу-
ра з m/ms = 1/4; ї ї показано на Рис. 13(b). Усi цi структури, крiм
структури 4, кiральнi (див. Рис. 8 i пояснення до нього в текстi).

Ще одна сукупнiсть структур, де важко встановити вимiрнiсть
безладу, iснує на межi фаз 4 i 6. Приклад структури на цiй межi
показано на Рис. 14. Може здатися, що безлад тут двовимiрний, та
глибший аналiз показує, що все-таки одновимiрний, бо, як i у фазi 6,
структурний елемент, зображений на Рис. 7, породжує нескiнченну
пiвстрiчку.

На межi фаз 3 i 4 iснує сукупнiсть стрiчкових структур, деякi з
яких, певно, породжують дробовi плато намагнетованости в TmB4.
Ми не будемо тут описувати цi структури, бо це зроблено в [9]. Вза-
ємодiя J3 не усуває виродження на цiй межi.

5. Структури основного стану на двовимiрних гра-

нях повновимiрних областей

Хоча основнi стани на 2-гранях повновимiрних областей не такi ва-
жливi, як основнi стани на 3-гранях, для повноти картини розглянь-
мо ще й їх. Ми позначаємо 2-грань взятими у фiгурнi дужки векто-
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Табл. 6. (Продовження Табл. 5.) Основнi стани на двовимiрних гранях повновимiрних областей основного
стану моделi Iзинґа на розширенiй ґратцi ШС (для h ≥ 0). Конфiгурацiї, позначенi зiрочкою, входять у
структури в блоках, показаних на Рис. 4.

Конфiгурацiї основного стану Повновимiрнi Координати
2-грань для 2-гранi Безлад структури в площинi (h, J2)

{r5, r8} ��� ��� ��� 2 4, 5, 9 h = J2 − 2J1, J3 = 0

{r5, r9} ��� ��� ��� ��� ��� ‖ 2 3, 4, 5 (2J3, 2J1 − 2J3)

{r5, r10} ��� ��� ��� ���* ‖ * 2 3, 4, 9 (−2J3, 2J1)

{r6, r7} ��� ��� ��� ��� ��� ‖ 2 1, 6, 7 (4J1 + 2J3, 0)

{r6, r8} ��� ��� ��� ��� ��� ��� ‖ 2 1, 5, 6 h = J2 + 2J3, J1 = 0

{r6, r9} 2 5, 6, 7, 8 (2J3, 0)

{r7, r8} ��� ��� ��� ��� 2 1, 4, 6, 10 h = J2 + 4J1, J3 = 0

{r7, r9} ��� ��� ��� ��� ��� ‖ | 2 3, 4, 6, 7 (4J1 − 2J3, 0)

{r7, r10} ��� ��� ���* ���* ‖ * | 1 3, 4, 10 (4J1 + 2J3,−2J3)

{r8, r9} ��� ��� ��� ��� ��� ��� ‖ 2 4, 5, 6 h = J2 + 2J1, J1 = J3

{r8, r10} ��� ��� ���* ���* ‖ * 2 4, 9, 10 h = J2, J1 = −J3

{r9, r
−

9 } 2 3, 5, 8 J1 = J3, J2 = 0
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рами, якi її генерують. У Табл. 3–4 вектори кожної 3-гранi розташо-
вано у такому порядку, що будь-яка пара сусiднiх векторiв (перший i
останнiй також вважаються сусiднiми) генерує 2-грань. Конфiгурацiї
основного стану для 2-гранi є перетином основних множин конфiгу-
рацiй для цих векторiв. 2-гранi повновимiрних областей для h ≥ 0
та конфiгурацiї основного стану на них наведено в Табл. 5–6. У тре-
тьому стовпчику Табл. 5–6 вказано вимiрнiсть безладу на 2-гранях,
у четвертому — повновимiрнi областi, для яких ця 2-грань є спiль-
ною, а в п’ятому — координати точки, яка вiдповiдає цiй 2-гранi у
площинi (h, J2). Якщо у п’ятому стовпчику координати не вказанi
в дужках, то така 2-грань не перетинає площину (h, J2) або цiлком
лежить у цiй площинi за певних значень J1 i J3.

Вимiрнiсть безладу на багатьох 2-гранях легко встановити, зва-
жаючи на те, що безлад на 2-гранi не може бути меншим, нiж без-
лад на 3-гранi, яку ця 2-грань обмежує. Проте, на деяких 2-гранях
встановлення вимiрности безладу — не цiлком просте завдання. Для
прикладу розгляньмо кiлька таких 2-граней. На 2-гранi {r3, r4} без-
лад двовимiрний. Це iлюструє Рис. 15. Значно складнiше показати,
що двовимiрним є й безлад на 2-гранi {r5, r10}. На Рис. 16, де це
доведено, видiленi зиґзаґ-стрiчки, що йдуть злiва направо, можуть
не тiльки опускатися зверху вниз, а й трохи пiднiматися вгору. Саме
тому безлад на цiй 2-гранi двовимiрний. На 2-гранi {r8, r10} безлад
також двовимiрний. Це стає зрозумiло з Рис. 17, де в зображених

Рис. 17. Приклади структур основного стану на межi фаз 4, 9 i 10 (2-
грань {r8, r10}), якi показують iснування залишкової ентропiї на цiй
межi. Iз кожної пари сiрих кружечкiв один має бути бiлим, а другий
— чорним. Обидвi структури можуть змiшуватися одна з одною.
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структурах iз кожної пари сiрих кружечкiв один має бути бiлий, а
другий — чорний.

Зауважмо ще, що на усiх основних променях безлад двовимiрний.

6. Фазовi дiяграми основного стану i дробовi плато

намагнетованости

Для того, щоби нашi результати було зручно використовувати, ми
наводимо усi можливi типи фазових дiяграм основного стану в пло-
щинi (h, J2). Маємо три типи дiяграм, якщо J1 < 0 (Рис. 18), i чотири
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Рис. 18. Дiяграма основних станiв моделi Iзинґа на розширенiй ґра-
тцi ШС (для J1 < 0). Чорнi лiнiї вiдповiдають неперервним фазовим
переходам, а червонi лiнiї — фазовим переходам першого роду. (Див.
також Табл. 2 та Рис. 5 i 6.)
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Рис. 19. Дiяграма основних станiв моделi Iзинґа на розширенiй ґра-
тцi ШС (для J1 > 0). Чорнi лiнiї вiдповiдають неперервним фазовим
переходам, червонi лiнiї — фазовим переходам першого роду, а зелена
штрих-пунктирна лiнiя — стрибковi разом з неперервним переходом.
Кольором видiлено тi областi, якi породжують плато 1/2. Заштри-
ховано область 4, яка породжує плато 1/3. (Див. також Табл. 2 та
Рис. 5 i 6.)

типи, якщо J1 > 0 (Рис. 19). 3-граням на цих дiяграмах вiдповiдають
лiнiї, що роздiляють сусiднi областi, а 2-граням — точки, де сходя-
ться три чи бiльше областей. Якщо фазовий перехiд мiж сусiднiми
фазами першого роду, то на дiяграмах межа мiж ними — червона
суцiльна лiнiя, якщо ж перехiд неперервний — то чорна суцiльна.
Зелена штрих-пунктирна лiнiя мiж фазами 4 i 9 вiдповiдає поєднан-
ню двох типiв фазових переходiв. Областi фаз 6, 7 i 10, якi поро-
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джують плато 1/2, що нас найбiльше цiкавить у цiй роботi, видiлено
кольором, а область фази 4, яка дає плато 1/3, заштриховано.

Як видно з Рис. 19 i Табл. 2, ширина плато 1/2, породженого
фазою 10 для послiдовности фаз 3 – 10 – 1 дорiвнює 2J2 i 4J1 для
послiдовности 9 – 10 – 1, а для усiх решти послiдовностей, що дають
таке плато, його ширина дорiвнює |4J3|. Ширини нульового й дробо-
вих плато для рiзних послiдовностей фаз, а також умови iснування
цих послiдовностей наведено в Табл. 7.

Яка послiдовнiсть фаз вiдповiдає кривiй магнетування у сполуцi
ErB4? Ця сполука дає лише одне дробове плато — плато 1/2, тому
можливi першi п’ять послiдовностей в Табл. 7. Однак з огляду на
те, що взаємодiї J1 i J2 антиферомагнетнi й приблизно однаковi, а
взаємодiя J3 порiвняно велика i феромагнетна [5], залишається єди-
ний варiянт — 3 – 10 – 1. Це суперечить твердженню авторiв [5] про
магнетну структуру ErB4 за нульового поля. В їхнiх позначеннях це
має бути структура AF1, а не фаза Нееля (AF3). Структура AF1
на їхнiй фазовiй дiяграмi основного стану (J1 = J2, h = 0) мала
б вiдповiдати нашiй структурi 5. Проте там зображено якусь iншу
фазу, тому ми зробили висновок, що автори [5] допустили помилку
(можливо, чисто механiчну).

Використавши структури основного стану, якi ми знайшли в [9],
автори роботи [18] побудували фазову дiяграму основного стану для
J1 = J2 > 0 та довiльного J3 i, стартуючи з цiєї дiяграми, число-
вим способом одержали надтвердий (supersolid) спiновий основний
стан квантової моделi ШС з сильною Iзинґовою анiзотропiєю. Вони
стверджують, що такий основний стан iснує в сполуцi ErB4, яка, як
вони вважають, за вiдсутности магнетного поля має магнетну стру-
ктуру 5. Однак це можливо лише для J3 > J1 > 0, що виглядає
сумнiвним. Виникає враження, що експериментальнi результати, якi
вказують на iснування колiнеарної магнетної структури 5 в ErB4 за
вiдсутности поля [6,19], i результати, з яких випливає, що взаємодiя
J3 у цiй сполуцi феромагнетна й порiвняно велика [5], суперечать
однi одним.

Помилковою, на нашу думку, є й структура з m/ms = 1/2, яку
наведено в [4] для TmB4. Це сумiш структур 1 i 5. У моделi, яку ми
розглядаємо, ця структура iснує на межi фаз 1 i 5, для якої J1 < 0.
Автори [4, 5] стверджують, що в TmB4 взаємодiя J1 ≈ J2 антиферо-
магнетна, тому нам видається малоймовiрним, щоби така структура
виникала у цiй сполуцi.

Так само малоймовiрним є iснування в TmB4 структури з
m/ms = 1/9, яку наводять автори [4] (Рис. 20). У нiй, порiвняно
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(3,4)4

(3,7)4

Рис. 20. Структура (3,4)4 для плато 1/9 в TmB4, яку запропонували
ми [9], i структура (3,7)4, запропонована для цього плато в [4]. Цi
структури рiзняться розташуванням антиферомагнетних ланцюж-
кiв. Вказано елементарнi комiрки.

зi структурою, яку запропонували ми в [9], антиферомагнетнi лан-
цюжки зсунутi. У нашiй моделi структура (3,7)4, наведена цими ав-
торами, iснує на межi фаз 3 i 7, тобто за додатних значень J1 i J3,
однак вiд’ємних J2.

Автори [5] наводять такi експериментальнi значення констант
взаємодiї для TmB4: J1 = J2 = 0.85 K, J3 = 0.3 K. Цим значе-
нням у нашiй моделi вiдповiдає послiдовнiсть фаз 3 – 4 – 6 – 1,
однак тодi плато 1/3 приблизно удвiчi бiльше, нiж плато 1/2. (Якщо
б J3 = −0.3 K, то для послiдовности фаз 3 – 4 – 10 – 1 було б
навпаки.) Плато ж 1/3 у TmB4 не спостерiгали. Можливо, взаємо-
дiї бiльшого радiуса, породжуючи дробовi плато 1/6, 1/7..., водночас
усувають плато 1/3.

В роботi [17] для пояснення дробових плато намагнетованости
в TmB4 розглянуто спiн-електронну модель. Для плато 1/2 автори
чисельно одержали структуру 6b (або симетричну їй структуру). На
рисунках, де зображено решту структур, нема однозначности, бо ав-
тори не показали зв’язкiв ШС, тому не зрозумiло, чи це структури
такого типу, як у [4], чи такого, як одержали ми в [9] (Рис. 20). Легко
показати, що взаємодiя J4 (вздовж сторiн квадратiв через один ву-
зол) усуває виродження в фазi 6 i стабiлiзує одну iз структур 6a або
6b iз їхньої сумiшi. Феромагнетна взаємодiя J4 стабiлiзує структуру
6a [10, 11], а антиферомагнетна — структуру 6b.

Цiкаво, що у випадку, коли усi три взаємодiї антиферомагнетнi
(J1 > 0, J2 > 0, J3 > 0), повновимiрнi фази при h ≥ 0 (1, 3, 4, 5,
6) можна розглядати як одновимiрне упорядкування феро- й анти-
феромагнетних ланцюжкiв. Чи не можна було б для дослiдження
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впливу дальших взаємодiй на основнi стани перейти вiд двовимiрної
задачi до одновимiрної моделi з ефективною взаємодiю мiж ланцюж-
ками? [20]

7. Висновки

Отож ми знайшли повний розв’язок задачi про основнi стани моделi
Iзинґа на ґратцi ШС з додатковою взаємодiєю уздовж дiягоналей
“порожнiх” квадратiв, використавши для цього метод основних ве-
кторiв й основних множин конфiгурацiй кластерiв, який розробили
у попереднiх роботах. Проте тут, узагальнюючи метод, ми розгляда-
ємо конфiгурацiї не одного, а двох кластерiв. Ми побудували фазовi
дiяграми основного стану i дослiдили структури основного стану як
у повновимiрних областях, так i на їх три- i двовимiрних межах. Це
дало змогу встановили, що додаткова взаємодiя уздовж дiягоналей
порожнiх квадратiв породжує плато 1/2. Цьому плато, залежно вiд
спiввiдношень мiж константами взаємодiй, може вiдповiдати три рi-
знi фази, двi з яких частково хаотизованi. Крiм плато 1/2 можливе
ще одне дробове плато — плато 1/3. Як було показано ранiше [9],
воно є єдиним дробовим плато в моделi без додаткової дiягональної
взаємодiї. За певних спiввiдношень мiж константами взаємодiй плато
1/2 також може бути єдиним дробовим плато у моделi з додатковою
дiягональною взаємодiєю. Це дає пiдстави вважати, що нам вдало-
ся пояснити походження єдиного дробового плато — плато 1/2 — у
сполуцi ErB4. Щодо TmB4, де не спостерiгали плато 1/3, але спосте-
рiгали плато 1/2 i низку iнших дробових плато, то для теоретичного
вiдтворення кривої магнетування у цiй сполуцi, треба дослiджувати
вплив взаємодiй бiльшого радiуса. Однак, знаючи основнi стани на
межах повновимiрних областей дослiджуваної моделi, ми вже може-
мо зробити деякi висновки про вплив таких взаємодiй.

Про кориснiсть аналiзу основних станiв на межах повновимiрних
областей свiдчить i порiвняння результатiв цiєї роботи з результа-
тами нашої попередньої роботи [9]. Побудувавши дiяграму основних
станiв для звичайної моделi Iзинґа на ґратцi ШС i проаналiзувавши,
якi зi станiв, що iснують лише на межах повновимiрних областей,
стають повновимiрними, якщо “увiмкнути” невеличку додаткову вза-
ємодiю J3, ми одержали усi повновимiрнi структури основного стану
розширеної моделi, крiм однiєї — структури 8 (тому що вона виникає
за умови J3 > |J1|).

Результати, одержанi тут i в роботi [9], можуть бути корисними в
дослiдженнi причин виникнення дробових плато намагнетованости
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в близьких до Iзинґових магнетиках ШС числовими методами за
вiдмiнних вiд нуля температур [18].

В нашiй роботi продовжено розвиток аналiтичних методiв дослi-
дження основних станiв моделей ґраткового газу й еквiвалентних
їм спiнових моделей Iзинґового типу. Цi методи можна застосувати
для дослiдження структури стопiв замiщення, що є на сьогоднi дуже
актуальною проблемою. (Про це свiдчить недавня iнiцiятива Прези-
дента США Барака Обами [21].) В майбутнiй роботi, далi розвива-
ючи свiй метод, ми покажемо, як враховувати вплив на структури
основного стану далеких взаємодiй.

8. Подяки

Автор дякує Т. Верхоляковi за кориснi дискусiї i рекомендацiї.
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