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Енергетичний спектр i фазовi дiаграми двопiдграткової мо-
делi жорстких бозонiв

I.В.Стасюк, О.Воробйов

Анотацiя. Для двопiдграткової моделi жорстких бозонiв в рамках
наближення хаотичних фаз розраховано спектральнi густини у рiз-
них фазах та побудовано фазовi дiаграми. Показано, що зарядовпо-
рядкована фаза (CDW) характеризується розташуванням рiвня хiмi-
чного потенцiалу у областi щiлини на спектральнiй густинi. У фазi
“моттiвського дiелектрика” (MI) хiмiчний потенцiал розташований
вище (або нижче) обох зон, натомiсть у фазi “бозе-конденсату” (SF)
вiн розташований всерединi зони. Побудованi фазовi дiаграми також
дозволяють проаналiзувати перехiд мiж CDW, SF та MI фазами при
рiзних температурах та iнших параметрах системи.

Energy spectrum and phase diagrams of two-sublattice hard-
core boson model

I.V.Stasyuk, O.Vorobyov

Abstract. The spectral density and phase diagrams have been obtained
for two-sublattice Hard-core boson model in frames of random phase ap-
proximation approach. Chemical potential level in charge ordered phase
(CDW) is located in the gap between the bands. In Mott insulator phase
(MI) the chemical potential level is either above or below both bands
while in bose-condensate (also called superfluid or SF) phase it is lo-
calized within one of the bands. The phase diagrams illustrate the tran-
sitions between these phases at various temperatures and other model
parameters.
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1. Вступ

Задача про рiвноважнi стани та енергетичний спектр квантового гра-
ткового бозе-газу, що описується у пiдходi жорстких бозонiв (при
обмеженнi на числа заповнення ni = 0, 1), є у полi уваги дослiдни-
кiв у зв’язку з широкими можливостями застосування даної моделi,
починаючи з теорiї квантових ефектiв у рiдкому гелiї [1, 2]. Модель
використовувалась при описi надпровiдностi локально зв’язаних еле-
ктронних пар [3], фiзичних властивостей системи джозефсонiвських
контактiв [4], iонної провiдностi в кристалах [5, 6]. Протягом остан-
нiх рокiв пiдхiд жорстких бозонiв набув нової популярностi у зв’язку
з дослiдженням поведiнки ультрахолодних атомiв у оптичних гра-
тках. При довiльних заповненнях локальних позицiй частинок тут
звичайно використовують модель Бозе-Хаббарда (див. огляд [7]). Її
граничним випадком при великому одновузловому вiдштовхуваннi
(U → ∞), коли потенцiальнi ями є достатньо глибокими, є саме мо-
дель жорстких бозонiв. У данiй роботi ця модель розглядається для
гратки з нееквiвалентними вузлами. Береться найпростiший випадок
двопiдграткової структури. Кристалiчна гратки вважається центро-
симетричною – типу кубiчної чи тетрагональної; частинки, залежно
вiд пiдгратки, мають рiзну енергiю у локальних позицiях на вузлах
(εA 6= εB, де А i В – iндекси пiдграток). Така модель вже вивча-
лася у зв’язку з описом термодинамiчних властивостей бозе-атомiв
у складних оптичних гратках [9–11]. Основна увага спрямовувалась
на з’ясування умов, при яких у системi при T = 0 наступає бозе-
конденсацiя, та на побудову вiдповiдних фазових дiаграм. Термоди-
намiка моделi при T 6= 0 та особливостi її бозонного спектру в рiзних
фазах наразi залишилися поза увагою. Їх вивченню i присвячена да-
на робота.

2. Енергетичний спектр та фазовi дiаграми

Нашою метою є, зокрема, дослiдження енергетичного спектру моделi
та одночастинкових спектральних густин, а також їх перебудови при
переходах до фази з бозе-конденсатом (т.зв. SF-фази) та до фаз типу
MI (моттiвський дiелектрик) чи CDW (фаза з модуляцiєю густини)
з енергетичними щiлинами у спектрi. Розрахунки проведено мето-
дом двочасових функцiй Грiна у наближеннi хаотичних фаз (НХФ),
використовуючи схему, наведену в роботi [8].
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Гамiльтонiан жорстких бозонiв на гратцi

H = −
∑

ij

tijb
+
i bj + (ε0 − µ)

∑

i

ni −
∑

ij

Kijninj , (1)

де bi, b
+
i – оператори Паулi, пiсля переходу до псевдоспiнового пред-

ставлення (bi = S+
i , b+i = S−

i ) та узагальнення на випадок двох пiд-
граток (α = A,B) записується у виглядi

H = −
∑

α

hα

∑

n

Sz
nα −

∑

nα

∑

n′β

J
αβ
nn′(S

x
nαS

x
n′β + Sy

nαS
y
n′β)

−
∑

nα

∑

n′β

K
αβ
nn′S

z
nαS

z
n′β . (2)

Параметр “поперечної” взаємодiї мiж псевдоспiнами J
αβ
nn′ описує

перенос частинок, а параметр “поздовжньої” взаємодiї Kαβ
nn′ – взаємо-

дiю мiж бозе-частинками у сусiднiх вузлах гратки. Тут h = εα −µ−
∑

n′β K
αβ
nn′ – “поле”, що дiє на псевдоспiн у пiдгратцi α.

Пiсля видiлення гамiльтонiана середнього поля HMF та його дiа-
гоналiзацiї шляхом перетворення повороту

Sz
nα = σz

nα cosϑα + σz
nα sinϑα,

Sx
nα = σx

nα cosϑα − σx
nα sinϑα, (3)

отримано рiвняння, що визначають кути ϑα. Розв’язок, при якому
sinϑA = sinϑB = 0, характеризує нормальнi фази (MI, CDW), а при
sinϑα 6= 0 iснує SF-фаза. Для неї середнє 〈Sx

α〉, що є параметром
порядку, вiдмiнне вiд нуля (при цьому 〈Sx

α〉 = −〈σz
α〉 sinϑα).

Умовою переходу до SF-фази є розбiжнiсть функцiї Грiна жорс-
тких бозонiв 〈〈S+|S−〉〉q,ω на нульовiй частотi при ~q = 0 (якщо пря-
мувати до границi мiж фазами зi сторони нормальної фази).

При побудовi рiвнянь для псевдоспiнових функцiй Грiна викори-
стано лiнеаризованi рiвняння руху для операторiв σ̂:
[

σx
lα, Ĥ

]

= Eαiσ
y
lα − 〈σz

α〉
∑

n′

2JAB
ln′ iσ

y
n′β ,

[

σ
y
lα, Ĥ

]

= −Eαiσ
x
lα

+ 〈σz
α〉
∑

n′

2
[

JAB
ln′ cosϑA cosϑB + KAB

ln′ sinϑA sinϑB

]

iσx
n′β , (4)

[

σz
lα, Ĥ

]

= 0
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(данi рiвняння отримуються при розщепленнях в дусi НХФ). Тут

Eα = hα cosϑα +
〈

σz
β

〉 [

JAB(0) sinϑA sinϑB

+ KAB(0) cosϑA cosϑB

]

, (α 6= β) . (5)

В результатi для функцiй Грiна, побудованих на операторах σ
x,y,z
lα ,

одержуємо систему рiвнянь

~ω〈〈σx
lA|σ

x
l′A〉〉 = iEA〈〈σ

y
lA|σ

x
l′A〉〉

− i 〈σz
A〉
∑

n′

(

JAB
ln′ + JBA

n′l

)

〈〈σy
n′B|σ

x
l′A〉〉,

~ω〈〈σy
lA|σ

x
l′A〉〉 = −i

~

2π
δll′ 〈σ

z
A〉 − iEA〈〈σ

y
lA|σ

x
l′A〉〉

+ i 〈σz
A〉
∑

n′

(

LAB
ln′ + LBA

n′l

)

〈〈σx
n′B|σ

x
l′A〉〉,

~ω〈〈σx
lB |σ

x
l′A〉〉 = iEB〈〈σ

y
lB |σ

x
l′A〉〉 (6)

− i 〈σz
B〉
∑

n′

(

JBA
ln′ + JAB

n′l

)

〈〈σy
n′A|σ

x
l′A〉〉,

~ω〈〈σy
lB |σ

x
l′A〉〉 = −iEB〈〈σ

x
lB |σ

x
l′A〉〉

+ i 〈σz
B〉
∑

n′

(

LBA
ln′ + LAB

n′l

)

〈〈σx
n′A|σ

x
l′A〉〉,

де
LAB
ln′ = JAB

ln′ cosϑA cosϑB + KAB
ln′ sinϑA sinϑB . (7)

Пiсля фур’є-перетворення матриць взаємодiї мiж псевдоспiнами

J (~q) =
∑

n−n′

(

JAB
nn′ + JBA

n′n

)

ei~q(
~RnA−

~R
n′B),

K (~q) =
∑

n−n′

(

KAB
nn′ + KBA

n′n

)

ei~q(
~RnA−

~R
n′B), (8)

i, вiдповiдно, функцiй Грiна 〈〈σα|σβ〉〉 матимемо

~ωGxx
AA = iEAG

yx
AA − i 〈σz

A〉J (~q)Gyx
BA,

~ωG
yx
AA = −i

~

2π
〈σz

A〉 − iEAG
xx
AA + i 〈σz

A〉L (~q)Gxx
BA,

~ωGxx
BA = iEBG

yx
BA − i 〈σz

B〉J (~q)Gyx
BA, (9)

~ωG
yx
BA = −iEBG

xx
BA + i 〈σz

B〉L (~q)Gxx
AA,

причому для нормальної фази L(~q) = J(~q).



4 Препринт

Система рiвнянь (9) легко розв’язується. Кiнцевим результатом
є вирази для матричних функцiй Грiна 〈〈σµ

α|σ
V
β 〉〉q,w, та, вiдповiдно

〈〈Sµ
α|S

V
β 〉〉q,w, де iндекси µ i ν вiдносяться до компонент +,−,z.

У нормальнiй фазi фазi 〈〈S+
α |S−

β 〉〉q,w = 〈〈σ+
α |σ

−

β 〉〉q,w. При α = β

отримується

G+−

αα (~q, w) ≡ 〈〈σ+
α |σ

−

α 〉〉q,w =
~

π
〈σz

α〉
~ω − Eβ

(~ω − Eα)(~ω − Eβ) − Φ2
q

, (10)

де Φ2
q = 〈σz

A〉 〈σ
z
B〉J

2 (~q), причому середнє 〈σz
α〉 ≡

1
2 th

βEα

2 .
З формули (6) визначається спектр бозонних збуджень

ε1,2(~q) = h±
√

δ2 + 〈σz
A〉 〈σ

z
B〉J

2(~q). (11)

Тут використано позначення h = EA+EB

2 ; δ = EA−EB

2
Отриманий спектр володiє наступними властивостями:
При δ = 0 (позицiї А i В еквiвалентнi; кристал не роздiляється

на пiдгратки i перiод гратки є вдвiчi менший):

ε1,2(q) = h± |〈σz〉| J(~q), 〈σz〉 = −
1

2
th

βh

2
(12)

Є одна зона ε(q) = h− 〈σz〉J(~q) в межах вдвiчi бiльшої (за об’ємом)
зони Бриллюена.

При δ 6= 0; δ > 0.
Iснують зони, межi яких визначаються нерiвностями, що в за-

лежностi вiд знаку добутку 〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 = 1

4 th
β
2 (h+δ)th β

2 (h−δ) мають
наступний вигляд

h + δ < ε1(q) < h +
√

δ2 + 〈σz
A〉 〈σ

z
B〉J

2(0)

h−
√

δ2 + 〈σz
A〉 〈σ

z
B〉J

2(0) < ε2(q) < h− δ















〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 > 0

та

h +
√

δ2 + 〈σz
A〉 〈σ

z
B〉J

2(0) < ε1(q) < h + δ

h− δ < ε2(q) < h−
√

δ2 + 〈σz
A〉 〈σ

z
B〉J

2(0)















〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 < 0.

У першому з цих випадкiв (〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 > 0), який реалiзується при

h− δ > 0, завжди iснують двi окремi зони; щiлина мiж ними зникає
тiльки в границi δ → 0. Хiмiчний потенцiал (розташуванню якого
на шкалi енергiй вiдповiдає точка ε = 0) знаходиться вище або ниж-
че зон ε1(q) i ε2(q) (Рис. 1a). У другому випадку (〈σz

A〉 〈σ
z
B〉 < 0),

якому вiдповiдають нерiвностi h − δ < 0; h + δ > 0, двi окремi зони
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Рис. 1. Закон дисперсiї для MI-фази (а), CDW-фази (b) i CDW фази
поблизу переходу в SF (c). Пунктирна лiнiя вказує на рiвень розта-
шування хiмiчного потенцiалу.

iснують лише при δ > |〈σz
A〉 〈σ

z
B〉|J(0). При порушеннi даної умови

щiлина зникає (при T = 0 це наступає при δ = δc ≡ 1
2J(0)). Коли

ж зони роздiленi, у нормальнiй фазi хiмiчний потенцiал розмiще-
ний мiж ними (Рис. 1b). Нестiйкiсть, пов’язана iз переходом до SF
фази, виникає тодi, коли при змiнi температури чи хiмiчного потен-
цiалу останнiй доторкається до однiєї з зон (Рис. 1c). При J(0) > 0
(tij > 0) це вiдбувається завжди в точцi ~q = 0. Умовою, при якiй це
реалiзується, є

h2 = δ2 + 〈σz
A〉 〈σ

z
B〉J

2(0). (13)

Два рiвняння, якi звiдси випливають, дають можливiсть побуду-
вати на площинах (J(0), h) i (T, h) фазовi дiаграми, на яких видiля-
ються областi iснування SF фази та нормальної (MI, CDW) фази.
Дiаграма, подана на Рис. 2, iлюструє змiну форми кривої рiвнова-
ги фаз на площинi (J(0), h) при пiдвищеннi температури (при T = 0
крива рiвноваги фаз вiдповiдає отриманiй в роботах [7,8]). Iснує кри-
тичне значення рiзницi енергiй частинок у пiдгратках (δ = δc), при
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Рис. 2. Низькотемпературна фазова дiаграма двопiдграткової мо-
делi жорстких бозонiв. Енергетичнi величини подано в одиницях
δ = 1

2 (εA − εB).
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Рис. 3. Фазова (T, h) дiаграма при рiзних значеннях δ. Енергетичнi
величини подано в одиницях J(0).
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перевищеннi якого область iснування SF фази на (T, h) площинi роз-
дiляється на двi (Рис. 3). Цей результат узгоджується з даними зга-
даних вище робiт, де дослiдження були обмеженi випадком T = 0.
Вiдповiдно, при δ > δc iснують двi критичнi точки при T 6= 0.

Нормальна фаза у промiжнiй областi значень хiмпотенцiалу має
характер, подiбний до зарядового впорядкування (CDW), в той час
як при великих додатнiх (або вiд’ємних) значеннях h це є фаза типу
моттiвського дiелектрика (MI) (Рис. 1). Даний висновок пiдтверджу-
ють результати розрахунку одночастинкової спектральної густини

ρα(ω) = −
1

N

∑

q

2Im〈〈S+
α |S−

α 〉〉q,ω+iε (14)

=
2

N

∑

q

〈σz
α〉

[

Aα
1 (q)δ

(

ω −
ε1(q)

~

)

+ Aα
2 (q)δ

(

ω −
ε2(q)

~

)]

,

де

AA
1,2(q) =

1

2
±

δ

2
√

δ2 + Φ2(~q)
,

а вираз для AB
1,2(q) отримується з AA

1,2(q) замiною A ⇄ B (δ → −δ).
Це випливає з розкладу на простi дроби

~ω−EA

(~ω−EA)(~ω−EB−Φ2
q)

=





1

2
+

EA−EB
√

(EA−EB)2+Φ2
q





1

~ω−ε1(q)

+





1

2
−

EA−EB
√

(EA−EB)2+Φ2
q





1

~ω−ε2(q)
. (15)

Використовуючи незбурену густину станiв

ρ0(z) =
1

N

∑

q

δ (z − J(q)) ,

можна, наприклад, для α = A переписати формулу (14) у виглядi

ρA(ω) =

∫ J(0)

−J(0)

dzρ0(z) (16)

×

{(

1

2
+

δ

2
√

δ2+〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 z

2

)

δ

(

ω−
1

~

[

h+
√

δ2+〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 z

2

])

+

(

1

2
−

δ

2
√

δ2+〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 z

2

)

δ

(

ω−
1

~

[

h−
√

δ2+〈σz
A〉 〈σ

z
B〉 z

2

])

}

.
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При числових розрахунках, результати яких наведено нижче, вико-
ристовується напiвелiптична функцiя ρ0(z) = 1

πJ2(0)

√

J2(0) − z2.
Графiки для функцiй ρA(ω) i ρB(ω) проiлюстрованi на рис. 5 для

випадку нормальної фази.
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Рис. 4. Одночастинкова спектральна густина для пiдграток A i B у
наближеннi хаотичних фаз; випадок нормальної фази.

Для CDW фази (Рис. 4c) хiмпотенцiал розташований у щiлинi
мiж смугами ρα(ω); функцiя ρα(ω) приймає у них протилежнi за
знаком значення (ρα(ω) < 0 при ~ω < µ i ρα(ω) > 0 при ~ω > µ). У
випадку MI фази (Рис. 4a) хiмпотенцiал знаходиться по один бiк вiд
смуг ρα(ω). Перебудова форми спектральної густини при переходi MI
→ SF, коли починає з’являтися вiд’ємна смуга функцiї ρα(ω), Рис.
4b, вiдповiдає даним робiт [12, 13], а також результатам дослiджень
узагалененої моделi жорстких бозонiв з переносом по збуджених ста-
нах [14]. Додаткове розщеплення смуг є наслiдком нееквiвалентностi
позицiй (εA 6= εB) i наявностi надструктури.

Поведiнка функцiї ρα(ω) узгоджується за своїм характером з да-
ними числових розрахункiв, проведених в [15] методом точної дiаго-
налiзацiї для одновимiрних (d = 1) ланцюжкових структур. Роль по-
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ля δ, яке призводить до нееквiвалентностi пiдграток, вiдiграє у цьо-
му випадку внутрiшнє самоузгоджене поле, викликане мiжвузловою
взаємодiєю. Форма спектральних густин у рiзних фазах, отримана у
данiй роботi, дозволяє iдентифiкувати рiвноважнi стани на фазових
дiаграмах, побудованих для d = 1 числовим методом.

3. Висновки

На основi наближення хаотичних фаз розраховано спектральнi гу-
стини двопiдграткової моделi жорстких бозонiв та проаналiзовано
характернi особливостi форми спектральної густини в рiзних фазах.
Такими особливостями є

• розташування рiвня хiмiчного потенцiалу у областi мiжзонної
щiлини для зарядовпорядкованої фази (CDW)

• розташування рiвня хiмiчного потенцiалу вище (або нижче)
обох зон для фази моттiвського дiелектрика (MI)

• розташування хiмiчного потенцiалу в зонi для фази бозе-кон-
денсату (SF)

Отримано рiвняння, що описує перехiд в фазу типу бозе-конден-
сату (вiдому також як superfluid або SF) та побудовано вiдповiднi
фазовi дiаграми при рiзних температурах. Пiдвищення температу-
ри призводить до поступового зникнення впорядкованої фази типу
CDW, водночас область iснування SF-фази з пiдвищенням темпера-
тури також зменшується.
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