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Анотацiя. В роботi показано, що iснують моделi граткового газу
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скiнченного радiуса, якi в просторi параметрiв взаємодiї й хемiчно-
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станiв. Цей континуум виникає через нелiнiйну залежнiсть густини
енергiї вiд густини частинок i тiсно пов’язаний з проблемою нескiн-
ченно адаптативних структур, якi спостерiгаються в багатьох кри-
сталiчних сполуках, а також з проблемою квазикристалiв i так зва-
них безладно упорядкованих структур.
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space of the interaction parameters and the chemical potential, have a
full-dimensional region with a continuum of ground states. This fact is
due to the nonlinear dependence of the density of energy on the density
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structures observed in a large number of compounds and the existence
of the quasicrystalline and so-called irregularly ordered structures.
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Одна з найцiкавiших проблем сучасної фiзики — це проблема
утворення структур. Попри те, що iнтенсивнi дослiдження в цiй га-
лузi тривають вже не одне десятилiття, залишається чимало фунда-
ментальних питань, на яких ще нема вiдповiдi. Серед них ось якi: чо-
му формуються квазикристали? [1]- [2], що є причиною нескiнченної
адаптативности деяких сполук? [3]- [6], а також зовсiм свiже питання
про те, чи iснують безладно упорядкованi структури [7]. Сподiває-
мося, що наша робота проллє трохи свiтла на усi цi три проблеми.
Ми розглянули доволi просту модель ґраткового газу на трикутнiй
ґратцi й проаналiзували деякi з її основних станiв. Ми строго до-
вели iснування континууму основних станiв у цiй моделi. Основнi
стани цього континууму параметризованi хемiчним потенцiялом й
помiж них є як упорядкованi, так i частково хаотизованi структури.
А серед упорядкованих структур є як перiодичнi, так i упорядкова-
нi аперiодичнi. Ми припускаємо, що серед останнiх є як квазикри-
сталiчнi структури (Фур’є-образ просторового розподiлу частинок є
набором дельта-пiкiв), так i безладно упорядкованi структури. При-
наймнi структури хоча б одного з цих двох класiв мусять бути.

Iснування континууму основних станiв у моделi, яку ми тут роз-
глядаємо, доводить, що нескiнченна адаптативнiсть, яку спостерiга-
ють у багатьох сполуках [3], може виникати i в системах зi взаємо-
дiями скiнченного, хоч i порiвняно великого радiуса. Це суперечить
припущенню Кiттеля про те, що за нескiнченну адаптативнiсть вiд-
повiдають далекосяжнi взаємодiї [4]. Зауважмо, що деякi чисельнi
розрахунки узгоджуються з припущенням Кiттеля [5], однак у [6] не-
скiнченну адаптативнiсть одержано — так само чисельним способом
— в системi зi взаємодiями скiнченного радiуса. Нашi ж результати
цiннi тим, що є аналiтичними i їх не можна одержати чисельно.

У [8] ми довели, що в просторi параметрiв (який включає також
хемiчний потенцiял) моделi ґраткового газу на трикутнiй ґратцi з
парною взаємодiєю перших, других i третiх сусiдiв i тричастинковою
взаємодiєю найближчих сусiдiв, є гiпергрань, де структури основно-
го стану будуються з такої множини конфiгурацiй квiтки (вузол з
шiстьма найближчими вузлами): , , i , тобто кожна
квiтка в цих структурах має мати одну з цих чотирьох конфiгурацiй.
Рiвняння частини цiєї гiпергранi у просторi параметрiв спiнового Га-
мiльтонiяну має вигляд:

12J1 − 30J2 + 12J3 + 10J△ − 3h = 0,

−J3 < 0,

−J2 + 2J3 < 0,
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Рис. 1. Множина конфiгурацiй великої квiтки. Чорнi кружечки озна-
чають частинки, бiлi — вакантнi вузли.

3J2 − 6J3 − 2J△ < 0,

3J1 − 9J2 + 2J△ < 0,

−3J1 + 6J2 − 2J△ < 0,

3J1 − 12J2 + 3J3 + 4J△ < 0, . (1)

Тут J1, J2, J3 i J△ — взаємодiя перших, других i третiх сусiдiв та
триспiнова взаємодiя найближчих сусiдiв, вiдповiдно, а h — зовнiшнє
поле. Збоку вказано додатковi конфiгурацiї, що мають мiнiмальну
енергiю на вiдповiднiй 3-гранi, яка обмежує гiпергрань. Треба за-
уважити, що це не вся гiпергрань, бо одна з умов, а саме умова
−J2 + 2J3 < 0 занадто сильна (додатковi конфiгурацiї не дають но-
вих структур). Однак для нас не так важливо цiлком визначити цю
гiпергрань, як просто довести, що така гiпегрань iснує.

Ми дослiджуватимемо структури на цiй гiпергранi, однак нам
треба буде враховувати взаємодiї до восьмих сусiдiв включно, тому
замiсть множини конфiгурацiй квiтки доведеться використовувати
еквiвалентну множину конфiгурацiй бiльшого кластера, що мiстить
19 вузлiв (Рис. 1). Цей кластер називатимемо "великою квiткою".

Розгляньмо пiдкластер великої квiтки, який має форму ромба.
Такий пiдкластер може займати двi нееквiвалентнi позицiї у великiй
квiтцi. Використавши метод, описаний в [9], одержимо шiсть спiввiд-
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ношень (окрiм тривiяльного) мiж вiдносними вмiстами kij дев’яти
конфiгурацiй великої квiтки в структурах, якi вони генерують:

k32 = 2k1,

2k21 + k22 = 2k1,

k25 + k32 = 2k32,

2k25 + 2k24 = 2k4,

3k31 + k32 + k4 = 2k4,

2k1 + k22 + 2k23 = 2k32,

k1 + k21 + k22 + k23 + k24 + k25 + k31 + k32 + k4 = 1. (2)

З цих спiввiдношень одержуємо:

k1 =
3− 7k4

13
, k22 = −2k21 +

6− 14k4
13

, k23 = k21,

k24 =
−6 + 27k4

13
, k25 =

6− 14k4
13

, k31 =
−2 + 9k4

13
,

k32 =
6− 14k4

13
. (3)

Позаяк ми будемо розглядати багаточастинковi взаємодiї, то му-
симо розрiзняти кластери вузлiв i кластери частинок (тобто кла-
стери заповнених вузлiв). Останнi називатимемо "f-кластерами"(вiд
англiйського "filled cluster"). Розгляньмо f-кластер K й вiдповiдну
взаємодiю. Щоби порахувати густину енергiї структури, треба зна-
ти густину f-кластерiв K у цiй структурi, тобто число f-кластерiв K

на вузол. Найпростiший f-кластер — це одна частинка, а вiдповiдна
густина p0 — число частинок на вузол. Замiсть числа f-кластерiв K

на вузол використовуватимемо число p
K

f-кластерiв K на частинку.
Густина f-кластерiв K дорiвнює p0pK

. Вирази (3) дають змогу лег-
ко знайти p

K
для довiльного f-кластера K в межах великої квiтки.

Знайдiмо pi (i = 0− 8) i p△, де p0 — число частинок на вузол, тобто
густина частинок, pi (i = 1 − 8) — число пар частинок на частинку,
якi є i-тими сусiдами (двочастинковi f-кластери), p△ — число трiйок
частинок на частинку, якi є найближчими сусiдами (тричастинковий
f-кластер):

p0 =
1

19
(11k1 + 11k21 + 12k22 + 13k23 + 12k24 + 11k25 + 10k31

+ 9k32 + 10k4) =
7 + k4

13
,
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p△ =
1

12p0
(k22 + 2k23 + 2k24 + k25 + 3k31 + k32 + k4) =

13

3
− 7

3p0
,

p1 =
1

14p0
(10k1 + 11k21 + 13k22 + 15k23 + 14k24 + 12k25 + 12k31

+ 9k32 + 10k4) =
9 + 5k4
13p0

= 5− 2

p0
,

p2 =
1

10p0
(10k1 + 10k21 + 11k22 + 12k23 + 10k24 + 9k25 + 6k31

+ 7k32 + 8k4) =
12− 2k4
13p0

= −2 +
2

p0
,

p3 =
1

9p0
(7k1 + 7k21 + 9k22 + 11k23 + 9k24 + 7k25 + 6k31

+ 5k32 + 7k4) =
9 + 5k4
13p0

= 5− 2

p0
,

p4 =
1

6p0
(16k1 + 16k21 + 18k22 + 20k23 + 19k24 + 17k25 + 12k31

+ 10k32 + 13k4) =
30 + 8k4
13p0

= 8− 2

p0
,

p5 =
1

4p0
(2k1 + 3k21 + 4k22 + 5k23 + 5k24 + 4k25 + 3k31

+ k32 + 2k4) =
6 + 12k4
13p0

= 12− 6

p0
,

p6 =
1

3p0
(4k1 + 2k21 + 4k22 + 6k23 + 3k24 + 2k25 + 3k31

+ 2k32 + 2k4) =
12− 2k4
13p0

= −2 +
2

p0
,

p7 =
1

2p0
(4k1 + 4k21 + 5k22 + 6k23 + 5k24 + 3k25 + 3k31

+ 2k32 + 2k4) =
18 + 10k4

13p0
= 10− 4

p0
,

p8 =
1

p0
(2k1 + 2k21 + 2k22 + 3k23 + k24 + k25 + k4)

=
18− 16k4 + 13k21

13p0
= −16 +

10 + k21

p0
. (4)

Коефiцiєнт при p0 в знаменнику — це число великих квiток на
ґратцi, в якi входить вiдповiдний f-кластер. Як бачимо, густини p0pi
(i = 1− 7) i p0p△ лiнiйно залежать вiд густини частинок p0. Для во-
сьмих сусiдiв ця залежнiсть вже не лiнiйна. Неважко довести, що для
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Рис. 2. Максимальнi кластери (забарвленi в червоний колiр) на три-
кутнiй ґратцi, дiяметер яких не перевищує вiдстанi мiж сьомими су-
сiдами.

будь-якого f-кластера K, дiяметер якого не перевищує вiдстанi мiж
сьомими сусiдами залежнiсть p0pK

вiд p0 лiнiйна. Такий f-кластер
є f-пiдкластером принаймнi одного з двох мiнiмальних f-кластерiв,
дiяметер яких дорiвнює вiдстанi мiж сьомими сусiдами (Рис. 2). До-
сить довести, що для будь-якого f-пiдкластера K цих максимальних
f-кластерiв виконується така рiвнiсть:

n21 + n23 = 2n22, (5)

де n21, n23 i n22 — числа f-пiдкластерiв K у конфiгурацiях великої
квiтки 21, 23 i 22, вiдповiдно. Тiльки тодi p

K
залежатиме лише вiд

k4 (яке у свою чергу залежить вiд p0) i не залежатиме вiд k21. Погля-
нувши уважно на конфiгурацiї 21, 23 i 22, можна легко переконатися,
що ця рiвнiсть виконується для усiх f-пiдкластерiв максимальних f-
кластерiв.

Знайдiмо залежнiсть k21 вiд p0. Розгляньмо усi структури, збудо-
ванi з множини конфiгурацiй великої квiтки, зображених на Рис. 1
(або з еквiвалентної множини конфiгурацiй квiтки , , i )
так, щоби конфiгурацiя 31 великої квiтки входила в кожну структу-
ру. Можна показати, що такi структури утворенi доменами, iєрархiю
яких зображено на Рис. 3 i лише два або три послiдовнi члени iєрархiї
можуть входити в одну й ту саму структуру. Домени сполучаються
по шiсть так, як зображено на Рис. 4. Приклад таких структур i
схеми їх доменiв показано на Рис. 5.

Домени зi стороною k зиґзаґiв мають 9k бiчних i (k − 1)(2k − 1)
внутрiшнiх заповнених вузлiв; кiлькiсть вакантних вузлiв дорiвнює
3k(k+1)

2 . На кожному стику шести доменiв є три вузли спiльнi для
трьох доменiв. Отже є 3

2 вузла на домен, якi спiльнi для трьох доме-
нiв. Решта бiчних вузлiв спiльнi для двох доменiв. Тому таке число
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Рис. 3. Iєрархiя доменiв зi стороною 1, 2, 3, 4... зиґзаґiв. Частинки
зображено чорними й червоними кружечками, а вакансiї — бiлими
пунктирними кружечками.

Рис. 4. Стик доменiв. Конфiгурацiї 21 показано зеленими шестику-
тниками.
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(c) (d)

Рис. 5. Приклади структури з (a) трьома
(

p0 = 460
823

)

i (b) двома
(

p0 = 34
61

)

типами доменiв, утворених множиною конфiгурацiй, якi
зображено на Рис. 1. Заповненi вузли зображено чорними i сiрими
кружечками, а вакантнi вузли — бiлими пунктирними кружечками.
Схема доменної надструктури структури з (c) трьома i (d) двома
типами доменiв. Малi, середнi й великi домени зображено чорними,
бiлими й сiрими трикутничками, вiдповiдно.
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вакантних вузлiв належить одному доменовi зi стороною k:

2k2 +
3

2
k +

1

4
=

(2k + 1)(4k + 1)

4
. (6)

Нехай сторона найменшого домена в структурi дорiвнює k, а вiд-
носний вмiст таких доменiв дорiвнює n1. Позначiмо вiдносний вмiст
доменiв зi стороною k + 1 i k + 2 через n2 i n3, вiдповiдно. Простий
пiдрахунок дає таку формулу для густини частинок у вiдповiднiй
структурi:

p0 =
(8k2 + 6k + 1)n1 + (8k2 + 22k + 15)n2 + (8k2 + 38k + 45)n3

(14k2 + 12k + 1)n1 + (14k2 + 40k + 27)n2 + (14k2 + 68k + 81)n3
.

(7)
Конфiгурацiї 21 виникають лише на стику шести доменiв i їх є

по три на кожному стику. Отже вiдносний вмiст цих конфiгурацiй в
структурi такий:

k21 =
6

(14k2 + 12k + 1)n1 + (14k2 + 40k + 27)n2 + (14k2 + 68k + 81)n3
.

(8)
Розгляньмо структуру, утворену трьома типами доменiв. Таку

структуру можна розбити на вузькi й широкi смуги. Вузькi смуги
утворенi малими й середнiми доменами, а широкi смуги — середнiми
й великими доменами. Таке роздiлення на паралельнi стрiчки єдине
для даної структури i його можна здiйснити одночасно у трьох на-
прямках. На перетинi двох вузьких смуг є малий i середнiй домени,
а на перетинi двох широких смуг — середнiй i великий домени, на
перетинi ж вузької й широкої смуг — два середнi домени. Не мо-
же бути двох малих або ж двох великих доменiв на перетинi двох
смуг. Якщо структура перiодична й має s вузьких i l широких смуг
у перiодi, то комiрка такої структури мiстить s2 малих, l2 великих i
s2 + l2 + 4sl середнiх доменiв. Вiдносний вмiст малих (n1), середнiх
(n2) i великих (n3) доменiв такий:

n1 =
s2

2(s+ l)2
,

n2 =
s2 + 4sl + l2

2(s+ l)2
,

n3 =
l2

2(s+ l)2
. (9)

З цих спiввiдношень випливає:

n2 =
1

2
− 2n1 +

√
2n1, n3 =

1

2
+ n1 −

√
2n1. (10)
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Зрозумiло, що спiввiдношення (9), а отже й спiввiдношення (10)
справедливi й для аперiодичних структур, й легко переконатися, що
вони виконуються й для структур з двома типами доменiв (n3 = 0).

Аналiзуючи розглядуванi структури, можна помiтити й довести,

що вони цiлковито визначаються розташуванням трилисникiв ,
або ж конфiгурацiй 31. Введiмо величину r — середню вiдстань мiж
сусiднiми трилисниками (в одиницях трiйок вакантних вузлiв, оточе-
них частинками). Легко показати справедливiсть таких виразiв для
r:

r =
s+ 2l + k(s+ l)

−s+ k(s+ l)
=

2 + k −√
2n1

k −√
2n1

. (11)

Тепер вирази (7) i (8) для p0 i k21 можна переписати в простiй формi:

p0 =
1 + 15r2

1 + 27r2
, (12)

k21 =
3(r − 1)2

1 + 27r2
, (13)

що дає змогу легко виразити k21, а отже p8 через густину частинок
p0:

k21 =
13p0 − 7−

√

3(1− p0)(9p0 − 5)

2
, (14)

p8 = −19

2
+

13−
√

3(1− p0)(9p0 − 5)

2p0
. (15)

Вирази для k21 i p8 справедливi для 5
9 < p0 ≤ 4

7 , тобто для стру-
ктур, в якi входить конфiгурацiя 31. Залишається розглянути ще
структури без конфiгурацiї 31. Вони були частково проаналiзованi
в [8] (структури 12). Для них p0 = 5

9 , k4 = 2
9 , а k21 змiнюється вiд 1

9
[структура 12a, Рис. 6(b)] до 2

27 [структура 12b, Рис. 6(c)].
Нехай I1, I2, I3, I8 — взаємодiя перших, других, третiх i восьмих

сусiдiв, вiдповiдно, а I△ — тричастинкова взаємодiя. Крiм взаємодiї
восьмих сусiдiв, ми не розглядаємо додаткових взаємодiй, якi вiдпо-
вiдають якимсь f-пiдкластерам максимальних f-кластерiв, тому що
густина цих пiдкластерiв залежить вiд p0 лiнiйно, а отже вiдповiднi
взаємодiї не усувають виродження. Виродження усуває аж взаємодiя
восьмих сусiдiв. Енергiя структур з густиною частинок p0 така:

E = p0 (p1I1 + p2I2 + p3I3 + p8I8 + p△I△ − µlg) . (16)
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(a)

(b) (c)

Рис. 6. (a) Структури 12. Верхнiй або нижнiй з кожної пари сiрих
вузлiв має бути заповненим (однаково в парах однiєї й тiєї ж зиґзаґ-
смуги). (b) Структура 12a. (c) Структура 12b.

Використовуючи вирази для p1, p2, p3, p8 i p△, одержуємо:

E = p0

(

5I1 − 2I2 + 5I3 +
13

3
I△ − µlg −

19

2
I8

)

−
√

3(1− p0)(9p0 − 5)

2
I8 −

(

2I1 − 2I2 + 2I3 +
7

3
I△ − 13

2
I8

)

. (17)

Рiвняння гiперплощини, на якiй структурами основного стану є
структури (структура) з густиною частинок p0, таке:

∂E

∂p0
= 0,

∂2E

∂p20
> 0, (18)
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або у явнiй формi:

5I1−2I2+5I3+
13

3
I△−µlg−

19

2
I8+

3(9p0 − 7)

2
√

3(1− p0)(9p0 − 5)
I8 = 0, I8 > 0.

(19)
Треба однак перевiрити, чи якiсь зi структур 12 мають меншу енер-
гiю на цiй гiперплощинi. Тому що I8 > 0, структура 12b має мiнi-
мальну енергiю з усiх структур 12. Ось вираз для цiєї енергiї:

E12b =
5

9

(

7

5
I1 +

8

5
I2 +

7

5
I3 +

32

15
I8 +

2

15
I△ − µlg

)

. (20)

Прирiвнюючи (17) i (20) з урахуванням (19), знаходимо, що рiвнiсть
досягається, якщо p0 = 34

61 . Рiвняння вiдповiдної гiперплощини таке:

5I1 − 2I2 + 5I3 +
13

3
I△ − 89

3
I8 − µlg = 0. (21)

Отже для густин частинок в промiжку вiд 34
61 до 4

7 маємо континуум
основних станiв.

Ми можемо легко перейти до еквiвалентної спiнової моделi зi спi-
новими змiнними σ = ±1, використовуючи такi перетворення пара-
метрiв взаємодiї (див. [8]):

I1 = 4J1 − 8J△, Ii = 4Ji (i = 2, 3, 8), I△ = 8J△,

µlg = 2h+ 12(J1 + J2 + J3 + J8 − J△), p0 =
1 +M

2
, (22)

де M — намагнетованiсть на вузол. Для спiнової моделi замiсть рiв-
няння (17) маємо:

4J1−10J2+4J3+
10

3
J△−h−25J8+

3(9M − 5)
√

3(1−M)(9M − 1)
J8 = 0, (23)

Континуум основних станiв iснує для намагнетованостей в промiж-
ку вiд 7

61 до 1
7 . Залежнiсть намагнетованости вiд зовнiшнього поля

в цьому промiжку показано на Рис. 7 (a), а вiдповiдну залежнiсть
густини частинок вiд хемiчного потенцiялу — на Рис. 7 (b). Ми при-
пускаємо, що J8 = 0.01 є достатньо малим i не виходить за межi
областi iснування континууму основних станiв.

А тепер перейдiмо до аналiзу власне структур. Схему доменiв
структури (див. Рис. 5) називатимемо її 1-структурою. Саму ж стру-
ктуру називатимемо 0-структурою. Розгляньмо спочатку структуру
з трьома типами доменiв. Нехай c1 — вiдносний вмiст малих доменiв
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Рис. 7. (a) Залежнiсть намагнетованости вiд зовнiшнього поля i (b)
залежнiсть густини частинок вiд хемiчного потенцiялу в областi кон-
тинууму основних станiв. Показано першi 20 точок, якi вiдповiдають
структурам з двома типами доменiв. Густини частинок для цих то-
чок такi: p0 = 4k2+7k+4

7k2+13k+7 (k = 2, 3, ... — розмiр малих доменiв в зиґза-
ґах).
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у вузькiй смузi структури. Легко побачити, що ця величина однако-
ва для усiх вузьких смуг в структурi незалежно вiд їхньої орiєнтацiї
й дорiвнює

c1 =
s

2(s+ l)
=

k

2
+

1

1− r
, 0 < c <

1

2
. (24)

Вiдносний вмiст великих доменiв у смузi такий:

C1 =
1

2
− c1. (25)

Середню вiдстань мiж трилисниками можна виразити через c1 або
C1:

r =
2

k − 2c1
+ 1 =

2

k + 2C1 − 1
+ 1. (26)

Вiдносний вмiст малих i великих доменiв також пов’язанi з c1 i C1:

n1 =
1

2

(

k − 2

r − 1

)2

= 2c21, (27)

n3 =
1

2

(

k − r + 1

r − 1

)2

= 2C2
1 . (28)

Густина частинок є функцiєю c1 i k:

p0 =
4(2c1 − k)2 − 15(2c1 − k − 1)

7(2c1 − k)2 − 27(2c1 − k − 1)
. (29)

Щоби побудувати 1-структуру з заданим c1, треба почати з побу-
дови однiєї смуги чорних i бiлих трикутничкiв ("вузької" смуги), в
якiй густина чорних трикутничкiв дорiвнює c1, або ж зi смуги бiлих i
сiрих трикутничкiв ("широка" смуга) з густиною сiрих трикутничкiв
C1 = 1

2 − c1. Однак не усякi такi смуги допустимi. Вони мусять бути
сумiсними з правилом побудови 1-структур (вже сформульованим
вище): на перетинi двох вузьких, двох широких i вузької й широкої
смуг має бути чорний i бiлий, бiлий i сiрий та два бiлi трикутнички,
вiдповiдно. Це правило визначає сусiдню (наприклад, праву) до по-
будованої смугу однозначно або ж двозначно. Приклади 1-структур
наведено на Рис. 8. Якщо сторони усiх чорних i сiрих трикутничкiв
зi смуги, в яку входить двi сусiднi стрiчки, лежать на її середнiй
лiнiї, то цi трикутнички i симетричнi до них бiлi трикутнички мо-
жна вiдображати вiдносно цiєї лiнiї. Такi лiнiї називатимемо лiнiями
хаотизацiї. Для структури з c1 = p

q
вiдстань мiж сусiднiми лiнiями
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хаотизацiї дорiвнює q, якщо q парне i 2q, якщо q непарне. Отже усi
1-структури з рацiональним c1 хаотизованi. У напрямку лiнiй хаоти-
зацiї маємо порядок, а в iнших двох напрямках — безлад. Цей безлад
одновимiрний.

Зробiмо ще таке зауваження: якщо у вузькiй стрiчцi є ланцюжки
середнiх доменiв лише двох рiзних довжин, то довший iз них має
довжину

int

(

1

c1

)

. (30)

Розгляньмо деякi перетворення 1-структур. В 1-структурi з c1
можна замiнити чорнi трикутнички на сiрi й навпаки. Одержимо
1-структуру з c̃1 = 1

2 − c1. Iнварiянтом такого перетворення є 1-
структура з c1 = 1

4 [Рис. 8 (b)], тому досить розглядати 1-структури
з 1

4 ≤ c1 ≤ 1
2 , тобто такi 1-структури, в яких густина сiрих трику-

тничкiв не перевищує густину чорних. На цьому промiжку функцiя
p0(k, c1) є спадною. Для k = 2 величина p0 змiнюється вiд 34

61 (c1 = 1
2 )

до 62
111 (c1 = 1

4 ).
Розгляньмо ще одне перетворення 1-структур. Як видно з Рис. 8,

чорнi трикутнички в 1-структурах з 1
4 ≤ c1 ≤ 1

2 органiзованi в трику-
тнi домени. I знову максимальне число типiв доменiв дорiвнює трьом
(малi, середнi й великi домени), так як i в 0-структурах. Єдина 1-
структура з лише одним типом "чорних" доменiв — це 1-структура
з c1 = 1

4 . Цi новi домени (домени з доменiв) назвемо 1-доменами, а
їхню схему — 2-структурою (звичайно, вiдносно 0-структури). Зро-
зумiло, що 2-структури є водночас 1-структурами для вiдповiдних
0-структур. Наведiмо приклад: 1-структура з c1 = 1

3 (Рис. 8 (b)) є
2-структурою для для 0-структур з c1 = 7

20 (Рис. 9 (a)).
Вiдносний вмiст c2 малих 2-доменiв в кожнiй вузькiй стрiчцi 2-

структури пов’язаний з вiдносним вмiстом c1 малих 1-доменiв в ко-
жнiй вузькiй стрiчцi 1-структури таким чином:

c2 = 1 +
k1

2
− c1

1− 2c1
, (31)

де k1 — сторона малого 1-домена. Обернене перетворення має вигляд:

c1 =
1

2

(

1− 1

k1 + 3− 2c2

)

. (32)

Пiдставляючи в це спiввiдношення c2 = 1
4 , k1 = 1, одержуємо

c1 = 5
14 . Це означає, що в 1-структурах з 1

4 < c1 < 5
14 маємо лише
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 8. 1-структури з (a) c1 = 3
10 , (b) c1 = 1

3 , (c) c1 = 1
4 i (d) c1 = 5

14 .
Чорнi, бiлi й сiрi трикутнички зображають малi, середнi й великi до-
мени, вiдповiдно. Вертикальнi червонi лiнiї — лiнiї хаотизацiї (див.
текст). Чорнi потовщенi лiнiї вiдображають перiодичнiсть у верти-
кальному напрямку. 1-структура (c) є 2-структурою 0-структур з
1-структурою (d).
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(a) (b)

Рис. 9. 1-структури з (a) c1 = 7
20 , (b) c1 = 5

13 . Чорнi, бiлi й сiрi
трикутнички зображають малi, середнi й великi домени, вiдповiдно.
Вертикальнi червонi лiнiї — лiнiї хаотизацiї (див. текст). Чорнi потов-
щенi лiнiї вiдображають перiодичнiсть у вертикальному напрямку.

два види 1-доменiв, утворених з малих 0-доменiв (чорних трикутни-
чкiв) — 1-домени зi сторонами 1 i 2. Застосовуючи описане перетво-
рення (в загальному випадку не один раз), в такi структури можна
перетворити будь-яку структуру з трьома видами доменiв.

В 1-структурах з 5
14 ≤ c1 < 1

2 , тобто в 1-структурах з трьома ви-
дами 1-доменiв, можна однаково збiльшувати сторону усiх 1-доменiв.
Легко довести, що збiльшення сторони 1-доменiв на m (зменшенню
вiдповiдають вiд’ємнi m), дає 1-структуру з

c1m =
m(2c1 − 1)− 2c1
2 (m(2c1 − 1)− 1)

. (33)

Приклад таких 1-структур показано на Рис. 9.
Як побудувати допустиму стрiчку чорних i бiлих трикутни-
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Рис. 10. Частина дерева Фарея для побудови вузьких стрiчок.

чкiв? Виявляється, що це можна зробити за допомогою дерева Фа-
рея — бiнарного дерева рацiональних чисел мiж нулем i одиницею.
Дерево Фарея застосовували для побудови основних станiв моделей
ґраткового газу переважно в одновимiрному випадку, однак також i
в двовимiрному (див. [10] i цитовану там лiтературу). Частину дерева
Фарея зображено на Рис. 9. Воно поширюється вниз на безмежнiсть
за таким правилом: кожна пара сусiднiх рацiональних чисел p1

q1
i p2

q2

породжує число нижчого ярусу p1+p2

q1+q2
. Кожне рацiональне число мiж

0 i 1 виникає на деревi Фарея один раз. Стрiчка з c1 = p
q

має перi-
од q, якщо q — парне число, i цей перiод є зчепленням перiодiв, що
вiдповiдають тим числам, якi породжують число p

q
на деревi Фарея.

Якщо q — непарне, то перiод матиме довжину 2q. Числу 0
1 ставимо

у вiдповiднiсть "−" (бiлий трикутничок), а числу 1
1 — "+" (чорний

трикутничок). Якщо число c1 iррацiональне, то будуємо послiдов-
нiсть рацiональних чисел, якi ведуть до числа c1 по гiлках дерева
Фарея (воно розташоване нескiнченно низько). Побудуймо таку по-
слiдовнiсть чисел для c1 = ln 3

2 i стрiчки, якi вiдповiдають цим чи-
слам.
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(
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(
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<
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7
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(

2

5

)
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(

1

2
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(

2
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)

2

5
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3
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<

9
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(

2

5

)
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(

1

2

)

|| 4× chn

(

2

5

)

2

5
< ln

3

2
<
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<
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27
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(

2

5

)

|| chn

(

1

2

)

|| 5× chn

(

2

5

)

2

5
<

15

37
< ln

3

2
<
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32
, chn

(

2

5

)

|| chn

(

1

2

)

|| 6× chn

(

2

5

)

15

37
< ln

3

2
<

28

69
<

13

32
, chn

(

15

37

)

|| chn

(

13

32

)

15

37
< ln

3

2
<

43

106
<

28

69
, 2× chn

(

15

37

)

|| chn

(

13

32

)

15

37
< ln

3

2
<

58

143
<

43

106
, 3× chn

(

15

37

)

|| chn

(

13

32

)

(34)

Грубим шрифтом видiлено послiдовнi наближення (назвемо їх
наближеннями Фарея) до числа ln 3

2 . Для них побудовано стрiчки за
описаним вище правилом, однак з тiєю модифiкацiєю, що стрiчка до-

будовується лише справа. Символом chn
(

p

q

)

позначатимемо стрiчку

для дробу p

q
, а зчеплення (конкатенацiю) двох стрiчок — символом ||.

n× chn
(

p
q

)

означає зчеплення n однакових стрiчок. Зчеплення стрi-

чок можна робити й так, щоб та стрiчка, яка вiдповiдає меншому
числу завжди була злiва, а та, що бiльшому, — справа. Тодi стрiчка
буде добудовуватися i з одного боку, i з другого. Однак не можна
робити зчеплення в довiльному порядку, бо це може призводити до
побудови недопустимих стрiчок.

Для дробу 58
143 (Фарейового наближення до ln 3

2 ) ми одержали
стрiчку

BABBBBBBBABBBBBBBABBBBBBBABBBBB,

де через A позначено фрагмент "−+ а через B — фрагмент "− −
+−+". Структуру з c1 = ln 3

2 зображено на Рис. 11, а на Рис. 12 —
3-структуру тiєї ж 0-структури.
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Рис. 11. 1-структура з c1 = ln 3
2 . Малi домени зображено чорними

трикутниками, середнi — бiлими, а великi — червоними.
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4/15

7/26

0
1/4

17/63

Рис. 12. 3-структура 0-структур з c1 = ln 3
2 . c3 =

42 ln 3

2
−17

4(5 ln 3

2
−2))

≈
0.27021. Малi домени зображено чорними трикутниками, середнi —
бiлими, а великi — червоними.
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Зауважмо, що наближення Фарея для числа з промiжку вiд 0
до 1 пов’язанi з розвиненням цього числа в неперервний дрiб: всi
наближення такого розвинення є Фарейовими наближеннями (але
не навпаки). Ось розклад в неперервний дрiб числа ln 3

2 :

ln
3

2
= 0 +

1

2 +
1

2 +
1

6 +
1

1 +
1

11 +
1

2 +
1

...

. (35)

Послiдовнi наближення цього розкладу: 0, 12 ,
2
5 ,

13
32 ,

15
37 ,

178
439 ,

371
915 , .... Як

бачимо, вони є й Фарейовими наближеннями.
Одновимiрна часткова хаотизацiя структур iснує лише для ра-

цiональних c1 = p
q
. Вiдстань мiж сусiднiми лiнiями хаотизацiї до-

рiвнює перiоду в напрямку, в якому нема хаотизацiї, тобто q, якщо
q парне, i 2q, якщо q непарне. Звiдси випливає, що в структурi з
iррацiональним c1 є лише одна лiнiя хаотизацiї, тобто для iррацiо-
нальних c1 структура аперiодична й цiлком упорядкована (iррацiо-
нальному c1 вiдповiдає двi структури, якщо вже бути цiлком то-
чним). Чи ця структура квазикристалiчна? Щоби вiдповiсти на це
питання, треба знайти Фур’є-образ просторового розподiлу части-
нок. Якщо Фур’є-образ буде сукупнiстю дельта-пiкiв, то структура
квазикристалiчна, якщо ж нi, то структура безладно упорядкована
(irregularly ordered) [7]. Зауважмо, що означення безладно упоряд-
кованої структури, яке дає в [7] Шiн-iшi Саса, не цiлком коректне.
Бо структура, ентропiя якої за нульової температури прямує в тер-
модинамiчнiй границi до нуля, може бути частково хаотизованою,
як, наприклад, структури з рацiональним c1, якi ми тут розглядає-
мо. Чи структури з iррацiональним c1 квазикристалiчнi, чи безладно
упорядкованi? А може серед них є як однi, так i iншi? Вiдповiдi на
цi питання ми поки що не знаємо.

Конфiгурацiї , , i генерують ще один клас стру-
ктур — багатодоменнi структури. Приклад такої структури та її 1-
структури зображено на Рис. 13 (a). Легко показати, що iснує лише
двi багатодоменнi 1-структури, якi показано на на Рис. 13 (b) i (c).

Ми розглянули структури з трьома видами доменiв. Структури
з двома видами доменiв мають єдину з точнiстю до хаотизацiї 1-
структуру. Її зображено на Рис. 14 (a).
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(a)

(b) (c)

Рис. 13. (a) Багатодоменна 0-структура, (b) її 1-структура та (c)
симетрична 1-структура.
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(a) (b)

Рис. 14. (a) 1-структури з c1 = 1
2 . (b) Хаотизована 1-структура з

c1 = 1
2 . Чорнi й бiлi трикутнички зображають малi й великi домени,

вiдповiдно. Вертикальнi червонi лiнiї — лiнiї хаотизацiї (див. текст).

Сформулюймо основнi висновки. В моделi ґраткового газу на
трикутнiй ґратцi з парною взаємодiєю перших, других, третiх та во-
сьмих сусiдiв i тричастинковою взаємодiєю найближчих сусiдiв iснує
континуум основних станiв, параметризованих хемiчним потенцiя-
лом. Iснування континууму зумовлено нелiнiйною залежнiстю густи-
ни енергiї структур (точнiше, внеску в густину енергiї вiд взаємодiї
восьмих сусiдiв) вiд густини частинок. В областi континууму зале-
жнiсть густини частинок вiд хемiчного потенцiялу (або намагнето-
ваности вiд поля) є гладкою зростаючою функцiєю. Серед структур
континууму, крiм перiодичних i частково хаотизованих, а також ба-
гатодоменних структур, є аперiодичнi упорядкованi структури, якi
можуть бути квазикристалами або безладно упорядкованими стру-
ктурами. Вони мали б "вижити" й при вiдмiнних вiд нуля темпера-
турах, що свiдчило б на користь енергетичної (на вiдмiну вiд ентро-
пiйної) концепцiї утворення упорядкованих аперiодичних структур.
Однак це питання потребує додаткових дослiджень.
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