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Нерiвноважна статистична гiдродинамiка iонних систем з
врахуванням поляризацiйних ефектiв

А.I.Василенко, М.В.Токарчук

Анотацiя. Запропоновано статистичний опис гiдродинамiчних про-
цесiв в iонних розплавах з врахуванням поляризацiйних ефектiв, зу-
мовлених деформацiєю зовнiшнiх електронних оболонок iонiв. Вiн
реалiзується методом нерiвноважного статистичного оператора Зу-
барєва, що дозволяє дослiджувати як сильно, так i слабо нерiвнова-
жнi процеси. Для iон-поляризацiйної моделi iонних розплавiв солей
отримано нерiвноважний статистичний оператор та узагальненi рiв-
няння гiдродинамiки з врахуванням поляризацiйних ефектiв, коли
в якостi параметрiв скороченого опису вибранi нерiвноважнi середнi
значення числа iонiв, їх iмпульсу, моменту iмпульсу, повної енергiї
та густини дипольного моменту iонiв, якi є спостережуваними змiн-
ними i задовольняють вiдповiдним законам збереження.

Nonequilibrium statistical hydrodynamics of ionic systems with
taking into account polarization processes

A.I.Vasylenko, M.V.Tokarchuk

Abstract. Statistical description of hydrodynamical processes for ionic
molten is proposed with taking into account processes of polarization,
caused by deformations of extrinsic ionic shells. This description is ob-
tained with D.Zubarev’ method of nonequilibrium statistical operator,
appropriate for investigations of both strongly and weakly nonequilib-
rium processes. The nonequilibrium statistical operator and generalized
hydrodynamical equations that take into account polarization processes
are received for ionic-polarization model of ionic molten salts, when the
observed values (nonequilibrium mean values of ions number, their mo-
mentum, dipoles momentum and full energy) are chosen for the shorted
description parameters.
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1. Вступ

Вивчення рiвноважних та нерiвноважних властивостей iонних роз-
плавiв залишаються актуальними як з точки експериментальних
[1–10], так i теоретичних [11–26] дослiджень, включаючи комп’ютер-
не моделювання [21,23–37]. Вони важливi у зв’язку з широким засто-
суванням у хiмiчних, металургiйних та ядерних технологiях [38–43].
Важливо згадати роботи [1, 2], у яких методом розсiяння нейтронiв
на iзотопозамiщених системах, розвинутого Ендербi i його колега-
ми були вперше отриманi експериментальнi бiнарнi функцiї розпо-
дiлу ряду лужно-хлоридних розплавiв i деяких несиметричних за
валентнiстю розплавiв. Динамiчнi структурнi фактори для деяких
iонних розплавiв були отриманi за непружнього розсiяння нейтро-
нiв [3–5]. Крiм того, експериментально дослiджувались коефiцiєн-
ти дифузiї, електропровiдностi, в’язкостi [9]. Недавнi експеримен-
ти з непружнього розсiювання рентгенiвських променiв у розплавах
NaCl [6], NaI [7] i CsCl [8] спонукали iнтерес до вивчення колектив-
них збуджень i законiв дисперсiї в iонних розплавах. Теоретичнi до-
слiдження, покликанi пояснити експериментально спостережуваннi
явища у таких системах проводились на основi кiнетичних рiвнянь
для однокомпонентної плазми [44, 45], теорiї в наближеннi взаємо-
дiючих мод [13, 46, 47], узагальненої гiдродинамiки [12], розширеної
гiдродинамiки [18, 19] на базi методу нерiвноважного статистично-
го оператора Зубарєва [48, 49], пiдходу узагальнених колективних
збуджень [21, 23–26, 50] та iнших. Необхiдно вiдзначити, що у робо-
тах [45,47] на основi перенормованої кiнетичної теорiї проаналiзовано
колективнi моди для двокомпонентної плазми i показано iснування
5-ти гiдродинамiчних мод (теплової, двох звукових мод i дифузiй-
них мод маси та заряду) i 5-ти релаксацiйних мод. Шiсть iз них
описують властивостi системи як нейтральної, а чотири як заря-
дженої. У роботi [12] кореляцiйнi функцiї i вiдповiднi функцiї вiд-
гуку флуктуацiй густин маси i заряду, температури i дивергенцiї iм-
пульсу дослiджувались на основi лiнiйних рiвнянь гiдродинамiки, що
враховують термоелектричнi i електрострикцiйнi ефекти. У [18] на
основi методу нерiвноважного статистичного оператора [48, 49] була
побудована статистична гiдродинамiка iонних систем на основi роз-
ширенного набору параметрiв скороченного опису, якi включають
мiкроскопiчнi густини числа частинок, їх iмпульсу, повної енергiї,
а також густин узагальнених тензора в’язких напружень та пото-
ку енергiї. Отриманi рiвняння розширенної гiдродинамiки є справе-
дливi як для сильно, так i слабо нерiвноважних процесiв. Причо-
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му, у роботi [19] такий пiдхiд був переформульований на основi уза-
гальненого рiвняння Фоккера-Планка для функцiоналу колективних
змiнних при дослiдженнi нелiнiйних гiдродинамiчних флуктуацiй в
iонних системах. Для слабо нерiвноважних процесiв пiдхiд [18] дав
можливiсть для iонного розплаву NaCl розкрити взаємний вплив
в’язко-теплових процесiв у часових кореляцiйних функцiях "маса-
маса "маса-заряд "заряд-заряд а також їх потокiв. Проведенi теоре-
тичнi дослiдження динамiчних структурних факторiв, часових ко-
реляцiйних функцiй повздовжнiх i поперечних потокiв густин маси,
заряду, а також коефiцiєнтiв переносу [11–18] отримали якiсне узго-
дження з даними методу молекулярної динамiки [27–32], якi поча-
ли iнтенсивно проводитись у серединi 70 рокiв, починаючи з робо-
ти [27]. На той час були отриманi важливi результати у дослiдженнях
структурних i динамiчних властивостей iонних систем в методi моле-
кулярної динамiки. Зокрема, бiнарнi рiвноважнi функцiї розподiлу
iонних розплавiв, розрахованi методом молекулярної динамiки [32]
добре узгоджуються з експериментальними даними [1, 2]. Методом
молекулярної динамiки були також дослiдженi динамiчнi структур-
нi фактори для систем, що моделюють iоннi розплави NaCl [27,28],
RbBr [29], часовi кореляцiйнi функцiї швидкостей iонiв, коефiцiєнти
дифузiї, електропровiдностi для розплавiв NaCl, LiI, RbCl [29, 31]
та iнших. Цiкаво, що у довгохвильовiй границi спектр флуктуацiй
густини заряду в iонних розплавах має характерний пiк як i спектр
повздовжнiх оптичних фононiв в iонних кристалах. Це було показа-
но у роботi [27] методом молекулярної динамiки i пiзнiше в теорети-
чних дослiдженнях [11–14]. Бiльше того, це було пiдтверджено Ab
initio MD розрахунками у поєднаннi з пiдходом узагальнених коле-
ктивних мод [24] та в реальному експериментi [10]. Експериментальнi
дослiдження [6–8] та комп’ютерне моделювання методом MD [35,36]
i Ab initio MD [21, 23–26] вказують на важливiсть врахування по-
ляризацiйних процесiв зумовлених електронною структурою iонiв. З
iншої сторони, у теоретичних дослiдженнях дисперсiї колективних
мод для NaCl у пiдходi узагальнених колективних мод [21] було по-
казано, що використання iонної моделi твердих сфер дає високi зна-
чення частоти оптичних мод. Важливо зазначити, що у теоретичних
дослiдженнях та комп’ютерних моделюваннях методом MD рiвнова-
жних та нерiвноважних властивостей iонних розплавiв використо-
вувались iоннi ефективнi потенцiали Хаггiнса-Майєра [18, 34], Тосi-
Фумi [20, 21], якi не враховують поляризацiйнi ефекти. У реальних
розплавах внесок в ефективну взаємодiю повиннi давати i зовнiшнi
електроннi оболонки, оскiльки вони можуть поляризуватися. Поля-
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ризацiйнi ефекти на даний час описуються на основi трьох моделей:
поляризацiйнi точково-дипольнi моделi (PPDMs), оболонковi моде-
лi (SMs) та моделi з флуктуюючим зарядом (FCMs) [22]. У PPDMs

точковий iндукований диполь додається на атомнi чи iоннi позицiї, у
той час як у двох iнших моделях довжина диполя вважається скiнче-
ною. Диполi в SMs представляються парою точкових зарядiв, а саме
позитивним ядром та негативною оболонкою, що з’єднанi гармонi-
чним зв’язком; у той час у FCMs точковi заряди фiксуються на де-
яких позицiях i їхнi значення можуть флуктуювати. Зокрема, вплив
поляризацiйних ефектiв на рiвноважнi властивостi в iонних розпла-
вах AgI дослiджувався у [51]. У роботi [35] поляризацiйнi ефекти
описуються моделлю точкових диполiв у дослiдженнях динамiчних
властивостей методом молекулярної динамiки. У роботах [23,24] для
врахування деформацiї електронних оболонок запропонована обо-
лонкова модель, у якiй електронна оболонка являє собою зовнiшню
електронну хмару, що взаємодiє з ядром гармонiйним потенцiалом,
а на малих вiдстанях мiж ними дiє вiдштовхування [44]. На осно-
вi такої моделi проводились Ab initio моделювання Кар-Парiнелло,
при якому динамiка iонної пiдсистеми зводилась до псевдодинамiки
електронних хвильових функцiй в межах формалiзму функцiоналу
густини. Це дає можливiсть дослiджувати поляризацiйнi ефекти ви-
кликанi деформацiєю зовнiшнiх електронних оболонок на рiвнi Ab
initio.

У данiй роботi запропоновано статистичний опис гiдродинамi-
чних процесiв в iонних розплавах з врахуванням поляризацiйних
ефектiв, зумовлених деформацiєю зовнiшнiх електронних оболо-
нок iонiв. Вiн реалiзується методом нерiвноважного статистично-
го оператора Зубарєва [48, 49], що дозволяє дослiджувати як силь-
но, так слабо нерiвноважнi процеси. У другому роздiлi для iон-
поляризацiйної моделi iонних розплавiв солей отримано нерiвнова-
жний статистичний оператор та узагальненi рiвняння гiдродинамi-
ки з врахуванням поляризацiйних ефектiв, коли в якостi параметрiв
скороченого опису вибранi нерiвноважнi середнi значення числа iо-
нiв n̂a(r), їх iмпульсу p̂a(r), моменту iмпульсу ŝa(r), повної енергiї
ε̂(r) та густини дипольного моменту iонiв da(r), якi є спостережу-
ваними змiнними i задовольняють вiдповiдним законам збереження.
У третьому роздiлi отримано рiвняння узагальненої молекулярної
гiдродинамiки для iонних розплавiв з врахуванням поляризацiйних
ефектiв у випадку слабо нерiвноважних процесiв.
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2. Гамiльтонiан системи. Нерiвноважний статисти-

чний оператор

Розглянемо iон-поляризацiйну модель iонних розплавiв солей, таку
що класично описує iонну пiдсистему з врахуванням поляризацiйних
ефектiв. Повний гамiльтонiан системи представимо у формi:

H =
∑

a

Na
∑

j=1

(
p2
j

2ma

+
1

2

←→
Jj : wjwj) + Uion, (2.1)

що включає кiнетичну (трансляцiйну, обертову) та потенцiальну ча-
стини повної енергiї, pj – вектор iмпульсу, маса ma, wj – вектор

кутової швидкостi та
←→
Jj – тензор iнерцiї j-го поляризованого iона

(iонного диполя), означений вiдносно центра їх маси. Uion предста-
вимо у виглядi [35]:

Uion =
1

2

∑

a,b

NaNb
∑

i6=j

Φab(|rij |)−
∑

a

Na
∑

j=1

djE
q
j −

1

2

∑

b

Nb
∑

j=1

djE
d
j (2.2)

+
∑

a

Na
∑

j=1

d2
j

2αj

+
∑

a,b

NaNb
∑

i6=j

fab(rij)
ZaZb

r3ij
rijdj ,

де Φab(|rij |) – потенцiал iон-iонної взаємодiї:

Φab(|rij |) =
ZaZbe

2

|rij |
, (2.3)

Za, Zb – валентностi iонiв вiдповiдного сорту, e – заряд електрона,
σa, σb – радiуси iонiв вiдповiдного сорту. dj – дипольний момент iонiв
розплаву з деформованою зовнiшньою електронною оболонкою:

dj = αjEj = αj

∑

b

Nb
∑

i=1

fab(|rij |)
Zbe

|rij |3
rij , (2.4)

αj – поляризованiсть j-го iона в електричному полi:
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Ej = Ed
j +E

q
j , (2.5)

E
q
j =

∑

b

∑

i6=j

Zbe

|rij |3
rij ,

Ed
j =

∑

b

∑

i6=j

(3
(di · rij)

|rij |3
rij −

1

|rij |3
di),

|rij | = |ri − rj | – вiдстань мiж iонами. Дисперсiйнi затухаючi
функцiї fab(|rij |) можуть бути означенi за роботою [53]. Важливо
зазначити, що взаємодiя поляризованих iонiв носить центрально-
несиметричний характер.

Нерiвноважнi стани iон-поляризацiйної моделi iонного розплаву
описуються нерiвноважним статистичним оператором ρ(xN ; t), який
задовольняє рiвнянню Лiувiлля:

∂

∂t
ρ(xN ; t) + iLNρ(xN ; t) = 0, (2.6)

де iLN–оператор Лiувiлля, який вiдповiдає структурi гамiльтонiана
(2.1):

iLN Â =
∑

a

Na
∑

j=1

(
pj

ma

·
∂

∂rj
+ (wjd̂j) :

∂

∂d̂j

) (2.7)

−
∑

a

Na
∑

j=1

(
∂

∂rj
Uion ·

∂

∂pj

+ d̂j ·
∂

∂d̂j

Uion

∂

∂
←→
Jj ·wj

),

– дiя оператора Лiувiлля, d̂j =
dj

|dj|
– одиничний вектор, що описує

просторовi орiєнтацiї iонного диполя.
Для розв’язку рiвняння Лiувiлля (2.6) будемо використовувати

метод нерiвноважного статистичного оператор Д.Зубарєва, у якому
розв’язки шукаються на основi iдей М.Боголюбова про скорочений
опис нерiвноважних процесiв у системi на базi набору спостережува-
них величин 〈P̂n(r)〉

t. У цьому методi розв’язок рiвняння (2.6) може
бути представлений у загальному виглядi з врахуванням проектува-
ння:

ρ(xN ; t) = ρrel(x
N ; t)−

∫ t

−∞

eε(t
′−t)Trel(t

′, t)(1− Prel(t
′)) (2.8)
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iLNρrel(x
N ; t′)dt′,

де

Trel(t
′, t) = exp+{−

∫ t

t′
(1 − Prel(t

′′))iLNdt′′}

– оператор еволюцiї з врахуванням проектування Кавасакi-Гантона
Prel(t). Оператор проектування залежить вiд структури релевантно-
го статистичного оператора ρrel(x

N ; t):

Prel(t)ρ
′ = (ρrel(x

N ; t)−
∑

n

∫

dr
∂ρrel(x

N ; t)

∂〈P̂n(r)〉t
〈P̂n(r)〉

t)Sp(ρ′) (2.9)

+
∑

n

∫

dr
∂ρrel(x

N ; t)

∂〈P̂n(r)〉t
Sp(P̂n(r)ρ

′)

та володiє наступними властивостями

Prel(t)Prel(t) = Prel(t), (1 − Prel(t))Prel(t
′) = 0,

Prel(t)ρ(t) = ρrel(t), Prel(t)ρrel(t
′) = ρrel(t).

Релевантний статистичний оператор ρrel(t) в методi НСО будується з
умови екстремуму iнформацiйної ентропiї при фiксованих значеннях
параметрiв скороченого опису 〈P̂n(r)〉

t i збереженнi умови нормува-
ння Spρrel(xN ; t) = 1. За Гiббсом отримуємо:

ρrel(x
N ; t) = exp{−Φ(t)−

∑

n

∫

drFn(r; t)P̂n(r)}, (2.10)

Φ(t) = ln Sp exp{−
∑

n

∫

drFn(r; t)P̂n(r)}

–функцiонал Мас’є-Планка, Fn(r; t) – множники Лагранжа, якi ви-
значаються iз умов самоузгоджень

〈P̂n(r)〉
t = 〈P̂n(r)〉

t
rel (2.11)

та термодинамiчних спiввiдношень:

δΦ(t)

δFn(r; t)
= 〈P̂n(r)〉

t, (2.12)

δS(t)

δ〈P̂n(r)〉t
= −Fn(r; t),
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де S(t) – ентропiя нерiвноважного стану системи, означена за Гiбб-
сом

S(t) = Φ(t) +
∑

n

Fn(r; t)〈P̂n(r)〉
t. (2.13)

Будемо розглядати гiдродинамiчний стан iонного розплаву, для
опису якого у сформульованiй моделi можуть бути обранi середнi
значення густини числа iонiв n̂a(r), їх iмпульсу p̂a(r), моменту iм-
пульсу ŝa(r), повної енергiї ε̂(r) та густини дипольного моменту
da(r), якi є спостережуваними змiнними i задовольняють вiдповiд-
ним законам збереження. Для такого набору змiнних ρrel(x

N ; t) має
вигляд:

ρrel(x
N ; t) = exp{−Φ(t)−

∫

drβ(r; t){ε̂(r) −
∑

a

va(r; t)p̂a(r) (2.14)

−
∑

a

νa(r; t)n̂a(r) −
∑

a

e(r; t)da(r)−
∑

a

wa(r; t)ŝa(r)}},

у якому множники Лагранжа β(r; t), va(r; t), νa(r; t), e(r; t), wa(r; t)
визначаються iз умов самоузгодження

〈ε̂(r)〉t = 〈ε̂(r)〉trel, (2.15)

〈p̂a(r)〉t = 〈p̂a(r)〉trel,

〈n̂a(r)〉t = 〈n̂a(r)〉trel,

〈d̂a(r)〉t = 〈d̂a(r)〉trel,

〈ŝa(r)〉t = 〈ŝa(r)〉trel

та нерiвноважних термодинамiчних спiввiдношень (2.12), (2.13) i
мають наступний змiст: β(r; t) = 1

kBT (r;t) – обернене значення ло-
кальної температури; va(r; t) – середнє значення гiдродинамiчної
швидкостi iонiв; wa(r; t) – середня обертова швидкiсть поляризо-

ваного iона, νa(r; t) = µa
el(r; t) +

mav
a(r;t)2

2 + 1
2

←→
Ja : wa(r; t)wa(r; t);

µa
el(r; t) = µa(r; t) +Zaeϕ(r; t) – електрохiмiчний потенцiал; µa(r; t) –

хiмiчний потенцiал iонiв; ϕ(r; t) – скалярний потенцiал електричного
поля e(r; t), створюваного iонами та диполями в системi. Дiя опера-
торiв (1− Prel(t)) та iLN на ρrel(t) у (2.8) дає наступний результат:



8 Препринт

(1− Prel(t))iLNρrel(t) = (2.16)

{−

∫

drβ(r; t)Iε(r; t) +
∑

a

∫

drβ(r; t)va(r; t)Iap(r; t)

+
∑

a

∫

drνa(r; t)Ian(r; t) +
∑

a

∫

drβ(r; t)e(r; t)Iad(r; t)

−
∑

a

∫

drβ(r; t)wa(r; t′)Ias (r; t)}ρrel(t),

де

Iε(r; t) = (1− P (t))iLN ε̂(r), (2.17)

Iap(r; t) = (1− P (t))iLN p̂a(r),

Ian(r; t) = (1 − P (t))iLN n̂a(r),

Iad(r; t) = (1− P (t))iLN d̂a(r),

Ias (r; t) = (1 − P (t))iLN ŝa(r),

–узагальненi потоки, де Ian(r; t) = 0. P (t) – узагальнений проекцiйний
оператор Морi, який у даному випадку має наступну структуру:

P (t)Â = 〈Â〉trel +

∫

dr{
δ〈Â〉trel
δ〈ε̂(r)〉t

(ε̂(r) − 〈ε̂(r)〉t) (2.18)

+
∑

a

δ〈Â〉trel
δ〈p̂a(r)〉t

(p̂a(r) − 〈p̂a(r)〉t) +
∑

a

δ〈Â〉trel
δ〈n̂a(r)〉t

(n̂a(r)− 〈n̂a(r)〉t)

+
∑

a

δ〈Â〉trel
δ〈d̂a(r)〉t

(d̂a(r) − 〈d̂a(r)〉t) +
∑

a

δ〈Â〉trel
δ〈ŝa(r)〉t

(ŝa(r)− 〈ŝa(r)〉t)

з властивостями P (t)(1−P (t)) = 0, P (t)p̂n(r) = p̂n(r). З врахуванням
(2.16), нерiвноважний статистичний оператор iон-поляризацiйної мо-
делi iонного розплаву буде мати вигляд:

ρ(t) = ρrel(t) +

∫ t

−∞

eε(t−t′)Trel(t, t
′)

∫

dr{β(r, t′)× (2.19)

∫ 1

0

dτρτrel(t
′)Iε(r; t

′)ρ−τ
rel(t

′)−
∑

a

β(r; t′)va(r; t′)Iap(r; t
′)

−
∑

a

β(r; t′)e(r; t′)Iad(r; t
′)−

∑

a

β(r; t′)wa(r; t′)Ias (r; t
′)}ρrel(t

′)dt′,
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у якому дисипативнi процеси описуються узагальненими потоками
густини енергiї Iε(r; t), густини iмпульсу Iap(r; t), густини оберталь-
ного моменту iмпульсу Ias(r; t) та дипольного моменту iонiв Iad(r; t).
За допомогою нерiвноважного статистичного оператора для параме-
трiв скороченого опису 〈P̃ (r)〉t = {〈n̂a(r)〉t, 〈p̂a(r)〉t, 〈ŝa(r)〉t, 〈d̂a(r)〉t,
〈ε̂(r)〉t} можна отримати узагальненi рiвняння гiдродинамiки для
iон-поляризацiйної моделi iонного розплаву, якi представимо у ма-
тричному виглядi:

d

dt
〈P̃ (r)〉t = 〈 ˙̃P (r)〉trel (2.20)

+

∫

dr′
∫ t

−∞

eε(t−t′)ϕ̃II(r, r
′; t, t′)F̃ (r′; t′)dt′,

де P̃ (r)– вектор-стовпчик, ˙̃
P (r) = iLN P̃ (r), F̃ (r′; t′)

= {-β(r′; t′)νa(r′; t′), -β(r′; t′)va(r′; t′), -β(r′; t′)wa(r′; t′), -
β(r′; t′)e(r′; t′), β(r′; t′)} – вектор-стовпчик нерiвноважних тер-
модинамiчних параметрiв, ϕ̃II(r, r

′; t, t′) – матриця узагальнених
ядер переносу (функцiй пам’ятi):

ϕ̃II(r, r
′; t, t′) = 〈Ĩ(r; t)Trel(t, t

′)Ĩ(+)(r′; t′)〉t
′

rel (2.21)

=













0 0 0 0 0
0 ϕ̃pp ϕ̃ps ϕ̃pd ϕ̃pε

0 ϕ̃sp ϕ̃ss ϕ̃sd ϕ̃sε

0 ϕ̃dp ϕ̃ds ϕ̃dd ϕ̃dε

0 ϕ̃εp ϕ̃εs ϕ̃εd ϕ̃εε













(r,r′;t,t′)

,

де

ϕ̃pp(r, r
′; t, t′) =

[

ϕ++
pp ϕ+−

pp

ϕ−+
pp ϕ−−

pp

]

(r,r′;t,t′)

, (2.22)

ϕab
pp(r, r

′; t, t′) = 〈Iap (r; t)Trel(t, t
′)Ibp(r

′; t′)〉t
′

rel (2.23)

–узагальненi ядра переносу, якi описують в’язкi iоннi процеси, при-
чому ϕ++

pp , ϕ−−
pp визначають узагальненi коефiцiєнти в’язкостi, зумов-

леної трансляцiйними рухами позитивно та негативно заряджених
поляризованих iонiв, a, b = {+,−}.

ϕ̃ss(r, r
′; t, t′) =

[

ϕ++
ss ϕ+−

ss

ϕ−+
ss ϕ−−

ss

]

(r,r′;t,t′)

, (2.24)
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ϕab
ss(r, r

′; t, t′) = 〈Ias (r; t)Trel(t, t
′)Ibs(r

′; t′)〉t
′

rel (2.25)

– узагальненi ядра переносу, якi описують в’язкi iоннi процеси, зу-
мовленi обертовими рухами поляризованих iонiв, ϕ++

ss , ϕ−−
ss визна-

чають узагальненi коефiцiєнти обертової в’язкостi позитивно i нега-
тивно заряджених поляризованих iонiв.

ϕ̃dd(r, r
′; t, t′) =

[

ϕ++
dd ϕ+−

dd

ϕ−+
dd ϕ−−

dd

]

(r,r′;t,t′)

, (2.26)

ϕab
dd(r, r

′; t, t′) = 〈Iad (r; t)Trel(t, t
′)Ibd(r

′; t′)〉t
′

rel (2.27)

– узагальненi ядра переносу, якi описують процеси переносу диполь-
них моментiв поляризованих iонiв вiдповiдних сортiв, причому

Iad (r; t) = (1− P (t))iLNda(r) = (1 − P (t))(−
1

ma

∂

∂r
Πa

d(r)), (2.28)

де

Πa
d(r) =

Na
∑

j=1

djpjδ(r− rj). (2.29)

ϕ̃εε(r, r
′; t, t′) =

[

ϕεε 0
0 0

]

(r,r′;t,t′)

, (2.30)

де

ϕεε(r, r
′; t, t′) = 〈Iε(r; t)Trel(t, t

′)Iε(r
′; t′)〉t

′

rel (2.31)

– узагальнене ядро переносу повної енергiї, що визначає уза-
гальнений коефiцiєнт теплопровiдностi iонного розплаву в iон-
поляризацiйнiй моделi. Елементи матриць ϕ̃ρp, ϕ̃ρd, ϕ̃ρε, ϕ̃pd, ϕ̃pε,
ϕ̃dε в субматрицi (2.21) описують перехреснi дисипативнi кореляцiї
мiж потоками iмпульсу, потоками дипольних моментiв i потоку пов-
ної енергiї системи. Отриманi нерiвноважний статистичний оператор
(2.19) та узагальненi рiвняння гiдродинамiки (2.20) можуть опису-
вати як сильно, так i слабо нерiвноважнi процеси в iонних розпла-
вах з врахуванням поляризацiйних процесiв. За своєю структурою
узагальненi рiвняння гiдродинамiки (2.20) є незамкнутими. У них
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враховуються в’язкi, тепловi та поляризацiйнi процеси. Для слабо
нерiвноважних процесiв, коли термодинамiчнi параметри F̃ (r; t) та
параметри скороченого опису 〈P̃ (r)〉t повiльно змiнюються в просто-
рi та часi, а їх значення мало вiдрiзняються вiд рiвноважних зна-
чень F̃0(r) та 〈P̃ (r)〉 вiдповiдно, система рiвнянь гiдродинамiки сут-
тєво спрощується i стає замкнутою. У наступному роздiлi в рамках
iон-поляризацiйної моделi розглянемо слабо нерiвноважнi процеси в
iонних розплавах.

3. Рiвняння узагальненої молекулярної гiдродина-

мiки для iонних розплавiв з врахуванням поля-

ризацiйних ефектiв

У випадку коли термодинамiчнi параметри F̃ (r; t) мало вiдрiзня-
ються вiд їх рiвноважних значень F̃ (r; 0), релевантний статисти-
чний оператор (2.14) можна розкласти за вiдхиленнями δF̃ (r; t) =
F̃ (r; t)− F̃ (r; 0), обмежившись лiнiйним наближенням. Тодi, виклю-
чивши F̃ (r; t) iз релевантного статистичного оператора за допомо-
гою умов самоузгодження (2.15) для ρrel(t) у лiнiйному наближеннi
отримаємо:

ρ0rel(t) = ρ0(1 +
∑

k

δP̃ (k; t)Φ̃−1(k)P̃ (k)), (3.1)

де ρ0 – рiвноважний статистичний оператор iонного розплаву у рiв-
новажному станi, δP̃ (k; t) = 〈P̃ (k; t)〉t − 〈P̃ (k; 0)〉0, P̃ (k) – вектор-
стовпчик, елементами якого є фур’є-компоненти основного набору
параметрiв скороченого опису {P̃ (k) =

∫

eikrP̃ (r)dr} = {n̂a(k), p̂a(k),
ŝa(k),d̂a(k), ε̂(k)}. Φ̃−1(k) – субматриця обернена до субматрицi Φ̃(k)
рiвноважних кореляцiйних функцiй:

Φ̃(k) =













Φ̃nn 0 0 Φ̃nd Φ̃nε

0 Φ̃pp 0 0 0

0 0 Φ̃ss 0 0

Φ̃dn 0 0 Φ̃dd Φ̃dε

Φ̃εn 0 0 Φ̃εd Φ̃εε













(k)

, (3.2)

де

Φ̃nn(k) =

[

Φ++
nn (k) Φ+−

nn (k)
Φ−+

nn (k) Φ−−
nn (k)

]

, (3.3)
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–матриця статичних структурних факторiв iонної пiдсистеми:
Φab

nn(k) = 〈n̂a(k)n̂b(−k)〉0 = Sab(k), 〈...〉0 =
∫

dΓN ...ρ0,

Φ̃pp(k) =

[

Φ++
pp (k) 0
0 Φ−−

pp (k)

]

, (3.4)

Φaa
pp(k) = 〈p̂

a(k) · p̂a(−k)〉0

Φ̃ss(k) =

[

Φ++
ss (k) 0
0 Φ−−

ss (k)

]

, (3.5)

Φaa
ss (k) = 〈ŝ

a(k) · ŝa(−k)〉0

Φ̃dd(k) =

[

Φ++
dd (k) Φ+−

dd (k)
Φ−+

dd (k) Φ−−
dd (k)

]

, (3.6)

Φab
dd(k) = 〈d̂

a(k) · d̂b(−k)〉0 – рiвноважнi кореляцiйнi функцiї фур’є-
компоненти густини дипольних моментiв поляризованих iонiв сортiв
a та b.

Φ̃εε(k) =

[

Φεε(k) 0
0 0

]

, (3.7)

Φεε(k) = 〈ε̂(k)ε̂(−k)〉0 (3.8)

– рiвноважна кореляцiйна функцiя типу Кубо для фур’є-компоненти
густини повної енергiї iонного розплаву. Iншi елементи матриць у
(3.2) описують статичнi кореляцiї мiж змiнними n̂a(k), p̂a(k), ŝa(k),
d̂a(k), ε̂(k).

У наближеннi (3.1) нерiвноважний статистичний оператор має
наступну структуру:

ρ(t) = ρ0rel(t)−
∑

k

∫ t

−∞

eε(t−t′)T 0
rel(t, t

′) (3.9)

×{I0ε (k)(Φ̃
−1(k))εεδε(k; t

′) +
∑

ab

(Iap (k)(Φ̃
−1(k))abppδp

b(k; t′)

+Iad (k)(Φ̃
−1(k))abddδd

b(k; t′)) +
∑

ab

Ias (k)(Φ̃
−1(k))abssδs

b(k; t′)}ρ0dt
′,

де

Iad (k) = (1− P0)iLN d̂a(k), (3.10)

Iap (k) = (1− P0)iLN p̂a(k),

Ias (k) = (1− P0)iLN ŝa(k),

Iε(k) = (1− P0)iLN ε̂(k)
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– узагальненi потоки у випадку слабо нерiвноважних процесiв, P0 –
проекцiйний оператор Морi зi структурою

P0Â = 〈Â〉0 +
∑

k

〈Â · P̃ (+)(−k)〉0Φ̃
−1(k)P̃ (k) (3.11)

та властивостями P0(1−P0) = 0, P0P̃ (k) = P̃ (k). Рiвняння узагальне-
ної гiдродинамiки для iонного розплаву на основi iон-поляризацiйної
моделi у наближеннi (3.9) матимуть замкнуту форму i можуть бути
представленi у матричному записi:

d

dt
〈P̃ (k)〉t − iΩ̃(k)〈P̃ (k)〉t +

∫ t

−∞

eε(t−t′)ϕ̃(k; t, t′)〈P̃ (k)〉t
′

dt′ = 0,(3.12)

де

iΩ̃(k) = 〈iLN P̃ (k) · P̃ (+)(−k)〉0Φ̃
−1(k) (3.13)

– частотна матриця з елементами

iΩ̃(k) =













0 iΩ̃np iΩ̃ns 0 0

iΩ̃pn 0 0 iΩ̃pd iΩ̃pε

iΩ̃sn 0 0 iΩ̃sd iΩ̃sε

0 iΩ̃dp iΩ̃ds 0 0

0 iΩ̃εp iΩ̃εs 0 0













(k)

, (3.14)

якими є нормованi статичнi кореляцiйнi функцiї.

ϕ̃(k; t, t′) = 〈Ĩ(k)T0(t, t
′)Ĩ(+)(−k)〉0Φ̃

−1(k) (3.15)

=













0 0 0 0 0
0 ϕ̃pp ϕ̃ps ϕ̃pd ϕ̃pε

0 ϕ̃sp ϕ̃ss ϕ̃sd ϕ̃sε

0 ϕ̃dp ϕ̃ds ϕ̃dd ϕ̃dε

0 ϕ̃εp ϕ̃εs ϕ̃εd ϕ̃εε













(k;t,t′)

– субматриця ядер переносу (функцiй пам’ятi), якi описують сла-
бо нерiвноважнi процеси переносу в iонному розплавi на основi iон-
поляризацiйної моделi, включаючи поляризацiйнi, в’язкi та тепловi
процеси. В методi нерiвноважного статистичного оператора [18] мо-
жна показати, що часовi кореляцiйнi функцiї основного набору па-
раметрiв скороченого опису:

Φ̃(k; t) = 〈P̃ (k; t) · P̃ (+)(−k; 0)〉0 (3.16)
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також задовольняють рiвнянню (3.12):

d

dt
Φ̃(k; t) − iΩ̃(k)Φ̃(k; t) +

∫ t

−∞

eε(t−t′)ϕ̃(k; t, t′)Φ̃(k; t′)dt′ = 0, (3.17)

яке враховує ефекти пам’ятi. У марковському наближеннi, у якому
не враховуються цi ефекти система рiвнянь (3.17) спрощується i в
границi k → 0, ω → 0 без врахування перехресних дисипативних
кореляцiй та обертових ступенiв вiльностi для iонних диполiв може
бути представлена наступним чином:

d

dt
Φ̃(k; t) + T̃ (k)Φ̃(k; t) = 0, (3.18)

де

T̃ (k) = −iΩ̃(k) + ϕ̃(k), (3.19)

iΩ̃(k) = ik









0 Λ̃np 0 0

Λ̃pn 0 Λ̃pd Λ̃pε

0 Λ̃dp 0 0

0 Λ̃εp 0 0









, (3.20)

ϕ̃(k) = k2









0 0 0 0
0 η̃ 0 0

0 0 D̃dd 0

0 0 0 λ̃









, (3.21)

у яких в Λ̃pn, Λ̃pd, Λ̃pε, η̃, D̃dd, λ̃ враховуються тiльки дiагональ-
нi елементи, зокрема η̃, λ̃ мiстять коефiцiєнти в’язкостi та тепло-
провiдностi кожної компоненти η++, η−−, λ++, λ−−. Iз структури
матриць (3.20), (3.21) можна зробити деякi висновки щодо спектру
колективних збуджень. Очевидно, що крiм в’язких та теплової мод
буде проявлятися ще поляризацiйна мода. Питання дослiджень ко-
лективних збуджень в iон-поляризацiйнiй моделi iонних розплавiв з
врахуванням поляризацiйних та обертових ступенiв вiльностi потре-
бує окремого розгляду на прикладi конкретної системи.

Заключення Нами запропоновано статистичний опис гiдроди-
намiчних процесiв в iонних розплавах з врахуванням поляризацiйних
ефектiв, зумовлених деформацiєю зовнiшнiх електронних оболонок
iонiв. Це реалiзовано методом нерiвноважного статистичного опера-
тора Зубарєва [48,49], що дозволяє дослiджувати як сильно, так сла-
бо нерiвноважнi процеси. В результатi для iон-поляризацiйної моделi
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iонних розплавiв солей отримано нерiвноважний статистичний опе-
ратор та узагальненi рiвняння гiдродинамiки з врахуванням поляри-
зацiйних ефектiв, коли в якостi параметрiв скороченого опису вибра-
нi нерiвноважнi середнi значення числа iонiв n̂a(r), їх iмпульсу p̂a(r),
моменту iмпульсу ŝa(r), повної енергiї ε̂(r) та густини дипольного мо-
менту iонiв da(r), якi є спостережуваними змiнними i задовольняють
вiдповiдним законам збереження. У випадку слабо нерiвноважних
процесiв отримано рiвняння узагальненої молекулярної гiдродина-
мiки для iонних розплавiв з врахуванням поляризацiйних ефектiв.
У такому пiдходi представляють значний iнтерес дослiдження проце-
сiв переносу у багатокомпонентних розплавах LiF,BeF2, ThF4, UF4

у випадку ядерних реакторiв на уран-торiєвому циклi [40] та розпла-
вiв NaF , BeF2, LiF , ZrF4, Li2BeF4 для уранового та плутонiєвого
ядерних палив [43].
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