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1. Вступ

Наприкiнцi шiстдесятих рокiв минулого столiття центр ваги теорети-
чних та експериментальних дослiджень сегнетоактивних сполук змi-
стився до проблеми динамiчних явищ (див. [1–4]). В областi низьких
частот велика увага придiлялась дослiдженням дисперсiї дiелектри-
чної проникностi сегнетоактивних сполук, яка дає важливу iнфор-
мацiю про механiзми фазових переходiв та особливостi їх низькоча-
стотної динамiки.

При iнтерпретацiї результатiв експериментального дослiдження
дисперсiї дiелектричної проникностi в сегнетоактивних сполуках ти-
пу лад-безлад, в тому числi i сiм’ї KH2PO4, використовувались в
основному феноменологiчнi моделi (див. [1–4]). В багатьох випадках
були виявленi протирiччя мiж феноменологiчною теорiєю та екс-
периментом, особливо для тих сегнетоактивних матерiалiв, у яких
спостерiгались нелiнiйностi в температурнiй залежностi їх динамi-
чних характеристик. Окрiм того, феноменологiчнi теорiї не дають
можливостi вияснити мiкроскопiчну природу дисперсiї проникностi
та адекватно описати вплив рiзноманiтних факторiв на характер її
температурної i частотної залежностей.

У зв’язку з цим важливими були дослiдження динамiчних ха-
рактеристик сегнетоактивних сполук на основi методу рiвнянь Бло-
ха [5]. В роботах [6–9] за допомогою цього методу вивчались динамi-
чнi властивостi сегнетоелектрикiв типу лад-безлад, у тому числi i з
водневими зв’язками типу KH2PO4, на основi простих моделей цих
кристалiв. Було отримано задовiльний опис динамiчних характери-
стик KH2PO4 в парафазi. Пiзнiше [10, 11] була врахована реальна
структура сегнетоактивних сполук сiм’ї KH2PO4 i протон-граткова
взаємодiя; в рамках методу рiвнянь Блоха було розраховано часи
релаксацiї та поздовжнi i поперечнi компоненти тензора динамiчної
дiелектричної проникностi сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 i анти-
сегнетоелектрикiв типу NH4H2PO4.

Недавно [12] на основi модифiкованої моделi протонного впоряд-
кування з врахуванням тунелювання протонiв на водневих зв’язках
та лiнiйних за деформацiями ε6, ε4 i ε5 внескiв в енергiю протонної
системи в наближеннi молекулярного поля розраховано термодина-
мiчнi, дiелектричнi, п’єзоелектричнi, пружнi, а в рамках методу Бло-
ха i динамiчнi характеристики сегнетоелектрикiв типу KH2PO4.

Слiд вiдзначити, що метод Блоха дає змогу врахувати ефекти
тунелювання, але грунтується на наближеннi середнього поля, не-
адекватному для цих кристалiв. В той же час запропонована в [12]



2 Препринт

теорiя дозволяє досягнути доброї згоди теорiї з експериментом для
фiзичних характеристик KH2PO4 i RbH2PO4, однак лише в парафа-
зi.

Бiльшiсть робiт з теорiї релаксацiйних явищ у кристалах сiм’ї
KH2PO4 грунтується на стохастичнiй моделi Глаубера [13]. Вперше
цей метод застосовано авторами роботи [2], в якiй в НЧК з врахува-
нням короткосяжних кореляцiй дейтронiв бiля тетраедрiв PO4 (але
без далекодiї) знайдено часи релаксацiї та поздовжню динамiчну дi-
електричну проникнiсть цих сполук у випадку парафази. Отриманi
в цiй роботi результати з експериментом не порiвнювались.

Пiзнiше авторами робiт [3,14–18] було запропоновано єдиний пiд-
хiд для опису спостережуваних на експериментi термодинамiчних
i динамiчних характеристик сегнетоактивних сполук сiм’ї KH2PO4.
Ними була запропонована бiльш послiдовна динамiчна модель дей-
терованих кристалiв цього типу, яка грунтується на стохастичнiй
моделi Глаубера. В рамках цiєї моделi в НЧК з врахуванням ко-
роткосяжних конфiгурацiйних взаємодiй мiж дейтронами поблизу
тетраедрiв PO4 та ефективних далекосяжних взаємодiй мiж ними
були розрахованi i дослiдженi часи релаксацiї, поздовжня i попере-
чна компоненти тензора статичної i комплексної дiелектричної про-
никностей цих сполук. Крiм того, в НЧК для них було отримано
i дослiджено вiльну енергiю, теплоємнiсть, рiвняння для темпера-
тур фазових переходiв та параметрiв порядку. Було показано, що
при належному виборi параметрiв теорiї навiть без врахування ту-
нелювання має мiсце задовiльний кiлькiсний опис експерименталь-
них даних для регулярних i частково дейтерованих сегнетоактивних
сполук сiм’ї KH2PO4.

Слiд, однак, вiдзначити, що метод Глаубера має ряд недолiкiв.
Перш за все – це неочевиднiсть i неоднозначнiсть основного рiвня-
ння теорiї, в якому еволюцiя системи, яка дослiджується, описує-
ться набором введених феноменологiчних ймовiрностей переорiєн-
тацiї псевдоспiнiв, а не з допомогою квантово-механiчних рiвнянь
руху. При цьому втрачається можливiсть отримання явних вира-
зiв для кiнетичних параметрiв та середнiх значень недiагональних
операторiв. Для дослiдження релаксацiйних явищ в сегнетоактив-
них та магнiтних матерiалах одним з найбiльш ефективних методiв
є метод кiнетичних рiвнянь [19–32]. При цьому, в даному напрям-
ку є цiлий ряд ефективних пiдходiв для вивчення динамiчних явищ.
Вiдзначимо, що для опису релаксацiйних процесiв в рiзноманiтних
матерiалах широке використання мають методи загальної теорiї не-
оборотнiх процесiв, розвиненої Д.М. Зубарєвим [29]. Метод нерiвно-
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важного статистичного оператора (НСО), дозволяє при наявностi в
дослiджуванiй системi малого параметра отримати узагальненi кiне-
тичнi рiвняння [27,28,30–32]. Слiд вiдзначити, що цей метод в робо-
тах [30–32] вже використовувався для дослiдження поведiнки сильно
нерiвноважного iзiнгiвського магнетика, який знаходився в контактi
з термостатом i при наявностi сильного зовнiшнього змiнного поля.
В роботi [33] цей метод було використано для опису динамiчних ха-
рактеристик квазiодномiрних сегнетоелектрикiв з водневими зв’яз-
ками.

Cегнетоелектрики типу KH2PO4 у парафазi кристалiзуються в
класi 4̄ ·m тетрагональної сингонiї (просторова група I 4̄2d з нецен-
тросиметричною точковою групою D2d) i тому вони володiють п’є-
зоелектричними властивостями. При прикладаннi вiдповiдних еле-
ктричних полiв i зсувних напруг певної симетрiї є можливiсть ви-
вчати роль п’єзоелектричних взаємодiй у фазовому переходi та їх
вплив на фiзичнi характеристики цих кристалiв.

Фундаментальнi результати для деформованих сегнетоактивних
сполук типу KH2PO4 були отриманi в роботах [34–48]. В цих робо-
тах вперше було модифiковано модель протонного впорядкування
для сегнетоелектрикiв типу KD2PO4 та антисегнетоелектрикiв ти-
пу ND4D2PO4 шляхом врахування лiнiйного за деформацiєю ε6, ε4 i
ε5 внескiв в енергiю протонної системи. Було грунтовно дослiджено
особливостi фазових переходiв в цих кристалах на основi модифiко-
ваних моделей та розрахованi їх поздовжнi i поперечнi дiелектричнi,
п’єзоелектричнi i пружнi характеристики. При належному виборi па-
раметрiв теорiї було отримано добрий кiлькiсний опис наявних для
сегнетоактивних сполук сiм’ї KH2PO4 експериментальних даних.

В рамках модифiкованих протонних моделей для цих кристалiв
на основi методу Глаубера з врахуванням динамiки п’єзоелектричної
деформацiї вивчено динамiчний дiелектричний вiдгук. Явно описано
явище п’єзоелектричного резонансу i НВЧ дисперсiї.

В данiй роботi для опису динамiчних властивостей сегнетоактив-
них сполук сiм’ї KH2PO4 на основi їх модифiкованих моделей, слi-
дуючи [33], використано метод НСО Д.М. Зубарєва. В рамках цього
методу отримано замкненi системи рiвнянь для залежних вiд часу
функцiй розподiлу для кристалiв KD2PO4 i ND4D2PO4 при наявно-
стi електричних полiв E3 i E1.
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2. Системи рiвнянь для залежних вiд часу фун-

кцiй розподiлу дейтронiв кристалу KD2PO4 при

прикладаннi зовнiшнього поля E3

Динамiчнi властивостi сегнетоелектрикiв типу KD2PO4 будемо роз-
глядати, використовуючи метод нерiвноважного статистичного опе-
ратора (HCO), який розвинутий Зубарєвим у роботi [29]. Цей метод
використовувався в [30–32] для дослiдження поведiнки сильно нерiв-
новажного iзингiвського магнетика, який знаходиться в контактi з
термостатом i на нього дiє зовнiшнє електричне поле.

Кiнетичне рiвняння, що визначає динамiку псевдоспiнових опе-
раторiв, має такий вигляд [30–32]:

d

dt
〈P̂m〉 = −

∑

qf

∑

µα

{

Q−
qfµα(P̂m) + th

βΩα
µ

2
Q+

qfµα(P̂m)

}

Kα
µ , (2.1)

де використанi такi позначення:

Q∓
qfµα(P̂m) = 〈[P̂mS

−α
qf (Ωα

µ)], S
α
qf (Ω

α
µ)]

∓〉q, (2.2)

Kα
µ =

∞
∫

0

dte−εt cos
(

Ωα
µt
)

Re[〈ū−α(t)ūα〉q],

а ū−α(t), ūα – оператори, що залежать вiд змiнних гратки термоста-
та, Ωα

µ – власнi значення чотиричастинкового гамiльтонiана [38]
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∑
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∑
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+
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+
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+
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+
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2

σq3
2

+
σq2
2

σq4
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)

+Φ
σq1
2
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2

σq3
2

σq4
2
,

де

z6 = β(−∆c + 2νcη
(1)(6)− 2ψ6ε6 + µ3E3), (β =

1

kBT
).

i одночастинкових гамiльтонiанiв

Ĥ
(1)
qf = −

z̄6
β

σqf
2
, (2.4)
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де використанi такi позначення:

z6 = β
[

−∆c + 2νη(1)(6)− 2ψ6ε6 + µ3E3

)

,

z̄6 = −β∆c + z6,

а σqf = 2Sz
qf – оператор z-компоненти псевдоспiна дейтрона, який

знаходиться в q-iй комiрцi на f -му зв’язку.
Для розрахунку виразу (2.2) визначимо закон еволюцiї псевдо-

спiнових операторi σα
qf (t):

σα
qf (t) =

[

iĤ
(4)
q6 t

]

σα
qf

[

−iĤ
(4)
q6 t

]

=

= σα
qf + it

[

Ĥ
(4)
q6 , σ

α
qf

]

+
1

2!
(it)2

[

Ĥ
(4)
q6 , [Ĥ

(4)
q6 , σ

α
qf ]

]

+ . . . (2.5)

Використовуючи перестановочнi спiввiдношення спiнових опера-
торiв, розраховуємо комутатори, що входять у (2.5). В результатi
закон еволюцiї псевдоспiнових операторiв можна записати у такому
виглядi:

σα
qf (t) = σα

qf exp(−iαtΩ̄
z
f ), (α = 0,±1), (2.6)
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σq2
2

σq3
2

σq4
2

−

−ε6(δs6+2δ16)
(σq1

2

σq2
2

+
σq2
2

σq3
2

+
σq1
2

σq3
2

)

+ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

−
z6
β

]

.

Аналогiчно отримуємо закон еволюцiї псевдоспiнових операторiв
в одночастинковому наближеннi:

σα
qf (t) = σα

qf exp(−iαtΩ̄
z), (2.8)
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де Ω̄z = − z̄
β
.

Враховуючи, що псевдоспiновi оператори σqf набувають значення
±1, власнi частоти гамiльтонiана (2.3) набувають вигляду:

Ωz
1

2

= ±w + (δs6 + δ16)ε6 +
z6
β
, Ωz

3

4

= ±(w − w1)− δ16ε6 +
z6
β
,

Ωz
5

6

= ±(ε− w) − (δa6 + δ16)ε6 +
z6
β
, (2.9)

Ωz
7

8

= ±(ε− w) + (δa6 − δ16)ε6 +
z6
β
.

Тут враховано, що

Vs = −
1

2
w1, Us = −ε+

1

2
w1, Φs = 4ε− 8w + 2w1,

де ε = εa − εs, w = ε1 − εs, w1 = ε0 − εs, а εs, εa, ε1, ε0 – енер-
гiї дейтронних конфiгурацiй поблизу тетраедра PO4 при вiдсутностi
деформацiї ε6.

Перейдемо в (2.6) до частотного представлення

σα
qf (t) = σα

qf e
−itαΩ̄z

f =

8
∑

µ=1

σα
qf (Ω

z
µ)e

−itαΩz
µ =

= σα
qf

8
∑

µ=1

Rqf (Ω
z
µ)e

−itαΩz
µ , (2.10)

де використано такi позначення:

Rq1(Ω
z
1

2

)=
1

8
(1±σq2±σq3±σq4+σq2σq3+σq2σq4+σq3σq4±σq2σq3σq4),

Rq1(Ω
z
3

4

)=
1

8
(1∓σq2±σq3∓σq4−σq2σq3+σq2σq4−σq3σq4±σq2σq3σq4),

Rq1(Ω
z
5

6

)=
1

8
(1+σq2∓σq3−σq4+σq2σq3+σq2σq4+σq3σq4±σq2σq3σq4),

Rq1(Ω
z
7

8

)=
1

8
(1−σq2∓σq3 + σq4±σq2σq3−σq2σq4∓σq3σq4±σq2σq3σq4),

Rq2(Ω
z
1

2

)=
1

8
(1±σq1±σq3±σq4+σq1σq3+σq1σq4+σq3σq4±σq1σq3σq4),

Rq2(Ω
z
3

4

)=
1

8
(1∓σq1∓σq3±σq4+σq1σq3−σq1σq4−σq3σq4±σq1σq3σq4),

Rq2(Ω
z
5

6

)=
1

8
(1−σq1+σq3∓σq4−σq1σq3±σq1σq4∓σq3σq4±σq1σq3σq4),
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Rq2(Ω
z
7

8

)=
1

8
(1+σq1−σq3∓σq4−σq1σq3∓σq1σq4±σq3σq4±σq1σq3σq4),

Rq3(Ω
z
1

2

)=
1

8
(1±σq1±σq2±σq4+σq1σq2+σq1σq4+σq2σq4±σq1σq2σq4),

Rq3(Ω
z
3

4

)=
1

8
(1±σq1∓σq2∓σq4−σq1σq2−σq1σq4+σq2σq4±σq1σq2σq4),

Rq3(Ω
z
5

6

)=
1

8
(1∓σq1+σq2−σq4∓σq1σq2±σq1σq4−σq2σq4±σq1σq2σq4),

Rq3(Ω
z
7

8

)=
1

8
(1∓σq1−σq2+σq4±σq1σq2∓σq1σq4−σq2σq4±σq1σq2σq4),

Rq4(Ω
z
1

2

)=
1

8
(1±σq1±σq2±σq3+σq1σq2+σq2σq3+σq1σq3±σq1σq2σq3),

Rq4(Ω
z
3

4

)=
1

8
(1∓σq1±σq2∓σq3−σq1σq2−σq2σq3−σq1σq3±σq1σq2σq3),

Rq4(Ω
z
5

6

)=
1

8
(1+σq1∓σq2−σq3∓σq1σq2±σq2σq3−σq1σq3±σq1σq2σq3),

Rq4(Ω
z
7

8

)=
1

8
(1−σq1∓σq2+σq3±σq1σq2∓σq2σq3−σq1σq3±σq1σq2σq3).

(2.11)

Вибiр операторiв скороченого опису P̂m, що входять в кiнетичне
рiвняння, визначається властивостями фiзичної системи, що дослi-
джується, i видом її гамiльтонiана. Беручи до уваги (2.3), оператори
P̂m мають такий вигляд:

P̂q{f} =
∏

f{1...4}

σqf . (2.12)

Для функцiй розподiлу дейтронiв кристалу KD2PO4 при наявно-
стi поля E3 властива наступна симетрiя:

η(1)z = 〈σq1〉 = 〈σq2〉 = 〈σq3〉 = 〈σq4〉 =

=
1

D6

[

sh(2z6 + βδs6ε6) + 2b sh(z6 − βδ16ε6)
]

,

η(3)z = 〈σq1σq2σq3〉 = 〈σq1σq3σq4〉 = 〈σq1σq2σq4〉 = 〈σq2σq3σq4〉 =

=
1

D6

[

sh(2z6 + βδs6ε6)− 2b sh(z6 − βδ16ε6)
]

, (2.13)

η
(2)z
1 = 〈σq2σq3〉 = 〈σq1σq4〉 =

1

D6

[

ch(2z6 + βδs6ε6)− aa6 +
a

a6
− d

]

,

η
(2)z
2 = 〈σq1σq2〉 = 〈σq3σq4〉 =

1

D6

[

ch(2z6 + βδs6ε6) + aa6 −
a

a6
− d

]

,

η
(2)z
3 = 〈σq1σq3〉 = 〈σq2σq4〉 =

1

D6

[

ch(2z6 + βδs6ε6)− aa6 −
a

a6
+ d

]

,
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η(4)z = 〈σq1σq2σq3σq4〉.

Здiйснивши розрахунок виразiв Q∓
qfµα(P̂m), представимо кiнети-

чне рiвняння (2.1) в наступному виглядi:

d

dt
〈

∏

f{1...4}

σqf 〉 = −2
8

∑

µ=1







〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

Rqf

(

Ωz
µ

)

〉q−

−Zµ〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

σqfRqf

(

Ωz
µ

)

〉q







Kµ, (2.14)

де використано такi позначення:

Zµ = th
β

2
Ωz

µ, (2.15)

Kµ = K+1
µ +K−1

µ =

∞
∫

0

dte−εt cos
(

Ωz
µt
)

Re
[

〈ū−(t)ū+〉q + 〈ū+(t)ū−〉q
]

.

(2.16)
Як приклади, запишемо кiнетичнi рiвняння для унарної, парної

i тетрарної функцiй розподiлу:

d

dt
〈σq1〉 = −2

8
∑

µ=1

[

〈σq1Rq1(Ω
z
µ)〉 − Zµ〈Rq1(Ω

z
µ)〉

]

kµ,

d

dt
〈σq1σq2〉 = −2

8
∑

µ=1

[

〈σq1σq2
[

Rq1(Ω
z
µ) +Rq2(Ω

z
µ)
]

〉 −

−Zµ〈σq1Rq2(Ω
z
µ)+σq2Rq1(Ω

z
µ)〉

]

kµ,

d

dt
〈σq2σq3σq4〉 = −2

8
∑

µ=1

[

〈σq2σq3σq4
[

Rq2(Ω
z
µ) +Rq3(Ω

z
µ) +Rq4(Ω

z
µ)
]

−

−Zµ〈σq3σq4Rq2(Ω
z
µ) + σq2σq4Rq3(Ω

z
µ) + σq2σq3Rq4(Ω

z
µ)〉

]

Kµ.

Враховуючи симетрiї функцiй розподiлу (2.13), використовуючи
кiнетичне рiвняння (2.14) з врахуванням (2.11), отримуємо наступну
замкнену систему рiвнянь для унарної, парних, потрiйної i четвiрної
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функцiй розподiлу:

d

dt



















η(1)z

η(3)z

η
(2)z
1

η
(2)z
2

η
(2)z
3

η(4)z



















=

















c̄11 c̄12 c̄13 c̄14 c̄15 c̄16
c̄21 c̄22 c̄23 c̄24 c̄25 c̄26
c̄31 c̄32 c̄33 c̄34 c̄35 c̄36
c̄41 c̄42 c̄43 c̄44 c̄45 c̄46
c̄51 c̄52 c̄53 c̄54 c̄55 c̄56
c̄61 c̄62 c̄63 c̄64 c̄65 c̄66



































η(1)z

η(3)z

η
(2)z
1

η
(2)z
2

η
(2)z
3

η(4)z



















=

















c̄1
c̄2
c̄3
c̄4
c̄5
c̄6

















.

(2.17)
Тут використанi наступнi позначення:

c̄11 = −l + P z
6 +Qz

61 +Qz
62, c̄12 = −(n+m1 +m2) +Rz

6,

c̄13 = −q1 +Mz
61, c14 = −q2 +Mz

62, c̄15 = −r +Nz
6 , c̄16 = −p,

c̄21 = −(n+m1 +m2) + 2P z
6 + 2Qz

61 + 2Qz
62 + 3Rz

6,

c̄22 = −(3l + 2m1 + 2m2 + 2n) + P z
6 +Qz

61 +Qz
62,

c23 = −(p+ q2 + r) + (Nz
6 +Mz

62 + Lz
6),

c̄24 = −(p+ q1 + r) + (Nz
6 +Mz

61 + Lz
6),

c25 = −(p+ q1 + q2) + (Nz
6 +Mz

61 +Mz
62), c̄26 = −(2q1 + r),

c31 = −2q2 + 2(Nz
6 +Mz

62 + Lz
6), c̄32 = −2(p+ q1 + r) + 2Mz

61,

c33 = −2l+ 2Rz
6, c̄34 = −2r + rP z

6 ,

c35 = −2m1 + 2Qz
61, c̄36 = −2m1,

c̄41 = −2q2 + 2(Nz
6 +Mz

61 + Lz
6), c̄42 = −2(p+ q2 + r) + 2Mz

62,

c̄43 = −2n+ 2pz6, c̄44 = −2l+ 2Rz
6,

c̄45 = −2m2 + 2Qz
62, c̄46 = −2m2,

c̄51 = −2r + 2(Mz
61 +Mz

62 + Lz
6), c̄52 = −2(p+ q1 + q2) + 2Nz

6 ,

c̄53 = −2m1 + 2Qz
61, c̄54 = −2m2 + 2Qz

62,

c̄55 = −2l+ 2Rz
6, c̄56 = −2n,

c̄61 = −4p+ 4Mz
61 + 4Mz

62 + 4Nz
6 , c̄62 = −4(q1 + q2 + r) + 4Lz

6,

c̄63 = −4m1 + 4Qz
61, c̄64 = −4m2 + 4Qz

62,

c̄65 = −4n+ 4P z
6 , c̄66 = −2l,

c̄1 = Lz
6, c̄2 = Nz

6 +Mz
61 +Mz

62, c̄3 = 2Qz
62,

c̄4 = 2Qz
61, c̄5 = 2P z

6 , c̄6 = 4Rz
6,

де

p =
1

4
(K1 −K2 +K3 −K4 +K5 −K6 +K7 −K8),
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q1 =
1

4
(K1 −K2 −K3 +K4 +K5 +K6 −K7 −K8),

q2 =
1

4
(K1 −K2 −K3 +K4 −K5 −K6 +K7 +K8),

r =
1

4
(K1 −K2 +K3 −K4 −K5 +K6 −K7 +K8),

n =
1

4
(K1 +K2 +K3 +K4 −K5 −K6 −K7 −K8),

m1 =
1

4
(K1 +K2 −K3 −K4 +K5 −K6 −K7 +K8),

m2 =
1

4
(K1 +K2 −K3 −K4 −K5 +K6 +K7 −K8),

l =
1

4
(K1 +K2 +K3 +K4 +K5 +K6 +K7 +K8),

P z
6 =

1

4
(K1Z1−K2Z2+K3Z3−K4Z4+K5Z5−K6Z6+K7Z7−K8Z8),

Qz
61 =

1

4
(K1Z1−K2Z2−K3Z3+K4Z4+K5Z5+K6Z6−K7Z7−K8Z8),

Qz
62 =

1

4
(K1Z1−K2Z2−K3Z3+K4Z4−K5Z5−K6Z6+K7Z7+K8Z8),

Rz
6 =

1

4
(K1Z1−K2Z2+K3Z3−K4Z4−K5Z5+K6Z6−K7Z7+K8Z8),

Nz
6 =

1

4
(K1Z1+K2Z2+K3Z3+K4Z4−K5Z5−K6Z6−K7Z7−K8Z8),

Mz
61 =

1

4
(K1Z1+K2Z2−K3Z3−K4Z4+K5Z5−K6Z6−K7Z7+K8Z8),

Mz
62 =

1

4
(K1Z1+K2Z2−K3Z3−K4Z4−K5Z5+K6Z6+K7Z7−K8Z8),

Lz
6 =

1

4
(K1Z1+K2Z2+K3Z3 +K4Z4+K5Z5+K6Z6+K7Z7+K8Z8).

В одночастинковому наближеннi з (2.1) отримуємо

d

dt
η(1)z = −2k̄η(1)z + 2K̄th

z̄6
2
, (2.18)

де K̄ =
∞
∫

0

dte−εt cos Ω̄z +Re
[

〈ū−(t)ū+〉q + 〈ū+(t)ū−〉q
]

, а Ω̄z = −z̄z6/β.

Вiдзначимо, що у випадку Kµ = K = 1/2α отримана в цьому
роздiлi система кiнетичних рiвнянь (2.17) узгоджується iз системою
рiвнянь (5.7), отриманою в роботi [38] в рамках стохастичної моделi
Глаубера. Рiвняння Глаубера описують фактично таку фiзичну си-
туацiю, в якiй фур’є-образи кореляторiв термостата не залежать вiд
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частоти [30–32].

3. Системи рiвнянь для залежних вiд часу

функцiй розподiлу дейтронiв кристалу KD2PO4

при прикладаннi зовнiшнього поля E1

Кiнетичне рiвняння, яке визначає динамiку псевдоспiнових операто-
рiв, має наступний вигляд [30–32]:

d

dt
〈p̂m〉 = −

∑

qf

∑

µα

{

Kα
fµQ

−
qfµα(p̂m) + th

βΩx
fµ

2
Q+

qfµα(p̂m)Kα
fµ,

}

(3.1)
де використанi такi позначення:

Q∓
qfµα(p̂m) = 〈

[

[

p̂m, S
−α
qf (Ωα

fµ)
]

, Sα
qf (Ω

α
fµ)

]∓

〉q, (3.2)

Kα
fµ =

∫ ∞

0

dte−εt cos(Ωx
fµt)Re

[

〈ū−α(t)ūα〉q
]

, (3.3)

а ū−α(t), ūα – оператори, що залежать вiд змiнних гратки-
термостата, Ωx

fµ – власнi значення чотиричастинкового гамiльтонiа-
на [39]

Ĥ(4)
q = (−δs6ε6 − 2δ16ε6)

(σq1
2

σq2
2

σq3
2

+
σq1
2

σq2
2

σq4
2

+

+
σq1
2

σq3
2

σq4
2

+
σq2
2

σq3
2

σq4
2

)

+

+2(δa4ε4 − δ14ε4)
(σq1

2

σq2
2

σq4
2

−
σq2
2

σq3
2

σq4
2

)

+ (3.4)

+2(δa5ε5 − δ15ε5)
(σq1

2

σq3
2

σq4
2

−
σq1
2

σq2
2

σq3
2

)

+

+(V + δa6ε6)
(σq1

2

σq2
2

+
σq3
2

σq4
2

)

+

+(V − δa6ε6)
(σq2

2

σq3
2

+
σq4
2

σq1
2

)

+

+U
(σq1

2

σq3
2

+
σq2
2

σq4
2

)

+Φ
σq1
2

σq2
2

σq3
2

σq4
2

−

−
1

4
(δs6ε6 − 2δ16ε6)

4
∑

f=1

σqf
2

+

−
1

2
(δa4ε4 + δ14ε4)

(σq1
2

−
σq3
2

)

−
1

2
(δa5ε5 + δ15ε5)

(

−
σq2
2

+
σq4
2

)

−
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−

4
∑

f=1

xfj
β

σqf
2
,

i одночастинкових гамiльтонiанiв

Ĥ
(1)
qf (4) =

x̄f4
β

σqf
2
. (3.5)

У (3.4) i (3.5) використанi наступнi позначення:

x 1

3
4 = β

[

−∆a + 2ν 1

3

η
(1)
1 (4) + 2ν 3

1

η
(1)
3 (4) + 2ν2η

(1)
2 (4) + 2ν2η

(1)
4 (4)−

−2ψ6ε6 ± 2ψ4ε4 ± µ1 cos γE1

]

,

x 2

4
4 = β

[

−∆a + 2ν2η
(1)
1 (4) + 2ν2η

(1)
3 (4) + 2ν 1

3

η
(1)
2 (4) + 2ν 3

1

η
(1)
4 (4)−

−2ψ6ε6 ± µ1 sin γE1

]

,

x̄f4 = −β∆a + xf4.

Визначимо закон еволюцiї псевдоспiнових операторiв σα
qf (t):

σα
qf (t) = exp

[

iĤ
(4)
q4 t

]

σα
qf exp

[

−iĤ
(4)
q4 t

]

=

= σα
qf + it

[

Ĥ
(4)
q4 , σ

α
qf

]

+
1

2!
(it)2

[

Ĥ
(4)
q4 ,

[

Ĥ
(4)
q4 , σ

α
qf

]

]

+ . . . (3.6)

Розраховуючи комутатори, що входять у (3.6), закон еволюцiї
псевдоспiнових операторiв можна записати у такому виглядi:

σα
qf (t) = σα

qf exp
(

−iαtΩ̄x
f

)

, (3.7)

де

Ω̄x
1 = −

[

(V + δa6ε6)
σq2
2

+ (V − δa6ε6)
σq4
2

+ U
σq3
2

+ Φ
σq2
2

σq3
2

σq4
2

−

−ε6(δs6 + 2δ16)
(σq2

2

σq3
2

+
σq3
2

σq4
2

+
σq2
2

σq4
2

)

+ ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

+

+ε4(2δa4 − 2δ14)
σq2
2

σq4
2

+ ε4

(

δa4
2

+
δ14
2

)

−
x14
β

]

,

Ω̄x
2 = −

[

(V + δa6ε6)
σq1
2

+ (V − δa6ε6)
σq3
2

+ U
σq4
2

+ Φ
σq1
2

σq3
2

σq4
2

−

−ε6(δs6 + 2δ16)
(σq1

2

σq3
2

+
σq1
2

σq4
2

+
σq3
2

σq4
2

)

+ ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

+

+ε4(2δa4 − 2δ14)
(σq1

2

σq4
2

−
σq3
2

σq4
2

)

−
x24
β

]

, (3.8)
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Ω̄x
3 = −

[

(V + δa6ε6)
σq4
2

+ (V − δa6ε6)
σq2
2

+ U
σq1
2

+ Φ
σq1
2

σq2
2

σq4
2

−

−ε6(δs6 + 2δ16)
(σq1

2

σq2
2

+
σq1
2

σq4
2

+
σq2
2

σq4
2

)

+ ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

−

−ε4(2δa4 − 2δ14)
(σq2

2

σq4
2

)

+ ε4

(

δa4
2

+
δ14
2

)

−
x34
β

]

,

Ω̄x
4 = −

[

(V + δa6ε6)
σq3
2

+ (V − δa6ε6)
σq1
2

+ U
σq2
2

+ Φ
σq1
2

σq2
2

σq3
2

−

−ε6(δs6 + 2δ16)
(σq1

2

σq2
2

+
σq1
2

σq3
2

+
σq2
2

σq3
2

)

+ ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

+

+ε4(2δa4 − 2δ14)
(σq1

2

σq2
2

−
σq2
2

σq3
2

)

−
x44
β

]

.

Аналогiчно отримуємо закон еволюцiї псевдоспiнових операторiв
в одночастинковому наближеннi:

σα
qf (t) = σα

qf exp
(

−iαtΩ̄z
f

)

,

де Ω̄z
f = −x̄f/β.

Враховуючи, що псевдоспiновi оператори σqf набувають значень
±1, то власнi значення гамiльтонiана (3.4) набувають вигляду:

Ωx

1 1

2

= ±w + (δs6 + δ16)ε6 + δ14ε4 +
x14
β
,

Ωx

1 3

2

= ±w + (δs6 + δ16)ε6 − δ14ε4 +
x34
β
,

Ωx

1 3

4

= ±(w − w1)− δ16)ε6 + δ14ε4 +
x14
β
,

Ωx

3 3

4

= ±(w − w1)− δ16)ε6 − δ14ε4 +
x34
β
,

Ωx

1 5

6

= ±(ε− w) − (δa6 + δ16)ε6 + δa4ε4 +
x14
β
,

Ωx

3 5

6

= ±(ε− w) − (δa6 + δ16)ε6 − δa4ε4 +
x24
β
,

Ωx

1 7

8

= ±(ε− w) + (δa6 − δ16)ε6 + δa4ε4 +
x14
β
,

Ωx

3 7

8

= ±(ε− w) + (δa6 − δ16)ε6 − δa4ε4 +
x34
β
, (3.9)

Ωx

2 1

2

= ±w + (δs6 + δ16)ε6 +
x24
β
,

Ωx

4 1

2

= ±w + (δs6 + δ16)ε6 +
x44
β
,
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Ωx

2 3

4

= ±(w − w1)− δ16)ε6 +
x24
β
,

Ωx

4 3

4

= ±(w − w1)− δ16)ε6 +
x44
β
,

Ωx

2 5

6

= ±(ε− w) − (δa6 + δ16)ε6 ∓ (δa4 − δ14)ε4 +
x24
β
,

Ωx

4 5

6

= ±(ε− w) − (δa6 + δ16)ε6 ± (δa4 − δ14)ε4 +
x44
β
,

Ωx

2 7

8

= ±(ε− w) + (δa6 − δ16)ε6 ± (δa4 − δ14)ε4 +
x14
β
,

Ωx

4 7

8

= ±(ε− w) + (δa6 − δ16)ε6 ∓ (δa4 − δ14)ε4 +
x44
β
.

Перейдемо в (3.7) до частотного представлення:

σα
qf (t) = σα

qf e
−itαΩ̄z

f =

8
∑

µ=1

σα
qf

(

Ωx
fµ

)

e−itαΩx
fµ =

= σα
qf

8
∑

µ=1

Rqf

(

Ωx
fµ

)

e−itαΩx
fµ , (3.10)

а Rqf

(

Ωx
fµ

)

збiгається з Rqf

(

Ωz
µ

)

(2.11).

Здiйснивши розрахунок виразiв Q∓
qfµα(P̂m), отримуємо кiнетичне

рiвняння (3.1) у такому виглядi:

d

dt
〈

∏

f{1...4}

σqf 〉 = −2

8
∑

µ=1



〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

KfµRqf

(

Ωx
fµ

)

〉−

−〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

KfµZfµσqfRqf

(

Ωx
fµ

)

〉



 , (3.11)

де

Zfµ = th
β

2
Ωx

fµ, (3.12)

Kfµ =

∞
∫

0

dte−εt cos
(

Ωx
fµt

)

Re
[

〈ū−(t)ū+〉q + 〈ū+(t)ū−〉q
]

. (3.13)

Як приклади, запишемо кiнетичнi рiвняння для унарної, парної
i тетрарної функцiї:

d

dt
〈σq1〉 = −2

8
∑

µ=1

[

〈K1µσq1Rq1

(

Ωx
1µ

)

−K1µZ1µ〈Rq1

(

Ωx
1µ

)

〉
]

,
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d

dt
〈σq2σq3〉 = −2

8
∑

µ=1

{

〈σq2σq3
[

K2µRq2

(

Ωx
2µ

)

+K3µRq3

(

Ωx
3µ

)]

−

−〈K2µZ2µσq2Rq3

(

Ωx
3µ

)

+K3µZ3µσq3Rq2

(

Ωx
2µ

)

〉
}

,

d

dt
〈σq1σq2σq3〉 =

= −2

8
∑

µ=1

{

σq1σq2σq3
[

K1µRq1

(

Ωx
1µ

)

+K2µRq2

(

Ωx
2µ

)

+K3µRq3

(

Ωx
3µ

)]

−

−〈K1µZ1µσq1σq2Rq3

(

Ωx
3µ

)

+K2µZ2µσq1σq3Rq2

(

Ωx
2µ

)

+

+K3µZ3µσq2σq3R1µ

(

Ωx
1µ

)

〉
}

.

При прикладаннi до кристалу електричного поля E1 функцiї роз-
подiлу дейтронiв мають наступну симетрiю:

η
(1)x
f = 〈σqf 〉, η

(3)x
1

3

= 〈σq 2

1

σq 3

2

σ 4

4

〉, η
(3)x
2

4

= 〈σq 1

1

σq 3

2

σ 4

3

〉,

η
(2)x
14

23

= 〈σq 1

2

σq 4

3

〉, η
(2)x
12

34

= 〈σq 1

3

σq 2

4

〉, η
(2)x
13

24

= 〈σq 1

2

σq 3

4

〉,

η(4)x = 〈σq1σq2σq3σq4〉. (3.14)

Враховуючи симетрiю функцiй розподiлу (3.14) на основi рiвня-
ння (3.11) отримуємо систему рiвнянь для часозалежних функцiй
розподiлу псевдоспiнової пiдсистеми KD2PO4 у наступному виглядi:

d

dt































































η
(1)x
1

η
(1)x
3

η
(1)x
2

η
(1)x
4

η
(3)x
1

η
(3)x
3

η
(3)x
2

η
(3)x
4

η
(2)x
14

η
(2)x
23

η
(2)x
12

η
(2)x
34

η
(2)x
13

η
(2)x
24

η(4)x
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ā11 ā12 . . . ā115
ā21 ā22 . . . ā215
ā31 ā32 . . . ā315
ā41 ā42 . . . ā415
ā51 ā52 . . . ā515
ā61 ā62 . . . ā615
ā71 ā72 . . . ā715
ā81 ā82 . . . ā815
ā91 ā92 . . . ā915
ā101 ā102 . . . ā1015
ā111 ā112 . . . ā1115
ā121 ā122 . . . ā1215
ā131 ā132 . . . ā1315
ā141 ā142 . . . ā1415
ā151 ā152 . . . ā1515
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2
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4
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1
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2
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4
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η
(2)x
13

η
(2)x
24
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ā1
ā2
ā3
ā4
ā5
ā6
ā7
ā8
ā9
ā10
ā11
ā12
ā13
ā14
ā15





















































, (3.15)
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а коефiцiєнти системи (3.15) мають такий вигляд:

ā11 = −l1, ā12 = P x
41, ā13 = Qx

411, ā14 = Qx
412,

ā15 = Rx
41, ā16 = −n1, ā17 = −m11, ā18 = −m12,

ā19 = −q12, ā110 =Mx
411, ā111 = −q11, ā112 =Mx

412,

ā113 = −r1, ā114 = Nx
41, ā115 = −p1, ā1 = Lx

41,

ā21 = P x
43, ā22 = −l2, ā23 = Qx

432, ā24 = Qx
431,

ā25 = −n3, ā26 = Rx
43, ā27 = −m31, ā28 = −m32,

ā29 =Mx
431, ā210 = −q31, ā211 =Mx

432, ā212 = −q32,

ā213 = −r3, ā214 = Nx
41, ā215 = −p3, ā2 = Lx

43,

ā31 = Qx
421, ā32 = Qx

422, ā33 = −l2, ā34 = P x
42,

ā35 = −m22, ā36 = −m21, ā37 = Rx
42, ā38 = −n2,

ā39 =Mx
421, ā310 = −q21, ā311 = −q22, ā312 =Mx

422,

ā313 = Nx
42, ā314 = −r2, ā315 = −p2, ā3 = Lx

42,

ā41 = Qx
442, ā42 = Qx

441, ā43 = P x
44, ā44 = −l4,

ā45 = −m41, ā46 = −m42, ā47 = −n4, ā48 = Rx
44,

ā49 = −q41, ā410 =Mx
441, ā411 =Mx

442, ā412 = −q42,

ā413 = Nx
44, ā414 = −r4, ā415 = −p4, ā4 = Lx

44,

ā51 = Rx
42 +Rx

43 +Rx
44, ā52 = −n3 + P x

42 + P x
44,

ā53 = −m22 +Qx
431 +Qx

441, ā54 = −m42 +Qx
422 +Qx

432,

ā55 = −(l2 + l3 + l4), ā56 = −(n2 + n4) + P x
43,

ā57 = −(m32 +m42) +Qx
421, ā58 = −(m22 +m32) +Qx

442,

ā59 = −p4 +Nx
42 +Mx

432, ā510 = −(q32 + r2) + Lx
44,

ā511 = −p2 +Mx
431 +Nx

44, ā512 = −(q31 + r4) + Lx
42,

ā513 = −p3 +Mx
421 +Mx

442, ā514 = −(q21 + q42) + Lx
43,

ā515 = −(q22 + q41 + r3), ā5 =Mx
422 +Mx

441 +Nx
43,

ā61 = −n1 + P x
42 + P x

44, ā62 = Rx
41 +Rx

42 +Rx
44,

ā63 = −m21 +Qx
412 +Qx

442, ā64 = −m41 +Qx
411 +Qx

421,

ā65 = −(n2 + n4) + P x
41, ā66 = −(l1 + l2 + l4),

ā67 = −(m12 +m41) +Qx
422, ā68 = −(m11 +m22) +Qx

441,

ā69 = −(q11 + r4) + Lx
42, ā610 = −p2 +Mx

412 +Nx
441,

ā611 = −(q12 + r2) + Lx
44, ā612 = −p4 +Mx

411 +Nx
42,

ā613 = −p1 +Mx
422 +Mx

441, ā614 = −(q22 + q41) + Lx
41,

ā615 = −(q21 + q42 + r1), ā6 =Mx
421 +Mx

442 +Nx
41,
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ā71 = −m11 +Qx
431 +Qx

441, ā72 = −m31 +Qx
412 +Qx

442,

ā73 = Rx
41 +Rx

43 +Rx
44, ā74 = −n4 + P x

41 + P x
43,

ā75 = −(m32 +m42) +Qx
411, ā76 = −(m12 +m41) +Qx

432,

ā77 = −(l1 + l3 + l4), ā78 = −(n1 + n3) + P x
44,

ā79 = −(q42 + r1) + Lx
43, ā710 = −p3 +Mx

442 +Nx
41,

ā711 = −p1 +Mx
441 +Nx

43, ā712 = −(q41 + r3) + Lx
41,

ā713 = −(q12 + q33) + Lx
44, ā714 = −p4 +Mx

411 +Mx
432,

ā715 = −(q11 + q31 + r4), ā7 =Mx
412 +Mx

431 +Nx
44,

ā81 = −m12 +Qx
422 +Qx

432, ā82 = −m32 +Qx
411 +Qx

421,

ā83 = −n2 + P x
41 + P x

42, ā84 = R41 +Rx
43 +Rx

43,

ā85 = −(m21 +m31) +Qx
412, ā86 = −(m11 +m22) +Qx

431,

ā87 = −(n1 + n3) + P x
42, ā88 = −(l1 + l2 + l3),

ā89 = −p1 +Mx
412 +Nx

43, ā810 = −(q22 + r3) + Lx
41,

ā811 = −(q21 + r1) + Lx
43, ā812 = −p3 +Mx

421 +Nx
41,

ā813 = −(q11 + q31) + Lx
42, ā814 = −p2 +Mx

412 +Mx
431,

ā815 = −(q12 + q32 + r2), ā8 =Mx
411 +Mx

432 +Nx
42,

ā91 = −q12 + Lx
44, ā92 =Mx

412 +Nx
44,

ā93 =Mx
442 +Nx

41, ā94 = −q41 + Lx
41,

ā95 = −p4 +Mx
411, ā96 = −(q11 + r4),

ā97 = −(q42 + r1), ā98 = −p1 +Mx
441,

ā99 = −(l1 + l4), ā910 = Rx
41 +Rx

44,

ā911 = −n1 + P x
44, ā912 = −n4 + P x

41,

ā913 = −m11 +Qx
441, ā914 = −m12 +Qx

411,

ā915 = −(m12 +m41), ā9 = Qx
412 +Qx

442,

ā101 =Mx
432 +Nx

42, ā102 = −q21 + Lx
42,

ā103 = −q31 + Lx
43, ā104 =Mx

422 +Nx
43,

ā105 = −(q32 + r2), ā106 = −p2 +Mx
431,

ā107 = −p3 +Mx
421, ā108 = −(q22 + r3),

ā109 = Rx
42 +Rx

43, ā1010 = −(l2 + l3),

ā1011 = −n2 + P x
43, ā1012 = −n3 + P x

42,

ā1013 = −m32 +Qx
421, ā1014 = −m22 +Qx

431,

ā1015 = −(m21 +m31), ā10 = Qx
422 +Qx

432,

ā111 = −q11 + Lx
42, ā112 = −q22 +Mx

411 +Nx
42,
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ā113 = Lx
41, ā114 =Mx

421 +Nx
41,

ā115 = −p2 +Mx
412, ā116 = −(q22 + r2),

ā117 = −p1 +Mx
422, ā118 = −(q22 + r1),

ā119 = −n1 + P x
42, ā1110 = −n2 + P x

41,

ā1111 = −(l1 + l2), ā1112 = Rx
41 +Rx

42,

ā1113 = −m12 +Qx
422, ā1114 = −m21 +Qx

412,

ā1115 = −(m11 +m22), ā11 = Qx
411 +Qx

421,

ā121 =Mx
431 +Nx

44, ā122 = Lx
44,

ā123 = −q32 +Mx
441 +Nx

43, ā124 = −q42 + Lx
43,

ā125 = −(q31 + r4), ā126 = −p4 +Mx
432,

ā127 = −(q41 + r3), ā128 = −p3 +Mx
442,

ā129 = −n4 + P x
43, ā1210 = −n3 + P x

44,

ā1211 = Rx
43 +Rx

44, ā1212 = −(l1 + l3),

ā1213 = −m31 +Qx
442, ā1214 = −m41 +Qx

432,

ā1215 = −(m32 +m42), ā12 = Qx
431 +Qx

441,

ā131 = −r1 + Lx
43, ā132 = Lx

41,

ā133 = −r3 +Mx
441 +Mx

432, ā134 =Mx
412 +Mx

431,

ā135 = −p3 +Nx
41, ā136 = −p1 +Nx

43,

ā137 = −(q12 + q32), ā138 = −(q11 + q31),

ā139 = −m11 +Qx
431, ā1310 = −m32 +Qx

411,

ā1311 = −m12 +Qx
432, ā1312 = −m31 +Qx

412,

ā1313 = −(l1 + l3), ā1314 = Rx
41 +Rx

42,

ā1315 = −(n1 + n3), ā13 = P x
41 + P x

43,

ā141 =Mx
421 +Mx

442, ā142 = −r2 +Mx
422 +Mx

441,

ā143 = Lx
44, ā144 = −r4 + Lx

42,

ā145 = −(q21 + q42), ā146 = −(q22 + q41),

ā147 = −p4 +Nx
42, ā148 = −p2 +Nx

44,

ā149 = −m42 +Qx
421, ā1410 = −m22 +Qx

441,

ā1411 = −m21 +Qx
442, ā1412 = −m41 +Qx

422,

ā1413 = Rx
42 +Rx

44, ā1414 = −(l2 + l4),

ā1415 = −(n2 + n4), ā14 = P x
42 + P x

44,

ā151 = −p1 +Mx
422 +Mx

441 +Nx
43,

ā152 = −p2 +Mx
421 +Mx

442 +Nx
41,
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ā153 = −p3 +Mx
421 +Mx

441 +Nx
44,

ā154 = −p4 +Mx
412 +Mx

432 +Nx
42,

ā155 = −(q22 + q41 + r3) + Lx
41, ā156 = −(q22 + q41 + r1) + Lx

42,

ā157 = −(q11 + q32 + r4) + Lx
43, ā158 = −(q11 + q31 + r2) + Lx

44,

ā159 = −(m12 +m41) +Qx
422 +Qx

432,

ā1510 = −(m21 +m31) +Qx
411 +Qx

441,

ā1511 = −(m11 +m22) +Qx
431 +Qx

411,

ā1512 = −(m32 +m42) +Qx
411 +Qx

422,

ā1513 = −(n1 + n3) +Rx
42 +Rx

44, ā1514 = −(n2 + n4) +Rx
41 +Rx

43,

ā1515 = −(l1 + l2 + l3 + l4), ā15 = P x
41 + P x

42 + P x
43 + P x

44,

де

pf =
1

4
(Kf1 −Kf2 +Kf3 −Kf4 +Kf5 −Kf6 +Kf7 −Kf8),

qf1 =
1

4
(Kf1 −Kf2 −Kf3 +Kf4 +Kf5 +Kf6 −Kf7 −Kf8),

qf2 =
1

4
(Kf1 −Kf2 −Kf3 +Kf4 −Kf5 −Kf6 +Kf7 +Kf8),

rf =
1

4
(Kf1 −Kf2 +Kf3 −Kf4 −Kf5 +Kf6 −Kf7 +Kf8),

nf =
1

4
(Kf1 +Kf2 +Kf3 +Kf4 −Kf5 −Kf6 −Kf7 −Kf8),

mf1 =
1

4
(Kf1 +Kf2 −Kf3 −Kf4 +Kf5 −Kf6 −Kf7 +Kf8),

mf2 =
1

4
(Kf1 +Kf2 −Kf3 −Kf4 −Kf5 +Kf6 +Kf7 −Kf8),

lf =
1

4
(Kf1 +Kf2 +Kf3 +Kf4 +Kf5 +Kf6 +Kf7 +Kf8),

P x
4f =

1

4
(kf1Zf1 − kf2Zf2 + kf3Zf3 − kf4Zf4 +

+Kf5Zf5 −Kf6Zf6 +Kf7Zf7 −Kf8Zf8),

Qx
4f1 =

1

4
(Kf1Zf1 −Kf2Zf2 −Kf3Zf3 +Kf4Zf4 +

+Kf5Zf5 +Kf6Zf6 −Kf7Zf7 −Kf8Zf8),

Qx
4f2 =

1

4
(Kf1Zf1 −Kf2Zf2 −Kf3Zf3 +Kf4Zf4 −

−Kf5Zf5 −Kf6Zf6 +Kf7Zf7 +Kf8Zf8),

Rx
4f2 =

1

4
(Kf1Zf1 −Kf2Zf2 +Kf3Zf3 −Kf4Zf4 −
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−Kf5Zf5 +Kf6Zf6 −Kf7Zf7 +Kf8Zf8),

Nx
4f =

1

4
(Kf1Zf1 +Kf2Zf2 +Kf3Zf3 +Kf4Zf4 −

−Kf5Zf5 −Kf6Zf6 −Kf7Zf7 −Kf8Zf8),

Mx
4f1 =

1

4
(Kf1Zf1 +Kf2Zf2 −Kf3Zf3 −Kf4Zf4 +

+Kf5Zf5 −Kf6Zf6 −Kf7Zf7 +Kf8Zf8),

Mx
4f2 =

1

4
(Kf1Zf1 +Kf2Zf2 −Kf3Zf3 −Kf4Zf4 −

−Kf5Zf5 +Kf6Zf6 +Kf7Zf7 −Kf8Zf8),

Lx
4f =

1

4
(Kf1Zf1 +Kf2Zf2 +Kf3Zf3 +Kf4Zf4 +

+Kf5Zf5 +Kf6Zf6 +Kf7Zf7 +Kf8Zf8).

В одночастинковому наближеннi

d

dt
η
(1)x
f = −2K̄fη

(1)x
f + 2K̄fth

x̄f4
2
, (3.16)

де K̄f =
∞
∫

0

dte−εt cos Ω̄xtRe[〈ū−(t)ū+〉q + 〈ū+(t)ū−〉q].

У випадку Kfµ = K = 1/2α отримана система кiнетичних рiв-
нянь (3.15) переходить у систему рiвнянь, яка одержана в роботi [39]
в рамках стохастичної моделi Глаубера.

4. Системи рiвнянь для залежних вiд часу функцiй

розподiлу дейтронiв кристалу ND4D2PO4 при

прикладаннi зовнiшнього електричного поля E3

Кiнетичне рiвняння, яке визначає динамiку псевдоспiнових операто-
рiв, має наступний вигляд [30–32]:

d

dt
〈P̂m〉 = −

∑

qf

∑

µα

{

kαfµQ
−
qfµα(p̂m) + kαfµth

βΩz
qfµ

2
Q+

qfµα(p̂m)

}

,

(α = 0,+,−), (4.1)

де використанi такi позначення:

Q∓
qfµα(P̂m) = 〈

[

[

P̂m, S
−α
qf

(

Ωα
qfµ

)]

, Sα
qf

(

Ωα
qfµ

)

]∓

〉q, (4.2)

Kα
fµ =

∞
∫

0

dte−εt cos
(

Ωz
fµt

)

Re
[

〈ū−α(t)ūα〉q
]

, (4.3)

ICMP–10–21U 21

а ū−α(t), ūα – оператори, що залежать вiд змiнних гратки термоста-
та, Ωz

qfµ – власнi значення чотиричастинкового гамiльтонiана [47]

Ĥq(4) =

(

−
1

8
δs6ε6 +

1

4
δ16ε6

)

(σq1 + σq2 + σq3 + σq4) + (4.4)

+

(

−
1

8
δs6ε6 −

1

4
δ16ε6

)

(σq1σq2σq3 + σq1σq2σq4 +

+σq1σq3σq4 + σq2σq3σq4) + (Va + δa6ε6)
(σq1

2

σq2
2

+
σq3
2

σq4
2

)

+

+(Va − δa6ε6)
(σq2

2

σq3
2

+
σq4
2

σq1
2

)

+

+Ua

(σq1
2

σq3
2

+
σq2
2

σq4
2

)

+Φa

σq1
2

σq2
2

σq3
2

σq4
2

−

−
1

2β
xq(−σq1 + σq2 + σq3 − σq4)−

1

2β
z(σq1 + σq2 + σq3 + σq4),

i одночастинкових гамiльтонiанiв

Ĥq1(6) = −
x̄q
β

σq1
2

+
z̄

β

σq1
2
, Ĥq2(6) =

x̄q
β

σq2
2

+
z̄

β

σq2
2
,

Ĥq3(6) =
x̄q
β

σq3
2

+
z̄

β

σq3
2
, Ĥq4(6) = −

x̄q
β

σq4
2

+
z̄

β

σq4
2
, (4.5)

де використанi такi позначення:

xq = β
[

−∆ae
ikz

aq + 2νa(k
z)η(1)eik

z
aq

]

, x̄q = −β∆ae
ikz

aq + xq,

z = β
[

−∆c + 2νc(0)η
(1)z − 2ψ6ε6 + µ3E3

]

,

а

Va =
1

2
ε′ −

1

2
w′

1, Ua =
1

2
ε′ +

1

2
w′

1, Φa = 2ε′ − 8w′ + 2w′
1,

де ε′ = εs − ε0, w′ = ε1 − εa, w′
1 = ε0 − εa.

Для знаходження виразiв Ωz
qfµ визначимо закон еволюцiї псевдо-

спiнових операторiв σα
qf (t) таким чином:

σα
qf (t) = exp

[

iĤ
(4)
q6 t

]

σα
qf exp

[

−iĤ
(4)
q6 t

]

=

= σα
qf + it

[

Ĥ
(4)
q6 , σ

α
qf

]

+
1

2!
(it)2

[

Ĥ
(4)
q6 ,

[

Ĥ
(4)
q6 , σ

α
qf

]

]

+ . . . (4.6)

Використовуючи перестановочнi спiввiдношення для спiнових
операторiв, отримуємо закон еволюцiї псевдоспiнових операторiв у
наступному виглядi:

σα
qf (t) = σα

qf exp
(

−iαtΩ̄z
qf

)

, (4.7)
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де

Ω̄z
q1 = −

[

(Va + δa6ε6)
σq2
2

+ (Va − δa6ε6)
σq4
2

+ Ua

σq3
2

+

+Φa

σq2
2

σq3
2

σq4
2

− ε6(δs6 + 2δ16)
(σq2

2

σq3
2

+
σq2
2

σq4
2

+
σq3
2

σq4
2

)

+

+ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

+
xq
β

−
z

β

]

,

Ω̄z
q2 = −

[

(Va + δa6ε6)
σq1
2

+ (Va − δa6ε6)
σq3
2

+ Ua

σq4
2

+

+Φa

σq1
2

σq3
2

σq4
2

− ε6(δs6 + 2δ16)
(σq1

2

σq4
2

+
σq3
2

σq4
2

+
σq1
2

σq3
2

)

+

+ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

−
xq
β

−
z

β

]

,

Ω̄z
q3 = −

[

(Va + δa6ε6)
σq4
2

+ (Va − δa6ε6)
σq2
2

+ Ua

σq1
2

+

+Φa

σq1
2

σq2
2

σq4
2

− ε6(δs6 + 2δ16)
(σq1

2

σq2
2

+
σq1
2

σq4
2

+
σq2
2

σq4
2

)

+

+ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

−
xq
β

−
z

β

]

,

Ω̄z
q4 = −

[

(Va + δa6ε6)
σq3
2

+ (Va − δa6ε6)
σq1
2

+ Ua

σq2
2

+

+Φa

σq2
2

σq3
2

σq4
2

− ε6(δs6 + 2δ16)
(σq1

2

σq2
2

+
σq2
2

σq3
2

+
σq1
2

σq3
2

)

+

+ε6

(

−
δs6
4

+
δ16
2

)

+
xq
β

−
z

β

]

.

В одночастинковому наближеннi закон еволюцiї псевдоспiнових
операторiв має такий вигляд:

σα

q
1

4

(t) = σα

q
1

4

exp
[

−iαtΩ̄z
q1

]

,

σα

q
2

3

(t) = σα

q
2

3

exp
[

−iαtΩ̄z
q2

]

, (4.8)

де Ω̄z
q1 =

xq

β
− z

β
, Ω̄z

q2 = −
xq

β
− z

β
.

Враховуючи, що псевдоспiновi оператори σqf набувають значень
±1, власнi значення гамiльтонiана (4.4) набувають вигляду:

Ωz

q14 1

2

= Ωz

q1 1

2

= Ωz

q4 1

2

= ∓(ε′ − w′) + (δs6 + δ16)ε6 −
xq
β

+
z

β
,

Ωz

q14 3

4

= Ωz

q1 3

4

= Ωz

q4 3

4

= ∓(w′ − w′
1)− δ16ε6 −

xq
β

+
z

β
,

Ωz

q14 5

6

= Ωz

q1 5

6

= Ωz

q4 5

6

= ∓w′ − (±δa6 + δ16)ε6 −
xq
β

+
z

β
,
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Ωz

q14 7

8

= Ωz

q1 7

8

= Ωz

q4 7

8

= ∓w′ − (∓δa6 + δ16)ε6 −
xq
β

+
z

β
, (4.9)

Ωz

q23 1

2

= Ωz

q2 1

2

= Ωz

q3 1

2

= ∓(ε′ − w′) + (δs6 + δ16)ε6 +
xq
β

+
z

β
,

Ωz

q23 3

4

= Ωz

q2 3

4

= Ωz

q3 3

4

= ∓(w′ − w′
1)− δ16ε6 +

xq
β

+
z

β
,

Ωz

q23 5

6

= Ωz

q2 5

6

= Ωz

q3 5

6

= ∓w′ − (±δa6 + δ16)ε6 +
xq
β

+
z

β
,

Ωz

q23 7

8

= Ωz

q2 7

8

= Ωz

q3 7

8

= ∓w′ − (∓δa6 + δ16)ε6 +
xq
β

+
z

β
.

Вираз (4.7) можна записати у такому виглядi:

σα
qf (t) =

8
∑

µ=1

σα
qf

(

Ωz
qfµ

)

e−itαΩz
qfµ =

= σα
qf

8
∑

µ=1

Rqf

(

Ωz
qfµ

)

e−itαΩz
qfµ , (4.10)

де Rqf

(

Ωz
qfµ

)

збiгається з Rqf

(

Ωz
µ

)

(2.11).
Кiнетичне рiвняння (4.1) пiсля розрахунку виразiв (4.2) отриму-

ється у такому виглядi:

d

dt
〈

∏

f{1...4}

σqf 〉 = −2

8
∑

µ=1



〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

KfµRqf

(

Ωz
qfµ

)

−

−〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

KfµZqfµσqfRqf

(

Ωz
qfµ

)

〉



 . (4.11)

де

Zq14µ = th
β

2
Ωz

q14µ = Zq1µ = Zq4µ,

Zq23µ = th
β

2
Ωz

q23µ = Zq2µ = Zq3µ, (4.12)

Kfµ =

∞
∫

0

dte−εt cos
(

Ωz
fµt

)

Re
[

〈ū−(t)ū+〉q + 〈ū+(t)ū−〉q
]

.

При прикладаннi до кристалу електричного поля E3 функцiї роз-
подiлу дейтронiв мають наступну симетрiю:

η
(1)z
q14 = 〈σq1〉 = 〈σq4〉, η

(1)z
q23 = 〈σq2〉 = 〈σq3〉,
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η
(3)z
q14 = 〈σq2σq3σq4〉 = 〈σq1σq2σq3〉,

η
(3)z
q23 = 〈σq1σq3σq4〉 = 〈σq1σq2σq4〉,

η
(2)z
q14 = 〈σq1σq4〉, η

(2)z
q23 = 〈σq2σq3〉, (4.13)

η
(2)z
q2 = −〈σq1σq2〉 = −〈σq3σq4〉,

η
(2)z
q3 = −〈σq1σq3〉 = −〈σq2σq4〉.

Враховуючи вирази (4.13), на основi рiвнянь (4.11) отримуємо
систему рiвнянь для залежних вiд часу функцiй розподiлу дейтронiв
ND4D2PO4:

d

dt



































η
(1)z
q14

η
(1)z
q23

η
(3)z
q14

η
(3)z
q23

η
(2)z
q14

η
(2)z
q23

η
(2)z
q2

η
(2)z
q3

η
(4)z
q



































=





























c̄q11 c̄q12 . . . c̄q19
c̄q21 c̄q22 . . . c̄q29
c̄q31 c̄q32 . . . c̄q39
c̄q41 c̄q42 . . . c̄q49
c̄q51 c̄q52 . . . c̄q59
c̄q61 c̄q62 . . . c̄q69
c̄q71 c̄q72 . . . c̄q79
c̄q81 c̄q82 . . . c̄q89
c̄q91 c̄q92 . . . c̄q99































































η
(1)z
q14

η
(1)z
q23

η
(3)z
q14

η
(3)z
q23

η
(2)z
q14

η
(2)z
q23

η
(2)z
q2

η
(2)z
q3

η
(4)z
q



































+





























c̄q1
c̄q2
c̄q3
c̄q4
c̄q5
c̄q6
c̄q7
c̄q8
c̄q9





























. (4.14)

Тут використанi наступнi позначення:

c̄q11 = −l14 +Qz
q142, c̄q12 = P z

q14 +Qz
q14,

c̄q13 = −m142 +Rz
q14, c̄q14 = −(n14 +m141),

c̄q15 = −q142, c̄q16 =Mz
q141

c̄q17 = q141 +Mz
q142, c̄q18 = r14 +Nz

q14,

c̄q19 = −p14, c̄q1 = Lz
q14,

c̄q21 = P z
q23 +Qz

q23, c̄q22 = −l23 +Qz
q232,

c̄q23 = −(n23 +m232), c̄q24 = −m231 +Rz
q23,

c̄q25 =Mz
q231, c̄q26 = −q231,

c̄q27 = q232 +Mz
q232, c̄q28 = r23 +Nz

q23,

c̄q29 = −p23, c̄q2 = Lz
q23,

c̄q31 = −m142 +Rz
q14 + 2Qz

q132 + 2Rz
q23,

c̄q32 = −(n23 +m232) + P z
q14 +Qz

q142 + P z
q23 +Qz

q231,

c̄q33 = −(l14 + 2l23 + 2m232) +Qz
q142,

c̄q34 = −(n14 + n23 +m142 +m232) + P z
q23 +Qz

q231,
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c̄q35 = −p14 +Nz
q23 +Mz

q232, c̄q36 = −(q232 + r23) + Lz
q14,

c̄q37 = q231 + r14 + p23 +Nz
q14 +Mz

q231 + Lz
q23,

c̄q38 = q142 + q231 + p23 +Mz
q142 +Mz

q231 + Lz
q23,

c̄q39 = −(q141 + q232 + r23), c̄q3 =Mz
q141 +Nz

q23 +Mz
q232,

c̄q41 = −(n14 +m141) + P z
q14 +Qz

q141 + P z
q231 +Qz

q231,

c̄q42 = −m231) + 2Qz
q143 + 2Rz

q14 +Rz
q23,

c̄q43 = −(n14 + n23 +m142 +m232) + P z
q14 +Qz

q141,

c̄q44 = −2(n14 + n23 +m142 +m232) + P z
q14 +Qz

q141,

c̄q45 = −(q142 + r14) + Lz
q23, c̄q46 = −p23 +Nz

q142 +Mz
q142,

c̄q47 = q141 + r23 + p14 +Mz
q141 + Lz

q14 +Nz
q23,

c̄q48 = q142 + q232 + p14 +Mz
q141 + Lz

q14 +Nz
q231,

c̄q49 = −(q142 + q231 + r14), c̄q4 = Nz
q14 +Mz

q142 +Mz
q231,

c̄q51 = −(q141 + q142) + 2Lz
q14, c̄q52 = 2Nz

q14 + 2Mz
q142,

c̄q53 = −2p14 + 2Mz
q141, c̄q54 = −(q141 + 2r14),

c̄q55 = −2l14, c̄q56 = 2Rz
q14,

c̄q57 = 2n14 + 2P z
q4, c̄q58 = 2m141 + 2Qz

q141,

c̄q59 = −(m141 +m142), c̄q5 = Qz
q142 +Qz

q232,

c̄q61 = 2Nz
q23 + 2Mz

q232, c̄q62 = −(q231 + q232) + 2Lz
q23,

c̄q63 = −(q232 + 2r23), c̄q64 = −2p23 + 2Mz
q232,

c̄q65 = 2Rz
q23, c̄q66 = −2l23,

c̄q67 = 2n23 + 2P z
q23, c̄q68 = 2m232 + 2Qz

q231,

c̄q69 = −(m231 +m232), c̄q6 = 2Qz
q232,

c̄q71 = −q141 +Nz
q14 +Mz

q231 + Lz
q23,

c̄q72 = −q232 +Mz
q141 + Lz

q14 +Nz
q23,

c̄q73 = −(q231 + r14 + p23) +Mz
q142,

c̄q74 = −(q142 + r23 + p14) +Mz
q232,

c̄q75 = −n14 + P z
q23, c̄q76 = −n23 + P z

q14,

c̄q77 = −(l14 + l23) +Rz
q14 +Rz

q23,

c̄q78 = m242 +m231 +Qz
q142 +Qz

q232,

c̄q79 = −(m141 +m232), c̄q7 = Qz
q141 +Qz

q231,

c̄q81 = −r14 +Mz
q14 +Mz

q23 + Lz
q23,

c̄q82 = −r23 +Mz
q14 + Lz

q14 +Mz
q23,

c̄q83 = −(q141 + q231 + p23) +Nz
q14,
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c̄q84 = −(q142 + q232 + p14) +Nz
q23,

c̄q85 = −m141 +Qz
q232, c̄q86 = −m232 +Qz

q141,

c̄q87 = m142 +m231 +Qz
q141 +Qz

q232,

c̄q88 = −(l14 + l23) +Rz
q14 +Rz

q23,

c̄q89 = −(n14 + n23), c̄q8 = P z
q14 + P z

q23,

c̄q91 = −2p14 + 2P z
q14 +Mz

q232 +Mz
q142 + 2Nz

q23,

c̄q92 = −2p23 + 2P z
q23 +Mz

q141 +Mz
q231 + 2Nz

q14,

c̄q93 = −(2q141 + 2q232 + 2r23) + 2Lz
q14,

c̄q94 = −(2q141 + 2q232 + 2r14) + 2Lz
q23,

c̄q95 = −(m141 +m142) + 2Qz
q232, c̄q96 = −2m231 + 2Qz

q141,

c̄q97 = (m141 +m142 + 2m232) +Qz
q141 + 2Qz

q231,

c̄q98 = 2(n14 + n23) + 2Rz
q14 + 2Rz

q23,

c̄q99 = −(2l14 + 2l23), c̄q9 = 2P z
q14 + 2P z

q23,

де

pf =
1

4

(

Kf1 −Kf2 +Kf3 −Kf4 +Kf5 −Kf6 +Kf7 −Kf8

)

,

(

f=
13

24

)

,

qf1=
1

4

(

Kf1 −Kf2 −Kf3 +Kf4 +Kf5 +Kf6 −Kf7 −Kf8

)

,

qf2=
1

4

(

Kf1 −Kf2 −Kf3 +Kf4 −Kf5 −Kf6 +Kf7 +Kf8

)

,

rf =
1

4

(

Kf1 −Kf2 +Kf3 −Kf4 −Kf5 +Kf6 −Kf7 +Kf8

)

,

nf =
1

4

(

Kf1 +Kf2 +Kf3 +Kf4 −Kf5 −Kf6 −Kf7 −Kf8

)

,

mf1=
1

4

(

Kf1 +Kf2 −Kf3 −Kf4 +Kf5 −Kf6 −Kf7 +Kf8

)

,

mf2=
1

4

(

Kf1 +Kf2 −Kf3 −Kf4 −Kf5 +Kf6 +Kf7 −Kf8

)

,

lf =
1

4

(

Kf1 +Kf2 +Kf3 +Kf4 +Kf5 +Kf6 +Kf7 +Kf8

)

,

P z
qf =

1

4

(

Kf1Zqf1 −Kf2Zqf2 +Kf3Zqf3 −Kf4Zqf4 +Kf5Zqf5 −

−Kf6Zqf6 +Kf7Zqf7 −Kf8Zqf8

)

,

(

f =
13

24

)

,

Qz
qf1 =

1

4

(

Kf1Zqf1 −Kf2Zqf2 −Kf3Zqf3 +Kf4Zqf4 +Kf5Zqf5 +
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+Kf6Zqf6 −Kf7Zqf7 −Kf8Zqf8

)

,

Qz
qf2 =

1

4

(

Kf1Zqf1 −Kf2Zqf2 −Kf3Zqf3 +Kf4Zqf4 −Kf5Zqf5 −

−Kf6Zqf6 +Kf7Zqf7 +Kf8Zqf8

)

,

Rz
qf =

1

4

(

Kf1Zqf1 −Kf2Zqf2 +Kf3Zqf3 −Kf4Zqf4 −Kf5Zqf5 +

+Kf6Zqf6 −Kf7Zqf7 +Kf8Zqf8

)

,

Nz
qf =

1

4

(

Kf1Zqf1 +Kf2Zqf2 +Kf3Zqf3 +Kf4Zqf4 −Kf5Zqf5 −

−Kf6Zqf6 −Kf7Zqf7 −Kf8Zqf8

)

,

Mz
qf1 =

1

4

(

Kf1Zqf1 +Kf2Zqf2 −Kf3Zqf3 −Kf4Zqf4 +Kf5Zqf5 −

−Kf6Zqf6 −Kf7Zqf7 +Kf8Zqf8

)

,

Mz
qf2 =

1

4

(

Kf1Zqf1 +Kf2Zqf2 −Kf3Zqf3 −Kf4Zqf4 −Kf5Zqf5 +

+Kf6Zqf6 +Kf7Zqf7 −Kf8Zqf8

)

,

Lz
qf =

1

4

(

Kf1Zqf1 +Kf2Zqf2 +Kf3Zqf3 +Kf4Zqf4 +Kf5Zqf5 +

+Kf6Zqf6 +Kf7Zqf7 +Kf8Zqf8

)

.

В одночастинковому наближеннi

d

dt
η
(1)z
q14 = −2K̄14η

(1)z
q14 + 2K̄14th

Ω̄z
q1

2
,

d

dt
η
(1)z
q23 = −2K̄23η

(1)z
q23 + 2K̄23th

Ω̄z
q2

2
. (4.15)

У випадку Kfµ = K = 1
2α система кiнетичних рiвнянь (4.14)

переходить у систему рiвнянь, яка отримана в рамках стохастичної
моделi Глаубера в роботi [47].
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5. Системи рiвнянь для залежних вiд часу фун-

кцiй розподiлу дейтронiв кристалу ND4D2PO4

при прикладаннi зовнiшнього поля E1

Кiнетичне рiвняння, яке визначає динамiку псевдоспiнових операто-
рiв, має наступний вигляд [30–32]:

d

dt
〈p̂m〉 = −

∑

qf

∑

µα

{

Kα
fµQ

−
qfµα(p̂m) +Kα

fµth
βΩx

qfµ

2
Q+

qfµα(p̂m)

}

,

(5.1)
де використанi наступнi позначення:

Q∓
qfµα(p̂m) = 〈

[

p̂m, S
−α
qf

(

Ωα
qfµ

)

, Sα
qf

(

Ωα
qfµ

)

]∓

〉q, (5.2)

Kα
fµ =

∞
∫

0

dte−st cos
(

Ωx
fµt

)

Re
[

〈ū−α(t)ūα〉q
]

, (5.3)

а Ωx
qfµ – власнi значення чотиричастинкового гамiльтонiана [47]

Ĥ
(4)
q4 (4) =

1

4
Va(σq1σq2 + σq2σq3 + σq3σq4 + σq4σq1) +

+
1

4
Ua(σq1σq3 + σq2σq4) +

1

16
Φaσq1σq2σq3σq4 +

+
1

4
(δa4 − δ14)ε4(σq1σq2σq4 − σq2σq3σq4) +

+
1

4
(δa4 + δ14)ε4(−σq1 + σq3)−

4
∑

f=1

xqf4
β

σqf
2

(5.4)

i одночастинкових гамiльтонiанiв

Ĥ
(1)
q1 (4) = −

x̄q13
β

σq1
2
, Ĥ

(1)
q2 (4) =

x̄q24
β

σq2
2
,

(5.5)

У (5.4) i (5.5) використанi наступнi позначення:

xq13 = −xq14 = xq34 =

= β
[

−∆a
q13 + 2νa(k

z)η(1)eik
z
aq + 2νa(0)η

(1)x
13 + 2ψ4ε4 + µ1E1

]

,

xq24 = xq34 = −xq44 = β
[

∆a
q24 + 2νa(k

z)η(1)eik
z
aq + 2νa(0)η

(1)x
24

]

,

x̄qf4 = −β∆a
qf + xqf4.
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Для знаходження виразiв Ωx
qfµ визначимо закон еволюцiї псевдо-

спiнових операторiв σα
qf (t) наступним чином:

σα
qf (t) = exp

[

iĤ
(4)
q4 t

]

σα
qf exp

[

−iĤ
(4)
q4 t

]

=

= σα
qf + it

[

Ĥ
(4)
q4 , σ

α
qf

]

+
1

2!
(it)2

[

Ĥ
(4)
q4 ,

[

Ĥ
(4)
q4 , σ

α
qf

]

]

+ . . . (5.6)

Використовуючи перестановочнi спiввiдношення для спiнових
операторiв, отримуємо закон еволюцiї псевдоспiнових операторiв у
такому виглядi:

σα
qf (t) = σα

qf exp
(

−iα+ Ω̄x
qf

)

, (5.7)

де

Ω̄x
q1 = −

[

Va
σq2
2

+ Va
σq4
2

+ Ua

σq3
2

+ Φa

σq2
2

σq3
2

σq4
2

+

+ε4(2δa4 − 2δ14)
σq2
2

σq4
2

− ε4

(

δa4
2

+
δ14
2

)

+
xq13
β

]

,

Ω̄x
q2 = −

[

Va
σq3
2

+ Va
σq1
2

+ Ua

σq4
2

+ Φa

σq1
2

σq3
2

σq4
2

+

+ε4(2δa4 − 2δ14)
(σq1

2

σq4
2

−
σq3
2

σq4
2

)

−
xq24
β

]

, (5.8)

Ω̄x
q3 = −

[

Va
σq4
2

+ Va
σq2
2

+ Ua

σq1
2

+ Φa

σq1
2

σq2
2

σq4
2

+

+ε4(2δa4 − 2δ14)
σq2
2

σq4
2

+ ε4

(

δa4
2

+
δ14
2

)

−
xq13
β

]

,

Ω̄x
q4 = −

[

Va
σq1
2

+ Va
σq3
2

+ Ua

σq2
2

+ Φa

σq1
2

σq2
2

σq3
2

+

+ε4(2δa4 − 2δ14)
(σq2

2

σq3
2

−
σq1
2

σq2
2

)

+
xq24
β

]

.

В одночастинковому наближеннi закон еволюцiї псевдоспiнових
операторiв

σα
q13(t) = σα

q13 exp
[

−iαtΩ̄x
q13

]

,

σα
q24(t) = σα

q24 exp
[

−iαtΩ̄x
q24

]

, (5.9)

де Ω̄x
q13 =

x̄q13

β
, Ω̄x

q24 =
x̄q24

β
. Враховуючи, що псевдоспiновi операто-

ри σqf набувають значень ±1, власнi значення гамiльтонiана (5.4)
набувають такого вигляду:

Ωx

q13 1

2

= −Ωx

q1 1

2

= Ωx

q3 1

2

= ∓(ε′ − w′)− δ14ε4 + xq13,
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Ωx

q13 3

4

= −Ωx

q1 3

4

= Ωx

q3 3

4

= ∓(w′ − w′
1)− δ14ε4 + xq13,

Ωx

q13 5

6

= −Ωx

q1 5

6

= Ωx

q3 5

6

= ∓w′ − δa4ε4 + xq13,

Ωx

q24 1

2

= Ωx

q2 1

2

= −Ωx

q4 1

2

= ∓(ε′ − w′) + xq24, (5.10)

Ωx

q24 3

4

= Ωx

q2 3

4

= −Ωx

q4 3

4

= ∓(w′ − w′
1) + xq24,

Ωx

q24 5

6

= Ωx

q2 5

6

= −Ωx

q4 5

6

= ∓w′ + (δa4 − δ14)ε4 + xq24,

Ωx

q24 7

8

= Ωx

q2 7

8

= −Ωx

q4 7

8

= ∓w′ − (δa4 − δ14)ε4 + xq24.

Тодi вираз (5.7) можна записати у такому виглядi:

σα
qf (t) =

8
∑

µ=1

σα
qf

(

Ωx
qfµ

)

e−itαΩx
qfµ = σα

qf

8
∑

µ=1

Rqf

(

Ωx
qfµ

)

e−itαΩx
qfµ ,

(5.11)
де Rqf

(

Ωx
qfµ

)

збiгається з Rqf

(

Ωx
qf

)

(2.11).
Кiнетичне рiвняння (5.1) пiсля розрахункiв виразiв (5.2) отриму-

ється у такому виглядi:

d

dt
〈

∏

f{1...4}

σqf 〉 = −2

8
∑

µ=1



〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

KfµRqf

(

Ωx
qfµ

)

−

−〈
∏

f{1...4}

σqf
∑

f{1...4}

KfµZqfµσqfRqf

(

Ωx
qfµ

)

〉



 , (5.12)

де

Zq13µ = −Zq1µ = Zq3µ = th
β

2
Ωx

q13µ,

Zq24µ = Zq2µ = −Zq4µ = th
β

2
Ωx

q24µ, (5.13)

kfµ =

∞
∫

0

dte−εt cos
(

Ωx
qfµt

)

Re
[

〈ū−(t)ū+〉q + 〈ū+(t)ū−〉q
]

.

При прикладаннi до кристалу ND4D2PO4 електричного поля E1

функцiї розподiлу мають таку симетрiю:

η
(1)x
q13 = −〈σq1〉 = 〈σq3〉, η

(1)x
q24 = 〈σq2〉 = −〈σq4〉,

η
(3)x
q13 = −〈σq2σq3σq4〉 = 〈σq1σq2σq4〉,

η
(3)x
q24 = 〈σq1σq3σq4〉 = −〈σq1σq2σq3〉, (5.14)
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η
(2)x
q1 = 〈σq1σq4〉 = 〈σq2σq3〉, η

(2)x
q2 = −〈σq1σq2〉 = −〈σq3σq4〉,

η
(2)x
q13 = −〈σq1σq3〉, η

(2)x
q24 = −〈σq2σq4〉.

Тодi використовуючи рiвняння (5.12) i враховуючи спiввiдношен-
ня (5.14), отримуємо систему рiвнянь для залежних вiд часу функцiй
розподiлу дейтронiв ND4D2PO4:

d

dt



































η
(1)z
q13

η
(1)z
q24

η
(3)z
q13

η
(3)z
q24

η
(2)z
q1

η
(2)z
q2

η
(2)z
q13

η
(2)z
q24

η
(4)z
q
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āq11 āq12 . . . āq19
āq21 āq22 . . . āq29
āq31 āq32 . . . āq39
āq41 āq42 . . . āq49
āq51 āq52 . . . āq59
āq61 āq62 . . . āq69
āq71 āq72 . . . āq79
āq81 āq82 . . . āq89
āq91 āq92 . . . āq99































































η
(1)z
q13

η
(1)z
q24

η
(3)z
q13

η
(3)z
q24

η
(2)z
q1

η
(2)z
q2

η
(2)z
q13

η
(2)z
q24

η
(4)z
q



































+





























āq1
āq2
āq3
āq4
āq5
āq6
āq7
āq8
āq9





























. (5.15)

Тут використанi наступнi позначення:

āq11 = −(l13 + P x
q13), āq12 = 0,

āq13 = −n13 +Rx
q13, āq14 = −(m131 −m132),

āq15 = −q131 +Mx
q13, āq16 = q132 −Mx

q13,

āq17 = r13, āq18 = −Nx
q13,

āq19 = −p13, āq1 = Lx
q13,

āq21 = 0, āq22 = −(l24 + P x
q24),

āq23 = −(m241 −m242), āq24 = −n24 +Rx
q24,

āq25 = −q241 +Mx
q24, āq26 = q242 −Mx

q24,

āq27 = −Nx
q24, āq28 = r24,

āq29 = −p24, āq2 = Lx
q24,

āq31 = −n13 − 2P x
q24 + 2Rx

q24 +Rx
q13, āq32 = 0,

āq33 = −(l13 + 2l24) + P x
q13),

āq34 = −(m131 −m132) + (m242 −m241),

āq35 = −(q131 + r24) + p24)−Mx
q13 −Nx

q24 + Lx
q24,

āq36 = q132 + r24 + p24 +Mx
q131 −Nx

q24 + Lx
q24,

āq37 = −p13, āq38 = q242 + q241 + Lx
q13,

āq39 = −(q241 + q242 − r13), āq3 = −Nx
q13,
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āq41 = m131, āq42 = −m131 − n24 − 2P x
q13 + 2Rx

q13 +Rx
q24,

āq43 = −(m131 −m132)− (m241 −m242),

āq44 = −(2l13 + l24)− P x
q24),

āq45 = −(q242 + r13) + p13)−Nx
q13 + Lx

q13 +Mx
q241,

āq46 = q241 + r13 − p13 −Nx
q13 + Lx

q13 −Mx
q242,

āq47 = q131 + q132 + Lx
q24, āq48 = −p24,

āq49 = −(q131 + q132 + r24), āq4 = −Nx
q24,

āq51 = q132 − q241 −Mx
q13 −Nx

q24 + Lx
q24,

āq52 = −Nx
q13 + Lx

q13 −Mx
q24,

āq53 = −q131 − r24 − p24 +Mx
q132,

āq54 = −q242 − r13 − p13 +Mx
q241,

āq55 = −(l13 + l24) +Rx
q13 + Rx

q24,

āq56 = −n13 − n24 − P x
q13 − P x

q24,

āq57 = m131 −Qx
q24, āq58 = m242 −Qx

q13,

āq59 = −(m132 +m241), āq5 = Qx
q13 +Qx

q24,

āq61 = q131 +Mx
q131 −Nx

q24 + Lx
q24,

āq62 = −q242 −Nx
q13 + Lx

q13 +Mx
q242,

āq63 = −q132 − r24 + p24 −Mx
q13, āq64 = q241 − r13 + p13 −Mx

q24,

āq65 = n13 + n24 + P x
q13 + P x

q24, āq66 = −(l13 + l24) +Rx
q13 +Rx

q24,

āq67 = m132 +Qx
q24, āq68 = m241 +Qx

q13,

āq69 = −(m131 +m132), āq6 = −(Qx
q13 +Qx

q24),

āq71 = 2Lx
q13, āq72 = 0,

āq73 = −2Nx
q13, āq74 = 0,

āq75 = −(m131 +m132)− 2Qx
q13, āq76 = m132 +m131 + 2Qx

q13,

āq77 = −2l13, āq78 = 2Rx
q13,

āq79 = 0, āq7 = −2P x
q13,

āq81 = 0, āq82 = 2Lx
q24,

āq83 = 0, āq84 = −2Nx
q24,

āq85 = −(m241 +m242)− 2Qx
q24, āq86 = m241 +m242 + 2Qx

q24,

āq87 = 2Rx
q24, āq88 = −2l24,

āq89 = 0, āq8 = −2P x
q24,

āq91 = −2Nx
q13, āq92 = 2Nx

q24,

āq93 = 0, āq94 = 2Rx
q24,
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āq95 = −2(m132 +m241) +Qx
q131 +Qx

q132 +Qx
q241 +Qx

q242,

āq96 = −2(m131 −m242)− (Qx
q131 +Qx

q132 +Qx
q241 +Qx

q242),

āq97 = 2Rx
q24, āq98 = 2Rx

q13,

āq99 = −2(l13 + l24), āq9 = 2(P x
q13 + P x

q24),

де

p13 =
1

4
(K131 −K132 +K133 −K134 + 2K135 − 2K136),

q13 =
1

4
(K131 −K132 −K133 +K134),

r13 =
1

4
(K131 −K132 −K133 −K134 − 2K135 + 2K136),

n13 =
1

4
(K131 +K132 +K133 +K134 − 2K135 − 2K136),

m13 =
1

4
(K131 +K132 −K133 −K134),

l13 =
1

4
(K131 +K132 +K133 +K134 + 2K135 +K136),

p24 =
1

4
(K241 −K242 +K243 −K244 +K245 −K246 +K247 −K248),

q124 =
1

4
(K241 −K242 −K243 +K244 +K245 +K246 −K247 −K248),

q224 =
1

4
(K241 −K242 −K243 +K244 −K245 −K246 +K247 +K248),

r24 =
1

4
(K241 −K242 +K243 −K244 −K245 +K246 −K247 +K248),

n24 =
1

4
(K241 +K242 +K243 +K244 −K245 −K246 −K247 −K248),

m124 =
1

4
(K241 +K242 −K243 −K244 +K245 −K246 −K247 +K248),

m224 =
1

4
(K241 +K242 −K243 −K244 −K245 +K246 +K247 −K248),

l24 =
1

4
(K241 +K242 +K243 +K244 +K245 +K246 +K247 +K248),

P x
q13 =

1

4
(K131Zq131 −K132Zq132 +K133Zq133 −K134Zq134 +

+2K135Zq135 − 2K136Zq136),

Qx
q13 =

1

4
(K131Zq131 −K132Zq132 −K133Zq133 +K134Zq134),

Rx
q13 =

1

4
(K131Zq131 −K132Zq132 +K133Zq133 −K134Zq134 −
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−2K135Zq135 + 2K136Zq136),

Nx
q13 =

1

4
(K131Zq131 +K132Zq132 +K133Zq133 +K134Zq134 −

−2K135Zq135 − 2K136Zq136),

Mx
q13 =

1

4
(K131Zq131 +K132Zq132 −K133Zq133 −K134Zq134),

Lx
q13 =

1

4
(K131Zq131 +K132Zq132 +K133Zq133 +K134Zq134 +

+2K135Zq135 + 2K136Zq136),

P x
q24 =

1

4
(K241Zq241 −K242Zq242 +K243Zq243 −K244Zq244 +

+K245Zq245 −K246Zq246 +K247Zq247 −K248Zq248),

Qx
q124 =

1

4
(K241Zq241 −K242Zq242 −K243Zq243 +K244Zq244 +

+K245Zq245 +K246Zq246 −K247Zq247 −K248Zq248),

Qx
q224 =

1

4
(K241Zq241 −K242Zq242 −K243Zq243 +K244Zq244 −

−K245Zq245 −K246Zq246 +K247Zq247 +K248Zq248),

Rx
q24 =

1

4
(K241Zq241 −K242Zq242 +K243Zq243 −K244Zq244 −

−K245Zq245 +K246Zq246 −K247Zq247 +K248Zq248),

Nx
q24 =

1

4
(K241Zq241 +K242Zq242 +K243Zq243 +K244Zq244 −

−K245Zq245 −K246Zq246 −K247Zq247 −K248Zq248),

Mx
q124 =

1

4
(K241Zq241 +K242Zq242 −K243Zq243 −K244Zq244 +

+K245Zq245 −K246Zq246 −K247Zq247 +K248Zq248),

Mx
q224 =

1

4
(K241Zq241 +K242Zq242 −K243Zq243 −K244Zq244 −

−K245Zq245 +K246Zq246 +K247Zq247 −K248Zq248),

Lx
q24 =

1

4
(K241Zq241 +K242Zq242 +K243Zq243 +K244Zq244 +

+K245Zq245 +K246Zq246 +K247Zq247 +K248Zq248).

В одночастинковому наближеннi

d

dt
η
(1)x
q13 = −2K̄13η

(1)x
q13 + 2K̄13th

Ω̄x
q13

2
,

d

dt
η
(1)x
q24 = −2K̄24η

(1)
q24 + 2K̄24th

Ω̄x
q24

2
. (5.16)
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У випадку Kfµ = K = 1
α

система рiвнянь (5.15) переходить у си-
стему рiвнянь, яка отримана в рамках стохастичної моделi Глаубера
в роботi [48].

6. Висновки

На основi кiнетичного рiвняння, отриманого в рамках методу не-
рiвноважного статистичного оператора в наближеннi чотиричастин-
кового кластера знайдено системи рiвнянь для залежних вiд часу
функцiй розподiлу дейтронiв для сегнетоелектрикiв типу KD2PO4

та антисегнетоелектрикiв типу ND4D2PO4 при врахуваннi п’єзоеле-
ктричного зв’язку та взаємодiї дейтронiв iз зовнiшнiми електрични-
ми полями E3 i E1. Встановлено, що у випадку, коли кiнетичнi па-
раметри не залежать вiд частоти, отриманi тут системи кiнетичних
рiвнянь збiгаються з отриманими нами ранiше в рамках моделi Гла-
убера.
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