
Препринти Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України
розповсюджуються серед наукових та iнформацiйних установ. Вони
також доступнi по електроннiй комп’ютернiй мережi на WWW-сер-
верi iнституту за адресою http://www.icmp.lviv.ua/

The preprints of the Institute for Condensed Matter Physics of the Na-
tional Academy of Sciences of Ukraine are distributed to scientific and
informational institutions. They also are available by computer network
from Institute’s WWW server (http://www.icmp.lviv.ua/)

Юрiй Iгорович Дубленич

Структури на ґратках: деякi кориснi спiввiдношення

Роботу отримано 28 грудня 2010 р.

Затверджено до друку Вченою радою IФКС НАН України

Рекомендовано до друку вiддiлом квантової статистики

Виготовлено при IФКС НАН України
c© Усi права застереженi

Нацiональна академiя наук України

���������	
� IНСТИТУТ

ФIЗИКИ

КОНДЕНСОВАНИХ

СИСТЕМ

'

&

$

%

Ю.I.Дубленич

СТРУКТУРИ НА ҐРАТКАХ:
ДЕЯКI КОРИСНI СПIВВIДНОШЕННЯ

ICMP–10–19U

ЛЬВIВ



УДК: 537.611.2, 538.971

PACS: 05.50.+q, 75.10.Hk, 68.43.Fg, 68.43.De

Структури на ґратках: деякi кориснi спiввiдношення

Ю.I.Дубленич

Анотацiя. В роботi розглянуто структури на ґратцi, згенерованi
множиною конфiгурацiй деякого кластера. З загальних мiркувань
показано, що вiдноснi вмiсти цих конфiгурацiй в структурах по-
в’язанi деякими лiнiйними спiввiдношеннями. Такi спiввiдношення
можуть бути корисними для знаходження основних станiв моделей
ґраткового газу (або еквiвалентних спiнових моделей). Як приклад
розглянуто множину конфiгурацiй семивузлового кластера на три-
кутнiй ґратцi.

Structures on lattices: some useful relations

Yu.I.Dublenych

Abstract. We consider a lattice and structures on it generated by a
set of configurations of a cluster. Using some general considerations,
we show that there exist linear relations between fractional contents of
these configurations in the structures. Such relations can be useful for the
determination of the ground states of lattice-gas models (or equivalent
spin models). As an illustration we consider a set of configurations of a
seven-site cluster on the triangular lattice.
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У багатьох методах визначення основних станiв моделей ґратко-
вого газу (або еквiвалентних спiнових моделей) глобальнi структури
основного стану будують з локальних конфiгурацiй деякої множини
вузлiв [1]- [3]. Ми покажемо, що вiдноснi вмiсти цих конфiгурацiй в
довiльнiй структурi, яку цi конфiгурацiї генерують, пов’язанi деяки-
ми лiнiйними спiввiдношеннями. Щоби уникнути неоднозначностей,
ми насамперед нагадаємо деякi означення.

Розгляньмо якусь ґратку без жодних обмежень на її розмiрнiсть
i топологiю, наприклад, трикутну ґратку на нескiнченнiй площинi,
або ж тривимiрну гранецентровану кубiчну ґратку, або ж трикутну
ґратку на поверхнi нескiнченного цилiндра i т. д. Як приклад ми
розглядатимемо нескiнченну трикутну ґратку на площинi.

Розгляньмо скiнченну множину вузлiв ґратки. Називатимемо її
"кластером". У випадку трикутної ґратки це може бути, наприклад,
вузол з шiстьма сусiднiми вузлами (такий кластер називати-
мемо "квiткою"). Два кластери на ґратцi називатимемо еквiвален-
тними, якщо кожен з них переходить в iнший при якiйсь операцiї
симетрiї ґратки. Вважатимемо, що усi кластери, еквiвалентнi вибра-
ному, покривають ґратку (звичайно, з перекриттями). Наприклад,
трикутну ґратку можна покрити квiтками: кожен вузол є центром
квiтки. Завдяки симетрiї iзотропної трикутної ґратки кожна квiтка
на ґратцi еквiвалентна будь-якiй iншiй квiтцi й орiєнтацiя квiтки не
має значення. Ми вважатимемо еквiвалентнi кластери одним i тим
самим кластером з рiзним розташуванням на ґратцi й просто гово-
ритимемо, що ґратку можна покрити кластером.

Кожен вузол на ґратцi може бути в одному iз скiнченного числа
станiв. У найпростiшому випадку це число дорiвнює два. Наприклад,
вузол може бути зайнятим частинкою (такий вузол зображатимемо
чорним кружечком) або ж вiльним (бiлий кружечок). Якщо стан ко-
жного вузла визначено, то говоримо, що на ґратцi задано структуру.
Якщо визначеним є кожен вузол кластера, то маємо конфiгурацiю
кластера. Конфiгурацiя кластера в структурi залежить вiд його роз-
ташування на ґратцi.

Розгляньмо кластер K, що покриває ґратку з перекриттями, i
множину його конфiгурацiй {Kl} (l = 1, 2, ..., L). Розгляньмо пiд-
кластер Q цього кластера. Нехай пiдкластер може займати M не-

еквiвалентних позицiй в кластерi. Нумеруватимемо їх iндексом m

(m = 1, 2, ...,M). Нехай кожен пiдкластер Q на ґратцi мiститься в
cm кластерах K в позицiї m. Ось приклад: центральна i бiчна по-
зицiї одновузлового пiдкластера в квiтцi (M = 2). c1 = 1, бо кожен
вузол входить лише у двi квiтки у центральнiй позицiї i c2 = 6, бо
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кожен вузол входить у шiсть квiток в бiчнiй позицiї.
Розгляньмо на ґратцi структуру S, згенеровану множиною {Kl}

конфiгурацiй кластера. Це означає, що кожен кластер K на ґратцi
має одну з конфiгурацiй з множини {Kl}. Позначатимемо вiдносний
вмiст конфiгурацiї Kl в структурi S через kl. Виконується таке три-
вiяльне спiввiдношення: ∑

l

kl = 1. (1)

Розгляньмо тепер пiдкластер Q
t

з множини {Q
t
} усiх можли-

вих конфiгурацiй пiдкластера й знайдiмо її вмiст в структурi S. Це
можна зробити рiзними способами, залежно вiд позицiї пiдкластера
в кластерi. Нехай це позицiя m. Тодi кiлькiсть конфiгурацiй Qt на
один кластер K дорiвнює

∑

l

klnml

cm
, (2)

де nml — число конфiгурацiй Q
t

пiдкластера в позицiї m в конфiгу-
рацiї Kl кластера.

Число конфiгурацiй Q
t
не має залежати вiд m, тому виконується

таке спiввiдношення:

∑

l

klnm1l

cm1

=
∑

l

klnm2l

cm2

, (3)

де m1 i m2 — довiльнi нееквiвалентнi позицiї пiдкластера Q в кла-
стерi K. Ця рiвнiсть пов’язує величини kl. Розглядаючи рiзнi па-
ри позицiй пiдкластера в кластерi, одержимо iншi спiввiдношення.
Ми можемо також розглянути якийсь iнший пiдкластер кластера K.
Важливо тiльки, щоби пiдкластер мав принаймнi двi нееквiвалентнi
позицiї в кластерi.

Розгляньмо приклад. Кластер "квiтка" на трикутнiй ґратцi має
тiльки три пiдкластери цього типу: (1) одновузловий пiдкластер, (2)
пара найближчих сусiдiв i (3) тривузловий кластер з кутом 120◦.
Кожен з цих пiдкластерiв має двi нееквiвалентнi позицiї в кластерi
"квiтка".

Розгляньмо таку множину конфiгурацiй кластера "квiтка" на
трикутнiй ґратцi: { , , , , }. Їхнi вiдноснi вмiсти в
структурi позначимо k1, k2, k3, k4 i k5, вiдповiдно. Виберiмо пiдкла-
стер у виглядi двох сусiднiх вузлiв. Цей пiдкластер може займати двi
рiзнi позицiї в кластерi (Рис. 1): радiяльну (m = 1) й бiчну (m = 2).
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Рис. 1. Двовузловий пiдкластер (в червоному овалi) на трикутнiй
ґратцi входить у двi квiтки в радiяльнiй позицiї (злiва) й у двi квiтки
в бiчнiй позицiї (справа).

Розгляньмо конфiгурацiю пiдкластера, в якiй обидва вузли зайнятi.
Для цiєї конфiгурацiї маємо:

c1 = 2, n11 = 1, n12 = 2, n13 = 0, n14 = 0, n15 = 2;

c2 = 2, n21 = 0, n22 = 0, n23 = 1, n24 = 2, n25 = 1. (4)

c1 = c2 = 2, бо пiдкластер входить у двi квiтки як в радiяльнiй, так
i бiчнiй позицiях.

Пiдставляючи цi числа в (3), одержуємо зв’язок мiж вiдносними
вмiстами конфiгурацiй квiтки у будь-якiй структурi, яку цi конфiгу-
рацiї генерують (див. Рис. 2):

k1 + 2k2 − k3 − 2k4 + k5 = 0. (5)

Розгляньмо тепер конфiгурацiю пiдкластера, в якiй обидва вузли
вакантнi. Числа nml для цiєї конфiгурацiї такi:

n11 = 0, n12 = 0, n13 = 3, n14 = 2, n15 = 0;

n21 = 4, n22 = 2, n23 = 1, n24 = 0, n25 = 3. (6)

Пiдсталяючи цi числа в рiвняння (3), одержуємо ще одне спiввiдно-
шення:

4k1 + 2k2 − 2k3 − 2k4 + 3k5 = 0. (7)

Отже, крiм тривiяльного спiввiдношення (1), є ще два спiввiдноше-
ння мiж вiдносними вмiстами конфiгурацiй , , , , в
структурах, якi вони генерують. Можна показати, що iншi спiввiдно-
шення (одержанi за допомогою iнших пiдкластерiв) будуть лiнiйни-
ми комбiнацiями цих трьох. Якщо ми маємо множину з трьох кон-
фiгурацiй квiтки, то три спiввiдношення цiлком визначають їхнiй
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Рис. 2. Приклад структури, згенерованої множиною конфiгурацiй,
про яку йдеться в текстi.

вмiст у будь-якiй структурi, яку цi конфiгурацiї генерують. Якщо
ж структуру генерує множина з чотирьох конфiгурацiй квiтки, то в
загальному випадку лише один iз вiдносних вмiстiв може бути неза-
лежним.

Знання вiдносних вмiстiв kl конфiгурацiй кластера в структурi
дає змогу знайти густину p

Q
t

(кiлькiсть на один кластер K) будь-

якої конфiгурацiї Q
t

довiльного пiдкластера Q в структурi:

pQ
t

=

∑
l
k
l
n
Q

t
l

cQ
, (8)

де n
Q

t
l
— число конфiгурацiй Qt в l-iй конфiгурацiї кластера K, c

Q
— повне число кластерiв K на ґратцi, в якi входить пiдкластер Q.
Для тiєї цiлi можна використати також вираз (2).

Усе вищесказане незастосовне для кластера, в якому нема пiд-
кластерiв з принаймi двома рiзними позицiями в кластерi. Кiльце

є прикладом такого кластера на трикутнiй ґратцi.
Спiввiдношення (3) мiж вiдносними вмiстами конфiгурацiй кла-

стера в структурi цiкавi самi собою. Та крiм цього вони кориснi, а
iнколи й необхiднi для аналiзу основних станiв моделей ґраткового
газу (або ж еквiвалентних спiнових моделей). Це буде показано в
нашiй наступнiй роботi.

Виникають деякi питання, на якi ми поки що не знаємо вiдпо-
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вiдi. Чи iснує простий спосiб знайти кiлькiсть лiнiйно незалежних
спiввiдношень для заданого кластера? Чи завжди iснує пiдкластер,
який генерує всi лiнiйно незалежнi спiввiдношення, як у розгляну-
тому прикладi?
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