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Дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi властивостi сегне-
тоелектрикiв KH2PO4 i RbH2PO4. Метод рiвнянь Блоха

Р.Р.Левицький, I.Р.Зачек, А.С.Вдович

Анотацiя. В рамках модифiкованої моделi протонного впорядкува-
ння з врахуванням тунелювання протонiв на водневих зв’язках та
лiнiйних за деформацiями ε6, ε4 i ε5 внескiв в енергiю протонної си-
стеми в наближеннi молекулярного поля розраховано термодинамi-
чнi, дiелектричнi, п’єзоелектричнi, пружнi, а в рамках методу Блоха
i динамiчнi характеристики сегнетоелектрикiв типу KH2PO4. Пока-
зано, що запропонована теорiя дозволяє досягнути доброї згоди те-
оретичних результатiв з експериментальними даними для KH2PO4

i RbH2PO4 лише в парафазi. Проведено грунтовний аналiз спектру
елементарних збуджень сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 в рамках
дослiджуваної моделi.

Dielectric, piezoelectric and elastic properties of KH2PO4 and
RbH2PO4 ferroelectrics. Bloch equations method

R.R.Levitsky, I.R.Zachek, A.S.Vdovych

Abstract. Within modified proton ordering model with taking into ac-
count tunneling of protons on hydrogen bonds and linear on strains ε6,
ε4 and ε5 contributions into energy of proton system, within mean field
approximation we calculated dielectric, piezoelectric, elastic, and with-
in Bloch method also dynamic characteristics of KH2PO4 type ferro-
electrics. It is shown, that proposed theory let us to obtain good agree-
ment of theoretical results with experimental data for KH2PO4 and
RbH2PO4 only in paraelectric phase. Thorough analysis of excitation
spectrum of KH2PO4 type ferroelectrics within the model is carried out.
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1. Вступ

Cегнетоелектрики типу KH2PO4 у парафазi кристалiзуються в класi
4̄ ·m тетрагональної сингонiї (просторова група I 4̄2d з нецентроси-
метричною точковою групою D2d) i тому вони володiють п’єзоеле-
ктричними властивостями. При прикладаннi вiдповiдних електри-
чних полiв i зсувних напруг певної симетрiї є можливiсть вивчати
роль п’єзоелектричних взаємодiй у фазовому переходi та їх вплив на
фiзичнi характеристики цих кристалiв.

Фундаментальнi результати для деформованих сегнетоактивних
сполук типу KH2PO4 були отриманi в роботах [1–10]. В цих роботах
вперше було модифiковано модель протонного впорядкування для
цих кристалiв шляхом врахування лiнiйних за деформацiями ε6, ε4
i ε5 внескiв в енергiю протонної системи. В рамках цiєї моделi в на-
ближеннi чотиричастинкового кластера за короткосяжними i сере-
днього поля за далекосяжними взаємодiями розраховано поздовжнi
i поперечнi дiелектричнi, п’єзоелектричнi i пружнi характеристики
сегнетоелектрикiв типу KH2PO4. Динамiчнi характеристики протон-
ної пiдсистеми розраховано в межах глауберiвського пiдходу з вра-
хуванням динамiки п’єзоелектричних деформацiй мовою класичних
(ньютонiвських) рiвнянь руху. Отриманi вирази для компонент тен-
зора динамiчної дiелектричної проникностi, модуля пружностi, п’є-
зоелектричних модулiв, а також швидкостей i коефiцiєнтiв поглина-
ння звуку дослiджуваних кристалiв. Проведено грунтовний число-
вий аналiз отриманих результатiв, знайдено оптимальнi набори па-
раметрiв теорiї, якi забезпечують в наближеннi середнього кристалу
добрий кiлькiсний опис вiдповiдних експериментальних даних для
сегнетоелектрикiв K(H1−xDx)2PO4 навiть без явного врахування ту-
нелювання протонiв на водневих зв’язках.

З iншого боку в рядi робiт [11–15], використовуючи простi моделi
з врахуванням тунелювання протонiв на водневих зв’язках в рамках
методу рiвнянь Блоха в наближеннi молекулярного поля (НМП) ви-
вчались динамiчнi властивостi сегнетоелектрикiв типу KH2PO4. Пi-
знiше [16] на основi методу Блоха динамiчнi характеристики цих кри-
сталiв були розрахованi з явним врахуванням їх реальної структури.
Слiд вiдзначити, що в згаданих вище роботах не була врахована п’є-
зоелектрична взаємодiя, що ставить пiд сумнiв можливостi опису на
належному рiвнi на основi отриманих в [11–16] результатiв експери-
ментальних даних для сегнетоелектрикiв типу KH2PO4. У зв’язку
з цим в данiй роботi на основi запропонованої модифiкованої моде-
лi протонного впорядкування з врахуванням тунелювання протонiв
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на водневих зв’язках i їх реальної структури в НМП розраховано
термодинамiчнi, а в рамках методу Блоха i динамiчнi характеристи-
ки сегнетоелектрикiв типу KH2PO4. Встановлено, що запропонована
теорiя дозволяє досягнути доброї згоди теорiї з експериментом лише
для парафази. Розраховано i проведено детальний аналiз спектру
елементарних збуджень протонної системи сегнетоелектрикiв типу
KH2PO4 в рамках запропонованої моделi.

2. Постановка задачi. Наближення молекулярного

поля

Будемо розглядати пiдсистему протонiв сегнетоелектрикiв типу
KH2PO4, якi рухаються на O −H...O зв’язках. Примiтивну комiрку
гратки Браве в сегнетоелектричних ортофосфатах (СОФ) утворю-
ють два сусiднiх тетраедри PO4 з чотирьома водневими зв’язками
(f = 1, 2, 3, 4), якi вiдносяться до одного з них (тетраедра типу
“А”); водневi зв’язки, що пiдходять до другого тетраедра (типу “В”),
належать чотирьом найближчим структурним елементам, якi його
оточують (рис. 1).
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Рис. 1. Примiтивна комiрка кристалiв сiм’ї KH2PO4. Цифри в кру-
жечках нумерують водневi зв’язки; 1, 2 – положення рiвноваги дей-
тронiв на зв’язках.

Гамiльтонiан протонної системи KH2PO4 з врахуванням зсувних
напруг σj (j = 4, 5, 6), якi викликають деформацiї εj, при прикла-
деннi зовнiшнiх електричних полiв Ei (i = 1, 2, 3), якi напрямленi
вздовж кристалографiчних осей a, b, c, має наступний вигляд:

Ĥ = NkBH
(0) + ĤS1, (2.1)
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де

Ĥ(0) =
v̄

2
cE0
44 ε

2
4 +

v̄

2
cE0
55 ε

2
5 +

v̄

2
cE0
66 ε

2
6 −

−v̄e014ε4E1 − v̄e025ε5E2 − v̄e036ε6E3 −

− v̄
2
χε011E

2
1 − v̄

2
χε022E

2
2 − v̄

2
vχε033E

2
3 , (2.2)

ĤS1=−2~Ω
∑

qf

σxqf
2

− 1

2

∑

qf

q′f′

Jff ′(qq
′)
σzqf
2

σzq′f ′

2
−

−
∑

qf

3
∑

i=1

(2ψfi+3εi+3+µfiEi)
σzqf
2
. (2.3)

Доданки в (2.2) вiдповiдають затравочнiй частинi гамiльтонiана, яка
не залежить вiд псевдоспiнової системи i вiдповiдає гратцi. “Затраво-
чна” енергiя включає в себе пружну, п’єзоелектричну i дiелектричну
частини, якi виражаються через деформацiї εj та електричнi поля
Ei, а cE0

jj , e
0
ij , χ

ε0
ii – так званi “затравочнi” пружнi сталi, коефiцiєн-

ти п’єзоелектричної напруги та дiелектричної сприйнятливостi, N –
кiлькiсть примiтивних комiрок, v = v̄kB – об’єм примiтивної комiр-
ки, kB – стала Больцмана. Першi два доданки в (2.3) описують ефе-
кти тунелювання протонiв на O−H...O зв’язках та протон-протоннi
взаємодiї. ~Ω – енергiя тунелювання протонiв, яка не залежить вiд
деформацiй зсуву εj; σ

x
qf , σ

z
qf – оператори псевдоспiна протона, якi

вiдповiдають протону, що знаходиться в q-iй комiрцi на f -му зв’яз-
ку. Наступнi доданки описують п’єзоелектричний зв’язок i взаємодiї
псевдоспiнiв iз зовнiшнiми електричними полями; ψfi+3 – параметри
деформацiйного поля, причому

ψ14 = −ψ34 = ψ4, ψ24 = ψ44 = 0,
−ψ25 = ψ45 = ψ5, ψ15 = ψ35 = 0,
ψ16 = ψ26 = ψ36 = ψ46 = −ψ6.

В (2.3) µfi – ефективний дипольний момент водневого зв’язку,
його компоненти задовольняють такi спiввiдношення:

µ11 = −µ31 = µ1 cos γ, µ21 = −µ41 = µ2 sin γ,
−µ12 = µ32 = µ2 sin γ, −µ22 = µ42 = µ2 cos γ,
µ13 = µ23 = µ33 = µ43 = µ3.

Надалi при розрахунках фiзичних характеристик сегнетоеле-
ктрикiв типу KH2PO4 обмежимось наближенням молекулярного по-
ля. Здiйснивши тотожне перетворення,

σzqf = ηzf + (σzqf − ηzf ), ηzf =
〈

σzqf
〉

,
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нехтуючи квадратичними флуктуацiями i враховуючи симетрiйнi
властивостi взаємодiї Jff ′ , представимо вихiдний гамiльтонiан (2.1)
у виглядi:

Ĥ = NkBU + ĤS , (2.4)

де

U = H(0) − N

2
ν̃1

[

(ηz1)
2
+ (ηz2)

2
+ (ηz3)

2
+ (ηz4)

2
]

+ (2.5)

+Nν̃3 [η
z
1η
z
3 + ηz2η

z
4 ] +Nν̃2 [η

z
1η
z
2 + ηz2η

z
3 + ηz3η

z
4 + ηz4η

z
1 ] ,

ĤS = −∑

q

[(

Hx σ
x
q1

2 +Hz
1
σz
q1

2

)

+
(

Hx σ
x
q2

2 +Hz
2
σz
q2

2

)

+

+
(

Hx σ
x
q3

2 +Hz
3
σz
q3

2

)

+
(

Hx σ
x
q4

2 +Hz
4
σz
q4

2

)

= −∑

qf

~Hf
~σqf

2 .

В (2.5)

ν1 =
J11
4
, ν2 =

J12
4
, ν3 =

J13
4
, ν̃i =

νi
kB

,

а Jff ′ =
∑

Ra−R′a
Jff ′(qq

′) – Фур’є-образ константи взаємодiї мiж про-

тонами при ~k = 0;

Hx = 2~Ω = 2Ω̄,

Hz
1 = 2ν1η

z
1 + 2ν2η

z
2 + 2ν3η

z
3 + 2ν2η

z
4 −

−2ψ6ε6 + 2ψ4ε4 + µ3E3 + µ1 cos γE1 − µ1 sin γE2,

Hz
2 = 2ν2η

z
1 + 2ν1η

z
2 + 2ν2η

z
3 + 2ν3η

z
4 − (2.6)

−2ψ6ε6 − 2ψ5ε5 + µ3E3 + µ2 sin γE1 − µ2 cos γE2,

Hz
3 = 2ν3η

z
1 + 2ν2η

z
2 + 2ν1η

z
3 + 2ν2η

z
4 −

−2ψ6ε6 − 2ψ4ε4 + µ3E3 − µ1 cos γE1 + µ1 sin γE2,

Hz
4 = 2ν2η

z
1 + 2ν3η

z
2 + 2ν2η

z
3 + 2ν1η

z
4 −

−2ψ6ε6 + 2ψ5ε5 + µ3E3 − µ2 sin γE1 + µ2 cos γE2.

Тепер розрахуємо в наближеннi молекулярного поля середнi зна-
чення псевдоспiнiв:

ηxf =
2Ω̄

Hf

thβHf , ηy = 0, ηzf =
Hz
f

Hf

th
β

2
Hf , (2.7)

де

Hf =
{

(

2Ω̄
)2

+
(

Hz
f

)2
}

1

2

.
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Вiдзначимо, що при Ei = 0 i σj = 0

ηxs = ηx1 = ηx2 = ηx3 = ηx4 =
2Ω̄

H0
th
β

2
H0,

ηzs = ηz1 = ηz2 = ηz3 = ηz4 =
Hz

0

H0
th
β

2
H0, (2.8)

де

H0 = {Hx +Hz
0}

1

2 =
{

(

2Ω̄
)2

+ [2νcη
z
s − 2ψ6ε6]

2
}

1

2

, νc = ν1+2ν2+ν3.

Така ж симетрiя середнiх значень псевдоспiнiв має мiсце i при
прикладаннi поля E3 i напруги σ6:

ηx(3) =
2Ω̄

H(3)
th
β

2
H(3), ηz(3) =

Hz(3)

H(3)
th
β

2
H(3), (2.9)

H(3) =
{

(

2Ω̄
)2

+ [2νcη
z(3)− 2ψ6ε6 + µ3E3]

2
}

1

2

.

Аналогiчнi вирази для середнiх значень псевдоспiнiв без враху-
вання п’єзоелектричного зв’язку отриманi в роботi [12] при 2Ω̄ = ΩB
i µ3 = 2µB, а в роботах [17,18] отримано дещо iншi вирази. При при-
кладаннi до кристалу поля E1 i механiчної напруги σ4 отримано такi
результати:

ηx1 =η
x
3 =η

x
13(1)=

2Ω̄

H13(1)
th
β

2
H13(1),

ηx2 =η
x
4 =η

x
24(1)=

2Ω̄

H24(1)
th
β

2
H24(1), (2.10)

ηz1 = −ηz3 = ηz13(1) =
Hz

13(1)

H13(1)
th
β

2
H13(1),

ηz2 = −ηz4 = ηz24(1) =
Hz

24(1)

H24(1)
th
β

2
H24(1),

де використано такi позначення:

H1(1) = H3(1) = H13(1) =
{

(

2Ω̄
)2

+ [2νaη
z
13(1) + 2ψ4ε4 + µ1E1]

2
}

1

2

,

H2(1) = H4(1) = H24(1) =
{

(

2Ω̄
)2

+ [2νaη
z
24(1)]

2
}

1

2

, νa = ν1 − ν3.
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Якщо до кристалу прикладено електричне поле E2 або механiчна
напруга σ5, то

ηx1 =η
x
3 =η

x
13(2)=

2Ω̄

H13(2)
th
β

2
H13(2),

ηx2 =η
x
4 =η

x
24(2)=

2Ω̄

H24(2)
th
β

2
H24(2), (2.11)

−ηz1=ηz3 =ηz13(2)=
Hz

13(1)

H13(1)
th
β

2
H13(2),

−ηz2=ηz4 =ηz24(2)=
Hz

24(2)

H24(2)
th
β

2
H24(2),

де

H1(2) = H3(2) = H13(2) =
{

(

2Ω̄
)2

+ [2νaη
z
13(2)]

2
}

1

2

,

H2(2) = H4(2) = H24(2) =
{

(

2Ω̄
)2

+ [2νaη
z
24(2) + 2ψ5ε5 + µ2E2]

2
}

1

2

.

3. Термодинамiчнi характеристики

Для розрахунку дiелектричних, п’єзоелектричних та пружних хара-
ктеристик кристалiв типу KH2PO4 використаємо термодинамiчний
потенцiал Гiббса в розрахунку на одну комiрку, отриманий в набли-
женнi молекулярного поля:

g =
G

NkB
= U − 4T ln 2− T

4
∑

f=1

ln cosh
β

2
Hf−v̄

6
∑

j=4

σjεj . (3.1)

Записуючи дiелектричне i пружне рiвняння стану

1

v̄

(

∂g

∂Ei

)

T,εj

= −Pi,
1

v̄

(

∂g

∂εj

)

T,Ei,σj

= 0

з термодинамiчного потенцiалу (3.1) отримуємо напруги σj (рiвнян-
ня для деформацiй εj)

σ4 = cE0
44 ε4 − e014E1 −

ψ4

v
(ηz1 − ηz3) ,

σ5 = cE0
55 ε5 − e025E2 −

ψ5

v
(−ηz2 + ηz4) , (3.2)

σ6 = cE0
66 ε6 − e036E3 +

ψ6

v
(ηz1 + ηz2 + ηz3 + ηz4) ,
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а також вирази для поляризацiй Pi:

P1 = e014ε4 + χε011E1 +
1

2

[µ1

v
cosγ(ηz1 − ηz3) +

µ2

v
sin γ(ηz2 − ηz4)

]

,

P2 = e025ε5 + χε022E2 +
1

2

[µ1

v
sin γ(−ηz1 + ηz3) +

µ2

v
cos γ(−ηz2 + ηz4)

]

,

P3 = e036ε6 + χε033E3 +
1

2

µ3

v
(ηz1 + ηz2 + ηz3 + ηz4). (3.3)

Зi спiввiдношень (3.3) отримуємо, що

E1 = −h014ε4 + kε011

[

P1 −
1

2

µ1

v
cos γ (ηz1 − ηz3)−

1

2

µ2

v
sin γ (ηz2 − ηz4)

]

,

E2 = −h025ε5 + kε022

[

P2 −
1

2

µ1

v
sin γ (−ηz1+ηz3)−

1

2

µ2

v
cos γ (−ηz2+ηz4)

]

,

E3 = −h036ε6 + kε033

[

P3 −
1

2

µ3

v
(ηz1 + ηz2 + ηz3 + ηz4)

]

, (3.4)

де

h0ij = e0ij
(

χε0ii
)−1

, kε0ii =
(

χε0ii
)−1

.

Пiдставивши вирази (3.4) у (3.2), отримаємо:

σ4 = cp044ε4 − h014

[

P1 −
1

2

µ1

v
cos γ (ηz1 − ηz3)−

1

2

µ2

v
sin γ (ηz2 − ηz4)

]

−

−ψ4

v
(ηz1 − ηz3) ,

σ5=c
p0
55ε5−h025

[

P2 −
1

2

µ1

v
sin γ (−ηz1+ηz3)−

1

2

µ2

v
cos γ (−ηz2+ηz4)

]

−

−ψ5

v
(−ηz2 + ηz4) , (3.5)

σ6 = cp066ε6 − h036

[

P3 −
1

2

µ3

v
(ηz1 + ηz2 + ηz3 + ηz4)

]

+

+
ψ6

v
(ηz1 + ηz2 + ηz3 + ηz4) ,

де cp0jj = cE0
jj + e0ijh

0
ij .

Враховуючи вирази (2.7) i (3.3), розраховуємо компоненти iзотер-
мiчної статистичної дiелектричної сприйнятливостi СОФ у випадку
механiчно затиснутого кристалу. В сегнетоелектричнiй фазi отрима-
но такi результати:

χεT11S(0) = χε011 +
v̄

v2
1

2

(

µ2
1 cos

2 γ + µ2
2 sin

2 γ
)

fTε11S(0),
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χεT22S(0) = χε022 +
v̄

v2
1

2

(

µ2
1 sin

2 γ + µ2
2 cos

2 γ
)

fTε22S(0), (3.6)

χεT33s(0) = χε033 + 2v̄
µ2
3

v2
fTε33s(0).

Тут використано такi позначення:

fTε11S(0) = fTε22S(0) =
1

T

2κε0
1− β2νaκε0

,

fTε33s(0) =
1

T

2κε0
1− β2νcκε0

,

а
κ
ε
0 = ρ0 sin

2 ϑ0 + λ0 cos
2 ϑ0,

ρ0 =
thβ2H0

βH0
, λ0 =

1

2

[

1− th2
β

2
H0

]

, sinϑ0 =
2Ω̄

H0
, cosϑ0 =

Hz
0

H0
.

В параелектричнiй фазi маємо:

χTε11p(0) = χTε22p(0) = χε011 + v̄
µ2
1

v2
1

T

2thβΩ̄

β2Ω̄− β2νathβΩ̄
, (3.7)

χTε33p(0) = χε33 + v̄
µ2
3

v2
1

T

2thβΩ̄

β2Ω̄− β2νcthβΩ̄
.

Вираз для χTε33p(0) узгоджується з отриманим спiввiдношенням
для поздовжньої статичної сприйнятливостi роботи [12]. Структурно
спiвпадають спiввiдношення (3.6) i (3.7) iз результатами робiт [17,18],
але в цих роботах вираз для H0 дещо iнший.

На основi (2.7) i (3.3) знаходимо вирази для iзотермiчних коефi-
цiєнтiв п’єзоелектричної напруги в сегнетоелектричнiй фазi:

eT14S = e014 +
µ1 cos γ

v
ψ̃4f

Tε
11S(0),

eT25S = e025 +
µ2 cos γ

v
ψ̃5f

Tε
22S(0), (3.8)

eT36S = e036 −
µ3

v
2ψ̃6f

Tε
33s(0), ψ̃j =

ψj
kB

.

У параелектричнiй же фазi маємо такi результати:

eT14p = e014 +
µ1

v
ψ̃4

1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2νathβΩ̄
,

eT25p = e025 +
µ2

v
ψ̃5

1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2νathβΩ̄
,

eT36p = e036 − 2
µ3

v
ψ̃6

1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2νcthβΩ̄
.
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Диференцiюючи спiввiдношення (3.4) за деформацiями εj при
сталiй поляризацiї, отримаємо вирази для iзотермiчних сталих п’є-
зоелектричної напруги

hT14 =
eT14
χεT11

, hT25 =
eT25
χεT22

, hT36 =
eT36
χεT33

. (3.9)

Розрахуємо внесок протонної системи в iзотермiчну пружну ста-
лу, який зумовлений протонною пiдсистемою. Зi спiввiдношень (3.2)
знаходимо, що в сегнетоелектричнiй фазi

cET44S = cE0
44 +

2ψ̃2
4

v̄
fTε11S(0),

cET55S = cE0
55 +

2ψ̃2
5

v̄
fTε22S(0), (3.10)

cET66S = cE0
66 − 4ψ̃2

6

v̄
fTε33s(0),

а в параелектричнiй

cET44P = cE0
44 +

2ψ̃2
4

v̄

1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2νathβΩ̄
,

cET55P = cE0
55 +

2ψ̃2
5

v̄

1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2νathβΩ̄
,

cET66P = cE0
66 − 4ψ̃2

6

v̄

1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2νcthβΩ̄
.

Пружнi iзотермiчнi сталi при сталiй поляризацiї легко розраху-
вати таким чином:

cPTjj = cETjj + eTijh
T
ij . (3.11)

Визначаючи iз виразiв (3.2) деформацiї εj i пiдставляючи їх у
(3.1), отримуємо електричну функцiю Гiббса:

g1 = −1

2
v̄sE0

44 σ
2
4 −

1

2
v̄sE0

55 σ
2
5 − 1

2
v̄sE0

66 σ
2
6 −

−v̄d014σ4E1 − v̄d025σ5E2 − v̄d036σ6E3 −

−1

2
v̄χσ011E

2
1 − 1

2
v̄χσ022E

2
2 − 1

2
v̄χσ033E

2
3 + (3.12)

+
1

2
ν̃1 [ (ηz1)

2 + (ηz2)
2 + (ηz3)

2 + (ηz4)
2] +

+ν̃3 (ηz1η
z
3 + ηz2η

z
4) + ν̃2 (ηz1η

z
2 + ηz2η

z
3 + ηz3η

z
4 + ηz4η

z
1)−

−4T ln 2− T

4
∑

f=1

ln ch
β

2
H̄f ,
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де
sE0
jj = (cE0

jj )
−1, d0ij = e0ijs

E0
jj , χS0ii = χ0

ij + e0ijd
0
ij ,

H̄f =
√

(2Ω̄)2 + (H̄z
1 )

2,

а

H̄z
1 =

(

2ν1 +
2ψ2

6

v
sE0
66 − 2ψ2

4

v
sE0
44

)

ηz1 +

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz2 +

+

(

2ν3 +
2ψ2

6

v
sE0
66 + 2

ψ2
4

v
sE0
44

)

ηz3 +

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz4 −

−2ψ6s
E0
66 σ6 + 2ψ4s

E0
44 σ4 +

+(µ3 − 2ψ6d
0
36)E3 + (µ1 cos γ + 2ψ4d

0
14)E1 − µ1 sin γE2,

H̄z
2 =

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz1 +

(

2ν1 +
2ψ2

6

v
sE0
66 − ψ2

5

v
sE0
55

)

ηz2 +

+

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz3 +

(

2ν3 +
2ψ2

6

v
sE0
66 +

2ψ2
5

v
sE0
55

)

ηz4 −

−2ψ6s
E0
66 σ6 + 2ψ5s

E0
55 σ5 +

+(µ3 − 2ψ6d
0
36)E3 + µ2 sin γE1 − (µ2 cos γ + 2ψ5d

0
25)E2,

H̄z
3 =

(

2ν3 +
2ψ2

6

v
sE0
66 − 2ψ2

4

v
sE0
44

)

ηz1 +

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz2 +

+

(

2ν1 +
2ψ2

6

v
sE0
66 +

2ψ2
4

v
sE0
44

)

ηz3 +

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz2 −

−2ψ6s
E0
66 σ6 − 2ψ4s

E0
44 σ4 + (3.13)

+(µ3 − 2ψ6d
0
36)E3 − (µ1 cos γ + 2ψ4d

0
14)E1 + µ1 sin γE2,

H̄z
4 =

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz1 +

(

2ν3 +
2ψ2

6

v
sE0
66 +

2ψ2
5

v
sE0
55

)

ηz2 +

+

(

2ν2 +
2ψ2

6

v
sE0
66

)

ηz3 +

(

2ν1 +
2ψ2

6

v
sE0
66 − 2ψ2

5

v
sE0
55

)

ηz4 −

−2ψ6s
E0
66 σ6 + 2ψ5s

E0
55 σ5 +

+(µ3 − 2ψ6d
0
36)E3 − µ2 sin γE1 + (µ2 cos γ + 2ψ5d

0
25)E2.

Пружне i дiелектричне рiвняння стану в цьому випадку мають
такий вигляд:

1

v̄

(

∂g1
∂σj

)

Ei,T

= −εj,
1

v̄

(

∂g1
∂Ei

)

σj ,T

= −Pi. (3.14)

ICMP–10–18U 11

Звiдси знаходимо, що

ε4 = sE0
44 σ4 + d014E1 +

ψ4

v
sE0
44 (η

z
1 − ηz3),

ε5 = sE0
55 σ5 + d025E2 +

ψ5

v
sE0
55 (−ηz2 + ηz4), (3.15)

ε6 = sE0
66 σ6 + d036E3 −

ψ6

v
sE0
66 (η

z
1 + ηz2 + ηz3 + ηz4),

P1 = d014σ4 + χσ011E1 +

+
1

2v
(µ1 cos γ + 2ψ4d

0
14)(η

z
1 − ηz3) +

µ2

2v
sin γ(ηz2 − ηz4),

P2 = d025σ5 + χσ022E2 +

+
µ1

2v
sin γ(−ηz1 + ηz3) +

1

2v
(µ2 cos γ + 2ψ5d

0
25)(−ηz2 + ηz4), (3.16)

P3 = d036σ6 + χσ33E3 +
1

2v
(µ3 − 2ψ6d

0
36)(η

z
1 + ηz2 + ηz3 + ηz4).

Зi спiввiдношень (3.16) знаходимо, що

E1 = −g014σ4 + kσ011P1 −

− 1

2v
(µ1 cos γk

σ0
11 + ψ4g

0
14)(η

z
1 − ηz3)−

µ2

2v
sin γkσ011 (η

z
2 − ηz4),

E2 = −g025σ5 + kσ022P2 −
−µ1

2v
sin γkσ022 (−ηz1 + ηz3)−

(µ2

v
cos γkσ022 + ψ5g

0
25

)

(−ηz2 + ηz4), (3.17)

E3 = −g036σ6 + kσ33P3 −
1

2v

(µ3

2
kσ033 − 2ψ6g

0
36

)

(ηz1 + ηz2 + ηz3 + ηz4),

де
g0ij = d0ijk

σ0
ii , k

σ0
ij = (χσ0ii )

−1.

Використовуючи спiввiдношення (3.16), можна розрахувати ком-
поненти iзотермiчної статичної дiелектричної сприйнятливостi вiль-
ного кристалу, якi в сегнетоелектричнiй фазi мають такий вигляд:

χσT11S(0) = χσ011 +
v̄

4v2

[

(

µ1 cos γ + 2ψ4d
0
14

)2
+ µ2

2 sin
2 γ

]

fTσ11S(0),

χσT22S(0) = χσ022 +
v̄

4v2
[

µ2
1 sin

2 γ +
(

µ2 cos γ + 2ψ5d
0
25

)]

fTσ22S(0), (3.18)

χσT33s(0) = χσ033 +
v̄

v2
(

µ3 − 2ψ6d
0
36

)2
fTσ33s(0).
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Тут використанi такi позначення:

fTσ11S(0) =
1

T

κ
σ
0

1− β2ν̄a4κσ0
,

fTσ22S(0) =
1

T

κ
σ
0

1− β2ν̄a5κσ0
,

fTσ33s(0) =
1

T

2κσ0
1− β2ν̄cκσ0

,

ν̄a4 = 2νa + 4
ψ2
4

v
sE0
44 , ν̄a5 = 2νa + 4

ψ2
5

v
sE0
55 , 2ν̄c = 2νc + 8

ψ2
6

v
sE0
66 ,

κ
σ
0 = ρ̄0 sin

2 ϑ̄0 + λ̄0 cos
2 ϑ̄0,

ρ̄0 =
thβ2 H̄0

βH̄0
, λ̄0 =

1

2

[

1− th2
β

2
H̄0

]

, sin ϑ̄0 =
2Ω̄

H̄0
, cos ϑ̄0 =

H̄z
0

H̄0
.

H̄0 =

√

(

2Ω̄
)2

+

{(

2νc + 8
ψ2
c

v
sE0
66

)

η
(z)
s

}2

.

При температурi T > Tc отримуємо такi результати:

χσT11p(0) = χσ011 +
v̄

4v2
(

µ1 + 2ψ4d
0
14

)2 1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β
(

2νa + 4
ψ2

4

v
sE0
44

)

thβΩ̄
,

χσT22p(0) = χσ022 +
v̄

4v2
(

µ2 + 2ψ5d
0
25

)2 1

T

thβΩ̄

β2̄Ω− β
(

2νa + 4
ψ2

5

v
sE0
55

)

thβΩ̄
,

(3.19)

χσT33p(0) = χσ033 +
v̄

v2
(

µ3 − 2ψ6d
0
36

)2 1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β(2νc + 8
ψ2

6

v
sE0
66 )thβΩ̄

.

Iзотермiчнi коефiцiєнти п’єзоелектричної деформацiї dTij знаходи-
мо, продиференцiювавши вирази (3.16) за напругами σj :

dT14S = d014 +
(

µ1 cos γ + 2ψ4d
0
14

)

ψ̃4s
E0
44 f

Tσ
11S(0),

dT25S = d025 +
(

µ2 cos γ + 2ψ5d
0
25

)

ψ̃5s
E0
55 f

Tσ
22S(0), (3.20)

dT36S = d036 − 2
(

µ3 − 2ψ6d
0
36

)

ψ̃6s
E0
66 f

Tσ
33s(0).

Iз виразу (3.17) отримуємо спiввiдношення для iзотермiчних ста-
лих п’єзоелектричної деформацiї gTij :

gTij =
dTij
χσTii

. (3.21)
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Диференцiюючи вирази (3.15) за напругами σj , отримуємо насту-
пнi спiввiдношення для iзотермiчних податливостей:

sET44S = sE0
44 + 2

ψ̃2
4

v̄
(sE0

44 )
2fTσ11S(0),

sET55S = sE0
55 + 2

ψ̃2
5

v̄
(sE0

55 )
2fTσ22S(0), (3.22)

sET66S = sE0
66 + 4

ψ̃2
6

v̄
(sE0

66 )
2fTσ33s(0),

sET44p = sE0
44 + 2

ψ̃2
4

v̄

(

sE0
44

)2 1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2ν̄a4thβΩ̄
,

sET55S = sE0
55 + 2

ψ̃2
5

v̄

(

sE0
55

)2 1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2ν̄a5thβΩ̄
, (3.23)

sET66S = sE0
66 + 4

ψ̃2
6

v̄

(

sE0
66

)2 1

T

thβΩ̄

β2Ω̄− β2ν̄cthβΩ̄
.

При температурi T = Tc обернена дiелектрична сприйнятливiсь

вiльного кристалу
(

χσT33p(0)
)−1

= 0, що дозволяє отримати рiвняння
для температури фазового переходу Tc, яке має наступний вигляд:

2 ˜̄Ω

2ν̃c + 8
ψ̃2

6

v̄
sE0

66

= th
˜̄Ω

Tc
,

(

˜̄Ω =
Ω̄

kB

)

. (3.24)

Якщо не враховувати п’єзоелектричний зв’язок (ψ̃6 = 0), то iз
виразу для Tc (3.24) випливає результат, який узгоджується iз вира-
зом, отриманим в роботi [12], i не спiвпадає iз наведеним рiвнянням
в роботах [17, 18].
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4. Вплив механiчних напруг на тепловi властивостi

KH2PO4

Молярна ентропiя кристалiв типу KH2PO4, що обумовлена протон-
ною системою, має наступний вигляд:

Sµ = −R
(

∂g

∂T

)

Ei,σi

= 2R

{

ln 2 + ln ch
β

2
H0 −

β

2
H0th

β

2
H0

}

, (4.1)

Молекулярну теплоємнiсть кристалу, яка обумовлена його про-
тонною системою, при сталiй напрузi обчислимо, безпосередньо ди-
ференцiюючи ентропiю:

∆Cσ6 = T

(

∂Sµ
∂T

)

σ

= ∆Cε6 + qp6α6, (4.2)

де ∆Cε6 – молярна теплоємнiсть при сталiй деформацiї i

∆Cε6 = qp,ε6 + qε6p
σ
6 . (4.3)

Використовуючи спiввiдношення (4.1), знаходимо

qp,ε6 = T

(

∂Sµ
∂T

)

p3,ε6

=
R

2
[βH0]

2

[

1− th2
β

2
H0

]

,

qε6 = T

(

∂Sµ
∂P3

)

ε6,E3

= −R
2

v

µ3
βνcH

z
0

[

1− th2
β

2
H0

]

– теплота поляризацiї при заданому ε6,

qP6 = T

(

∂Sµ
∂ε6

)

P3,T

=
R

2
2ψ̃6βH

z
0

[

1− th2
β

2
H0

]

– теплота деформацiї при заданому P3.
У виразах (4.2) i (4.3) pσ6 =

(

∂P3

∂T

)

σ6,E3

– пiроелектричний коефiцi-

єнт, а α6 =
(

∂ε6
∂T

)

σ6,E3

– “коефiцiєнт теплового розширення” – величи-

на, яка пов’язана з температурною залежнiстю зсувної деформацiї
ε6. Тут не розглядаються iстиннi коефiцiєнти теплового розширення,
якi зв’язанi з дiагональними компонентами тензора деформацiї.

На основi виразу (3.3) отримуємо, що

pσ6 = pε6 + eT36α6, (4.4)

де

pε6 = −2
µ3

v
β2
H̃z

0
1
2

[

1− th2 β2H0

]

1− β2νcκ0
.
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А “коефiцiєнт теплового розширення“

α6 =
−qP6 + h36p

ε
6

cE66
. (4.5)

5. Динамiка псевдоспiнiв механiчно затиснутого

кристалу KH2PO4 в наближеннi хаотичних фаз

Будемо розглядати рух псевдоспiнiв вiдносно молекулярного поля в
наближеннi хаотичних фаз (НХФ), коли ефективним загасанням мо-
жна знехтувати. Слiд вiдзначити, що НХФ є узагальненням НМП на
випадок задач iз часовою залежнiстю. Надалi при розглядi динамiки
KH2PO4 будемо використовувати методику, яка розвинута в [12].

Розглянемо вiдгук псевдоспiнової системи на мале зовнiшнє еле-
ктричне поле Eiqt = Eiqe

iωt, яке залежить вiд часу i просторових

координат. Тодi гамiльтонiан ĤS також залежить вiд часу, i будуть
часозалежними середнi значення псевдоспiнових операторiв.

Гейзенберiвське рiвняння руху для середнiх значень псевдоспiно-
вих операторiв в НХФ має такий вигляд:

~
d〈~σqf 〉
dt

= −i〈
[

~σqf , ĤS

]

〉, (5.1)

де

ĤS = −
∑

qf

~Hqf

~σqf
2
.

Тут використано такi позначення:

Hz
q1 =

1

2

∑

q′f ′

Jff ′(qq
′)〈σzq′f ′〉 − 2ψ6ε6 +

+2ψ4ε4 + µ3E3q + µ1 cos γE1q − µ1 sin γE2q,

Hz
q2 =

1

2

∑

q′f ′

Jff ′(qq
′)〈σzq′f ′〉 − 2ψ6ε6 −

−2ψ5ε5 + µ3E3q + µ2 sin γE1q − µ2 cos γE2q,

Hz
q3 =

1

2

∑

q′f ′

Jff ′(qq
′)〈σzq′f ′〉 − 2ψ6ε6 − (5.2)

−2ψ4ε4 + µ3E3q − µ1 cos γE1q + µ1 sin γE2q,

Hz
q4 =

1

2

∑

q′f ′

Jff ′(qq
′)〈σzq′f ′〉 − 2ψ6ε6 +

+2ψ5ε5 + µ3E3q − µ2 sin γE1q + µ2 cos γE2q.
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Iз врахуванням (5.2) рiвняння руху (5.1) набувають вигляду:

~
d〈~σqf 〉
dt

= 〈~σqf 〉 × ~Hqf . (5.3)

Представимо 〈~σqf 〉 у виглядi суми двох доданкiв: сталого члена
~ηf , що дорiвнює середньому значенню псевдоспiна в НМП, i зале-
жного вiд часу малого вiдхилення вiд згаданого результату в НМП,
тобто

〈~σqf 〉 = ~ηf + 〈~σqf 〉t. (5.4)

Аналогiчно запишемо i гамiльтонiан

~Hqf = ~Hf + ~Hqft, (5.5)

де

~Hq1
3
t = {0, 0, 1

2

∑

q′f ′

Jff ′(qq
′)〈σzq′f ′〉t +

+µ3E3qt ± µ1 cos γE1qt ∓ µ1 sin γE2qt},
~Hq1

3
t = {0, 0, 1

2

∑

q′f ′

Jff ′(qq
′)〈σzq′f ′〉t +

+µ3E3qt ± µ2 sin γE1qt ∓ µ2 cos γE2qt}.

Рiвняння руху (5.3) з врахуванням виразiв (5.4) i (5.3) можуть
бути лiнеаризованi, якщо залишити лише члени, якi лiнiйнi за вiд-
хиленнями 〈~σzqf 〉t i ~Hqft:

~
d

dt
〈~σqf 〉t = 〈~σqf 〉t × ~Hf + ~ηf × ~Hqft. (5.6)

Доданок ~ηf × ~Hqft тотожно дорiвнює нулю, оскiльки середнє зна-
чення псевдоспiна орiєнтоване вздовж напрямку молекулярного по-
ля.

В результатi, враховуючи вирази ~Hf i ~Hqft, отримуємо наступну
систему рiвнянь:

~
d

dt
〈σxqf 〉t = Hz

f 〈σyqf 〉t,

~
d

dt
〈σyqf 〉t = −Hz

f 〈σxqf 〉t + 2Ω̄〈σzqf 〉t − ηxfH
z
qft, (5.7)

~
d

dt
〈σzqf 〉t = −2Ω̄〈σyqf 〉t.
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Таким чином, ми отримали систему 12N лiнiйних рiвнянь, якi
зв’язують амплiтуди флуктуацiй псевдоспiнiв вiдносно молекуляр-
ного поля з амплiтудами зовнiшнiх електричних полiв, якi залежать
вiд часу. Ця система може бути зведена до N систем 12 рiвнянь для
заданого хвильового вектора ~k за допомогою перетворення Фур’є:

〈~σf (~k)〉t = 1√
N

∑

q

〈~σqf 〉te−i~k~Rq ,

Eit(~k) =
1√
N

∑

q

Eiqte
−i~k ~Rq ,

Jff ′(~k) =
∑

q

Jff ′(q − q′)e−i
~k(~Rq−~R′q).

(5.8)

Iз системи рiвнянь (5.7) з врахуванням (5.8) знаходимо для

KH2PO4 при ~k = 0 при прикладаннi поздовжнього електричного
поля E3(0) наступну систему рiвнянь:

~
d

dt





〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



=





0 c12 0
c21 0 c23
0 c32 0









〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



−µ3E3t(0)





0
c2
0



 . (5.9)

Тут використанi такi позначення:

c12 = 2νc(0)η
z
s − 2ψ6ε6,

c21 = − [2νc(0)η
z
s − 2ψ6ε6] , c23 = 2Ω̄− 2νc(0)η

x
s , c2 = ηxs ,

c32 = −2Ω.

Розв’язуючи систему рiвнянь (5.9), отримаємо диференцiальне
рiвняння зi сталими коефiцiєнтами для 〈σz33(0)〉t:

~
3 d

3

dt3
〈σz33(0)〉t +m1~

d

dt
〈σz33(0)〉t = µ3E3t(0)m

(1), (5.10)

де
m1 = [2νc(0)η

z
s − 2ψ6ε6]

2
+ 2Ω̄

[

2Ω̄− 2νc(0)η
x
s

]

,
m(1) = 2Ω̄ηxs .

Звiдси часозалежне середнє значення псевдоспiна 〈σz33(0)〉t, яке
дорiвнює сумi загального i частинного розв’язку рiвняння (5.9), має
наступний вигляд:

〈σz33(0)〉t = C1 + C2 cos
√

m′
1t+ C3 sin

√

m′
1t+ µ3E3t(0)f

НХФ
33 (ω̄),

де

fНХФ
33s (ω̄) =

(iω̄)m(1)

(iω̄)2 + (iω̄)m1
=

1

T

ρ0 sin
2 ϑ0H

2
0

(iω̄)2 +
[

1− β2νc(0)ρ0 sin
2 ϑ0

]

H2
0

,
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C1, C2, C3 – сталi, а ω̄ = ~ω.
В результатi, поздовжня динамiчна дiелектрична сприйнятли-

вiсть механiчно затиснутого кристалу в НХФ має наступний вигляд:

χεНХФ
33s (ω̄) = χε033 + v̄

µz3
v2
fНХФ
33s (ω̄) =

= χε033 + v̄
µz3
v2

fНХФ
33s (0)

1 + (iω̄τε3НХФ)2
, (5.11)

де

fНХФ
33s (0) =

1

T

ρ0 sin
2 ϑ0

1− β2νc(0)ρ0 sin
2 ϑ0

,

τε3НХФ =
1

{[

1− β2νc(0)ρ0 sin
2 ϑ0

]

H2
0

}

1
2

. (5.12)

Видно, що розрахований в НХФ вираз fНХФ
33 (0) вiдрiзняється

вiд fTε33 (0, σ3), який визначає iзотермiчну статичну дiелектричну
сприйнятливiсть.

В параелектричнiй фазi iз системи рiвнянь (5.7), враховуючи
(5.8), маємо:

~
d

dt





〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



=





0 0 0
0 0 c23
0 c32 0









〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



−µ3E3t(0)





0
c2
c3



 .

(5.13)
Звiдси легко отримати

~
2 d

2

dt2
〈σz33(0)〉t + k0~〈σz33(0)〉t = µ3E3t(0)k

(0), (5.14)

де
k0 = 2Ω̄

[

2Ω̄− 2νc(0)η
x
s

]

, k(0) = 2Ω̄ηxs .

Розв’язок рiвняння (5.14) має наступний вигляд:

〈σz33(0)〉pt = C1 cos
√

kp0 + C1 sin
√

kp0 +
µ3

2kB
E3t(0)f

НХФ
33p (ω̄), (5.15)

де

fНХФ
33p (ω̄) =

1

T

2Ω̄th(βΩ̄)

(iω̄)2 + 2Ω̄
[

2Ω̄− 2νc(0)th(βΩ̄)
] .
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В результатi динамiчна дiелектрична сприйнятливiсть в НХФ в
парафазi має такий вигляд:

χεНХФ
33p (ω̄) = χε033 + v̄

µz3
v2

fНХФ
33p (0)

1− (ω̄τε3pНХФ)2
, (5.16)

де

fНХФ
33p (0) =

1

T

th(βΩ̄)

β2Ω̄− β2νc(0)th(βΩ̄)
,

τε3НХФ =
1

{

2Ω̄
[

2Ω̄− 2νc(0)th(βΩ̄)
]}

1
2

.

Якщо до кристалу прикладено поле E1qt, то iз системи рiвнянь
(5.7) з врахуванням (5.8) отримуємо наступнi двi системи рiвнянь:

~
d

dt





〈σx1 (0)〉t − 〈σx3 (0)〉t
〈σy1 (0)〉t − 〈σy3 (0)〉t
〈σz1(0)〉t − 〈σz3(0)〉t



 = (5.17)

=





0 c12 0
c21 0 a23
0 c32 0









〈σx1 (0)〉t − 〈σx3 (0)〉t
〈σy1 (0)〉t − 〈σy3 (0)〉t
〈σz1(0)〉t − 〈σz3(0)〉t



−µ1 cos γE1t(0)





0
c̄2
0



 ,

~
d

dt





−〈σx2 (0)〉t + 〈σx4 (0)〉t
−〈σy2 (0)〉t + 〈σy4 (0)〉t
−〈σz2(0)〉t + 〈σz4(0)〉t



 = (5.18)





0 c12 0
c21 0 a23
0 c32 0

v









−〈σx2 (0)〉t + 〈σx4 (0)〉t
−〈σy2 (0)〉t + 〈σy4 (0)〉t
−〈σz2(0)〉t + 〈σz4(0)〉t



−µ2 sin γE1t(0)





0
c̄2
0



 ,

де
c12 = 2νc(0)η

z
s − 2ψ6ε6,

c21 = − [2νc(0)η
z
s − 2ψ6ε6] ,

a23 = 2Ω̄− 2νa(0)η
x
s .

В результатi поперечну динамiчну дiелектричну сприйнятливiсть
механiчно затиснутого кристалу в наближеннi хаотичних фаз отри-
муємо в такому виглядi:

χεНХФ
11p (ω̄) = χε011 +

1

2
v̄

(

µ2
1 cos

2 γ

v2
+
µ2
2 sin

2 γ

v2

)

fНХФ
11 (ω̄), (5.19)
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Тут використано позначення:

fНХФ
11 (ω̄) =

1

T

ρ0 sin
2 ϑ0H

z
0

[

1− β2νa(0)ρ0 sin
2 ϑ0

]

H2
0 + (iω̄)2

=
fНХФ
11 (0)

1 + (iω̄τε1НХФ)2
,

де

fНХФ
11 (0) =

1

T

ρ0 sin
2 ϑ0

1− β2νa(0)ρ0 sin
2 ϑ0

,

τε1НХФ =
1

{[

1− β2νа(0)ρ0 sin
2 ϑ0

]

H2
0

}

1
2

.

Для механiчно затиснутого кристалу власнi частоти протонної
системи кристалiв типу KH2PO4 мають вигляд:

(

ω̄ε НХФ
2,3 s

)2
= [2νс(0)η

z
s − 2ψ6ε6]

2 + 2~Ω [2~Ω− 2νс(0)η
x
s ] ,

(

ω̄ε НХФ
4,5 s

)2
= [2νс(0)η

z
s − 2ψ6ε6]

2 + 2~Ω [2~Ω− 2νa(0)η
x
s ] ;

(

ω̄ε НХФ
2,3 p

)2
= 2~Ω [2~Ω− 2νс(0)th(β~Ω)] ,

(

ω̄ε НХФ
4,5 p

)2
= 2~Ω [2~Ω− 2νa(0)th(β~Ω)] .

6. Рiвняння Блоха для руху псевдоспiнiв механi-

чно затиснутого кристалу

У сегнетоелектриках типу лад-безлад, а отже i в KH2PO4, важливим
є ефект загасання i рух псевдоспiна в напрямку молекулярного поля,
якi не врахованi в НХФ. Цi фактори ми беремо до уваги, додаючи
феноменологiчнi релаксацiйнi члени в рiвняннях руху в НХФ [12].
Ця методика аналогiчна використанню рiвняння Блоха в теорiї ма-
гнiтного резонансу.

Допустимо iснування двох рiзних часiв релаксацiї Т1 i Т2, якi
описують релаксацiю компонент паралельних (〈~σqf 〉′′) i перпендику-
лярних (〈~σqf 〉⊥) до напрямку миттєвого молекулярного поля

~sqf =
~Hqf

Hqf

. (6.1)

Рiвняння руху “блохiвського” типу мають такий вигляд:

~
d

dt
〈~σqf 〉=〈~σqf 〉 × ~Hqf−

1

T1

[

〈~σqf 〉′′−〈~σqf 〉′′
]

− 1

T2

[

〈~σqf 〉⊥−〈~σqf 〉⊥
]

,

(6.2)
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а компоненти паралельних та перпендикулярних псевдоспiнiв визна-
ченi рiвнянням:

〈~σqf 〉′′ = ~P ′′
q 〈~σqf 〉 =

←

s qf

{

←

sqf 〈~σqf 〉
}

=

=~i

{

(Hx)2

Hqf

〈σxqf 〉+
HxHz

qf

Hqf

〈σzqf 〉
}

+ ...

+~k

{

HxHz
qf

Hqf

〈σxqf 〉+
(Hz

qf )
2

Hqf

〈σzqf 〉
}

, (6.3)

〈~σqf 〉⊥ = ~P⊥
q 〈~σqf 〉 = 〈~σqf 〉 − 〈~σqf 〉′′,

де Hx = 2Ω̄, Hz
qf = Hz

f +Hz
qft, а ~P

′′

q i ~P⊥
q – оператори проекцiї, пара-

лельної i перпендикулярної до напрямку миттєвого молекулярного
поля.

Вважатимемо, що псевдоспiни релаксують до залежної вiд часу
квазiрiвноваги, що визначається миттєвим значенням молекулярно-
го поля. Квазiрiвноважне середнє 〈~σqf 〉 при цьому дається таким
виразом

〈~σqf 〉 =
~Hqf

Hqf

th
β

2
Hqf . (6.4)

Рiвняння (6.2) описує прецесiю псевдоспiнiв навколо миттєвого
молекулярного поля i релаксацiю взовж цього поля.

Розкладемо вираз (6.4) на статичну частину, яка визначається
температурним середнiм, i флюктуацiйну частину:

〈~σqf 〉′′ = ~ηf + 〈~σqf 〉′′t ,
〈~σqf 〉⊥ = ~ηf + 〈~σqf 〉⊥t , (6.5)

〈~σqf 〉 = ~ηf + 〈~σqf 〉t.

Пiдставляючи вираз (5.4),(5.5) i (6.5) в (6.2) i обмежуючись лi-
нiйними за вiдхиленнями доданками отримуємо, що:

~
d

dt
〈~σqf 〉t = 〈~σqf 〉t × ~Hqf + ~ηf ~Hqft −

− 1

T1

[

〈~σqf 〉′′t − 〈~σqf 〉′′t
]

− 1

T2

[

〈~σqf 〉⊥t − 〈~σqf 〉⊥t
]

. (6.6)

Флюктуацiйнi частини псевдоспiнiв в (6.6) мають наступний ви-
гляд:

〈σxqf 〉′′t − 〈σxqf 〉
′′
t = sin2 ϑfξ

x
qft + sinϑf cosϑfξ

z
qft,



22 Препринт

〈σyqf 〉
′′
t − 〈σ̄yqf 〉

′′
t = 0, (6.7)

〈σzqf 〉′′t − 〈σ̄zqf 〉′′t = sinϑf cosϑfξ
x
qft + cos2 ϑf ξ

z
qft,

〈σxqf 〉⊥t − 〈σxqf 〉⊥t = cos2 ϑf ξ
x
qft − sinϑft cosϑfξ

x
qft,

〈σyqf 〉⊥t − 〈σ̄yqf 〉⊥t = 0, (6.8)

〈~σzqf 〉⊥t − 〈σ̄zqf 〉⊥t = − sinϑf cosϑf ξ
x
qft + sin2 ϑfξ

z
qft,

де

ξαqft = 〈σαqf 〉t − 〈σ̄αqf 〉t, α = x, z,

〈σxqf 〉t = β sinϑf cosϑf (λf − ρf )H
z
qft,

〈σzqf 〉t = β(ρf sin
2 ϑf + λf cos

2 ϑf )H
z
qft.

Пiдставляючи вирази (6.7) i (6.8) в рiвняння Блоха (6.6) i прово-

дячи перетворення Фур’є (5.8), отримуємо при ~k = 0 для часозале-
жних функцiй 〈~σ33(0)〉t наступну систему рiвнянь при прикладеннi
до кристалу сталого поздовжнього електричного поля:

~
d

dt





〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



 =





c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33









〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



−

−βµ3E3t(0)





c1
c̄2
c3



 , (6.9)

де коефiцiєнти cij мають наступний вигляд:

c11 = − 1

T1
sin2 ϑ0 −

1

T2
cos2 ϑ0,

c13=− 1

T1
[1−β2νc(0)λ0] sinϑ0 cosϑ0+

1

T2
[1−β2νc(0)ρ3] sinϑ0 cosϑ0,

c1 = − 1

T1
λ0 sinϑ0 cosϑ0 +

1

T2
ρ0 sinϑ0 cosϑ0,

c22 = − 1

T2
, c̄2 =

1

β
c2,

c31 = − 1

T1
sinϑ0 cosϑ0 +

1

T2
sinϑ0 cosϑ0,

c33 = − 1

T1
[1− β2νc(0)λ0] cos

2 ϑ0 −
1

T2
[1− β2νc(0)ρ0] sin

2 ϑ0,

c3 = − 1

T1
λ0 cos

2 ϑ0 −
1

T2
ρ0 sin

2 ϑ0.
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Систему рiвнянь (6.9) зведемо до диференцiального рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами 〈σz33(0)〉t:

~
3 d

3

dt3
〈σz33(0)〉t+mε

2~
2 d

2

dt2
〈σz33(0)〉t+mε

1~
d

dt
〈σz33(0)〉t+mε

0〈σz33(0)〉t=

= βµ3E3t(0)
[

(iω̄)2m(2) + (iω̄)m(1) +m(0)
]

. (6.10)

Тут використанi наступнi позначення:

mε
2 = − [c11 + c22 + c33] ,

mε
1 =

∣

∣

∣

∣

c33 c32
c23 c22

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c33 c31
c13 c11

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c22 c21
c12 c11

∣

∣

∣

∣

,

mε
0 = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c33 c32 c31
c23 c22 c21
c13 c12 c11

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

m(2) = −c3 , m(1) = −
(∣

∣

∣

∣

c32 c3
c22 c̄2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

c31 c3
c11 c1

∣

∣

∣

∣

)

,

m(0) = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c32 c31 c3
c22 c21 c̄2
c12 c11 c1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(6.11)

Розв’язок рiвняння (6.10) має наступний вигляд:

〈σz33(0)〉t =
3

∑

i=1

Cie
− t

τε
i3 + βµ3E3t(0)f

ε
33s(ω̄), (6.12)

де τεi3 = − 1
qε
i3

– часи релаксацiї, а qεi3 – коренi характеристичного

рiвняння
(qε3)

3 +mε
2(q

ε
3)

2 +mε
1(q

ε
3) +mε

0 = 0. (6.13)

В (6.11)

f ε33s(ω̄) =
1

T

(iω̄)2m(2) + (iω̄)m(1) +m(0)

(iω̄)3 + (iω̄)2mε
2 + (iω̄)mε

1 +mε
0

.

В результатi, поздовжню динамiчну дiелектричну сприйнятли-
вiсть механiчно затиснутого кристалу KH2PO4 знаходимо в насту-
пному виглядi:

χε33s(ω̄) = χε033 + v̄
µ2
3

v2
1

T
f ε33s(ω̄) =

= χε033 +
χε133

1 + iω̄τε13
+

χε233
1 + iω̄τε23

+
χε333

(1 + iω̄τε23)
2
, (6.14)



24 Препринт

оскiльки числовий аналiз рiвняння (6.13) показує, що воно має такi
розв’язки: τ1, τ2 = τ3.

Вирази для χεi33 знаходимо iз такої системи рiвнянь





(τε23)
2 τε13τ

ε
23 0

2τε23 τε13 + τε23 τε13
1 1 1









χε133
χε233
χε333



 = v̄
µ2
3

v2
τε13(τ

ε
23)

2

T





m(2)

m(1)

m(0)



 .

А дiйсна i уявна частини комплексної дiелектричної проникностi
механiчно затиснутого кристалу мають такий вигляд: KH2PO4

ε′
ε
33s(ω̄) = εε033 +

4πχε133
1 + (ω̄τε13)

2
+

4πχε233
1 + (ω̄τε23)

2
+

4π[1− (ω̄τε13)
2]χε333

1 + 3(ω̄τε23)
2

,

ε′′
ε
33s(ω̄) =

4πχε133ωτ
ε
13

1 + (ω̄τε13)
2
+

4πχε233ωτ
ε
23

1 + (ω̄τε23)
2
− 4πχε3332ωτ

ε
23

1 + 3(ω̄τε23)
2
.

У випадку, якщо 1
T1

= 1
T2

= 1
T12

, коефiцiєнти диференцiального
рiвняння (5.10) набувають наступного вигляду:

m̄ε
2 =

3

T12

[

1− 2

3
νc(0)κ0

]

=
1

T12

{

2 +

[

ω̄ε2,3
]2

H2
0

}

,

m̄ε
1 =

2

T 2
12

[1− βc2νc(0)κ0] +
1

T 2
12

[

1 +H2
0T

2
12β2νc(0)ρ0 sin

2 ϑ0
]

=

=
1

T 2
12

{

1 +
[

ω̄ε2,3
]2 2 + T 2

12H
2
0

H2
0

+ T 2
12β2νc(0)λ0 cos

2 ϑ0

}

,

m̄ε
0 = [1− βc2νc(0)κ0]

[

1

T 2
12

+H2
0

]

1

T12
=

[

ω̄ε2,3
]2 1 + T 2

12H
2
0

−3 sin2 ϑ0
,

m̄(2) =
1

T12
κ0,

m̄(1) = ρ0 sin
2 ϑ0

2 + T 2
12H

2
0

T 2
12

+ λ0 cos
2 ϑ0

2

T 2
12

,

m̄(1) = κ0
1 + T 2

12H
2
0

T 3
12

,

де
[

ω̄ε2,3
]2

– власнi частоти коливань протонної пiдсистеми:

[

ω̄ε2,3
]2

= H2
0

[

1− β2νc(0)(ρ0 sin
2 ϑ0 + λ0 cos

2 ϑ0
]

=

= [2νc(0)η
z
s − 2ψ6ε6]

2
[

1− β2νc(0)
1
2 (1 − th2 βH0

2 )
]

+

+2~Ω[2hΩ− 2νc(0)η
x
s ].

(6.15)
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Вiдзначимо, що у цьому випадку

f̄ ε33(0, E3) = fTε33 (0, σ6, E3) =
m̄(0)

m̄ε
(0)

.

В параелектричнiй фазi системи “блохiвських” рiвнянь для меха-
нiчно затиснутого кристалу KH2PO4 має наступний вигляд:

h
d

dt





〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



=





cp11 0 0
0 c22 c23
0 c32 cp33









〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



−βµ3E3t(0)





0
c̄2
cp3



 ,

(6.16)
де

cp11 = − 1

T1
, cp33 = − 1

T2

[

1− β2νc(0)
thβΩ̄

β2Ω̄

]

, cp3 = − 1

T2

thβΩ̄

β2Ω̄
.

Перше рiвняння в (6.16) описує релаксацiю псевдоспiна вздовж
σx-осi, тобто вздовж напрямку молекулярного поля:

(iω̄ +
1

T
)〈σx1 (0)〉 = 0.

Вiдповiдна власна частота руху псевдоспiна в цьому напрямку по
сутi уявна:

ω̄1 =
i

T1
.

У парафазi цей рух не викликає флуктуацiй поляризацiї. З двох
iнших рiвнянь, якi описують прецесiю вiдносно молекулярного поля
при наявностi загасання i характеризують флуктуацiї поляризацiї,
отримуємо:

d2

dt2
〈σz33(0)〉t+kε1

d

dt
〈σz33(0)〉t+kε0〈σz33(0)〉t = βµ3E3t(0)

[

(iω)k(1) + k(0)
]

.

(6.17)
Тут використанi такi позначення:

kε1 = 2
T2

[

1− β2νc(0)
thβΩ̄
βΩ̄

]

= 1
T2

{

1 +
[ω̄εНХФ

2,3 p ]
2

Ω̄2

}

= 2γεp(0),

kε0 =
[

1
T 2

2

+ Ω̄2
] [

1− β2νc(0)
thβΩ̄
βΩ̄

]

=
[

ω̄εНХФ

2,3 p

]2 1+(2Ω̄)2T 2

2

(2Ω̄)2T 2

2

= (ωεp(0))
2,

k(1) = 1
T2

thβΩ̄
β2Ω̄

, k(0) =
[

1
T 2

2

+ (2Ω̄)2
]

thβΩ̄
β2Ω̄

.
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Iз рiвняння (6.17) отримаємо, що

〈σz33(0)〉pt =
2

∑

i=1

Cie
− t

τε
ip3 + βµ3E3t(0)f33p(ω̄, 0) (6.18)

де

f33p(ω̄, 0) =
(iω̄)k(1) + k(0)

(iω̄)2 + (iω̄)2γεp(0) + (ω̄εp(0))
2
=

(iω̄)k(1) + k(0)

(iω̄)2 + (iω̄)kε1 + kε0
,

а τεip3 – часи релаксацiї, причому

(τεip3)
−1 =

1

2

(

kε1 ∓
√

(kε1)
2 − 4kε0

)

=
1

2T2

{[

2− β2νc(0)
thβΩ̄

β2Ω̄

]

∓

∓

√

(

β2νc(0)
thβΩ̄

β2Ω̄

)2

− 4(2Ω)2
(

1− β2νc(0)
thβΩ̄

β2Ω̄

)2

T 2
2







.

Динамiчна поздовжня дiелектрична сприйнятливiсть механiчно
затиснутого кристалу KH2PO4 в параелектричнiй фазi отримана в
такому виглядi:

χε33p(ω̄, 0) = χε033 + v̄
µ2
3

v2
1

T
f33p(ω̄, 0) =

= χε033 + χε33p(0)(ω̄
ε
0(0))

2
1 + 1+iω̄T2

1+(2Ω̄)2T 2

2

−ω̄2 + 2iγεp(0)ω̄ + (ω̄εp(0))
2
=

= χε033 +

2
∑

i=1

χεi3p
1 + iω̄τεi3p

. (6.19)

Тут використанi такi позначення:

χε13p = v̄
µ2
3

v2
1

T

τε1pτ
ε
2p

τε1p − τε2p

(

−k(1) + τε1pk
(0)

)

,

χε23p = v̄
µ2
3

v2
1

T

τε1pτ
ε
2p

τε1p − τε2p

(

k(1) − τε2pk
(0)

)

.

Дiйсна i уявна частини динамiчної дiелектричної проникностi
KH2PO4, отриманi з (6.19), мають такий вигляд:

ε′
ε
33p(ω̄) = εε033 +

2
∑

i=1

4πχεi3p
1 + (ω̄τεip3)

2
,

ε′′
ε
33p(ω̄) =

2
∑

i=1

4πχεi3pωτ
ε
ip3

1 + (ω̄τεip3)
2
.
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Вираз (6.19) узгоджується зi спiввiдношенням, отриманим авторами
роботи [12].

Для розрахунку поперечної дiелектричної сприйнятливостi
χε11(ω̄) використовуємо системи рiвнянь, якi отриманi iз системи рiв-

нянь (5.7) з врахуванням (5.8) при Ẽ1 = 0 i ~k = 0:

~
d

dt





〈σx1 (0)〉t − 〈σx3 (0)〉
〈σy1 (0)〉t − 〈σy3 (0)〉
〈σz1(0)〉t − 〈σz3(0)〉



 =

=





c11 c12 a13
c21 c22 a23
c31 c32 a33









〈σx1 (0)〉t − 〈σx3 (0)〉
〈σy1 (0)〉t − 〈σy3 (0)〉
〈σz1(0)〉t − 〈σz3(0)〉



−µ1 cos γE1t





c1
c̄2
c3



,

~
d

dt





−〈σx2 (0)〉t + 〈σx4 (0)〉
−〈σy2 (0)〉t + 〈σy4 (0)〉
−〈σz2(0)〉t + 〈σz4(0)〉



 = (6.20)





c11 c12 a13
c21 c22 a23
c31 c32 a33









−〈σx2 (0)〉t + 〈σx4 (0)〉
−〈σy2 (0)〉t + 〈σy4 (0)〉
−〈σz2(0)〉t + 〈σz4(0)〉



−µ2 sin γE1t





c1
c̄2
c3



 ,

де

a13=− 1

T1
[1−β2νa(0)λ0] sinϑ0 cosϑ0+

1

T2
[1−β2νa(0)ρ0] sinϑ0 cosϑ0,

a33 = − 1

T1
[1− β2νa(0)λ0] cos

2 ϑ0 −
1

T2
[1− β2νa(0)ρ0] sin

2 ϑ0.

В результатi поперечну динамiчну дiелектричну сприйнятливiсть
механiчно затиснутого кристалу на основi “блохiвських рiвнянь ру-
ху” отримуємо в наступному виглядi:

χε11(ω̄) = χε033 +
1

2
v̄

(

µ2
1 cos

2 γ

v2
+
µ2
2 sin

2 γ

v2

)

f ε11(ω̄), (6.21)

де

f ε11(ω̄) =
1

T

(iω̄)2n(2) + (iω̄)n(1) + n(0)

(iω̄)3 + (iω̄)2nε2 + (iω̄)nε1 + nε0
,

а вираз nε2, ..., n
(0) аналогiчний mε

2, ...,m
(0) (6.11).
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При 1
T1

= 1
T2

= 1
T12

маємо:

n̄ε2 = 3
T12

[

1− 2
3βνa(0)κ0

]

= 1
T12

{

2 +
[ω̄ε

4,5(0)]
2

H2

0

}

,

n̄ε1 = 2
T 2

12

[1− β2νa(0)κ0] +
1
T 2

12

[

1 +H2
0T

2
12β2νa(0)ρ0 sin

2 ϑ0
]

=

= 1
T 2

12

{

1 +
[

ω̄ε4,5(0)
]2 2+T 2

12
H2

0

H2

0

+ T 2
12β2νa(0)λ0 cos

2 ϑ0

}

,

n̄ε0 = [1− β2νa(0)κ0]
[

1
T 2

12

+H2
0

]

1
T12

=
[

ω̄ε5,6(0)
]2 1+T 2

12
H2

0

T 3

12
H2

0

,

n̄(2) = 1
T12

κ0,

n̄(1) = ρ0 sin
2 ϑ0

2+T 2

12
H2

0

T 2

12

+ λ0 cos
2 ϑ0

2
T 2

12

,

n̄(0) = κ0
1+T 2

12
H2

0

T 3

12

,

де власнi частоти мають такий вигляд:

[

ω̄ε4,5(0)
]2

= [2νc(0)η
z
s − ψ6ε6]

2
[

1− β2νa(0)(1− th2 β2H0)
]

+

+2~Ω(2~Ω− 2νa(0)η
x
s ). (6.22)

7. Динамiка механiчно затиснутих дейтерованих

кристалiв типу KD2PO4

У дейтерованому кристалi KD2PO4 поле тунелювання Ω дуже ма-
ле i ним можна знехтувати. В цьому випадку ми маємо справу з
динамiчною моделлю Iзiнга.

Враховуючи, що

sinϑs0 = 0, cosϑs0 = 1,

λs =
1

2

[

1− (ηzs )
2
]

, ηzs = th [βνc(0)η
z
s − βψ6ε6] ,

iз системи рiвнянь (6.9) знаходимо наступне рiвняння Блоха для z-
компоненти псевдоспiна в сегнетоелектричнiй фазi:

~
d
dt
〈σz33(0)〉t + 1

T

{

1− βνc(0)
[

1− (ηzs )
2
]}

σz33(0)〉t =
= 1

T

[

1− (ηzs )
2
]

βµ3E3t(0).
(7.1)

Iз даного рiвняння легко отримати такий результат: (7.1)

〈σz33(0)〉t = Ce−
t
τ +

βµ3

2

1
T1

[

1− (ηzs )
2
]

iω̄ + 1
T1

[1− βνc(0)] [1− (ηzs )
2]
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Звiдси легко отримати поздовжню динамiчну дiелектричну
сприйнятливiсть кристалiв типу KD2PO4

χε33s(ω̄)=χ
ε0
33+v̄

µ2
3

v2
1

T

1
T1

[

1−(ηzs)
2
]

iω̄+ 1
T1

[1−βνc(0)] [1− (ηzs )
2]
=χε033+

χε3s(0)

1+iω̄τεs
,

(7.2)
де

χε33(0) = v̄
µ2
3

v2
1

T

1− (ηzs )
2

[1− βνc(0)] [1− (ηzs )
2]

= v̄
µ2
3

v2
1

T
fs1(0, ξ

z
s ),

а час релаксацiї має такий вигляд:

τεs =
T1

[1− βνc(0)] [1− (ηzs )
2]
.

8. Динамiчнi характеристики механiчно вiльних

кристалiв типу KH2PO4

Розглянемо випадок коливань тонкої квадратної пластинки криста-
лiв типу KH2PO4, яка вирiзана в площинi (001), зi сторонами l пiд
дiєю зовнiшнього змiнного електричного поля Eq3t = Eq3e

iωt. В се-
гнетоелектричнiй фазi такий зовнiшнiй вплив буде iндукувати, крiм
зсувної деформацiї ε6, ще i дiагональнi компоненти тензора дефор-
мацiї εi, якими для простоти надалi будемо нехтувати.

Використаємо класичне рiвняння руху елементарного об’єму кри-
сталу типу KH2PO4.

ρ
∂2ui
∂t2

=
∑

j

∂σij
∂xj

, (8.1)

де ρ – густина кристалу, ui – змiщення елементарного об’єму вздовж
осi xi, а σij – механiчна напруга. У випадку, який ми розглядає-
мо, вiдмiнна вiд нуля зсувна напруга σ12 = σ6, яка iндукує зсувну
деформацiю

ε6 =
∂u1
∂y

+
∂u2
∂x

. (8.2)

Тому розглянемо на основi (8.1) динамiку змiщень u1 i u2. Вирази
(8.1) з врахуванням спiввiдношення (3.2) мають такий вигляд:

ρ
∂2u1
∂t2

= cE0

66

∂ε6
∂y

+
4ψ6

v

∂
〈

σzqs
〉

∂y
,

ρ
∂2u2
∂t2

= cE0

66

∂ε6
∂x

+
4ψ6

v

∂
〈

σzqs
〉

∂x
. (8.3)
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Використовуючи (8.1) i нехтуючи дiагональними компонентами
тензора деформацiї ε2 i ε3, отримуємо хвильовi рiвняння для u1i u2:

ρ
∂2u1
∂t2

= cE0

66

∂2u1
∂y2

+
4ψ6

v

∂
〈

σzqs
〉

∂y
,

ρ
∂2u2
∂t2

= cE0

66

∂2u2
∂x2

+
4ψ6

v

∂
〈

σzqs
〉

∂x
. (8.4)

Як i ранiше, видiлимо при малих вiдхиленнях вiд стану рiвноваги
в рiвняннях (5.2) i (8.4) статичну i часозалежну частини, враховуючи
(5.4):

ε6 = ε60 + ε6t = ε60 +
∂u1t
∂y

+
∂u2t
∂x

. (8.5)

Тепер
~Hq0 = ~H0 + ~Hq0t,

де

~Hq0 =

{

Ω, 0,
∑

q′
2νc(qq

′)ηzs − 2ψ6ε60

}

,

~Hq0t =

{

0, 0,
∑

q′
2νc(qq

′)
〈

σzqs
〉

t
− 2ψ6ε6t + βµ3E3qt

}

.

В результатi для часозалежних частин отримуємо в сегнетоеле-
ктричнiй фазi наступну систему рiвнянь:

~
d

dt





〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



 =





c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33









〈σx33(0)〉t
〈σy33(0)〉t
〈σz33(0)〉t



+

+β2ψ6ε6





c1
1
β
c2

c3



 − βµ3E3t(0)





c1
c̄2
c3



 , (8.6)

ρ
∂2u1t
∂t2

= cE0
66

∂2u1t
∂y2

+
4ψ6

ϑ

∂ 〈σz33(0)〉t
∂y

,

ρ
∂2u2t
∂t2

= cE0
66

∂2u2
∂x2

+
4ψ6

ϑ

∂ 〈σz33(0)〉t
∂x

. (8.7)

Розв’язки системи (8.6) i (8.7) шукаємо у виглядi гармонiчних
хвиль, тобто

〈σα33(0)〉t = 〈σα33(0, x, y)〉t eiωt, (α = x, y, z) (8.8)
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ε6t = ε6t(x, y)e
iωt,

u1t = u1(y)e
iωt,

u2t = u2(x)e
iωt.

(8.9)

Пiдставляючи спiввiдношення (8.8) в систему рiвнянь (8.6), зна-
ходимо, що

〈σα33(0, x, y)〉 =
βµ3

2
f ε33s(ω)E3(0)− βψ6f

ε
33s(ω)ε6(x, y). (8.10)

Системи рiвнянь (8.7), враховуючи спiввiдношення (8.9) i (8.10),
тепер можна записати у такому виглядi:

cE66(ω)
∂2u1
∂y2

+ ω2ρu1 = 0,

cE66(ω)
∂2u2
∂x2

+ ω2ρu2 = 0, (8.11)

де

cE66(ω) = cE0
66 − 4ψ̃2

6

v̄T
f ε33(ω̄).

Перепишемо рiвняння (8.11) в наступному виглядi:

∂2u1
∂y2

+ k2u1 = 0,
∂2u2
∂x2

+ k2u2 = 0, (8.12)

де хвильове число

k =
ω
√
ρ

√

cE66(ω)
. (8.13)

Розв’язок рiвнянь (8.12) шукаємо у такому виглядi

u1 = A1 cos ky +B1 sin ky,
u2 = A2 cos kx+B2 sin kx.

В результатi отримуємо:

ε6(x, y) = k [− (A1 cos ky +A2 cos kx) + (B1 sin ky+B2 sin kx)] . (8.14)

Граничнi умови задаємо в наступному виглядi:

ε6(0) = ε6(l, l) = ε6(0, l) = ε6(l, 0) = ε0. (8.15)

А значення ε0 отримаємо iз виразу (3.10), враховуючи спiввiдно-
шення (8.11)

ε0 =
e036 − 2 µ̃3

v̄
ψ̃6

T
f ε33s(ω̄)

c066 − 4ψ̃6

v̄T
f ε33s(ω̄)

E3(0).
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Враховуючи граничнi умови (8.15), зi спiввiдношення (8.14) отри-
муємо, що

ε6(x, y) =
ε0
2

[

−cos kl − 1

sin kl
(sin ky + sin kx) + (cos ky+coskx)

]

. (8.16)

На основi виразу (3.3) мiж поляризацiєю P3(0) i 〈σz33(0, x, y)〉 i
враховуючи спiввiдношення (8.10), отримуємо, що

P3t(0, x, y) = P3E(x, y)e
iωt,

де
P3E(x, y) = e36(ω)ε6(x, y) + χε33(ω)E3(0), (8.17)

а

e36(ω) = e036 − 2
µ3

v

ψ̃6

T
f ε33s(ω̄).

Тепер можемо розрахувати дiелектричну сприйнятливiсть
χσ33(ω, 0) вiльного кристалу, яку визначаємо наступним чином:

χσ33(ω̄) =
1

l2
∂

∂E3(ω)

l
∫

0

l
∫

0

P3E(x, y)dxdy. (8.18)

Оскiльки

1

l2

l
∫

0

l
∫

0

dxdyε6(x, y) =
2ε0
k
tg
kl

2
=

ε0
R(ω)

,

де
1

R(ω̄)
=

2

kl
tg
kl

2
,

то iз (8.18) знаходимо, що

χσ33(ω̄)=
R(ω)−1

R(ω̄)

[

χε033+v̄
µ2
3

v2
1

T
f ε33s(ω̄)

]

+
1

R(ω̄)

[

χσ033+v̄
µ2
3

v2
1

T
fσ33s(ω̄)

]

.

(8.19)
Тут використанi наступнi позначення

χσ033 = χε033 + e036d
0
36, µ̄3 = µ3 − 2ψ6d

0
36,

fσ33s(ω̄, 0) =
(iω̄)2m(2) + (iω̄)m(1) +m(0)

(iω̄)3 + (iω̄)2mσ
2 + (iω̄)mσ

1 +mσ
0

,
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а

mσ
2 = mε

2 − 4
ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T
m(2),

mσ
1 = mε

1 − 4
ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T
m(1),

mσ
0 = mε

0 − 4
ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T
m(0).

Часи релаксацiї вiльного кристалу τσi0 = − 1
qσ
i0

, де qσi0 – коренi

наступного рiвняння:

(qσi0)
3
+mσ

2 (q
σ
i0)

2
+mσ

1 (q
σ
i0) +mσ

0 = 0. (8.20)

Проаналiзуємо отримане спiввiдношення (8.19). При частотах
ω → ∞ вираз R (ω) → ∞ i iз (8.19) отримаємо динамiчну сприйня-
тливiсть механiчно затиснутого кристалу. У випадках ω → 0 R (ω̄) →
1 i отримуємо при 1

T1

= 1
T2

= 1
T12

статичну сприйнятливiсть χσ33(0).
У промiжнiй областi в частотнiй залежностi спiввiдношень χσ33(ω)

спостерiгається дисперсiя резонансного виду з численними пiками
цих характеристик на частотах, для яких Re

(

kl
2

)

= π
2 (2n+ 1). Вра-

ховуючи спiввiдношення для хвильового числа (8.13), отримуємо рiв-
няння для резонансних частот

ωn =
π(2n+ 1)

l

√

сE66(ωn)

ρ
. (8.21)

В областi частот п’зоелектричного резонансу, а саме 104-105 Гц,
залежно вiд температури i розмiрiв зразка кристалу, частотною зале-
жнiстю cE66(ω) можна знехтувати, оскiльки помiтна залежнiсть cE66(ω)
вiд частоти спостерiгається лише при частотах ω > 108 Гц. Отже,

ωn =
π(2n+ 1)

l

√

cE66
ρ
.

Динамiчна проникнiсть механiчно вiльного кристалу KH2PO4 iз
(8.19) має наступний вигляд:

ε
′σ
33s(ω̄, c) =

ReR(ω̄)− 1

ReR(ω)

[

εε033 +

3
∑

i=1

4πχεi38
1 + (ω̄τεi6)

2

]

+

+
1

ReR(ω)

[

εσ033 +

3
∑

i=1

4πχσi3s
1 + (ω̄τεi8)

2

]

, (8.22)
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ε
′′σ
33s(ω̄, c) =

ImR(ω̄)− 1

ImR(ω̄)

3
∑

i=1

4πχεi30ω̄τ
ε
is

1 + (ω̄τεi6)
2
+

1

ImR(ω̄)

3
∑

i=1

4πχσi38ω̄τ
σ
i8

1 + (ω̄τεi6)
2
,

χσi30 визначається iз системи рiвнянь при ε→ σ, µ3 → µ̄3 i Ẽ3 = 0.
У параелектричнiй фазi

fσ33p(ω̄) =
(iω̄)k(1) + k(0)

(iω̄)2 + (iω̄)kσ1 + kσ0
,

де використанi наступнi позначення:

kσ1 = kε1 − 4
ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T
k(1) =

2

T2

{

1− 1

2

[

β2νc(0) + 8
ψ̃2
6

v̄

SE0
66

T

]

thβΩ

β2Ω

}

,

kσ0 =k
ε
0−4

ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T
k(0)=

[

1

T 2
2

+(2Ω̄)2
]

{

1−
[

β2νc(0)+8
ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T

]

thβΩ

β2Ω

}

.

В результатi отримаємо:

εIσ33p(ω̄, 0) =
ReR(ω̄)− 1

ReR(ω)

[

εε033 +

2
∑

i=1

4πχεi3p
1 + (ω̄τεiP )

2

]

+

+
1

ReR(ω)

[

εσ033 +

2
∑

i=1

4πχσi3p
1 + (ω̄τσiP )

2

]

, (8.23)

εIIσ33p (ω̄, 0) =
ImR(ω̄)− 1

ImR(ω̄)

2
∑

i=1

4πχεi3pω̄τ
ε
iP

1+(ω̄τεiP )
2
+

1

ImR(ω̄)

2
∑

i=1

4πχσi3pω̄τ
σ
iP

1+(ω̄τεiP )
2
,

де

χσ13p = v̄
µ̄2
3

v2
1

T

τσ1pτ
σ
2p

τσ1pτ
σ
2p

(

−k(1) + τσ1pk
(0)

)

,

χσ23p = v̄
µ̄2
3

v2
1

T

τσ1pτ
σ
2p

τσ1pτ
σ
2p

(

k(1) − τσ2pk
(0)

)

,

а часи релаксацiї

(

τσ1p
)−1

=
1

2

[

kσ1 ∓
√

(kσ1 )
2 − 4kσ0

]

.

Для механiчно вiльних кристалiв типу KH2PO4 власнi частоти
мають наступний вигляд:

ω1 = 0,
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(ω̄σ23s)
2
= H̄2

0

{

1−
[

β2νc(0) + 8
ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T

]

(

ρ̄0 sin
2 ϑ̄0 + λ̄0 cos

2 ϑ̄0
)

}

=

=

[

2νc(0)+8
ψ̃2
6

v
sE0

66

]2

(ηzS)
2

{

1−
[

β2νc(0)+8
ψ̃2
6

v̄

sE0
66

T

]

1

2

[

1−th2β
2
H̄0

]

}

+

+
(

2Ω̄
)

{

(

2Ω̄
)

−
[

2νc(0) + 8
ψ̃2
6

v
sE0
66

]

ηxS

}

, (8.24)

(

ω̄σ23p
)2

=
(

2Ω̄
)

{

(

2Ω̄
)

−
[

2νc(0) + 8
ψ̃2
6

v
sE0
66

]

thβ~Ω

}

.

При температурi T = Tc частоти (ω̄σ23)
2

перетворюються в нуль.
У випадку дейтерованого кристалу KD2PO4

fσd33s(ω) =

1
T1

[

1− (ηzS)
2
]

(iω) + 1
T1

{

1−
[

β2νc(0) + 8
ψ̃2

6

v̄

sE0

66

T

]} [

1− (ηzS)
2
] ,

fσd33s(ω) =
1
T1

(iω) + 1
T1

{

1−
[

β2νc(0) + 8
ψ̃2

6

v̄

sE0

66

T

]} . (8.25)

В результатi для кристалiв типу KD2PO4 отримуємо такi вирази:

εIσ33p(ω̄) =
ReR(ω)− 1

ReR(ω)

[

εε033 +
4πχε3(0)

1 + (ωτε3 )
2

]

+

+
1

ReR(ω)

[

εσ033 +
4πχσ3 (0)

1 + (ωτσ3 )
2

]

, (8.26)

εIIσ33p (ω̄) =
ImR(ω)− 1

ImR(ω)

4πχε3(0)ωτ
ε
3s

1 + (ω̄ε3)
2

+
1

ImR(ω)

4πχσ3 (0)ωτ
σ

1 + (ωτε3 )
2
.

9. Швидкiсть i поглинання ультразвуку в KH2PO4

Ефективним методом вивчення поведiнки сегнетоактивних криста-
лiв є проходження через них ультразвукових хвиль, довжина яких
набагато менша вiд лiнiйних розмiрiв зразка. При цьому усi дина-
мiчнi змiннi, а саме елементарнi змiщення, середнi значення квазi-
диполiв, залежать лише вiд координати напрямку поширення хви-
лi. Якщо тонкi бруски кристалу вирiзанi вздовж напрямку [001], то
вздовж бруска поширюється поперечна ультразвукова хвиля, яка по-
ляризована вздовж [010]. Серед похiдних ∂ui

∂xj
вiдмiнною вiд нуля є
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лише ∂u2

∂x
, i тому замiсть системи рiвнянь (8.6) i (8.7) матимемо на-

ступнi рiвняння:

d

dt





〈σxS(0)〉t
〈σyS(0)〉t
〈σzS(0)〉t



 =





c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33









〈σxS(0)〉t
〈σyS(0)〉t
〈σzS(0)〉t



+β2ψ6ε6t





c1
c̄2
c3



 ,

ρ
∂2u2t
∂t2

= cE0

66

∂u2t
∂x2

+
4ψ6

ϑ

∂ 〈σz33(0)〉St
∂x

. (9.1)

Розв’язуючи системи рiвнянь (9.1), отримуємо хвильове число

k =
ω̄
√
ρ

√

cE66(ω̄)
, (9.2)

яке спiвпадає iз (4.14).
На основi спiввiдношення (9.2) можна знайти швидкiсть пошире-

ння ультразвукової хвилi в кристалах типу KH2PO4, а саме

v8 =
ω̄

Rek
= Re

√

cE66 (ω̄σ)√
ρ

(9.3)

i внесок протонної пiдсистеми у коефiцiєнт поглинання звуку:

α8(ω̄) = α0 − Imk = α0 − Im

[

ω
√
ρ

√

cE66(ω̄)

]

, (9.4)

де α0 – сталий доданок, частотно i температурно незалежний, i опи-
сує внески iнших механiзмiв у поглинання, що спостерiгаються на
експериментi.

10. Обговорення отриманих результатiв. Порiвнян-

ня числових розрахункiв з експериментальни-

ми даними

Перейдемо тепер до аналiзу результатiв числових розрахункiв, отри-
маних у рамках запропонованої моделi дiелектричних, теплових, п’є-
зоелектричних, пружних i динамiчних дiелектричних характеристик
кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4 та порiвняємо їх з вiдповiдними екс-
периментальними даними для цих сполук. Наведемо також для по-
рiвняння результати розрахунку температурних i частотних зале-
жностей перерахованих нижче характеристик кристалiв KH2PO4 i
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RbH2PO4, отриманих у рамках модифiкованої моделi протонного
впорядкування в НЧК [2–8,10].

Для числових розрахункiв температурних i частотних залежно-
стей фiзичних характеристик кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4, якi
отриманi в попереднiх роздiлах, необхiднi такi ефективнi параметри:

- енергiя тунелювання протонiв на водневих зв’язках Ω̄ = ~Ω;

- енергiї взаємодiї мiж протонами νc i νa;

- ефективнi дипольнi моменти µ3 i µ1;

- деформацiйнi потенцiали ψ6 i ψ4;

- "затравочнi"дiелектричнi сприйнятливостi χε033, χ
ε0
11

- "затравочнi"пружнi сталi cE0
66 , cE0

44 ;

- "затравочнi"коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги e036, e
0
14;

- параметри T
(3)
12 , T

(1)
12 , якi визначають часову шкалу динамiчних

процесiв.

Об’єм v примiтивної комiрки, в яку входять два тетраедри PO4,
для кристалу KH2PO4 взято рiвним 0,1936·10−21 см3, а для RbH2PO4

– 0,2090·10−21 см3.
Для визначення оптимальних параметрiв мiкротеорiї ми викори-

стали температурнi залежностi фiзичних характеристик кристалiв
KH2PO4 i RbH2PO4, якi отриманi експериментально.

Затравочнi величини χε033, χ
ε0
11, e

0
36, e

0
14, c

E0
66 , cE0

44 визначаються з
умови найкращого узгодження теорiї з вiдповiдними експеримен-
тальними даними у температурних областях, якi значно вiддаленi
вiд температури фазового переходу Tc.

Задаючи значення параметра тунелювання Ω̄, величини параме-
трiв νc, µ3 i ψ6 знаходимо, використовуючи рiвняння для темпера-
тури переходу, вирази для статичної проникностi механiчно зати-
снутого кристалу εε33(0) i коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги e36,
а також вiдповiднi експериментальнi данi для цих характеристик.
Аналогiчно знаходимо i значення параметрiв νa, µ1, ψ4.

Отриманi набори оптимальних параметрiв на основi "прив’яз-
ки"розрахованих характеристик кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4 до
даних експериментiв наведенi в таблицi 1. Для порiвняння в таблицi
1 приведенi набори параметрiв теорiї, якi отриманi в роботах [3–6],
в яких фiзичнi характеристики цих кристалiв розрахованi в набли-
женнi чотиричастинкового кластера.
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Табл. 1. Оптимальниi набори параметрiв для кристалiв KH2PO4 i
RbH2PO4

KDP KDP KDP RDP RDP RDP

[5,6] [3, 4] [5, 6]

Tc, K 122.5 122.5 122.5 147.6 147.6 147.6
Ω
kB

, K 70 138 83.4 10
ε
kB

, K 56 55 60
w
kB

, K 422 600 440
νc
kB

, K 132.42 17.91 25.38 160.85 29.13 145.60
νa
kB

, K 7 7 10 5 28 5
ψ6

kB
, K -280 -150 368.25 -210 -130 -220

ψ4

kB
, K 39 124 30 110 152 100

µ3−, 10
−18, СГСЕq·см 1.71 1.46 1.51 1.74 1.50 1.5

µ3+, 10
−18, СГСЕq·см 2.2 1.71 1.68 2.5 2.00 2.5

µ0
1, 10

−18, СГСЕq·см 5.3 4.27 3.92 5.1 3.68 4.95

kµ, 10
−18, СГСЕq·см

K
0.0080 0.0057 0.0070 0.0057 0.0080

χ0
33 0.65 0.73 0.63 0.40 0.40 0.40

χ0
11 0.60 0.80 2.04 1.10 1.25 1.1

e036, 10
4, СГСЕq·см

см2 0.12 1.0 0.3 0.35 0.3 0.3

e014, 10
4, СГСЕq·см

см2 0.02 0.05 0.195 0.1 0.2 0.2

c066, 10
10, дин

см2 7.1 7.1 7.2 5.75 5.9 5.75

c044, 10
10, дин

см2 13.00 13.00 13.51 10.60 10.60 10.6

T1,2−, 10
−14, c 7.0 6.5 6.0

T1,2+, 10
−14, c 9.5 10.7 12

T1,2, 10
−14, c 8.0 7.5 7.5

Перейдемо тепер до аналiзу отриманих результатiв числових роз-
рахункiв фiзичних характеристик кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4 на
основi отриманих параметрiв теорiї i порiвняємо їх з вiдповiдними
експериментальними даними.

На рис.2 наведено температурну залежнiсть унарної функцiї роз-
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подiлу η(1). Крива η(1)(T ), розрахована в НМП, вiдповiдає фазовому
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∆T,K 
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1’ 

Рис. 2. Температурна залежнiсть параметра порядку ηzs (T ) для кри-
сталу RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K).

переходу другого роду. В той же час отримана в НЧК крива η(1)(T )
у точцi переходу має стрибок, що вiдповiдає фазовому переходу пер-
шого роду. Значно вiдрiзняється крива η(1)(T ) в НМП i за формою i
числовими значеннями вiд отриманої в НЧК. Це призводить до то-
го, що температурнi залежностi всiх розрахованих нами фiзичних
характеристик кристалiв KH2PO4 i RbH2PO4 в НМП в сегнетоеле-
ктричнiй фазi будуть суттєво вiдрiзнятися вiд експериментальних
даних i результатiв, отриманих в НЧК.

Так, значення спонтанної поляризацiї кристалiв KH2PO4 i
RbH2PO4 (рис.3) i теплоємностi ∆Cp (рис.4), розрахованi в НМП,
суттєво вiдрiзняються вiд отриманих експериментально i розрахова-
них в НЧК. Вiдзначимо, що змiна параметра тунелювання Ω слабо
впливає на величини розрахованих характеристик в НМП.

На рис.5 представленi температурнi залежностi обернених ста-
тичних дiелектричних проникностей затиснутого (εε33)

−1 i вiльно-
го (εσ33)

−1 кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4, а на рис.6 – поперечних
проникностей ε11 для цих кристалiв. Вiдзначимо, що εσ11 ≈ εε11. З
цих рисункiв видно, що нами в НМП отримано хороший кiлькiсний
опис температурних залежностей (εε,σ33 )−1 i εε,σ11 кристалiв RbH2PO4

i KH2PO4 (за винятком ∆T < 10 K) в параелектричнiй фазi, як у
випадку НЧК, так i в НМП. Аналогiчний температурний хiд ε11 в
НМП для KH2PO4 в сегнетоелектричнiй фазi було отримано i авто-
рами роботи [18].

При наближеннi в параелектричнiй фазi до температури фазо-
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Рис. 3. Температурна залежнiсть спонтанної поляризацiї для криста-
лiв: RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), [19];
KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), [20], [21]; Точки – експеримен-
тальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

Рис. 4. Температурна залежнiсть теплоємностi RbH2PO4 – 1 (НМП),
1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), [22], [23]; KH2PO4 – 2
(НМП), 2’ (НЧК), [24], [25]. Точки – експериментальнi, лiнiї –
теоретичнi значення.

вого переходу Tc величина εσ33 зростає за гiперболiчним законом,
досягаючи при T = Tc дуже великих значень. Рiзниця мiж значе-
ннями εσ33 i εε33 при збiльшеннi ∆T = T − Tc швидко зменшується.
Для кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 область температур, в якiй спра-
ведливий закон Кюрi-Вейса i проявляється помiтна нелiнiйнiсть у
температурнiй залежностi (εσ33)

−1, є ∆T ∼ 30 K. Розрахована без
врахування п’єзоелектричної взаємодiї дiелектрична проникнiсть ε33
при ∆T < 50 K збiгається iз значеннями εσ33, а при бiльших ∆T крива
ε33(T ) iде нижче, нiж εσ33(T ).

Температурнi залежностi коефiцiєнтiв п’єзоелектричної дефор-
мацiї d36 i п’єзоелектричної напруги e36 кристалiв RbH2PO4 i
KH2PO4 наведено на рис.7, а коефiцiєнтiв d14 i e14 – на рис.8.

На рис. 9 i 10 зображено температурнi залежностi констант п’є-
зоелектричних напруг h36 i h14 та деформацiй g36 i g14 кристалiв
RbH2PO4 та KH2PO4.

На рис.7 i 8 наведено експериментальнi значення d36, d14 при рi-
зних температурах. Використовуючи данi експериментiв для dij , ε

σ
ii

i cEjj , отримано значення eij , hij i gij , якi i наведенi на рис.7-10. Екс-
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Рис. 5. Температурна залежнiсть обернених статичних дiелектри-
чних проникностей затиснутого (εε33)

−1 (1,3(НМП), 1’,3’(НЧК)) i
вiльного (εσ33)

−1 (2,4(НМП), 2’,4’(НЧК)) кристалiв RbH2PO4 – 1, 1’,
2, 2’, [26], ((εσ33-1)/4π [27]- d236 [27]/sE66)4π+1, [28], [29];
KH2PO4 – 3, 3’, 4, 4’, , [30], [31], [21], [29], [32],

[33], [34], × [35]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення.

Рис. 6. Температурна залежнiсть поперечної проникностi εε11 криста-
лiв: RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), [26];
KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), [34]. Точки – експериментальнi,
лiнiї – теоретичнi значення.

периментальнi i перерахованi п’єзомодулi в парафазi кiлькiсно добре
описуються як в НЧК, так i в НМП з врахуванням тунелювання про-
тонiв на зв’язках. При T → Tc значення d36 i e36 зростають. З ростом
∆T в парафазi вiд 0 до 170 K для KH2PO4 значення d36 зменшується
у 88 разiв, а e36 – у 44,5 раза. Константи h36 i g36 незначно зменшу-
ються з ростом температури. П’єзомодулi d14, e14, h14 i g14 не мають
аномальної температурної залежностi.

Температурнi залежностi пружних сталих cE66 кристалiв
RbH2PO4 i KH2PO4 наведена на рис.11, а cE44 – на рис.12. Отримано
добрий кiлькiсний опис вiдповiдних експериментальних даних в па-
раелектричнiй фазi для кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 в НЧК [5,6],
i на основi моделi, запропонованої в цiй роботi.

Перейдемо до аналiзу результатiв дослiдження релаксацiйних
явищ у сегнетоелектриках RbH2PO4 i KH2PO4. У роботах [5–8, 10]
динамiчнi явища розглядались на основi моделi, в якiй враховано
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Рис. 7. Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної де-
формацiї d36 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при
Ω = 10K), [26]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), [30], [36],

[37]; i температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної на-
пруги e36 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при
Ω = 10K), –d36 [26]/sE66 [38]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), [30].
Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 8. Температурна залежнiсть коефiцiєнта п’єзоелектричної де-
формацiї d14 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при
Ω = 10K), [26]; KH2PO4 – 2, 2’, [39] i температурна залежнiсть
коефiцiєнта п’єзоелектричної напруги e14 кристалiв RbH2PO4 – 1
(НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), – d14 [26]/sE44 [28];
KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), – d14 [39]/sE44 [30]. Точки – експе-
риментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.
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Рис. 9. Температурна залежнiсть константи п’єзоелектричної напру-
ги h36 кристалiв RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при
Ω = 10K), [26]; KH2PO4 – 2, 2’, [30] i температурна залежнiсть
константи п’єзоелектричної деформацiї g36 кристалiв RbH2PO4 – 1
(НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), – [26]; KH2PO4 – 2
(НМП), 2’ (НЧК), [30]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоре-
тичнi значення.
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Рис. 10. Температурна залежнiсть константи п’єзоелектричної на-
пруги h14 RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K),

– d14 [26]/(sE44 [38]χσ11 [26] - d214 [26]); KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК),
– d14 [39]/(sE44 [30] - d214 [39]), – d14 [39]/(sE44 [30]χσ11 [34] - d214 [39])

i температурна залежнiсть константи п’єзоелектричної деформацiї
g14 RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), –
d14 [26]/χσ11 [26]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), – d14 [39]/χσ11 [30],

– d14 [39]/χσ11 [34]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення.
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Рис. 11. Температурна залежнiсть пружних сталих cE66 кристалiв
RbH2PO4 – 1 (НМП), 1’ (НЧК), 1” (НМП при Ω = 10K), –
1/sE66 [38]; KH2PO4 – 2 (НМП), 2’ (НЧК), [30], [40], [41].
Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

Рис. 12. Температурна залежнiсть пружної сталої cE44 кристалiв
RbH2PO4 – 1, – [38]; KH2PO4 – 2, – [30]. Точки – експери-
ментальнi, лiнiї – теоретичнi значення.

як далекосяжнi, так i короткосяжнi взаємодiї мiж протонами, але
без врахування їх тунелювання на водневих зв’язках. У данiй роботi
використовується модель, в якiй тунелювання та взаємодiї прото-
нiв враховано лише в НМП, а динамiка протонiв дослiджується на
основi методу Блоха. Надалi на рисунках будемо наводити кривi для
порiвняння динамiчних характеристик, якi розрахованi на основi зга-
даних вище двох пiдходiв. Вiдзначимо вiдразу, що в сегнетоелектри-
чнiй фазi адекватний опис таких експериментiв отримується лише
на базi першого методу, як це мало мiсце при розглядi статичних
характеристик.

На рис.13 i 14 наведено температурнi залежностi проникностей
ε′33(ω, T ) i ε′′33(ω, T ) при рiзних частотах зовнiшнього електричного
поля для кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4. Починаючи з частоти νk, за-
мiсть низькочастотного максимуму ε′33(ω, T ) виникає гострий провал
– мiнiмум при ∆T = 0 K, який при збiльшеннi частоти розширюється
i поглиблюється, досягаючи при ν ∼ 1012 Гц величини ε∞33. Збiльше-
ння частоти призводить до зменшення значень ε′33(ω) при змiнi ∆T .
При ростi ∆T у параелектричнiй фазi значення ε′′33(ω) зменшується.
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При збiльшеннi частоти зменшується величина максимуму прони-
кностi ε′′33(ω, T ) та її швидкiсть змiни з ростом ∆T . При врахуваннi
п’єзоелектричної взаємодiї при ∆T = 0 мiнiмальнi значення ε′33(ω)
на рiзних частотах є бiльшими, нiж при нехтуваннi п’єзоефектом.

Як видно з рисункiв, отримано хороший кiлькiсний опис цих екс-
периментiв на основi обох методiв в парафазi.
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Рис. 13. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 RbH2PO4 при рiзних ча-
стотах ν (ГГц): 27.0 – 1, 1’, [28]; 154.2 – 2, 2’, [47]; 250.2 – 3,
3’, [47]; 372.0 – 4, 4’, [47]. Точки – експериментальнi, лiнiї –
теоретичнi значення; 1, 2, 3, 4 – НМП, 1’, 2’, 3’, 4’ – НЧК [5].



46 Препринт

−20 0 20 40 60 80

10
1

10
2

10
3

−20 0 20 40 60 80

10
0

10
1

10
2

10
3

ε’
33

 ε’’
33

∆T, K ∆T, K 

1 

2 

3 

4’ 

4 3 

2 

1’ 

1’ 

2’ 

3’ 

4 

1 

2’ 

3’ 

4’ 

Рис. 14. Температурна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних ча-
стотах ν (ГГц): 9.2 – 1, 1’, [42]; 154.2 – 2, 2’, [43]; 372 – 3,
3’, [43]; 800 – 4, 4’. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення; 1, 2, 3, 4 – НМП, 1’, 2’, 3’, 4’ – НЧК [5].

Температурнi залежностi проникностей ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) при
рiзних значеннях частот ω для кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 наве-
дено на рис. 15 i 16. Розрахованi значення ε′11(ω, T ) RbH2PO4 добре
описують данi експерименту [47]. Частоти, при яких проводились ви-
мiрювання в [47] вiдповiдають лише початку дисперсiї ε′11(ω, T ). Екс-
периментальнi кривi ε′′11(ω, T ) [47] порiвняно з теоретичними розмитi
при рiзних частотах значно сильнiше.
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Рис. 15. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 RbH2PO4 при рiзних ча-
стотах ν (ГГц): 27.0 – 1, 1’, [28]; 342.0 – [45]; 381.0 – 2, 2’,

[47]; 483.0 – 3, 3’, [47]; 576.0 – 4, 4’, [47]; 1000.0 – 5, 5’; 2000.0
– 6, 6’; 4000.0 – 7, 7’. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi
значення; 1-7 – НМП, 1’-7’ – НЧК [5].

Температурний хiд ε′11(ω, T ) характеризується в параелектричнiй
фазi при T = Tc неглибоким мiнiмумом, який при збiльшеннi частоти
зменшується. При ростi температури величина ε′11(ω) повiльно зро-
стає, досягаючи максимуму, яка при пiдвищеннi частоти змiщується
в область вищих температур.

У параелектричнiй фазi при частотах субмiлiметрового дiапазону
для ε′′11(ω) при T = Tc властивий мiнiмум. При збiльшеннi темпера-
тури величина ε′′11(ω) зростає, досягаючи максимуму.

Розрахованi частотнi залежностi ε′33(ω), ε
′′
33(ω), ε

′
11(ω) та ε′′11(ω)

при рiзних значеннях ∆T для RbH2PO4 i KH2PO4, а також екс-
периментальнi данi наведенi на рис. 17-20. При низьких частотах
(ν < 107 Гц) ε

′ε
ii (ω) = εεii(0), а при високих (ν > 1013 Гц) –

ε
′ε
ii (ω) = εε∞ii . При збiльшеннi ∆T в областi дисперсiї значення ε′ii(ω)

зменшується, а також зменшується швидкiсть змiни ε′ii(ω) з ростом
частоти. Величина ε′′ii(ω) = 0, як при низьких частотах (ω → 0), так i
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Рис. 16. Температурна залежнiсть ε′11 i ε′′11 KH2PO4 при рiзних ча-
стотах ν (ГГц): 0 – [34]; 9.2 – [42]; 138.6 – 1, 1’, [43], [44];
372.0 – 2, 2’, [43]; 576.0 – 3, 3’, [43]; 1000.0 – 4, 4’; 2000.0 – 5, 5’;
4000.0 – 6, 6’. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення;
1-6 – НМП, 1’-6’ – НЧК [5].

при високих (ω → ∞). В областi дисперсiї ε′′ii(ω) досягає максималь-
ного значення, яке при збiльшеннi частоти зменшується.

Задовiльним є опис експериментальних даних для ε′33(ω) i ε′′33(ω),
якi для RbH2PO4 отриманi в роботах [28,45,47]. У випадку KH2PO4

значення ε′33(ω) i ε′′33(ω) добре узгоджуються з даними робiт [43,44].
Розрахованi на основi запропонованої теорiї частотнi залежностi
ε′11(ω, T ) i ε′′11(ω, T ) при рiзних температурах ∆T добре описують
експериментальнi данi робiт [43, 47] для RbH2PO4 i KH2PO4. Дещо
гiрше узгодження теорiї i даних експериментiв [44] для частотного
ходу ε′11(ω), отриманого для KH2PO4 i для ε∗11(ω) [28, 45] кристалу
RbH2PO4.

Перейдемо до обговорення розрахованих динамiчних характери-
стик механiчно вiльних кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4, якi вирiзанi у
виглядi квадратної пластинки зi сторонами l = 1 мм у площинi (001).
Вiдзначимо, що ми не можемо провести кiлькiсне порiвняння теоре-
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Рис. 17. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 RbH2PO4 при рiзних темпе-
ратурах ∆T(K): 0 –1,1’; 5 – 2, 2’, [45], [47], [28]; 20 – 3, 3’,

[45], [47], [28]; 50K – 4, 4’, [45], [47], [28]; 100 – 5,
5’, [45], [47], [28]; -5 – 6, 6’. Точки – експериментальнi, лiнiї
– теоретичнi значення; 1-6 – НМП, 1’-6’ – НЧК [5].

тично отриманих i частотних динамiчних характеристик механiчно
вiльного кристалу в областi п’єзоелектричного резонансу з експери-
ментальними даними, оскiльки нам не вiдомi такi вимiрювання.

На рис.21 i 22 представлено температурнi залежностi дiйсної
ε
′σ
33(ω, T ) та уявної ε

′′σ
33 (ω, T ) частин дiелектричної проникностi ме-

ханiчно вiльних кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 на частотi 10 ·106 Гц.
У дiапазонi резонансних частот на кривiй температурної зале-

жностi проникностi виникають резонанснi пiки, кiлькiсть яких зi
збiльшенням частоти зростає, а їх амплiтуда зменшується. При на-
ступному збiльшеннi частоти численнi резонанснi пiки малої амплi-
туди накладаються на криву температурної залежностi динамiчної
проникностi затиснутого кристалу. При ще вищих частотах резонан-
снi пiки зникають взагалi.

Частотнi залежностi дiйсної та уявної частин динамiчної дiеле-
ктричної проникностi кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 при температу-
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Рис. 18. Частотна залежнiсть ε′33 i ε′′33 KH2PO4 при рiзних темпера-
турах ∆T(K): 0 – 1, 1’; 5 – 2, 2’, [44], [43], [42], [45],

[46]; 50 – 3, 3’, [44], [43], [42], [45], [46]; 100 –
4, 4’, [44], [43], [42], [45], [46]; 173 – 5, 5’, [43],

[42], [45], [46]; -5 – 6, 6’. Точки – експериментальнi, лiнiї –
теоретичнi значення; 1-6 – НМП, 1’-6’ – НЧК [5].
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Рис. 21. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини дiеле-
ктричної сприйнятливостi вiльного кристалу RbH2PO4 на частотi
ν=10МГц.

рi ∆T = 50 K наведено на рис.23, 24. В областi частот 3·105−3·108 Гц
спостерiгається дисперсiя резонансного типу.
При ω → 0 отримуємо статичну дiелектричну проникнiсть вiльного
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Рис. 22. Температурнi залежностi дiйсної та уявної частини дiеле-
ктричної сприйнятливостi вiльного кристалу KH2PO4 на частотi
ν=10МГц.
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Рис. 23. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектри-
чної сприйнятливостi вiльного i затиснутого кристалу RbH2PO4 при
∆T=50K.

кристалу. Штрихова лiнiя на рис.23, 24 вiдповiдає низькочастотно-
му ходу проникностi затиснутого кристалу. Вище вiд резонансної
частоти спостерiгається затискання кристалу високочастотним по-
лем i для проникностi затиснутого кристалу вище частоти 109 Гц
спостерiгається дисперсiя релаксацiйного типу. Кривi частотних за-
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Рис. 24. Частотнi залежностi дiйсної та уявної частини дiелектри-
чної сприйнятливостi вiльного i затиснутого кристалу KH2PO4 при
∆T=50K.

лежностей ε∗33(ω), якi розрахованi на основi запропонованої теорiї,
добре узгоджуються з даними експериментiв.

На рис.25 наведено температурнi залежностi частот збуджень
ω̄2,3, якi отриманi в наближеннi хаотичних фаз (ω̄RPA2,3 ) i в методi
рiвнянь Блоха для механiчно затиснутого (ω̄ε2,3) i вiльного (ω̄σ2,3) кри-
сталiв RbH2PO4 i KH2PO4, а на рис.26 – температурнi залежностi
частот збуджень ω̄4,5.

Частота збуджень (ω̄σ2,3) механiчно вiльного кристалу при T = Tc
дорiвнює нулю. В параелектричнiй фазi ω̄εRPA2,3 = ω̄ε2,3, i при T = Tc
вони вiдмiннi вiд нуля.

На рис.27 зображено розрахованi температурнi залежностi кое-
фiцiєнта поглинання звуку α8 кристалiв RbH2PO4 i KH2PO4 при
рiзних частотах i данi вимiрювань α8, якi наведенi в роботi [48]. В
околi температури переходу Tc спостерiгається рiзке зростання по-
глинання звуку α8. У випадку RbH2PO4 розрахованi значення α8 в
НМП i НЧК дуже близькi мiж собою, а для KH2PO4 – вiдмiнностi
мiж ними є суттєвими.

Температурна залежнiсть швидкостi звуку v8 кристалiв RbH2PO4

i KH2PO4 зображена на рис. 28.
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Рис. 25. Температурнi залежностi частот збуджень ω̄2,3 кристалiв

RbH2PO4 (1, 3 при Ω = 10K) i KH2PO4 (2): ω̄ε,RPA2,3 – 1, 2, 3; ω̄ε2,3 –
1’, 2’, 3’; ω̄σ2,3 – 1”, 2”, 3”.

Рис. 26. Температурнi залежностi частот збуджень ω̄4,5 кристалiв

RbH2PO4 (1, 3 при Ω = 10K) i KH2PO4 (2): ω̄ε,RPA4,5 – 1, 2, 3; ω̄ε4,5 –
1’, 2’, 3’.
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Рис. 27. Температурнi залежностi коефiцiєнта поглинання кристалiв
RbH2PO4 (а), KH2PO4 (б) при рiзних частотах ν, 106Гц: 1, 1’ – 10,
[48], 2, 2’ – 30, [48], 3, 3’ – 50, [48], 4, 4’ – 70, [48], 5, 5’ –
90,+ [48]. Точки – експериментальнi, лiнiї – теоретичнi значення; 1-5
– НМП, 1’-5’ – НЧК [5].
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Рис. 28. Температурнi залежностi швидкостi звуку кристалiв
RbH2PO4 (а), KH2PO4 (б). Точки – експериментальнi, лiнiї – тео-
ретичнi значення; 1 – НМП, 1’ – НЧК [5].

11. Висновки

В цiй роботi вперше показано, що на основi запропонованої модифi-
кованої моделi протонного впорядкування з врахуванням тунелюва-
ння протонiв на водневих зв’язках в наближеннi молекулярного поля
при належному виборi параметрiв теорiї досягнуто доброї кiлькiсної
згоди отриманих теоретичних результатiв для фiзичних характери-
стик сегнетоелектрикiв KH2PO4 i KH2PO4 з наявними експеримен-
тальними даними лише в парафазi. Встановлено, що розрахованi
в НХФ фiзичнi характеристики цих кристалiв слабо залежать вiд
тунелювання. В той же час в наближеннi чотиричастинкового кла-
стера [2,5–10], нехтуючи тунелюванням, досягнуто доброї кiлькiсної
згоди отриманих теоретичних результатiв з наявними експеримен-
тальними даними в параелектричнiй та сегнетоелектричнiй фазах.

Слiд однак вiдзначити, що в данiй роботi вперше розраховано
спектр елементарних збуджень сегнетоелектрикiв типу KH2PO4 з
врахуванням тунелювання та п’єзоелектричного зв’язку. Встановле-
но, що в режимi механiчно вiльного кристалу в спектрi збуджень
цих кристалiв має мiсце сегнетоелектрична м’яка мода. Розрахунок
же спектру елементарних збуджень п’єзоелектричних кристалiв ти-
пу KH2PO4 в наближеннi чотиричастинкового кластера пов’язаний
зi значними математичними труднощами.
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