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Дiаграмнi ряди для кореляторiв “струм-струм” в моделi
жорстких бозонiв

О.О.Менчишин

Анотацiя. Розглянуто модель жорстких бозонiв i отримано аналi-
чний вираз для провiдностi. Використано псевдоспiнове представле-
ння, яке дає можливiсть послiдовного врахування впливу жорсткого
“ядра” на процеси розсiяння частинок. Побудовано дiаграмнi ряди
для кореляцiйних фунцкцiй типу “струм-струм” у нормальнiй фазi
для низьких температур. Показано, як просумувати основнi класи
дiаграм у наближеннi розрахунку з точнiстю до однiєї суми за q.
Метод дозволяє узагальнення на весь температурний iнтервал i не
залежить вiд концентрацiї частинок.

The diagrammatic series for correlators of hard-core boson
model

O.O.Menchyshyn

Abstract. We consider a hard-core boson model and obtain an analyt-
ical expression for conductivity. The pseudo-spin representation is used
which allows one to take into account the effect of hard-core of particles
upon their scattering processes. The diagrammatic series is constructed
for the “current-current” correlation functions in normal phase at low
temperature. We show how to sum up the main classes of diagrams
in approximation of calculating up to one sum over q. Method can be
extended to whole temperature interval and does not depend on concen-
tration of particles.
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1. Вступ

Вперше модель жорстких бозонiв була сформульована Мацубарою
i Мацудою для опису фазової дiаграми в околi лямбда точки над-
плинного гелiю [1]. Згодом, завдяки багатiй фазовiй дiаграмi мо-
делi, її було використано для опису можливої екзотичної фази су-
персолiду в He4 [2, 3], яка сумiщає дальнiй порядок твердого тiла
i властивостi надплинної фази. Питання термодинамiчної стiйкостi
суперсолiду вивчалось методами квантового Монте Карло в робо-
тах [4], i особливо в свiтлi останнiх суперечливих експериментiв мо-
дель дослiджувалась аналiтично в наближеннi хаотичних фаз [5].
Ще парадигма “жорстких бозонiв” є природньою при розглядi су-
перiонних провiдникiв та iнтеркальованих сполук, де є обмеження
на число заповнення комiрки, зумовлене розмiрами порожнин, в якi
можуть проникати iони провiдностi [6]. Пошуки альтернативної кар-
тини надпровiдностi з малими Куперiвськими парами i механiзмом
спарювання вiдмiнним вiд БКШ також привели на початку 80-х ро-
кiв минулого столiття до моделi жорстких бозонiв [7]. Це спiвпало
в часi з технологiчними можливостями виробництва матриць джо-
зефсонiвських переходiв i гранульованих надпровiдникiв, для яких
була свормульована модель квантової фази [8]. Вона є еквiвалентною
моделi Бозе-Хаббарда [9], що використовується для опису надпро-
вiдних тонких плiвок. Модель Бозе-Хаббарда включає модель жорс-
тких бозонiв як частковий випадок при спрямуваннi вiдштовхування
на вузлi до нескiнченностi. Часто при дослiдженнi фазової дiагра-
ми моделi Бозе-Хаббарда використовують модель жорстких бозонiв
як ефективний гамiльтонiан [10, 11], пiдiбравши вiдповiдним чином
хiмпотенцiал. Можливiсть створення iдеального симулятора рiзних
систем фiзики конденсованого середовища за допомогою оптичних
граток [12–14], викликала активне зацiкавлення дослiдникiв цими
найпростiшими моделями взаємодiючих бозонiв, в яких можна спо-
стерiгати квантовi фазовi переходи Мотта [15–19]. Окремо вiд згада-
них гранульованих надпровiдникiв, модель розглядається в контекс-
тi забруднених надпровiдникiв [20], де придiляється особлива увага
впливу безладу на фазову дiаграму з можливiстю утворення фази
бозе-cкла [9, 21, 22]. Досi залишається вiдкритим питання про iсну-
вання фази бозе-металу в системах з короткосяжними взаємодiями.

В роботi Бернарда зi спiвавторами [23] було зроблено порiвняння
аналiтичного пiдходу i рiзних чисельних методiв для моделi жорс-
тких бозонiв без фази суперсолiду. I хоча вони отримали гарне узго-
дження результатiв мiж ними, потрiбно зазначити, що у їхньому пiд-
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ходi задача моделювалася невзаємодiючими бозонами, а вiдомо, що
такий метод добре працює лише при низьких температурах i малих
числах заповнення. Цiкаво дослiдити властивостi провiдностi чистої
моделi жорстких бозонiв, аби з’ясувати вплив жорсткого “ядра” на
процеси розсiяння таких бозонiв. В роботi Лiнднера та Авербаха [24],
на противагу до Бернарда i iн., акцентується особлива увага на по-
ловинному заповненнi i дослiджується питання про провiднiсть ви-
сокотемпературної фази. Автори приходять до висновку, що провiд-
нiсть має лiнiйну залежнiсть вiд температури, i стверджується, що
система жорстких бозонiв є поганим металiчним провiдником. Во-
ни використовують декiлька пiдходiв, якi добре працюють у рiзних
температурних режимах.

Метод, який ми застосовуємо у данiй роботi, оснований на еквiва-
лентному псевдоспiновому формулюваннi моделi i дозволяє описати
провiднсть єдиним чином у всьому температурному iнтервалi та не-
залежно вiд концентрацiї частинок. Узагальнюючи, можна виокре-
мити два пiдходи в роботi зi спiновими функцiями Грiна: один базу-
ється на використаннi двохчасових функцiй Грiна [25,26], i передба-
чає застосування рiвнянь руху для них та вiдповiдних спектральних
спiввiдношень; iнший грунтується на мацубарiвських функцiях Грi-
на, i використовує вiдповiднi дiаграмнi технiки [27]. Як неодноразово
показувалось в рiзних роботах [28,29], при використаннi двохчасових
функцiй Грiна потрiбно придiляти особливу увагу внескам у вирази
для сприйнятливостей вiд повздовжнiх кореляцiй, а також, зробив-
ши розчеплення функцiй Грiна на якомусь кроцi, не можна вiдразу
сказати, чи з однаковою точнiстю враховано внески рiзних взаємодiй
у тi чи iншi величини. Дiаграмна технiка дозволяє уникнути згада-
них проблем, але часто недолiком цього методу, якщо так можна
сказати, є велика кiлькiсть рiзноманiтних дiаграм, якi потрiбно вра-
хувати.

Останнiм часом у зв’язку з новими технологiчними досягненнями
в галузях молекулярної електронiки та спiнтронiки актуальною є за-
дача опису переносу заряду i тепла в одновимiрному провiднику чи
спiновому ланцюжку [30–32], якi з математичної точки зору опису-
ються еквiвалентними моделями. Провiднiсть без втрат, чи iнакше
кажучи, балiстичний режим транспорту, визначається iснуванням
так званого ненульового внеску Друде, тобто провiднiсть на нульо-
вiй частотi повинна мати сингулярнiсть. Iнтуїтивно зрозумiло, що
в одномiрному ланцюжку при виконаннi законiв збереження, можна
досягнути iдеальної провiдностi, тодi як в моделях вищої розмiрностi
це є не очевидним. Звернемо увагу, що iдеальна провiднiсть i надпро-
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вiднiсть не є тотожнiми поняттями. Для iснування надпровiдностi в
провiднику, потрiбно перевiрити виконання ефекту Майснера [33].
Опис фази з бозе-конденсатом потребує розгляду ширшого класу дi-
аграм, з урахуванням так званих аномальних функцiй Грiна. В цiй
роботi ми обмежимось дослiдженням моделi жорстких бозонiв на
тривимiрнiй кубiчнiй гратцi i коефiцiєнiтiв переносу в нормальнiй
фазi при низьких температурах.

Спочатку в роздiлi 2 ми нагадаємо, як iз загальних мiркувань з
теорiї вiдугуку системи на зовнiшнє поле отримуються вирази для
коефiцiєнтiв провiдностi. Потiм, в роздiлi 3, коротко опишемо основи
дiаграмної технiки для спiнових операторiв, а в роздiлi 4 приведе-
мо вирази для функцiй Грiна “струм-струм”, отриманих на основi
дiаграматики. В додаток винесено усi дiаграми для кореляторiв, якi
потрiбно врахувати, аби дотриматись вибраної точностi розрахункiв.

2. Загальнi вiдомостi теорiї провiдностi

Гамiльтонiан моделi, яку ми розгладаємо, записується

HHCB = −µ
∑

i

ni −
1

2

∑

〈i,j〉

tijb
+
i bj (2.1)

де µ – хiмпотенцiал, ni – число заповнення на i-й позицiї, а другий
доданок є кiнетичною енергiєю системи K, з iнтегралом переносу tij ,
який описує перескоки частинок, 〈i, j〉 – означає, що сума береться
по найближчих сусiдах.

Задача полягає в розрахунку коефiцiєнтiв провiдностi моделi
жорстких бозонiв. Надалi слiдуємо запропонованiй методологiї в ро-
ботi [33]. Скористаємось теорiєю лiнiйного вiдгуку i подивимось,
який струм вiдгуку

〈jx(l, t)〉 = 〈jx(q, ω)〉e
iq·l−iωt (2.2)

ми отримаємо на зовнiшнє поле частоти ω i хвильового вектора q

Ax(l, t) = Ax(q, ω)e
iq·l−iωt (2.3)

нижнiй iндекс x означає компоненту вектора. В присутностi вектор-
ного потенцiалу, iнтеграл переносу переписується з урахуванням фа-
ктору Паєрлса

tij −→ tije
ieAx(j) (2.4)
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тут e в показнику експоненти є зарядом частинки, i вираз записано
в одиницях вимiру ~ = c = 1. Розкладемо експоненту в ряд, зберi-
гаючи члени не вище другого порядку за векторним потенцiалом A.
Кiнетична енергiя системи в присутностi поля запишеться

KA = −
1

2

∑

〈i,j〉

tijb
+
i bj−

ie

2

∑

〈i,j〉

tijAx(j)b
+
i bj+

e2

4

∑

〈i,j〉

tijA
2
x(j)b

+
i bj (2.5)

Введемо наступнi позначення для парамагнiтного струму та кiнети-
чної енергiї на вузол вiдповiдно

jpx(l) =
i

2
tl+x,l b

+
l+xbl (2.6)

kx(l) = −
1

2
tl+x,l b

+
l+xbl (2.7)

В нових позначеннях вираз (2.5) набуде вигляду

KA = K −
∑

l

[
ejpx(l)Ax(l) +

1

2
e2kx(l)A

2
x(l)

]
(2.8)

Повна густина струму складається з парамагнiтної та дiамагнiтної
частин

jx(l) = −
δKA

δAx(l)
= ejpx(l) + e2kx(l)Ax(l) (2.9)

Отже, струм вiдгуку, створений зовнiшнiм полем, запишеться

〈jx(q, ω)〉 = −e2 [〈−kx〉 − Λxx(q, ω)]Ax(q, ω) (2.10)

де Γxx(q, ω) є запiзнюючою функцiєю Грiна струм-струм i отримує-
ться аналiтичним продовженням iωn = ω + iδ з

Γxx(q, ωn) =
1

N

β∫

0

dτeiωnτ 〈jpx(q, τ)j
p
x(−q, 0)〉 (2.11)

тут ωn = 2πnT – мацубарiвськi частоти.
Електрична провiднiсть σxx(q, ω) виражається через струм вiд-

гуку на електричне поле Ex(q, ω) = iωAx(q, ω) з формули (2.10) як

σxx(q, ω) = −e2
〈−kx〉 − Γxx(q, ω)

i(ω + iδ)
(2.12)
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Бачимо, що якщо чисельник цього виразу в границi ω → 0 є скiн-
ченним, то дiйсна частина σxx(ω) мiститиме сингулярнiсть Dδ(ω) з
внеском Друде

D

πe2
= 〈−kx〉 − Γxx(q = 0, iωn → 0) (2.13)

Рiзними авторами дослiджувалось питання унiверсальної пове-
дiнки провiдностi при переходi Мотта [34–36]. Вони також отрима-
ли загальнi вирази для провiдностi i робились вiдповiднi висновки
про внесок фактору Друде. Але зазначимо, що розглядалась модель
Бозе-Хаббарда, i вплив жорсткого “ядра” в процесах розсiяння на
поведiнку провiдностi досi залишається вiдкритим питанням.

3. Основи дiаграматики спiнового формалiзму

Основна вiдмiннiсть даної задачi вiд аналогiчних бозе- чи фермi-
систем пов’язана з особливостями статистики Паулi, якiй пiдкорюю-
ться жорсткi бозони

{
bi, b

+
i

}
= 1

[
bi, b

+
j

]
= 0 [bi, bj] = 0 (3.1)

Зрозумiло, що звичайна теорiя збурень для бозе- чи фермi-систем
в цьому випадку є не завжди застосовною, хiбо що лише у випадку
малих концентрацiй частинок, коли можна апроксимувати комута-
цiйнi спiввiдношення (3.1) вiдповiдними бозе чи фермi переставними
спiввiдношеннями. Але можна скористатись тотожнiстю алгебри пе-
реставних спiввiдношень жорстких бозонiв i спiнових операторiв, i
переформулювати задачу на мовi псевдоспiнiв [1]. Запишемо





bi = S−
i

b+i = S+
i

ni = Sz
i + 1/2

(3.2)

для яких виконуються наступнi операторнi тотожностi
[
Sz
i , S

±
j

]
= ±S±

i δi,j
[
S+
i , S−

j

]
= 2Sz

i δi,j (3.3)

Тодi з точнiстю до адитивної константи гамiльтонiан системи пере-
пишеться у виглядi

HHCB = −µ
∑

i

Sz
i −

1

2

∑

〈i,j〉

tijS
+
i S−

j (3.4)
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i вiдповiдає вiдомiй XY моделi в зовнiшньому повздовжньому полi.
Надалi використовуватимемо представлення взаємодiї

e−βH = e−βH0 σ̂ (β) (3.5)

де

σ̂ (β) = T̂τ exp



−

β∫

0

Hint(τ)dτ



 =

∞∑

n=0

(−1)n

n!

β∫

0

. . .

β∫

0

dτ1 . . . dτn T̂τ {Hint(τ1) . . . Hint(τn)}

(3.6)

— температурна матриця розсiювання, i вiдповiдно оператори зобра-
жаються

Sα
k (τ) = eτH0Sα

k e
−τH0 0 < τ < β (3.7)

При розрахунку багатоточкових спiнових фукцiй Грiна слiд врахо-
вувати лише зв’язанi дiаграми, вiдповiдно до теореми про зв’язнiсть

〈T̂τS
α1

1 (τ1) . . . S
αn

n (τn)〉 =
1

〈σ̂ (β)〉0
〈T̂τS

α1

1 (τ1) . . . S
αn

n (τn)σ̂ (β)〉0 =

〈T̂τS
α1

1 (τ1) . . . S
αn

n (τn)σ̂ (β)〉
(c)
0

(3.8)

Виберемо

H0 = −µ
∑

i

Sz
i Hint = −

1

2

∑

〈i,j〉

tijS
+
i S−

j (3.9)

Внаслiдок того, що спiновi оператори на рiзних вузлах комутують,
такий вибiр H0 дозволяє використати принцип адитивностi, i сере-
днi 〈. . .〉0 (3.8) розпадаються на добуток середнiх вiд операторiв, якi
належать одному вузлу. Алгоритм розрахунку функцiй Грiна (3.8)
базується на теоремi Вiка для спiнових операторiв [37] i полягає в по-
слiдовному виключенi всiх недiагональних операторiв S+

i i S−
j шля-

хом всеможливих комбiнацiй спарювань

〈T̂τ S
α1

1 (τ1) . . . S
+
0 (τ) . . . Sαn

n (τn)〉 =
n∑

i=1

K0
0i(τ − τi)〈T̂τ S

α1

1 (τ1) . . .
[
Sαi

i , S+
0

]
τi
. . . Sαn

n (τn)〉0
(3.10)
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де

K0
0i(τ−τi) = δ0iK

0(τ−τi) ≡ −δ0ie
−λ(τ−τi)

{
nλ, τi > τ
1 + nλ, τi < τ

(3.11)

— незбурена функцiя Грiна та nλ =
[
eβλ − 1

]−1
, тут λ ≡ µ, а в загаль-

ному випадку залежить вiд вибору нульового гамiльтонiану, напри-
клад може включати молекулярне поле. З (3.10) випливає, зокрема:

K0(τ − τ ′) = −
〈T̂τS

+(τ)S−(τ ′)〉0
2〈Sz〉0

(3.12)

На другому етапi слiд порахувати середнi вiд добуткiв Sz
k опера-

торiв. Зауважимо, що часова залежнiсть операторiв Sz
k втрачається,

внаслiдок їхньої комутацiї з H0. Такi середнi зручно обчислювати у
виглядi розкладiв по кумулянтам:

〈Sz
k1

. . . Sz
kn︸ ︷︷ ︸

n

〉0 =

{
∂n

∂ηn
exp

[
∞∑

n=1

ηn

n!
b[n−1](βλ)

]}

η=0

(3.13)

де

b(βλ) ≡ 〈Sz〉0 =
1

2
tanh

(
βλ

2

)
(3.14)

b[n](βλ) =
∂n

∂ (βλ)
n b (βλ) (3.15)

Враховуючи комутацiїнi спiввiдношення для спiнових операторiв
(3.3), система можливих спарювань є багатiшою в порiвняннi з тра-
дицiйним спарюванням бозе чи фермi операторiв:

1)
-

S+
i (τi)S

−
j (τj)= −2K0

ij(τi − τj)S
z
j (τj)

2)
-

S+
i (τi)S

z
j (τj)
-

S−
k (τk)= −2K0

ij(τi − τj)K
0
jk(τj − τk)S

z
k(τk)

3)
-

S+
i (τi)S

−
j (τj)
�

S+
k (τk)

-

S−
l (τl)=

− 22K0
ij(τi − τj)K

0
kj(τk − τj)K

0
jl(τj − τl)S

z
l (τl)

Результати розрахунку окремих доданкiв в (3.8) зображатимемо
графiчно, використовуючи наступнi елементи в побудовi дiаграм [27]:

a)  
` — вiдповiдає K0

ij(τi − τj), причому {i, τi} — ко-
ординати початку, а {j, τj} — координати кiнця стрiлочки;
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b) — спiвставляєть tkl;

c) s — промiжне спарювання через оператор Sz;

d) d — зображає 〈Sz〉0 ≡ b;

e)
�
 �	d d — кумулянт другого порядку b[2], а кумулянти

вищих порядкiв зображаються блоками, якi мiстять вiдповiдну
кiлькiсть включених елементiв охоплених овалом.

Приведенi вище можливi спарювання матимуть такий вигляд

i j i j k i

j

k l

1) 2) 3)

(3.16)

Розрiзнятимемо зовнiшнi та внутрiшнi вершини дiаграм. Зовнiшнi
вiдповiдають операторам Sα

k (α = +,−, z), на яких будується фун-
кцiя Грiна, а внутрiшнi вiдповiдають операторам Sβ

l (β = +,−), якi
завжди з’єднанi своєю хвилькою tkl i належать до якогось Hint(τi)
у вiдповiдному порядку теорiї збурень. Дiаграма називається зв’я-
заною, якщо не мiстить внутрiшнiх вершин, якi не з’єднанi з зовнi-
шнiми вершинами лiнiями чи овалами. Дiаграми називаються топо-
логiчно нерозрiзнювальними, якщо їх можна перевести одна в одну
неперервним перемiщенням вершин i лiнiй в просторi. Серед топо-
логiчно розрiзнювальних дiаграм окремо видiлимо клас топологiчно
еквiвалентних, такi дiаграми вiдрiзняються перестановкою внутрi-
шнiх вершин. Враховуючи, що по часових змiнних внутрiшнiх вер-
шин вiдбувається iнтегрування, а по просторових - сумування, то
вiдповiднi аналiтичнi вирази для топологiчно еквiвалентних дiагра-
ми вiдрiзняються лише замiною змiнних iнтегрування i сумування,
тому дають одинаковий внесок.

Таким чином, для розрахунку поправки n–го порядку до функцiї
Грiна (3.8) потрiбно зобразити усi зв’язанi топологiчно нееквiвален-
тнi дiаграми. Їхнi вiдповiднi аналiтичнi вирази мiститимуть n мно-
жникiв tij , деяку кiлькiсть K0(τ)–функцiй i добуток рiзних похiдних
b[m]:

(−2)m+Pn

1

n!

∏

α

b[mα−1]

β∫

0

. . .

β∫

0

dτ1 . . . dτn
∑

ij

. . .
∑

kl

tij . . . tkl ×

K0(· · · ) . . .K0(· · · ) δ(· · · ) . . . δ(· · · ) (3.17)
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тут m+ є рiзницею кiлькостi вершин, в яких починаються K0–лiнiї, i
промiжних, яким вiдповiдають спарювання типу 2) i 3); mα — кiль-
кiсть обведених овалом елементiв в блоцi α; Pn — кiлькiсть топологi-
чно еквiвалентних дiаграм; δ(· · · ) — символи Кронекера вiд вузлових
iндексiв враховують рiвнiсть вузлiв, якi належать вершинам з одного
блоку.

Пiсля Фур’є перетворення в iмпульсно-частотне представлення

tij =
1

N

∑

q

tqe
iq(Ri−Rj) K0(τ) =

1

β

∑

n

K0(ωn)e
−iωnτ (3.18)

де

K0(ωn) =
1

iωn − λ
ωn =

2πn

β
(3.19)

Для кожної вершини i блоку виконуються правила збереження ча-
стоти i iмпульсу, якi забеспечуються спiввiдношеннями

∫ β

0

ei(
∑

ωn)τdτ = βδ
(∑

ωn

) ∑

l

e−i(
∑

q)l = N∆
(∑

q

)
(3.20)

тут введене окреме познячення ∆ для символу Кронекера вiд векто-
рiв оберненої гратки, аби пiдкреслити умови перiодичностi гратки.

4. Корелятори струм-струм

Нашою задачею є розрахунок функцiй Грiна струм-струм (2.11).
Приведемо її означення в псевдоспiновому формалiзмi

Γxx(1, 3; τ) = −
∑

2

∑

4

R12R34t12t34 〈TτS
+
1 (τ)S−

2 (τ)S+
3 (0)S−

4 (0)〉

(4.1)
При обчисленнi функцiї Грiна струм-струм обмежимось наближен-
ням однiєї суми за хвильовим вектором, що при зворотньому Фур’є-
перетвореннi буде пропорцiйним до r−3

0 , де r0 — деякий характерний
для даної системи радiус взаємодiї, в нашому випадку пов’язаний з
iнтегралом переносу. Тобто iншими словами, це дозволяє нам сфор-
мулювати принцип вiдбору дiаграм певного класу серед нескiнченної
кiлькостi дiаграм усiх порядкiв теорiї збурень з можливiстю просу-
мувати їх внески. Нас цiкавитимуть дiаграми iз одним замкнутим
циклом, аналiтичнi вирази яких власне мiститимуть одну суму за
хвильовим вектором.
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Намалювавши дiаграми перших порядкiв теорiї збурень, бачимо,
що можна їх класифiкувати вiдповiдно до сформульованого вище
принципу, як це зображено в Додатку А. Також тут знехтувано вне-
сками повздовжнiх кореляцiй, тобто дiаграмами, якi мiстять блоки,
прийнявши b′ → 0, що виконується для низьких температур. Пiсля
Фур’є переходу до iмпульсiв i частот, можна записати вiдповiднi для
них аналiтичнi вирази (див. Додаток А). Тут подвiйна лiнiя вiдповiд-
ає перенормованiй поперечнiй функцiї Грiна K+−

q (ωn) в наближенi
хаотичних фаз, яка формується наступним рядом

(4.2)
З рiвняння Ларкiна для неї (без кiнцевої частини, яка тут зобража-
ється шайбою) отримуємо

K+−
q (ωn) =

K0(ωn)

1 + btqK0(ωn)
=

1

iωn − λ+ btq
(4.3)

Також елементарнi петлi (першi чотири, як елементи дiаграм, роз-
глядались ранiше в роботах [38–40])

Π Q Λ Φ R

(4.4)

складаються з перенормованих лiнiй, i вiдповiднi для них аналiтичнi
вирази запишуться:

Πq(ωn) =
1

β

∑

ω1

1

N

∑

p1

K+−
p1

(ω1)K
+−
p1−q(ω1 − ωn) (4.5)

Qq(ωn) =
1

β

∑

ω1

1

N

∑

p1

tp1
K+−

p1
(ω1)K

+−
p1−q(ω1 − ωn) (4.6)

Λq(ωn) =
1

β

∑

ω1

1

N

∑

p1

tp1−q K
+−
p1

(ω1)K
+−
p1−q(ω1 − ωn) (4.7)

Φq(ωn) =
1

β

∑

ω1

1

N

∑

p1

tp1
tp1−q K

+−
p1

(ω1)K
+−
p1−q(ω1 − ωn) (4.8)
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Rq(ωn) =
1

β

∑

ω1

1

N

∑

p1

tp1
K+−

p1
(ω1)K

+−
q−p1

(ωn − ω1) (4.9)

В Додатку А дiаграми (1–6) вiдповiдають 0-му порядку вибраного
нами наближення. Вiдомо, що дiаграми, якi мiстять послiдовностi
з’єднаних петель дають внески того ж порядку, що i з однiєю пе-
тлею. В теорiї бозе- чи фермi-систем це вiдповiдає сумуванню рядiв
типу драбин з антипаралельними лiнiями. Справдi, запишемо рiвня-
ння Бете-Солпiтера для повної незвiдної по Дайсону частини дво-
хчастинкової функцiї Грiна:

xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxx

xxxxxxx

x
x
x
x
x
x
x
x

xxxxxxxx

x
x
x
x
x
x
x
x

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxx

x
x
x
x
x
x
x
x

xxxxxxx

(4.10)

Iтерацiєю лiвої частини рiвняння, отримуємо ряди дiаграм, якi скла-
даються з петель Π, Q,Λ i Φ. Такi багатопетлевi ряди дiаграм можна
просумувати в дусi узагальненого наближення хаотичних фаз (GR-
PA). В слiд за роботою [39] введемо наступнi позначення:

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

Π̃ Q̃ Λ̃ Φ̃

(4.11)

Вони вiдповiдають перенормованим петлям, i формуються насту-
пними рядами:

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

(4.12)

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

(4.13)
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Тобто вони утворюють замкнену систему рiвнянь для Π̃ i Q̃:

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

(4.14)

Перепишемо цю систему в аналiтичному виглядi
{

(1 + Λ)Π̃ + ΠQ̃ = Π

ΦΠ̃ + (1 +Q)Q̃ = Q
(4.15)

Звiдки

Π̃ =
Π

d
(4.16)

Q̃ =
(1 + Λ)Q−ΠΦ

d
(4.17)

d = (1 + Λ) (1 +Q)−ΠΦ (4.18)

Аналогiчно записується система рiвнянь для Φ̃ i Λ̃, отримуємо

Φ̃ =
Φ

d
(4.19)

Λ̃ =
(1 +Q) Λ−ΠΦ

d
(4.20)

Перенормована R-петля отримується з одного окремого рiвняння:
вона може з’єднуватись лише з такою ж петлею. Це пов’язано з тим,
що в кожну вершину з’єднання завжди входить двi лiнiї i одна ви-
ходить, тому легко бачити, що усi iншi петлi з нею не комбiнуються.
Рiвняння для R̃ отримується з

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

(4.21)

i дає для неї наступний аналiтичний вираз

R̃ =
R

1 +R
(4.22)

З (4.5) видно, що виконуються наступнi рiвностi

Πq = Π−q (4.23)

Φq = Φ−q (4.24)

Qq = Λ−q (4.25)
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Легко переконатись, що виконуються i вiдповiднi рiвностi для пере-
нормованих петель.

Повертаючись до дiаграм для Γxx(q, ωn), потрiбно сказати, що
послiдовне врахування петлевих внескiв вимагає також перенорму-
ваня iнших складових елементiв дiаграм: подвiйних лiнiй i кiнцевих
частин. Наприклад, лiнiї можна ускладнити наступними нульовими
петлями

(4.26)
А в загальномоу випадку потрiбно ще врахувати можливiсть фор-
мування петлевих рядiв, тобто повний ряд для подвiйної перенормо-
ваної стрiлочки, позначеної K̃, матиме вигляд:

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx
xxxxxx

xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx
xxxxxxx

xxxxxx
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де новi елементи позначають згорнутi петлевi ряди
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(4.28)
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Такий ряд можна просумувати, привiвши його до рiвняння Дайсона
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Σ

(4.30)

з масовим оператором Σ:
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Аналiтичний вираз для K̃ запишеться

K̃q(ωn) =


iωn − λ+ btq +

1

βN

∑

ω1
p1

tp1
K+−

p1
(ω1)

(
1− Q̃q=0 − tqΠ̃q=0

)

−
b

βN

∑

ω1
p1

K0(ω1) tp1
K+−

p1
(ω1)

[(
1− Λ̃q=0

)
tq − Φ̃q=0

]



−1

(4.32)

Аналогiчно потрiбно врахувати, що кiнцева частина, її ще називають
силовим оператором, може формуватись з петель
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(4.33)
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i вiдповiдно аналiтичний вираз для силового оператора:

P̃q(ωn) =− 2b


1−

1

βN

∑

ω1
p1

K0(ω1) tp1
K+−

p1
(ω1)

(
1− Λ̃q=0

)



+
1

βN

∑

ω1
p1

tp1
K+−

p1
(ω1)Π̃q=0

(4.34)

Трактуючи поперднi дiаграми для Γxx(q, ωn) як скелетнi, замi-
нимо вiдповiднi їхнi елементи з врахуванням написаного вище. В
Додатку Б приведенi вiдповiднi дiаграми, а нижче їхнi аналiтичнi
вирази. Зрозумiло, що тепер вже дiаграми (1̃− 6̃) є дiаграмами того
ж порядку, що i решта дiаграм.

5. Висновки

В роботi отримано вирази для кореляцiйних функцiй типу “струм-
струм”, на основi яких можна дослiдити низькотемпературну по-
ведiнку провiдностi моделi жорстких бозонiв у нормальнiй фазi.
Для повного опису також потрiбно самоузгоджено розрахувати за-
лежнiсть концентрацiї вiд густини у вiдповiдному порядку теорiї. Це
буде зроблено в наступнiй роботi.

6. Подяка

Автор висловлює щиру вдячнiсть проф. I.В. Стасюку за уважне ви-
вчення рукопису i кориснi зауваження та поради.
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7. Додаток А

“Скелетнi” дiаграми кореляцiйних функцiй типу “струм-струм”
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Вiдповiднi аналiтичнi вирази для скелетних дiаграм

�
��
1 =

b2

βN

∑

ω1
p1

(
∂t

∂p1

)2

K+−
p1

(ω1)K
+−
p1−q(ω1 − ωn) (7.1)

�
��
2 =

b2

βN

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p2

(ω2) δ(ωn)∆(q) (7.2)

�
��
3 =

b

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p2

(ω2)K
+−
p2+q(ω2 + ωn) (7.3)

�
��
4 =

b

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p1−q(ω1 − ωn)K

+−
p2

(ω2) (7.4)
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��
5 = −

b2

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p1−q(ω1 − ωn) tp1−q ×

K+−
p2

(ω2)K
+−
p2+q(ω2 + ωn) (7.5)
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6 = −

b2

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p1−q(ω1 − ωn)×

K+−
p2

(ω2)K
+−
p2+q(ω2 + ωn) tp2+q (7.6)
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β2N2
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p1
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p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)Πq+p2−p1

(ωn + ω2 − ω1)×
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p2

(ω2) (7.7)
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β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1
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∂p2
K+−

p1
(ω1)Πq(ωn)K

+−
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(ω2) (7.8)
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p1
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p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K
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p1−q(ω1 − ωn) tp1−q ×

Πq+p2−p1
(ωn + ω2 − ω1)K

+−
p2

(ω2) (7.9)

�
��
10 = −

b

β2N2
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p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)Πq+p2−p1

(ωn + ω2 − ω1)×

K+−
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(ω2)K
+−
p2+q(ω2 + ωn) tp2+q (7.10)
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β2N2

∑

ω1
p1
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p2
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∂p1
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p1
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p2

(ω2) (7.11)
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Πq+p2−p1
(ωn + ω2 − ω1)K

+−
p2

(ω2)K
+−
p2+q(ω2 + ωn) tp2+q (7.13)

�
��
14 =

b2

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p1−q(ω1 − ωn) tp1−q ×

Πq(ωn)K
+−
p2

(ω2)K
+−
p2+q(ω2 + ωn) tp2+q (7.14)

�
��
15 = −

b

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2
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�
��
25 = −

b

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p2

(ω2)×

Rp1+p2
(ω1 + ω2)K

+−
p1−q(ω1 − ωn)(7.25)

�
��
26 = −

b

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p2

(ω2)×

Rp1+p2
(ω1 + ω2)K

+−
p2+q(ω2 + ωn) (7.26)

�
��
27 =

b

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p2

(ω2)Rp1+p2
(ω1 + ω2)×

K+−
p1−q(ω1 − ωn)K

+−
p2+q(ω2 + ωn) tp2+q (7.27)

�
��
28 =

b2

β2N2

∑

ω1
p1

∑

ω2
p2

∂t

∂p1

∂t

∂p2
K+−

p1
(ω1)K

+−
p2

(ω2)Rp1+p2
(ω1 + ω2)×

K+−
p2+q(ω2 + ωn)K

+−
p1−q(ω1 − ωn) tp1−q (7.28)
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8. Додаток Б

Повнi дiаграми кореляцiйних функцiй типу “струм-струм”, де
врахованi перенормування складових елементiв, зокрема подвiйних
лiнiй, кiнцевих частин, та просумовано петлевi ряди
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