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Спектри фотоемiсiї та резонансне непружне розсiяння Рен-

тґенових променiв

А.М. Швайка, Т.С. Мисакович, Дж. Фрiрiкс

Анотацiя. Використовуючи теорiю динамiчного середнього поля
отриманi пропагатори дiрок йонного залишку та функцiї вiдгуку
резонансного непружного розсiяння Рентґенових променiв. Розгля-
дається безспiнова модель Фалiкова-Кiмбала, для якої iснує точний
розв’язок, i яка зазнає переходу метал-дiелектрик Мотта-Хаббарда.
Пропагатор дiрки йонного залишку виражається через функцiйнi
детермiнанти Теплiца, якi визначенi тiльки на верхнiй дiйснiй гiлцi
контуру Келдиша, що суттєво пришвидшує розрахунок густини ста-
нiв крайового рентґенiвського спектру для довiльної температури
та величини взаємодiї. Отримано двочастинковi вершини дiаграмно-
го зображення процесiв прямого та непрямого розсiяння. Приведенi
результати для прямого резонансного непружного розсiяння Рентґе-
нових променiв.

Photoemission and resonant inelastic x-ray scattering

A.M. Shvaika, T.S. Mysakovych, J. Freericks

Abstract.We solve for the core-hole propagator and the resonant inelas-
tic X-ray scattering (RIXS) response functions in correlated materials by
employing dynamical mean-field theory. We focus our attention on the
spinless Falicov-Kimball model, where the problem can be solved exactly,
and the system can be tuned to go through a Mott-Hubbard-like metal-
insulator transition. The core-hole propagator is expressed in terms of
a continuous fermionic Toeplitz determinant defined only on the upper
real-time branch of the Keldysh contour which produces an efficient al-
gorithm to obtain the density of states of the X-ray edge problem for
any temperature and any interaction strength. We have also derived the
two-particle vertices in a diagrammatic representation of the direct and
indirect scattering processes. As an example of this formalism, we show
results for the direct RIXS.
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1. Вступ

В останнi роки вiдбувся значний прогрес у створеннi iнструменталь-
ної бази для проведення експериментiв з непружного розсiяння Рен-
тґенових променiв. При резонансному розсiяннi Рентґенових проме-
нiв для збiльшення перерiзу розсiяння використовують збудження з
глибокого електронного рiвня йонного залишку у валентну оболонку.
Можливостi цього методу, як прямого засобу вимiрювання енергiї i
iмпульсу зарядових збуджень у складних матерiалах, було визнано
ще в новаторських експериментах на початку сiмдесятих рокiв [1–3],
але тiльки з кiнця вiсiмдесятих i на початку дев’яностих рокiв, коли
почали використовувати синхротрони як джерела Рентґенового ви-
промiнювання високої яскравостi, резонансне розсiяння Рентґенових
променiв стає важливим iнструментом дослiджень [4]. Як при резо-
нансному пружному розсiяннi так i при резонансному непружному
розсiяннi Рентґенових променiв, енергiя надхiдних фотонiв пiдла-
штовується до енергiї порогу поглинання, напр., K (1s → 3d/4p),
L2,3 (2p → 3d) та M2,3 (3p → 3d) спектри сполук з перехiдними ме-
талами, або L2,3 (2p → 4f/5d) та M4,5 (3d → 4f) спектри для рiдкi-
сноземельних сполук. При пружному розсiяннi фотони не втрачають
енергiю, що вiдповiдає когерентним процесам розсiяння. При цьому
спостерiгається поява Бреґових пiкiв для векторiв оберненої ґратки,
що дозволяє дослiджувати перiодичнi структури. Бiльш цiкавим є
поява “заборонених” Бреґових рефлексiв, якi зумовленi впорядкува-
нням у електроннiй пiдсистемi. Оскiльки при резонансi вiдбувається
збудження електрона у валентну оболонку, то резонансне розсiяння
Рентґенових променiв стає чутливим до магнiтного впорядкування.
Це було вперше показано для гольмiю Ґiбсом та iн. [5] та поясне-
но Ганноном та iн. [6]. Тепер цей метод iнтенсивно використовується
для дослiдження магнiтних структур. Недавно резонансне розсiян-
ня Рентґенових променiв почали використовувати для дослiдження
зарядових та орбiтальних впорядкувань [7–9].

З другого боку, рентґенiвськi фотони можуть також втрачати
енергiю при розсiяннi. Такi процеси вже не є когерентнi, а перерiз
розсiяння набагато слабший нiж при резонансному пружному роз-
сiяннi. Пiсля акту розсiяння у системi залишається додаткове збу-
дження з енергiєю та iмпульсом, якi були втраченi розсiяним фо-
тоном. Резонансне непружне розсiяння Рентґенових променiв вико-
ристовується для дослiдження широкого класу матерiалiв, зокрема,
сильноскорельованих електронних систем, надпровiдникiв та орга-
нiчних сполук [10]. У фiзицi конденсованих систем цей метод до-
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зволив розiбратися у багатьох процесах, напр., дисперсiї iмпульсу
зарядових збуджень у високотемпературних надпровiдниках та спо-
рiднених системах [11–14], dd збудженнях у сполуках з перехiдними
металами [10, 15–17], орбiтальних збудженнях [18, 19], особливостях
густини станiв у напiвпровiдниках [20, 21] та уточненнi масштабiв
Кондо для систем з важкими фермiонами [22].

Мiкроскопiчний механiзм резонансного непружного розсiяння
Рентґенових променiв можна проiлюструвати наступним прикладом.
У випадку мiдно-кисневих сполук завжди можна настроїти енергiю
надхiдних фотонiв у резонанс з K, L або M краєм поглинання мiдi,
причому кожен раз збуджується електрон з рiзних рiвнiв йонного за-
лишку у незаповнену валентну зону, див. рис. 1 та 2. Йон Cu2+ має
електронну конфiгурацiю 1s22s22p63s23p63d9 з частково заповненою
валентною 3d оболонкою, що типово для перехiдних металiв. Енер-
гiя переходу K краю поглинання мiдi 1s → 4p є порядку 9000 еВ, що
вiдповiдає жорсткому Рентґеновому випромiнюванню. Енергiї пере-
ходiв L2,3 краю поглинання 2p → 3d (∼ 900 еВ) та M2,3 краю погли-
нання 3p → 3d (∼ 80 еВ) вiдповiдають м’якому Рентґеновому випро-
мiнюванню. Додатково ще можна настроїтися на K край поглинання
кисню, який вiдповiдає переходу мiж станами кисню 1s → 2p i ста-
новить порядку ∼ 500 еВ.

Пiсля поглинання м’яких або жорстких рентґенiвських фотонiв
система переходить у високоенергетичний нестiйкий стан внаслiдок
утворення дiрки глибоко у йонному залишку. Система швидко рела-
ксує з цього промiжного стану за час порядку 1 ÷ 2 фемтосекунди.
Релаксацiя може вiдбуватися рiзним чином, зокрема через процеси
Оже, коли електрон заповнює стан йонного залишку з одночасним
випромiненням iншого електрона. Такий нерадiацiйний канал розпа-
ду не пов’язаний з непружнiм розсiянням, яке, на противагу, регу-
люється радiацiйним (флюоресцентним) розпадом, коли пустий стан
йонного залишку заповнюється електроном з одночасним випромiне-
нням фотона.

Процеси резонансного непружного розсiяння Рентґенових проме-
нiв подiляють на прямi та непрямi [23, 24], якi розрiзняються меха-
нiзмами передачi iмпульсу та енергiї мiж фотонами i речовиною та
мають суттєво рiзну величину перерiзу розсiяння. Якщо присутнє
пряме розсiяння, то воно є основним каналом розсiяння. З друго-
го боку, для багатьох експериментальних ситуацiй пряме розсiяння
заборонене i тодi непружне розсiяння визначається винятково непря-
мими каналами розсiяння.

При прямому розсiяннi, надхiдний фотон вибиває електрон з йон-
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Рис. 1. При прямому непружному розсiяннi фотон вибиває електрон
з рiвня йонного залишку у валентнi зони. Пустий стан йонного за-
лишку потiм заповнюється електроном з заповнених станiв з одно-
часним випромiненням фотона. Такий процес утворює збудження
валентного стану з iмпульсом ~k′ − ~k та енергiєю ~ωk − ~ωk′ .

Рис. 2. При непрямому розсiяннi фотон вибиває електрон з рiвня
йонного залишку у валентну зону. Збудження утворюються внаслi-
док Кулонової взаємодiї Q мiж зарядженою дiркою у йонному зали-
шку, а у деяких випадках i збудженим електроном, та валентними
електронами.
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ного залишку у пустi стани валентної зони, див. рис. 1. Згодом еле-
ктрон з iншого стану валентної зони анiгiлює з дiркою, яка утво-
рюється у йонному залишку. В кiнцi залишається стан з електрон-
дiрковим збудженням: електрон у пустих станах валентної зони i дiр-
ка у заповнених станах, див. рис. 1. Умовою прямого непружнього
розсiяння у першу чергу є дозволенiсть прямих дипольних перехо-
дiв мiж станами йонного залишку та валентної зони, напр., переходи
1s ↔ 2p для K краю поглинання кисню, вуглецю чи кремнiю, або
переходи 2p → 3d для L краю поглинання перехiдних металiв. В усiх
цих випадках пряме розсiяння безпосередньо зондує стани валентної
зони та зони провiдностi.

Непряме непружне розсiяння є трохи складнiшим. У цьому ви-
падку вiдсутнi, або дуже слабi, прямi переходи мiж рiвнем йонно-
го залишку i зоною провiдностi. Замiсть цього, фотон збуджує еле-
ктрон йонного залишку у пустi стани, якi знаходяться на декiлька
електрон-вольт вище рiвня Фермi. Згодом цей же електрон анiгiлює
з дiркою йонного залишку, див. рис. 2. Такi процеси вiдбуваються,
напр., поблизу K краю поглинання перехiдних металiв (1s → 4p).
Якщо немає нiяких додаткових взаємодiй, то фотон випромiнеться з
тiєю ж енергiєю. Але у промiжному станi iснує заряджена дiрка йон-
ного залишку, яка взаємодiє з великим кулонiвським потенцiалом Q
з валентними 3d електронами, якi будуть намагатися її екранувати.
Потенцiал цiєї дiрки буде розсiювати валентнi електрони утворюючи
електрон-дiрковi збудження у валентнiй зонi. Пiсля зворотнього пе-
реходу 4p → 1s цi збудження залишаються i поширюються у системi.
Тому непряме непружне розсiяння зумовлене струсом електронної
пiдсистеми внаслiдок появи промiжного стану дiрки йонного зали-
шку.

В загальному, перерiз непружного розсiяння Рентґенових проме-
нiв мiстить внески вiд рiзних багаточастинкових процесiв. Основ-
ний внесок iде вiд локальних збуджень i вiн є однаковий для рi-
зних значень iмпульсу фотонiв. Додатково присутнi також внески
вiд пропагаторних (нелокальних) збуджень, якi володiють значною
дисперсiєю. У данiй роботi проведено дослiдження таких залежних
вiд iмпульсу внескiв у спектри непружного розсiяння на прикладi
простої моделi типу моделi Фалiкова-Кiмбала [25], яка володiє то-
чним розв’язком у теорiї динамiчного середнього поля [26]. Споча-
тку, використовуючи зображення через функцiйнi визначники [27],
розраховано пропагатори дiрок йонного залишку, якi у свою чергу
визначають рентґенiвськi спектри фотоемiсiї [28]. Потiм проаналi-
зованi залежнi вiд iмпульсу внески у перерiз непружного розсiяння
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Рентґенових променiв вiд процесiв прямого та непрямого розсiяння.
У кiнцi приведенi данi числових розрахункiв спектрiв фотоемiсiї та
перерiзiв непружного розсiяння та зроблено аналiз отриманих ре-
зультатiв.

2. Функцiї Грiна для дiрки йонного залишку

Головна особливiсть станiв йонного залишку полягає у їхнiй iзольо-
ваностi i вiдсутностi перекривання зi станами iнших йонiв. Тому вла-
стивостi дiрки йонного залишку дуже подiбнi до властивостей лока-
лiзованих f -електронiв у моделi Фалiкова-Кiмбала: вони не поширю-
ються по ґратцi i локально взаємодiють з iншими електронами.

Розглянемо для прикладу просту систему, коли валентнi стани
електронної пiдсистеми сильскорельованої сполуки описуються мо-
деллю Фалiкова-Кiмбала. Для врахування взаємодiї зонних електро-
нiв зi збудженнями у йонному кiстяку, одновузловий гамiльтонiан
моделi слiд доповнити взаємодiєю з дiркою йонному залишку

Hloc = Undnf +Qdndnh +Qfnfnh + Efnf + Ehnh − µ (nd + nf + nh)

= H0(1− nh) +H1nh, (2.1)

H0 = Efnf + Undnf − µ (nd + nf ) , (2.2)

H1 = (Ef +Qf − µ)nf + Undnf + (Qd − µ)nd + Eh − µ, (2.3)

де nd = d†d, nf = f †f та nh = h†h— оператори числа частинок
(дiрок) у d та f станах та на рiвнi йонного залишку, вiдповiдно,
U > 0 — одновузлова Кулонова взаємодiя мiж d та f дiрками, Qd >
0 та Qf > 0— константи Кулонової взаємодiї мiж дiркою йонного
залишку та дiрками у d та f станах, вiдповiдно, Ef — енергiя f стану
i Eh ∼ 102−104 еВ — енергiя збудженого стану йонного залишку. Для
опису процесiв непрямого розсiяння до гамiльнонiана слiд додати ще
доданки, якi вiдповiдають p-станам

Hp =
∑

k

[Ep + εp(k)− µ] p†kpk. (2.4)

Статистичний оператор для ефективної одновузлової задачi до-
рiвнює

ρ =
1

Z
e−βHlocTc exp

{

−i

∫

c

dt′
∫

c

dt′′d†(t′)λc(t
′, t′′)d(t′′)

}

, (2.5)

де часове впорядкування та iнтегрування виконуються вздовж кон-
тура Каданова-Бейма-Келдиша [29, 30] i β = 1/T — обернена темпе-
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-i β

0 t

Рис. 3. Контур Каданова-Бейма-Келдиша. Контур стартує у момент
часу 0, рухається вздовж дiйсної вiсi до моменту часу t, потiм назад
до моменту часу 0, i нарештi поширюється вниз по уявнiй вiсi до
моменту часу −iβ.

ратура; контур Каданова-Бейма-Келдиша зображений на рис. 3: вiн
стартує у момент часу 0, рухається вздовж дiйсної вiсi до макси-
мального моменту часу tmax → ∞, потiм назад до моменту часу 0, i
нарештi поширюється вниз по уявнiй вiсi до моменту часу −iβ. Тут
динамiчне середнє поле λc(t

′, t′′) та значення хiмiчного потенцiалу µ
беруться з рiвноважного розв’язку задачi для колективiзованих еле-
ктронiв у теорiї динамiчного середнього поля [26]. Тобто, динамiчне
середнє поле дорiвнює

λc(t, t
′) = −

i

π

∞
∫

−∞

dω Imλ(ω)e−iω(t−t′)[f(ω)−Θc(t, t
′)], (2.6)

де λ(ω)— звичайне запiзнене динамiчне середнє поле на дiйснiй вiсi,
яке отримується з розв’язку теорiї динамiчного середнього поля для
моделi, f(ω) = 1/[1 + exp(βω)]— розподiл Фермi-Дiрака, а Θc(t, t

′)—
схiдцева функцiя Хевiсайда на контурi, яка дорiвнює 1 коли t попе-
реду t′ на контурi, дорiвнює 0 коли t позаду t′ на контурi i дорiв-
нює 1/2 коли t збiгається з t′ на контурi. Дане означення λc-поля
вiдрiзняється на множник “ i” вiд означення роботи [26] i вiдповiдає
загальноприйнятим правилам.

Статистична сума для такої одновузлової задачi мiстить чотири
доданки Zα = Znhnf

:

Z = Z00 + Z01 + eβ(µ−Eh) [Z10 + Z11] , (2.7)

якi вiдповiдають рiзним заповненням локальних станiв f -частинок
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та дiрок йонного залишку:

Z00 =
[

1 + eβµ
]

∏

m

(

1−
λm

iωm + µ

)

, (2.8)

Z01 = eβ(µ−Ef )
[

1 + eβ(µ−U)
]

∏

m

(

1−
λm

iωm + µ− U

)

, (2.9)

Z10 =
[

1 + eβ(µ−Qd)
]

∏

m

(

1−
λm

iωm + µ−Qd

)

, (2.10)

Z11 = eβ(µ−Ef−Qf )
[

1 + eβ(µ−U−Qd)
]

(2.11)

×
∏

m

(

1−
λm

iωm + µ− U −Qd

)

.

Тут окремо видiлено множник з енергiєю дiрки йонного залишку Eh

i для великих значень Eh > 0 можна покласти eβ(µ−Eh) → 0.
Нашою метою є розрахунок запiзненої функцiї Грiна для дiрки

йонного залишку, яку можна отримати аналогiчно, як це робило-
ся для пропагаторiв f -частинок [27]. Розглядаються функцiї Грiна:
“бiльша” для додатнiх часiв t > 0

G>
h (t) = −i

〈

h(t)h†(0)
〉

= −
i

Z
Sp e−βHloc (2.12)

× Tc exp

{

−i

∫

c

dt′
∫

c

dt′′d†(t′)λ(t′, t′′)d(t′′)

}

h(t)h†(0)

та “менша” для вiд’ємних часiв t < 0 (або t̄ = −t > 0)

G<
h (t) = i

〈

h†(t̄)h(0)
〉

=
i

Z
Sp e−βHloc (2.13)

× Tc exp

{

−i

∫

c

dt′
∫

c

dt′′d†(t′)λ(t′, t′′)d(t′′)

}

h†(t̄)h(0).

Так само, як це робилося при розглядi задачi про спектр локалi-
зованих f -електронiв для моделi Фалiкова-Кiмбала [27], записуємо
рiвняння руху для операторiв дiрки йонного залишку

dh(t)

dt
= −i [Qdnd(t) +Qfnf (t) + Eh − µ]h(t), (2.14)

dh†(t̄)

dt̄
= i [Qdnd(t̄) +Qfnf (t̄) + Eh − µ]h†(t̄), (2.15)

та пiдставляємо їхнiй розв’язок у рiвняння (2.12) та (2.13).
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Виконуючи аналогiчнi перетворення, як це робилося для f -пропа-
гатора [27], отримуємо остаточнi вирази через функцiйнi визначники
для “бiльшої” функцiї Грiна (t > 0)

G>
h (t) = −i

Z00

Z
e−i(Eh−µ)t det[0,t] ‖δ(t1 − t2)−QdG00(t1 − t2)‖ (2.16)

− i
Z01

Z
e−i(Qf+Eh−µ)t det[0,t] ‖δ(t1 − t2)−QdG01(t1 − t2)‖

та для “меншої” функцiї Грiна (t̄ = −t > 0)

G<
h (t) = ieβ(µ−Eh)

Z10

Z
ei(Eh−µ)t̄ det[0,t̄] ‖δ(t1 − t2) +QdG10(t1 − t2)‖

(2.17)

+ ieβ(µ−Eh)
Z11

Z
ei(Qf+Eh−µ)t̄ det[0,t̄] ‖δ(t1−t2) +QdG11(t1−t2)‖ .

Тут

Gα(t
′ − t′′) = −

i

π

+∞
∫

−∞

dω ImGα(ω)e
−iω(t′−t′′) [f(ω)−Θ(t′ − t′′)] .

(2.18)
— часововпорядкована функцiя Грiна, яка виражається через вiдпо-
вiдну запiзнену функцiю Грiна для ефективного середовища

Gα(ω) =
1

ω + iδ − ǫα − λ(ω + iδ)
, (2.19)

де ǫα = ǫnhnf
— одновузловi енергiї, якi вiдповiдають рiзному запов-

ненню станiв йонного залишку та f рiвня: ǫ00 = −µ, ǫ01 = U − µ,
ǫ10 = Qd − µ та ǫ11 = Qd + U − µ.

Запiзнена функцiя Грiна визначається через “бiльшу” та “меншу”
функцiї Грiна у виглядi

Gr
h(t) = Θ(t)

{

G>
h (t)−G<

h (t)
}

, (2.20)

що дає наступний вираз

Gr
h(t) = −iΘ(t)

{

Z00

Z
e−i(Eh−µ)t det[0,t] ‖I −QdG00‖ (2.21)

+
Z01

Z
e−i(Qf+Eh−µ)t det[0,t] ‖I −QdG01‖

+ eβ(µ−Eh)

[

Z10

Z
e−i(Eh−µ)t

(

det[0,t] ‖I +QdG10‖
)∗

+
Z11

Z
e−i(Qf+Eh−µ)t

(

det[0,t] ‖I +QdG11‖
)∗

]}

.

ICMP–10–10U 9

Для великих значень енергiї дiрки йонного залишку Eh можна по-
класти eβ(µ−Eh) → 0 i тодi запiзнена функцiя Грiна визначається
тiльки “бiльшою” функцiєю

Gr
h(t) = Θ(t)G>

h (t) (2.22)

= −iΘ(t)
[

w0e
−i(Eh−µ)t det[0,t] ‖I −QdG00‖

+w1e
−i(Qf+Eh−µ)t det[0,t] ‖I −QdG01‖

]

,

де

w0 =
Z00

Z00 + Z01
, w1 =

Z01

Z00 + Z01
(2.23)

— заселеностi f станiв при вiдсутностi дiрки у йонному залишку. Її
Фур’є-образ дорiвнює

Gr
h(ω) = −i

+∞
∫

0

dt
{

w0e
i(ω+µ−Eh)t det[0,t] ‖I −QdG00‖ (2.24)

+w1e
i(ω+µ−Qf−Eh)t det[0,t] ‖I −QdG01‖

}

.

i дає як дiйсну так i уявну частини запiзненої функцiї Грiна для дiр-
ки йонного залишку, причому уявна частина пропагатора дiрки йон-
ного залишку безпосередньо визначає рентґенiвський фотоемiсiйний
спектр [28].

3. Пряме та непряме непружне розсiяння Рентґе-

нових променiв на сильноскорельованих еле-

ктронах

Процеси взаємодiї рентґенiвських фотонiв з електронною пiдсисте-
мою речовини можна зобразити з допомогою дiаграм, якi приведенi
на рис. 4. Тут хвилястi лiнiї зображають фотони, штриховi лiнiї —
пропагатори дiрок йонного залишку, а суцiльнi лiнiї — пропагатори
для колективiзованих електронiв: пропагатори d дiрок для прямого
розсiяння та пропагатори p i/або d дiрок для непрямого розсiяння.
Для вiзуального контролю енергетичних масштабiв всюди вказано
пряму залежнiсть пропагатора дiрки йонного залишку вiд енергiї
вiдповiдного стану Eh, яка вважається набагато бiльшою вiд енергiї
зонних станiв та складає порядку величини енергiї надхiдних i роз-
сiяних рентґенiвських фотонiв ωi i ωf , вiдповiдно. Можна побачити,
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ωi

ω

ω + ωi − Eh

ωf

ω − ωf

ω − Eh

ωi

ω + ωi

ω − Eh

ωf

ω

ω − ωf − Eh

Рис. 4. Зовнiшнi вершини, якi вiдповiдають поглинанню та випромi-
ненню рентґенiвських фотонiв.

що для великих значень енергiй фотонiв i стану дiрки внесок дають
тiльки першi двi дiаграми, якi мiстять рiзницю ωi,f − Eh. Як наслi-
док, однопетлевi внески мiстять тiльки двi дiаграми, якi зображенi
на рис. 5. Оскiльки пропагатор дiрки йонного залишку локальний,

k − q

ω

ω + ωf − Eh ω + ωf − Eh

k

ω − Ω

ω + Ω − Eh

ω − Eh

ω − ωf ω − ωf

k − kf k − kf

а) б)

Рис. 5. Однопетлевi внески у перерiз резонансного непружного роз-
сiяння Рентґенових променiв.

то друга дiаграма (б) не залежить вiд iмпульсу фотона i дає вне-
сок у фоновий вiдгук, який не залежить вiд хвильового вектора. З
другого боку, перша дiаграма (а) залежить вiд переданого iмпульсу
q = ki − kf . Внески вiд цих дiаграм у чотиричасову кореляцiйну

функцiю χ
(4)
i,f,f,i(iνi, iνf , iν

′
f , iν

′
i) дорiвнюють

−
1

β

∑

m

χdd
0 (iωm − iνi + iνf , iωm|q)χhh

0 (iωm + iνf , iωm + iν′f ) (3.1)

та

−
1

β

∑

m

χhh
0 (iωm + iνi − iνf , iωm)χdd

0 (iωm − iνf , iωm − iν′f |0), (3.2)
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вiдповiдно, де введено нульовi двочастинковi сприйнятливостi

χdd
0 (iωm + iν, iωm|q) = −

1

N

∑

k

Gd
k+q(iωm + iν)Gd

k(iωm), (3.3)

χhh
0 (iωm + iν, iωm) = −Gh(iωm + iν − Eh)Gh(iωm − Eh),

а також вказано пряму залежнiсть пропагаторiв дiрки йонного за-
лишку вiд енергiї Eh. Внесок у перерiз непружного розсiяння вiд
першої дiаграми дорiвнює

1

2π2

+∞
∫

−∞

dω [f(ω)− f(ω − Ω)]χhh
0 (ω + ωf − iδ, ω + ωf + iδ) (3.4)

× Re
[

χdd
0 (ω − Ω− iδ, ω − iδ|q)− χdd

0 (ω − Ω + iδ, ω − iδ|q)
]

або

1

2π2

+∞
∫

−∞

dω [f(ω +Ω)− f(ω)]χhh
0 (ω + ωi − iδ, ω + ωi + iδ) (3.5)

× Re
[

χdd
0 (ω − iδ, ω +Ω− iδ|q)− χdd

0 (ω + iδ, ω +Ω− iδ|q)
]

,

де

χhh
0 (ω + ωi − iδ, ω + ωi + iδ) = − |Gh(ω + iδ + ωi − Eh)|

2
. (3.6)

Внесок вiд другої дiаграми має подiбний вигляд

1

2π2

+∞
∫

−∞

dω [f(ω)− f(ω − Ω)]χdd
0 (ω + ωf − iδ, ω + ωf + iδ|0) (3.7)

× Re
[

χhh
0 (ω − Ω− iδ, ω − iδ)− χhh

0 (ω − Ω + iδ, ω − iδ)
]

i не залежить вiд iмпульсiв фотонiв. Бiльше того, цей внесок визнача-
ється незбуреною однорiдною зарядовою сприйнятливiстю, яка зану-
люється для випадку невзаємодiючих електронiв. У випадку сильно-
скорельованих d електронiв такий доданок слiд доповнити перенор-
мованими внесками вiд зарядового екранування (вставки мiж про-
пагаторами d електронiв, див. нижче), що дасть повну однорiдну
сприйнятливiсть, яка знову ж таки дорiвнює нулю i такими внеска-
ми можна знехтувати.
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Тепер розглянемо перенормування однопетлевих внескiв. У най-
простiшому випадку це можна отримати вставляючи зарядовi вер-
шини або у вертикальнi або у горизонтальнi канали розсiяння. Спо-
чатку розглянемо вплив зарядового екранування у горизонтальних
каналах. Вiдповiднi дiаграми зображено на рис. 6. Сума внескiв вiд

а)

ω
′
− Ω

ω
′

ω + ωf − Eh ω
′ + ωf − Eh

ω − Ω

ω

k k′

k − q k′
− q

б)

ω + Ω − Eh

ω − Eh

ω − ωf ω − ωf

ω + Ω − Eh

ω − Eh

Ω q

Рис. 6. Зарядовi перенормування у горизонтальному каналi розсiян-
ня. Заштрихований прямокутник вiдповiдає повнiй (звiднiй) зарядо-
вiй вершинi, а заштрихований овал — повнiй зарядовiй сприйнятли-
востi.

перших дiаграм на рис. 5а та 6а вiдповiдає замiнi у виразi (3.5) незбу-
реної сприйнятливостi χdd

0 (iωm+iν, iωm|q) повною сприйнятливiстю,
яка для моделi Фалiкова-Кiмбала дорiвнює [31–33]

χdd(iωm+ν , iωm|q) =
{

[

χdd
0 (iωm+ν , iωm|q)

]−1
+ TΓ(iωm + iν, iωm)

}−1

,

(3.8)

що дає

−1

2π2

+∞
∫

−∞

dω [f(ω +Ω)− f(ω)] |Gh(ω + iδ + ωi − Eh)|
2 (3.9)

× Re
[

χdd(ω − iδ, ω +Ω− iδ|q)− χdd(ω + iδ, ω +Ω− iδ|q)
]

.

Даний внесок вiдповiдає процесам прямого непружного розсiяння
Рентґенових променiв.
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Внесок вiд другої дiаграми на рис. 6б у чотиричасову кореляцiйну
функцiю χ

(4)
i,f,f,i(iνi, iνf , iν

′
f , iν

′
i) дорiвнює

Q2
dΛ(iνi, iνf , iνi − iνf )Λ(iν

′
i, iν

′
f , iνi − iνf )χ

dd
q (iνi − iνf ), (3.10)

де

χdd
q (iν) =

1

β

∑

m

χdd(iωm + iν, iωm|q) (3.11)

— повна зарядова сприйнятливiсь i

Λ(iνi, iνf , iνi − iνf ) = −
1

β

∑

m

Gd,p(iωm − iνf ) (3.12)

×Gh(iωm + iνi − iνf − Eh)Gh(iωm − Eh).

Тут використано наближення Хартрi-Фока для змiшаної зарядової
вершини дiрка йонного залишку—d-частинка, тобто замiнено на ве-
личину Кулонової взаємодiї Qd. Вiдповiдний внесок у перерiз непру-
жного розсiяння Рентґенових променiв дорiвнює

Q2
d

π
Im

[

Λ(ωi + iδ, ωf + iδ,Ω+ iδ)Λ(ωi − iδ, ωf − iδ,Ω+ iδ)χdd
q (Ω + iδ)

]

,

(3.13)

де

Λ(ωi + iδ, ωf + iδ,Ω± iδ) = −
1

π

+∞
∫

−∞

dωf(ω) (3.14)

×
[

Gh(ω + iδ + ωi − Eh)Gh(ω + iδ + ωf − Eh) ImGd,p(ω)

+Gd,p(ω − ωi − iδ)Gh(ω ∓ iδ − Ω− Eh) ImGh(ω − Eh)

+Gd,p(ω − ωf − iδ)Gh(ω ± iδ +Ω− Eh) ImGh(ω − Eh)
]

≈ −
1

π

+∞
∫

−∞

dωf(ω) ImGd,p(ω)

×Gh(ω + iδ + ωi − Eh)Gh(ω + iδ + ωf − Eh),

i збережено тiльки перший внесок з малою рiзницею енергiй µ+ωi,f−
Eh, тодi як iншими двома внесками можна знехтувати для великих
значень енергiї Eh оскiльки вони мiстять великi рiзницi енергiй у зна-
менниках µ−Eh та µ+Ω−Eh. Отриманi вирази вiдповiдають непря-
мим процесам резонансного непружного розсiяння, коли електронна
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пiдсистема струшується потенцiалом Qd внаслiдок утворення дiрки
у йонному залишку.

Аналогiчнi перенормування можна виконати i у вертикальних ка-
налах розсiяння. Але як уже зазначалося вище, таке перенормува-
ння для d частинок приводить до скасування однопетлевого внеску.
З другого боку, двочастинкове екранування дiрки йонного залишку
у вертикальному каналi пов’язане з однорiдною зарядовою сприйня-
тливiстю, яка дорiвнює нулю, i також не дає внеску.

Можна також враховувати перенормування вiд петель з пропа-
гаторiв дiрок йонного залишку

χhh
0 (iν) =

1

β

∑

m

χhh
0 (iωm + iν, iωm) (3.15)

= −
1

β

∑

m

Gh(iωm + iν − Eh)Gh(iωm − Eh)

=
1

π

+∞
∫

−∞

dωf(ω) ImGh(ω − Eh)
[

Gh(ω + iν − Eh) +Gh(ω − iν − Eh)
]

,

але такi внески також мiстять великi рiзницi енергiй у знаменниках
µ− Eh i µ+Ω− Eh i ними нехтуємо.

Звичайно, що можливi також внески не тiльки вiд двочастинко-
вих перенормувань, але i вiд вершин вищого порядку. Але можна
показати, що у границi D → ∞ такi внески або занулюються, або
стають локальними i не залежать вiд переданого iмпульсу q.

4. Отриманi результати та обговорення

Як уже зазначалося вище, уявнi частини пропагаторiв дiрок йонного
залишку визначають рентґенiвськi спектри фотоемiсiї. Самi пропа-
гатори мiстять два доданки у виглядi функцiйних визначникiв (2.24)
i, як було показано в роботi [27], їхню точну довгочасову асимптотику
можна отримати використовуючи дискретний метод Вiнера-Гопфа i
теорему Сеґе для матриць Теплiца, причому довгочасова поведiнка
визначається iндукцiєю вiдповiдної характеристичної функцiї. Пер-
ший доданок (α = 00) для випадку Qd = U збiгається з “бiльшою”
функцiєю Грiна для f частинок у моделi Фалiкова-Кiмбала [27] i iн-
дукцiя вiдповiдної характеристичної функцiї може дорiвнювати як
0 так i −1. Як наслiдок, вiдповiдний внесок у густину станiв може
змiнюватися, залежно вiд значення параметрiв, вiд Лоренцового пi-
ку до двопiкової структури Моттового дiелектрика. З другого боку,
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iндукцiя характеристичної функцiї для другого доданку (α = 01)
завжди дорiвнює нулю, а вiдповiдний внесок у густину станiв буде
мати форму Лоренцового пiку, незалежно чи система перебуває у
металiчному станi чи у станi Моттового дiелектрика. Iнтенсивнiсть
(вага) першого внеску визначається кiлькiстю вузлiв з незаповненим
f станом, а iнтенсивнiсть другого — кiлькiстю вузлiв з заповненим f
станом.

На рис. 7 приведенi рентґенiвськi фотоемiсiйнi спектри для силь-
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Рис. 7. Рентґенiвськi фотоемiсiйнi спектри при половинному запов-
неннi nd = nf = 1/2.

носкорельованої системи, яка описується моделлю Фалiкова-Кiмбала
при половинному заповненнi. При малих значеннях енергiй взаємо-
дiй (рис. 7а), коли iндукцiя характеристичних функцiй для обох до-
данкiв дорiвнює нулевi, спектр складається з двох Лоренцових пiкiв,
якi загострюються з пониженням температури, причому iнтенсив-
нiсть лiвого пiку, який походить вiд другого внеску, наростає наба-
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гато швидше нiж iншого. При зростаннi величини Кулонової взаємо-
дiї мiж дiркою йонного залишку та колективiзованими носiями Qd

збiльшується вiдстань мiж цими пiками (рис. 7б). Додатково вiдстань
мiж цими двома доданками визначається також енергiєю взаємодiї
мiж f -частинкою та дiркою йонного залишку Qf (рис. 7в i г). Для
бiльших значень енергiй Кулонової взаємодiї Qd та U , коли iндукцiя
характеристичної функцiї для першого внеску дорiвнює −1, вiдпо-
вiдний внесок у повний спектр фотоемiсiї змiнює форму з Лоренцової
на бiльш складну, яка слабо змiнюється при пониженнi температури
(рис. 7г).

Проведенi розрахунки функцiй вiдгуку для резонансного непру-
жного розсiяння Рентґенових променiв встановили, що внески вiд
непрямих процесiв розсiяння набагато меншi за внески вiд прямих
процесiв розсiяння, що узгоджується з отриманими ранiше результа-
тами (див. напр., [4]). На рис. 8 та 9 приведенi спектри резонансного
прямого непружного розсiяння для рiзних енергiй збудження ωi та
для рiзних значень енергiї Кулонової взаємодiї.

У границi нескiнченої вимiрностi D → ∞ незбуренi сприйнятли-
востi для колективiзованих носiїв (3.3) залежать вiд переданого iм-
пульсу q тiльки через величину X(q) = 1

D

∑

α cos qα, яка змiнює своє
значення вiд +1 у центрi зони Брилюена [q = 0] до −1 у кутi зони
Брилюена [q = (π, π, . . .)]. При q = 0 вирази для функцiй вiдгуку
мiстять однорiднi зарядовi сприйнятливостi, якi дорiвнюють нулю, а
отже занулюється i сам вiдгук. Зi зростанням величини переданого
iмпульсу (зменшення значень X) вiдбувається поступове, але неодно-
рiдне, наростання вiдгуку, який досягає максимального значення у
кутi зони Брилюена.

Отримана залежнiсть величини перерiзу непружного розсiяння
Рентґенових променiв вiд енергiї збуджуючого фотона ωi є зовсiм
очiкуваною. При малих (передпорогових) значеннях енергiї збудже-
ння ωi < Eh − µ електрон з рiвня йонного залишку закидається у
область заповнених валентних станiв нижче рiвня хiмiчного потен-
цiалу де немає достатньої кiлькостi вiльних станiв, а отже такий
процес є малоймовiрний, а вiдповiдний вiдгук непружного розсiян-
ня слабкий. При збiльшеннi енергiї фотонiв ωi > Eh − µ збуджений
електрон попадає у область вiльних станiв, що приводить до сут-
тєвого зростання вiдгуку до тих пiр поки збуджений електрон не
почне вилiтати за межi валентних зон, коли вiдгук рiзко зменшу-
ється. При прямих процесах розсiяння утворена пiсля рекомбiнацiї
електрон-дiркова пара зазнає процесiв розсiяння та релаксацiю i мо-
же охопити усi доступнi для неї стани у валентнiй зонi. Вiдповiдно
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Рис. 8. Функцiї вiдгуку для резонансного непружного розсiяння
Рентґенових променiв для рiзних енергiй збудження (зверху вниз):
ωi + µ− Eh = −1, 0 та 1 (U = Qd = 1, T = 0.3, X(q) = 1

D

∑

α cos qα).
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Рис. 9. Функцiї вiдгуку для резонансного непружного розсiяння
Рентґенових променiв для рiзних енергiй збудження (зверху вниз):
ωi + µ− Eh = −1, 0 та 1 (U = Qd = 2, T = 0.6, X(q) = 1

D

∑

α cos qα).
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при бiльшiй енергiї збудження електрон-дiркова пара може охопити
бiльше станiв, а вiдповiднi спектри непружного розсiяння мiстять
бiльше iнформацiї про багаточастинкову динамiку валентних зон.
Це зокрема видно на приведених рисунках, де при великих значе-
ннях енергiї фотонiв на спектрах проявляється псевдощiлина для
випадку U = Qd = 1 (рис. 8) або Моттова щiлина для випадку силь-
носкорельованого дiелектрика U = Qd = 2 (рис. 9).
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