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1. Вступ

Особливостi поведiнки фiзичних систем поблизу критичної точки є
постiйним об’єктом зацiкавлення для дослiдникiв, починаючи з дру-
гої половини позаминулого столiття. Грунтовно розроблена теорiя
статичних, незалежних вiд часу, критичних явищ є одним з важли-
вих досягнень сучасної рiвноважної статистичної фiзики. Разом з
тим до цiєї областi фiзики потрапляє також динамiчна, залежна вiд
часу, критична поведiнка фiзичних систем, що знаходяться в близь-
кому до рiвноваги станi. Динамiчнi критичнi явища, є значно рiзно-
манiтнiшими, однак менш вивченими порiвняно iз статичними.

Аномалiї динамiчної поведiнки, якi спостерiгаються поблизу кри-
тичної точки є подiбними до тих, що характернi для статичних кри-
тичних властивостей. Це дозволяє застосовувати до їх опису тi са-
мi iдеї та способи аналiзу, що вже дали достовiрнi результати при
аналiзi статичної критичної поведiнки. Зокрема, це виявляється у
поширеннi гiпотези подiбностi (скейлiнгу) [1] на динамiчнi крити-
чнi явища [2]. Як i у випадку статики, в динамiцi правомiрнiсть гi-
потези пiдтвержується застосуванням методiв ренорм-групи (РГ). Її
теоретико-польовий пiдхiд є потужним засобом для розрахунку кiль-
кiсних характеристик критичної поведiнки [3]. Розвиток теорiї поля в
областi динамiчних критичних явищ [4] дозволив описати критичну
динамiчну поведiнку цiлого ряду фiзичних систем (див. огляди [5,6]).

При дослiдженнi реальних фiзичних систем не можна оминути
питання їх структурної однорiдностi. Тому вплив структурного без-
ладу на критичну поведiнку викликає значне зацiкавлення. Зокрема
це стосується критичної динамiки невпорядкованих магнетикiв. Не-
однорiднiсть структури магнiтних систем може мати рiзну природу,
що в свою чергу приводить до рiзних змiн в критичнiй поведiнцi.
Перш за все, слiд розрiзняти безлад введений в систему рiвноважним
чином (вiдпалений безлад) i заморожений [7]. У той час як статичнi
критичнi показники вiдпалених систем повнiстю визначаються по-
казниками чистої системи [8], критична поведiнка систем iз заморо-
женими дефектами структури не є такою тривiальною (див. напр-
клад [9,10]). Питання про ступiнь безладу теж є важливим, оскiльки
сильний безлад може зруйнувати фазовий перехiд другого роду. Тут
ми зосереджуємось на дослiдженнi слабкого замороженого безладу.
При цьому розглянемо три типи безладу: у виглядi (i) випадкових
вузлiв, (ii) протяжних домiшок та (iii) випадкової анiзотропiї.

При експериментальних дослiдженнях виявляється, що поведiнка
невпорядкованих систем поблизу критичної точки має неунiверсаль-
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ний характер. З теоретичної точки зору вiдомо, що неунiверсальною
є неасимптотична (ефективна) поведiнка. Тому детальне дослiдже-
ння ефективної критичної поведiнки неоднорiдних систем має ва-
жливе практичне значення. Справдi, як виявилось при теоретичному
аналiзi статичних властивостей, неунiверсальна поведiнка дозволяє
прояснити експериментально спостережувану ситуацiю [11].

Метою цiєї статтi є ознайомити читача з критичною динамiкою
невпорядкованих магнiтних систем та з її теоретико-польовим опи-
сом. У наступному роздiлi 2 ми введемо основнi фiзичнi величини по-
в’язанi з описом критичної динамiки . Роздiл 3 присвячений рiзним
моделям динамiчної критичної поведiнки. У роздiлi 4 розглядаю-
ться форми структурного безладу. У роздiлi 5 описується теоретико-
польове представлення критичної динамiки у лагранжевiй формi та
даються лагранжiани для невпорядкованих систем. Роздiл 6 коротко
знайомить з динамiчною РГ. Результати зiбранi у роздiлi 7. Закiн-
чують статтю висновки у роздiлi 8.

2. Критична динамiка: основнi поняття

Одним з перших в критичнiй динамiцi постає питання про вибiр змiн-
них для її адекватного опису. Повний мiкроскопiчний пiдхiд, який
грунтується на роз’язку системи рiвнянь руху для усiх мiкроско-
пiчних змiнних системи, виявляється непрактичним, оскiльки такi
рiвняння є оборотними в часi, i, вiдповiдно, не вiдбивають карти-
ни необоротностi, яка спостерiгається на макроскопiчному рiвнi. На
практицi з усiєї множини мiкроскопiчних змiнних радше видiляють
величини найсуттєвiшi для динамiчної поведiнки. Найбiльш хара-
ктерним явищем критичної динамiки є критичне сповiльнення, яке
полягає у тому, що, при невеликих вiдхиленнях вiд рiвноваги, чим
ближче температура фiзичної системи знаходиться до свого крити-
чного значення, тим довшого часу релаксацiї tc потребує система,
щоб повернутись до рiвноважного стану. Таким чином повiльнi змi-
ни параметра порядку (для магнетикiв густина локального нама-
гнiчення) з часом визначають поведiнку ситеми на великих часах.
Крiм параметра орядку повiльними змiнами характеризуються ве-
личини, якi пiдпорядковуються законам збереження властивим для
розглядуваної системи. Змiннi для опису отримуються при усере-
дненнi вiдповiдних мiкроскопiчних змiнних на масштабах простору
та часу, що є меншими за реальнi розмiри макроскопiчної системи
та часи спостереження, але превищують мiкроскопiчнi просторовi та
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часовi масштаби 1.
Позначимо {ψi} множину усiх усереднених змiнних, що описують

властивостi системи. Можна припустити, що динамiка цих змiнних
буде складатись з руху до рiвноважного стану та впливу швидких
мiкроскопiчних процесiв.Це припущення приводить до опису дина-
мiчної поведiнки ситеми рiвнянням Ланжевена (див. наприклад [5])

∂ψi(t)

∂t
= −

∑

j

Lij
δH[ψ]

δψi(t)
+ θi(t). (2.1)

Перший доданок в правiй частинi рiвняння (2.1) вiдповiдає за ефе-
ктивний повiльний рух до рiвноважного стану, Lij носить назву кiне-
тичного коффiцiєнта, еффективний функцiонал H описує статичнi
властивостi системи. Сукупний вплив мiкроскопiчних флуктуацiй на
повiльнозмiннi величини ψ моделюється введенням випадкового шу-
му θ. Ввжається, що вiн описується розподiлом Гаусса (так званий
Гаусовий бiлий шум) з середнiм 〈θi〉 = 0 та

〈θi(t)θj(t
′)〉 = 2Dijδ(t− t′). (2.2)

Тут < . > означає усереднення за можливими реалiзацiями шуму.
Необхiдною умовою того, щоб система залишена сама на себе на ве-
ликих часах t → ∞ прийшла до рiвноважного стану описуваного
розподiлом P [ψ] ∼ eH[ψ] є зв’язок кiнетичного коефiцiєнта з коре-
ляцiйною функцiєю випадкового шуму через спiввiдношення Айн-
штайна

Lij = Dij . (2.3)

2.1. Функцiї

Основними об’єктами рогляду в динамiцi є кореляцiйнi функцiї та
функцiї вiдгуку. Останнi описують реакцiю системи на слабке збуре-
ння. Якщо hψ є зовнiшнє поле спряжене до повiльнозмiнної величини
ψ, то вiдповiдна функцiя вiдугку запишеться як

Gψ(R − R′, t− t′) =
δ < ψ(R, t) >

δhψ(R′, t′)

∣

∣

∣

∣

hψ=0

. (2.4)

Тут середнє знову означає усереднення за випадковим шумом. Фун-
кцiя G ще носить назву узагальненої динамiчної сприйнятливо-
стi.Наприклад, якщо ψ є параметром порядку магнiтної системи, а

1В лiтературi таке усереднення ще має назву “укрупнення"(coarse-graining)
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hψ зовнiшнiм магнiтним полем, то Gψ вiдповiдає динамiчнiй магнi-
тнiй сприйнятливостi. Залежнi вiд часу кореляцiйнi функцiї визна-
чаються наступним чином

Cψ(R − R′, t− t′) =< ψ(R, t)ψ(R′, t′) > . (2.5)

Вони зв’язанi з функцiями вiгуку функцiонально-
дисипативним спiввiдношенням. Вводячи перетворення Фур’є
F (q, ω) =

∫ ∞

0 F (R, t)ei(ωt−qR)dt dR, функцiонально-дисипативне
спiввiдошення можна записати у виглядi

Cψ(q, ω) =
2

ω
ImGψ(q, ω). (2.6)

2.2. Гiпотеза скейлiнгу

Характеристичний час релаксацiї поблизу точки фазового переходу
дргого роду Tc зростає згiдно степеневого закону:

tc = ξz , (2.7)

з динамiчним критичним показником z, де ξ кореляцiйна довжина.
Таким чином при описi динамiчних критичних властивостей як дода-
ток до набору статичних показникiв з’являється ще один показник.
Оскiльки кореляцiйна довжина розбiгається в Tc, то при наближен-
нi до Tc час релаксацiї зростає i стає безмежним при Tc. Таке явище
отримало назву явища критичноо сповiльнення.

Динамiчна гiпотеза скейлiнгу включає поряд з кореляцiйною дов-
жиною ще характеристичну частоту ωc (величину обернену до tc) i
полягає в наступних припущеннях:

(1) характеристична частота ωc(ξ,q) є однорiдною функцiєю
змiнних ξ та q

ωc(ξ,q) = |q|zω̂(qξ); (2.8)

(2) кореляцiйна функцiя залежить вiд частоти ω тiльки через
спiввiдношення ω/ωc(ξ,q)

C(ξ,q, ω) =
Cst(τ,q)

ωc(ξ,q)
F

(

ω

ωc(ξ,q)
,qξ

)

, (2.9)

де F носить назву функцiї форми.
Динамiчнi класи унiверсальностi на вiдмiну вiд статичних ви-

значаються не тiльки глобальними параметрами фiзичних систем
(такими як вимiрнiсть простору, вимiрнiсть та симетрiя параметра
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порядку тощо), а й враховують iснування законiв збереження визна-
чальних для цих систем та характер зв’язку мiж збережними вели-
чинами. Рiзнi реалiзацiї динамiчної поведiнки описуються основними
моделями, якi маркуються латинськими лiтерами (A-H) за класифi-
кацiєю [12]. Деякi з них розглядаються у наступному роздiлi.

3. Моделi динамiчної поведiнки

3.1. Моделi A та B

Модель A. Розглянемо спочатку найпростiшу модель. Приймемо, що
поблизу точки фазового переходу усi iншi фiзичнi величини флу-
ктуюють набагато швидше, нiж n-компонентний параметр порядку
~ϕ(R, t) в координатi R d-вимiрного простору в момент часу t 2. Па-
раметр порядку вважаєтимемо незбережною величиною. Тодi вплив
цих величин можна уявити як наслiдок дiї стохастичних сил θϕ на
поведiнку параметра порядку. В цьому випадку множину ψ склада-
ють лише компоненти ~ϕ. Рiвняння Ланжевена (2.1) матиме вигляд:

∂ϕi0
∂t

= −Γ̊
δH[~ϕ]

δϕi0
+ θϕi i = 1 . . . n, (3.1)

Множина кiнетичних коефiцiєнтiв Lij в даному випадку мiстить ли-
ше один елемент Γ̊. Стохастичнi сили θϕ зображають сукупний вплив
усiх швидких процесiв. Рiвняння (2.2) у цьому випадку:

< θϕi(R, t)θϕj (R
′, t′) > = 2Γ̊δ(R − R′)δ(t− t′)δij . (3.2)

Потенцiал H в рiвняннi (3.1) є ефективним Гамiльтонiаном
типу Ландау-Гiнзбурга-Вiльсона. Для для граткової моделi n-
компонентних спiнiв в d-вимiрному просторi вiн має вигляд H[~ϕ] =
H0[~ϕ], де

H0[~ϕ] =

∫

ddR

{

1

2

[

|∇~ϕ0|
2+r̊|~ϕ0|

2
]

+
˚̃v

4!
|~ϕ0|

4

}

(3.3)

r̊ пропорцiйний до вiдстанi до критичної точки за температурою,
константа зв’язку ˚̃v є додатньою величиною.

Традицiйно вважається, що модель A застосовна до опису де-
яких анiзотропних магнетикiв i сплавiв, що належать до iзинґiвсько-
го класу унiверсальностi (n = 1) [12].

2Надалi залежнiсть параметра порядку та збережних величин вiд R та t ми
будемо записувати явно тiльки в окремих випадках
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Динамiчний критичний показник для моделi A звичайно шука-
ють у формi z = 2 + cη, де η звичайний статичний критичний пока-
зник парної кореляцiйно функцiї моделi ϕ4. Коефiцiєнт c, на сьогоднi
вiдомий в третьому порядку теорiї збурень, виявився незалежним вiд
вимiрностi параметра порядку n [13]. Таким чином уся залежнiсть
z вiд n мiститься в η. Для випадку n = 1 критичний показник z
розраховано в четвертому порядку [14].

Модель B. Параметер порядку в деяких фiзичних системах мо-
же бути збережною величиною (просторовий iнтеграл є константою
руху: d[

∫

ddRϕ(R)]/dt = 0). У такому випадку для опису системи
застосовується модель B. Структура рiвнянь залишається такою ж
як в моделi A iз замiною в (3.1)-(3.2) кiнетичного коефiцiєнта для
параметра порядку з Γ̊ на −Γ̊∇2.

Вважається, що модель B описує динамiчнi властивостi деяких
одновiсних феромагнiтних систем з n = 1 [12].

Динамiчний критичний показник для молелi B повнiстю вира-
жається через статичний критичний показник парної кореляцiйної
функцiї η: z = 4 − η [12].

3.2. Модель C i D

Модель C. У багатьох випадках для адекватного опису динамiчної
поведiнки поблизу критичної точки не достатньо обмежуватись тiль-
ки параметром порядку. Потрiбно враховувати величини пов’язанi з
законами збереження характерними для розглядуваної фiзичної си-
стеми. Найпростiшим є випадок, коли взаємодiя збережних величин
з параметром порядку розглядається тiльки в статичному потенцi-
алi. Наприклад взаємодiю скалярної збережної величини m0(R, t),
яку можна вважати густиною енергiї, з незбережним параметром
порядку можна записати у виглядi доданку до Гамiльтонiана (3.3):

∆H[ϕ,m] =

∫

ddR

{

1

2
m2

0 +
1

2
γ̊m0|~ϕ0|

2

}

(3.4)

Рiвняння руху для m0 та ~ϕ0 мають такий вигляд

∂ϕi0
∂t

= −Γ̊
∂H[ϕ,m]

∂ϕi0
+ θϕi i = 1 . . . n, (3.5)

∂m0

∂t
= λ̊∇2 ∂H[ϕ,m]

∂m0
+ θm, (3.6)

де Γ̊ та λ̊ кiнетичнi коефiцiєнти для ~ϕ0 i m0 вiдповiдно, H[~ϕ,m] =
H0[~ϕ]+∆H[~ϕ,m]. Стохастичнi величини θϕ i θm розподiленi за гаусо-
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вим законом з нульовим середнiм та задовiльняють спiввiдношення
Айнштайна:

< θϕi(R, t)θϕj (R
′, t′) > = 2Γ̊δ(R − R′)δ(t− t′)δij , (3.7)

< θm(R, t)θm(R′, t′) > = −2̊λ∇2δ(R − R′)δ(t− t′)δij . (3.8)

При вiдiнтегровуваннi m0 гамiльтонiан H[~ϕ,m] перетворюється в
H0[~ϕ] iз замiною ˚̃v на:

v̊ = ˚̃v
′
− 3̊γ2, (3.9)

Системи, якi можуть описуватись моделлю C, обговорювались в
роботi [38]. До них належать гратковi моделi iнтерметалiчних спла-
вiв, переохолодженi рiдини тощо. Початково модель C застосовува-
лась для опису деяких iзинґiвських магнiтних систем [12].

На сьогоднi поведiнка параметру порядку та збережної величини
в рамках моделi C вiдома [15]. Тут велике значення має значення
поведiнка теплоємностi в околi критичної точки. Для сиcтем з n =
1 (критичний показник теплоємностi α > 0) характерний сильний
скейлiнг, при якому обидвi величини ϕ та m релаксують з однаковим
показником z = zm = 2 + α/ν. У випадку n = 2, 3 (α < 0) зв’язок ~ϕ0

та m0 руйнується в околi критичної точки i поведiнка ϕ є такою ж
як в моделi A: z = 2 + cη, а релаксацiя m описується zm = 2.

Модель D описує системи iз збережним параметером порядку, що
взаємодiє iз збережною скалярною величиною. У такому випадку
рiвняння для моделi отримуються з рiвнянь (3.5)-(3.8) при замiнi кi-
нетичного коефiцiєнта для параметра порядку Γ̊ → −Γ̊∇2. Модель D
може описувати динамiчну поведiнку одновiсних гейзенбергiвських
феромагнетикiв [12]. Критична поведiнка прараметра порядку в цiєї
моделi є такою ж як в моделi B: z = 4 − η, у той час як критичний
показник для збережної величини zm = 2 +α/ν при α > 0 та zm = 2
для α < 0 [12].

3.3. Iншi моделi

Решту абетки роботи [12] становлять моделi, в яких включаються
до розгляду недисипативнi члени, спричиненi мiроскопiчними осо-
бливостями i/або мiжмодовим зв’язком. В iзотропному феромагне-
тику з трикомпонентним параметром порядку враховується спiнова
прецесiя (модель J). Модель E описує магнетик з незбережним дво-
компонентним параметром порядку, компоненти якого можуть вза-
ємодiяти зi збережними флуктуацiями третьої компоненти намагнi-
чення (< ϕ3 >= 0). В iзотропному антиферомагнетику незбережний
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параметер порядку представлений трикомпонентним намагнiченням
однiєї пiдгратки, пов’язаним з збережним повним намагнiченням
(модель G). Узагальнення моделей E та G до n-компонентного пара-
метра порядку носить назву моделi SSS (Sasvári-Schwabl-Szépfalusy),
початково введеної для опису динамiки структурних переходiв [16].
Узгоджений опис критичної динамiки поблизу точки переходу газ-
рiдина або фазового розшарування в бiнарних плинах включає не
тiльки збережний скалярний параметер порядку, але також i вiдпо-
вiдний збережний поперечний потiк густини (модель H). Надплин-
ний гелiй описується моделлю F, у якiй двокомпонентний параметр
порядку пов’язаний iз збережною скалярною густиною ентропiї.

Критичнi динамiчнi властивостi цих моделей визначаються в
асимптотицi динамiчними критичними показниками, якi виражаю-
ться через вимiрнiсть простору i/або статичнi показники.

4. Структурний безлад

Врахування невпорядкованостi структури в граткових моделях здiй-
снюється за допомогою введення випадкових величин у спiновi Га-
мiльтонiани. В теоретико-польвому представленнi на мовi ефектив-
них Гамiльтонiанiв це звичайно приводить до появи доданкiв, якi
мiстять випадковi змiннi.

4.1. Випадковi вузли

Магнiтнi системи з безладом замiщення звичайно описуються гра-
тковими спiновими моделями, на деяких вузлах яких випадковим
чином вiдсутнi спiни. Таке розведення магнiтної системи незаповне-
ними вузлами можна описати додавши до (3.3) член, який мiстить
змiнну типу випадкової температури:

∆Hrs =

∫

ddRV (R)|~ϕ0|
2 (4.1)

Розподiл випадкових величин V (R) має Гаусову природу

P (V ) ∼ exp

(

3

2ů

∫

ddR V 2(R)

)

(4.2)

Константа u0 є вiд’ємною, оскiльки пропорцiйна до c − 1, де c кон-
центрацiя магнiтних вузлiв.

Статична критична поведiнка систем з випадковими вузлами пiд-
порядковується критерiю Гарiса [17], за яким критична поведiнка
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розведеної системи не змiнюється, якщо теплоємнiсть чистої систе-
ми перед розведенням при фазовому переходi другого роду не роз-
бiгається: α < 0. Оскiльки для d = 3 тiльки системи з n = 1 володi-
ють додатнiм α, то лише для Iзинґiвських магнетикiв в асимптотицi
спостерiгаються новi критичнi показники [18]. Аналогiчна ситуацiя
спостерiгається також i в динамiцi: нвий прказник z мають тiльки
магнетики iз однокомпонентним параметром порядку.

Динамiчна критична поведiнка випадкових систем набагато
менш вiдома, порiвняно з статистичною. Основна увага придiляє-
ться випадковiй моделi Iзинґа (для огляду доступних результатiв
див. [6, 21]). Двопетлевi теоретичнi оцiнки z = 2.375 [19], z = 2.18
[20] не пiдтверджуються результатами комп’ютерних симуляцiй z =
2.62±0.07 [21], однак узгоджуються з останнiми експериментальними
даними z = 2.18 ± 0.10 [22].

Потрiбно зазначити, що теоретичнi дослiдження стосуються кри-
тичної динамiки релаксацiйних моделей без збережних величин. Для
нової критичної поведiнки характерна несингулярна теплоємнiсть,
що в свою чергу має наслiдок для зв’язку параметра порядку iз збе-
режною величиною. Оскiльки для усiх систем з випадковими вузла-
ми α < 0, то для них в асимптотицi збережна густина не з’єднана iз
незбережним параметром порядку.

4.2. Протяжнi дефекти

Однiєю з можливостей описувати дефекти комплексної структури є
введення точкового безладу, скорельованого згiдно певних правил.
Прикладом цього може бути система з протяжними дефектами, якi
скорельованi у εd просторi i випадково розподiленi у (d−εd)- просто-
рi [23]. Тодi випадки εd = 0, 1, 2 описують точковi, лiнiйнi та планар-
нi дефекти вiдповiдно. Нецiлi εd можна iнтерпретувати як дефекти
фрактальної структури.

Наявнiсть у системi просторової анiзотропiї не дозволяє обмежи-
тись введенням тiльки нового доданку до Гамiльтонiану (3.3), а ви-
магає незалежно розглядати напрямки паралельнi R|| та перпенди-
кулярнi R⊥ до дефектiв, що приводить до такого функцiоналу:

H[~ϕ] =

∫

ddR

{

1

2
[̊r+V (R)]~ϕ2

0(R)+[∇⊥~ϕ0(R)]2+å[∇||~ϕ0(R)]2+

v̊

4!
[~ϕ2

0(R)]2

}

, (4.3)
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де ∇|| i ∇⊥ позначають диференцiювання за координатами R|| i R⊥.
А випадковi величини V (R) мають нульове середнє та скорельованi
згiдно

P (V ) ∼ exp

(

3

2ů

∫

dd−εdR⊥ V 2(R⊥)

)

. (4.4)

(−ů) - додатня константа, яка пропорцiйна до концентрацiї домiшок.
Константа анiзотропiї å параметризує анiзотропiю, що з’являється в
системi завдяки наявностi протяжних дефектiв.

Просторова анiзотропiя веде до появи двох кореляцiйних довжин:
перпендикулярної (ξ⊥) та паралельної (ξ||) до протяжних домiшок.
В свою чергу це приводить до опису динамiчної поведiнки за допо-
могою двох характерних часiв, що описують релаксацiю: в напрямку
перпендикулярному (τ⊥) та в паралельному (τ||) до орiєнтацiї домi-
шок. Цi часи релаксацiї визначаються рiзними динамiчними пока-
зниками:

τ⊥ ∼ ξz⊥⊥ τ|| ∼ ξ
z||
|| (4.5)

В статицi для систем з протяжними домiшками справедливий мо-
дифiкований критерiй Гарiса [24]: дана форма безладу змiнює кри-
тичнi показники, якщо задовiльняється така нерiвнiсть

εd > d− 2/νd. (4.6)

Огляд результатiв дослiдження статичних критичних властивостей
можна знйти в [25]. Подiбним чином, як для випадкових вузлiв, цей
критерiй сраведливий також для динамiки. Критичний показник z⊥
в рамках моделi A обчислювався в двопетлевому порядку тiльки у
виглядi подвiйних розкладiв за праметрами εd та ε = d− 4 [26].

4.3. Випадкова анiзотропiя

Iнший тип замороженого безладу описується за допомогою спiно-
вої моделi, в якiй кожен вузол пiдпорядковується локальнiй анiзо-
тропiї випадкової орiєнтацiї. Введена на спочатку для опису амор-
фних сплавiв [27], ця модель тепер застосовується для ширшого кла-
су невпорядкованих систем [28, 29]. В теоретико польовому пред-
ставленi її можна описати за допомогою ефективного Гамiльтонiану
H = H0 + ∆HRAM з

∆HRAM = −

∫

ddRD(x̂(R)~ϕ(R))
2
. (4.7)
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Оскiльки ми розглядаємо випадок замороженого безладу, векто-
ри x̂ в (4.7) вважаються випадково зафiксованими в певнiй конфi-
гурацiї, згiдно функцiї розподiлу p(x̂). Розподiл осi анiзотропiї має
визначальний вплив на природу низькотемпературної фази магне-
тикiв з випадковою анiзотропiєю. Для iзотропного розподiлу, коли
випадковi вектори x̂ вказують з однаковою iмовiрнiстю в будь-якому
напрямку феромагнiтне впорядкування неможливе при вимiрностi
простору d ≤ 4 (див. [29]). У той час воно може вiдбуватись для анi-
зотропного розподiлу, що дозволяє x̂ спрямовуватись тiльки вздовж
2m напрямкiв осей k̂i гiперкубiчної гратки (кубiчний розподiл):

p(x̂) =
1

2m

m
∑

i=1

[

δ(m)(x̂− k̂i) + δ(m)(x̂ + k̂i)
]

, (4.8)

де δ(y) – дельта-символи Кронекера. У цьому випадку вiдбувається
фазовий перехiд другого роду в магнетно впорядкований стан. Цей-
перехiд характеризується критичними показниками моделi Iзинґа з
випадковими вузлами в асимптотичному режимi (див. огляд в [29] )
.

Оскiльки вивчення статичної критичностi магнетикiв з випад-
ковою анiзотропiєю не такi iнтенсивнi як для розведених магнети-
кiв [18], ще менше вiдомо про їх динамiчну критичну поведiнку. Iсну-
ють тiлькi окремi дослiдження для iзотропного розподiлу локальної
осi анiзотропiї (див. вступ [30] ). Динамiчна критична поведiнка мо-
делi з випадковою анiзотропiєю з розподiлом (4.8) залишається не
дослiдженою.

5. Теоретико-польовий пiдхiд

У цьому роздiлi ми коротко опишемо пiдхiд Бауша-Янсена-Вагнера
(Bausch-Janssen-Wagner) [31], який сьогоднi є одним з головних ме-
тодiв теорiї динамiчних критичних явищ. Кореляцiї стохастичних
величин (2.2) з врахуванням (2.3) описуються розподiлом iмовiрно-
стi

W [ζ] ∼ exp



−
1

4

∫

dtddR
∑

ij

ζi(R, t)[L
−1]ijζj(R, t)



 , (5.1)

Розглянемо шум ζ як функцiю поля ψ. З рiвняння (2.1)слiдує, що
ζj = ∂ψi

∂t − Fi[ψ], де використано позначення Fi[ψ] =
∑

j Lij
δH
δψj

. Тодi
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розподiл iмовiрностi P [ψ] для повiльнозмiнних величин можна зада-
ти наступним чином:

W [ζ]D[ζ] = P [ψ]D[ψ] ∼ e−G[ψ]D[ψ], (5.2)

Функцiонал G[ψ] записується як

G[ψ] =
1

4

∫

dtddR
∑

ij

(

∂ψi
∂t

− Fi[ψ]

)

[L−1]ij

(

∂ψj
∂t

− Fj [ψ]

)

(5.3)

При роботi з таким функцiоналом в теорiї збурень виникають сте-
пенi виразу Fj [ψ][L−1]ijFj [ψ], що значно ускладнює розрахунки.
Введення допомiжного поля ψ дозволяє уникнути цього:P [ψ] =
∫

D[iψ̃]P [ψ, ψ̃]. Тут густина iмовiрностi P [ψ, ψ̃] ∼ exp
(

−L[ψ, ψ̃]
)

ви-

значається лiанеризованим динамiчним потенцiалом

L[ψ, ψ̃] =

∫

dtddR



−
∑

ij

ψ̃iLijψ̃j +
∑

i

ψ̃i

(

∂ψi
∂t

− Fi[ψ]

)



 . (5.4)

При дослiдженнi критичної поведiнки невпорядкованих систем
потрiбно зробити ще один крок, який полягає в усередненнi за мо-
жливими конфiгурацiями випадкових величин. На вiдмiну вiд стати-
ки [18], в динамiцi можна обiйтись без методу реплiк [32]. Достатньо
усереднювати за розподiлом випадкових змiнних функцiю P [ψ, ψ̃].

Лагранжiан для магнетикiв з випадковими вузлами розрахова-
ний на основi рiвнянь (3.1), (3.2), (3.3), (4.1) та (4.2) буде мати ви-
гляд

L =

∫

ddRdt

{

∑

i

ϕ̃i0

[

(

∂

∂t
+Γ̊(̊r−∇2)

)

ϕi0−Γ̊ϕ̃i0+
Γ̊v̊

3!
ϕi0

∑

j

ϕj0ϕ
j
0

]

+

∫

dt′
Γ̊2ů

3!

∑

ij

ϕ̃i0(t)ϕ
i
0(t)ϕ̃

j
0(t

′)ϕj0(t
′)

}

. (5.5)

У виразi (5.5) r̊ пропорцiйне вiдстанi до критичної температури i
неперенормованi константи зв’язку мають знаки: v̊ > 0, ů < 0.

Магнетики з протяжними дефектами описуються Лагранжiаном,
що включає властивостi рiвнянь (3.1), (3.2), (4.3) та (4.4), вигляду

L[ϕ̃, ϕ] =

∫

ddRdt

{

∑

i

ϕ̃i0

[

(

∂

∂t
+Γ̊(̊r−∇2

⊥−å∇
2
‖)

)

ϕi0−Γ̊ϕ̃i0
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+
Γ̊v̊

3!
ϕi0

∑

j

ϕj0ϕ
j
0

]

+
∑

i,j

Γ̊2 ů

3!

∫

ddR′dt′δ(R⊥−R′
⊥)ϕ̃i0(R, t)×

ϕi0(R, t)ϕ̃
j
0(R

′, t′)ϕj0(R
′, t′)

}

(5.6)

Подiбним чином як i в попередньому випадку v̊ > 0, ů < 0.
Лагранжiан магнетикiв з випадковою анiзотропiєю розраховує-

ться на основi (3.1), (3.2), (3.3), (4.7) та (4.8) i має вигляд

L =

∫

ddRdt

{

∑

i

ϕ̃i0

[

(

∂

∂t
+Γ̊(̊r−∇2)

)

ϕi0−Γ̊ϕ̃i0+
Γ̊v̊

3!
ϕi0

∑

j

ϕj0ϕ
j
0+

Γ̊ẙ

3!

(

ϕi0
)3

]

+

∫

dt′
∑

i

ϕ̃i0(t)ϕ
i
0(t)

[

Γ̊2ů

3!

∑

j

ϕ̃j0(t
′)ϕj0(t

′)+
Γ̊2ẘ

3!
ϕ̃i0(t

′)ϕi0(t
′)

]}

.

(5.7)

Тут неперенормованi константи зв’язку мають знаки: ů > 0, v̊ > 0,
ẘ < 0. Константи ů and ẘ пов’язанi з моментами розподiлу (4.8).
Доданок з константою зв’язку ẙ не з’являється пiсля усереднення за
безладом, Однак його варто додати, оскiльки пiзнiше вiн породжу-
ється застосуванням методiв РГ. Далi ми будемо використовувати
позначення {ui} = {u, v, w, y}.

Для дослiдження критичної динамiки в рамках моделi C до вище
наведених Лагранжiанiв потрiбно додати частину, яка описує зв’язок
параметра порядку з збережною величиною (i отримана на основi
(3.5)-(3.8)):

∆L =

∫

dRdt

n
∑

i=1

{

λ̊m̃0∇
2m̃0+m̃0

(

∂

∂t
−λ̊∇2

)

m0+Γ̊̊γm0ϕ̃
i
0ϕ

i
0−

1

2
λ̊̊γm̃0∇

2ϕi0ϕ
i
0

}

. (5.8)

6. Модельнi рiвняння i перенормування

В рамках теоретико польової РГ [3] об’єкт аналiзу становлять ди-
намiчнi вершиннi функцiї отриманi на основi вiдповiдного Лагран-
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жiану. Для аналiзу динамiчних властивостей достатньо розрахувати
динамiчнi двоточковi вершиннi функцiї Γψiψ̃j .

Перенормування отриманих вершинних функцiй ми здiйснюємо
в схемi мiнiмального вiднiнiмання [3]. У цiй схемi, для того щоб ви-
значити перенормованi статичнi (~ϕ, m, r, {ui}, γ, a) та динамiчнi (~̃ϕ,
m̃, Γ, λ) поля та константи зв’язку, вводяться ренормуючi множники
Zϕ, Zm, Zr, Zui , Zγ , Za та Zϕ̃, Zm̃, ZΓ, Zλ:

~ϕ0 = Z1/2
ϕ ~ϕ, m0 = Zmm, r̊ = Zrr, ůi = µεZuiZ

−2
ϕ A−1

d ui, (6.1)

γ̊ = µε/2Z−1
ϕ Z−1

m ZγA
−1/2
d γ, å = Zaa (6.2)

~̃ϕ0 = Z
1/2
ϕ̃

~̃ϕ, m̃0 = Zm̃m̃, Γ̊ = ZΓΓ, λ̊ = Zλλ. (6.3)

Тут µ – масштабний параметер, ε = 4 − d, and Ad – геометричний
фактор. Перенормування r пов’язане з перенормуванням вставки ϕ2,
тодi як перенормовуючий множник Zm визначається аддитивним пе-
ренормуванням Aϕ2

ϕ2 = Z−1
ϕ2 ϕ

2, Zϕ2 = Z−1
ϕ Zr (6.4)

Aϕ2 = −
µε

4

[

Z2
ϕ2 < ϕ2

0ϕ
2
0 >

]

s
A−1
d , Z−2

m = 1 + γ2Aϕ2 (6.5)

Iнформацiю про критичну поведiнку ситеми ми отримуємо на
основi аналiзу РГ функцiй ζi = d lnZi

d lnµ та β-фунцiй, якi описують
РГ потоки констант зв’язку при перенормуваннi:

`
dyi
d`

= βyi({yi}), (6.6)

де параметр потоку ` позв’язаний з вiдстанню до критичної точки.
Функцiї в правiй частинi рiвняння (6.6) мають структуру

βyi({yi}) = yi(−ci − piζϕ({yi}) − qiζm({yi}) + ζyi({yi})) (6.7)

Де y позначає усi константи зв’язку (крiм a) та динамiчне вiдноше-
ння w = Γ

λ , а ci, pi, qi є показниками з загальної форми перенорму-
вання

y0,i = µciZ−pi
ϕ Z−qi

m Zyiyi (6.8)

Знання про властивостi критичної поведiнки дає аналiз нерухо-
мих точок (НТ) рiвнянь на потоки (6.6). НТ {y∗i } знаходиться з умо-
ви рiвностi нулю одночасно усiх β-функцiй:

βyi({y
∗
i }) = 0, (6.9)
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З усiх розв’язкiв системи рiвнянь (6.9) критичнiй точцi вiдповiдає
НТ, яка є стiйкою i досяжною з початкових умов. Стiйкiсть НТ
визначається умовою, що усi власнi значення ωi матрицi стiйкостi
Bi,j =

∂βyi
∂yj

, розрахованi у цiй НТ, мають додатнi дiйснi частини.
При пiдстановцi координат НТ у ζ-функцiї отримуються асим-

птотичнi значення критичних показникiв. Зокрема динамiчний асим-
птотичнi критичнi показники для параметра орядку z та збережної
велтчини zm визначаються стiйкою i досяжною НТ таким чином:

z = 2 + ζΓ({y∗i }), zm = 2 + ζλ({y
∗
i }). (6.10)

Для протяжних домiшок обчислюються два критичнi показники для
параметра поряку з формул:

z⊥ = 2 + ζΓ({y∗i }), z‖ = z⊥/(1 −
ζa({y

∗
i })

2
). (6.11)

Динамiчна критична поведiнка системи в неасимптотичнiй областi
визначається ефективним динамiчним показником zeff , який отри-
мується шляхом пiдстановки розв’язкiв рiвняння на потоки (6.6) за-
мiсть координат нерухомої точки у рiвняння (6.10):

zeff = 2 + ζΓ({yi(`)}), zm,eff = 2 + ζλ({yi(`)}). (6.12)

7. Результати

Задача кiлькiсного опису динамiчної критичної поведiнки є трудоєм-
кiшою проблемою, нiж розрахунок статичних характеристик. Тому
у бiльшостi задач навiть без введення безладу динамiчнi критичнi
характеристики розрахованi тiльки до другого порядку РГ. Однак,
як показує досвiд, вже другого порядку переважно достатньо для
адекватного чисельного опису. Нижче представленi результати отри-
манi при аналiзi двопетлевих РГ функцiй отриманих для систем без-
ладу при фiксованiй вимiрностi простору d = 3 [33].

7.1. Магнетики з випадковими вузлами

Як уже згадувалось у пiдроздiлi 4.1, в асимптотицi збережна густи-
на не взаємодiє iз незбережним параметром прядку в структурно
невпорядкованiй системi. Однак, зв’язок параметра порядку зi збе-
режною величиною чинить значний вплив на неасимптотичнi кри-
тичнi властивостi. Це спостерiгається вже в першому наближеннi
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РГ [34]. Результати, отриманi у двопетлевому наближеннi [35], пред-
ставленi на Рис. 1, де зображено залежнiсть ефективного динамi-
чного критичного показника розведених моделей Iгинґа та Гайзен-
берґа zeff вiд параметра РГ потоку при рiзних сценарiях наближе-
ння до критичної точки. Характерною рисою всiх кривих є немо-
нотонна поведiнка ефективного динамiчного критичного показника
при наближення до асимптотичної границi. Як слiдує з Рис. 1, мо-
жна спостерiгати значення динамiчного критичного показника z, що
перевищують або є меншими за асимптотичне значення. Отримане
асимптотичне значення z = 2.14 [35] менше за експериментальний
результат z = 2.18± 0.10 [22] для динамiки розведеної моделi Iзинґа,
однак цi експериментальнi данi узгоджуєються з нашими неасим-
птотичними спостереженнями. Подiбним чином експериментальний
результат для невпорядкованого Гайзенберґiвського магнетика теж
може вiдповiдати неасимптотичнiй поведiнцi [36].
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Рис. 1. Залежнiсть ефективного динамiчного показника вiд параме-
тра РГ потоку для вимiрностi параметра порядку n = 1 (праворуч)
i n = 3 (лiворуч) для рiзних початкових значень констант, якi зале-
жать вiд ступеня невпорядкованостi, значення γ та ρ = w/(1+w) [35].

7.2. Магнетики з протяжними дефектами

Аналiз критичної динамiки системи з протяжними домiшками про-
водився в рамках моделi A в двопетлевому наближеннi з фiксованим
d = 3. У той час як для n = 1 показник z⊥ змiнюється зi змiною εd,
для n = 2, 3, 4 iз зростанням εd показники z⊥ залишаються сталими
i дорiвнюють вiдповiдним показникам системи без домiшок поки εd
менше нiж dc(n). Для εd > dc(n) вони починають зростати [37]. Така
поведiнка пояснюється узагальнюючим критерiєм Гарiса (4.6). Ви-
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являється, що безлад iз протяжними дефектами суттєвий при d = 3
у ширшiй дiлянцi n, нiж безлад у формi точкових дефектiв. Чи-
сельне значення динамiчного критичного показника z⊥ = 2.418 для
εd = 1, n = 1 [37] бiльше, нiж для моделi Iзинґа iз точковими де-
фектами (z = 2.18) [20]. А це означає, що поведiнка часу релаксацiї
в околi критичної точки характеризується сильнiшою синґулярнi-
стю. Таким чином, присутнiсть протяжних дефектiв приводить до
посилення критичного сповiльнення [37]. Ефективна динамiчна по-
ведiнка при εd = 1 характеризується немонотонною залежнiстю z⊥
вiд ln ` тiльки для n = 1, для вищих n немоннотоної поведiнки z⊥ не
спостерiгалось [37].

7.3. Магнетики з випадковою анiзотропiєю

Як вiдомо, асимптотичнi показники магнетикiв з випадковою анi-
зотропiєю є такi самi як для магнетикiв з випадковими вузлами.
Однак випадкова анiзотропiя володiє багатшою ефективною пове-
дiнкою. Iснування у фiзично цiкавiй областi u > 0, v > 0, w < 0
великої кiлькостi нерухомих точок приводить до iснування значної
рiзноманiтностi пiдходiв до асимптотичного режиму, що зображено
на Рис. 2 (графiк лiворуч).

Врахування зв’язку параметра порядку зi збережною величиною
приводить до появи ще одного пiку на кривiй залежностi zeff вiд ln `
висота якого залежить вiд початкових значень γ i ρ = w/(1 + w),
Рис. 2 (графiк праворуч) .

Як видно з Рис. 2, iнша особливiсть zeff полягає в тому, що по-
казник досягає свого асимптотичного значення z завжди з областi
zeff > z. Тому в експериментах спадання zeff може служити очеви-
днiстю пiдходу до асимптотичного режиму.

8. Висновки

Дослiдження, представленнi у цiй статтi, стосуються впливу невпо-
рядкованостi структури на критичну динамiчну поведiнку тривимiр-
них магнiтних систем. Було розглянуто три типи безладу: (i) у формi
випадкових вузлiв, (ii) протяжних домiшок та (iii) випадкової анiзо-
тропiї для систем, у яких враховується релаксацiя тiльки незбере-
жного параметера порядку (модель A), та систем, у яких присутнiй
зв’язок параметра порядку зi збережною величиною (модель C). Ре-
зультати отриманi методами динамiчної теоретичної групи в рамках
двопетлевого наближення.
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Рис. 2. Ефективний критичний показник zeff як функцiя логарифму
параметра потоку для параметру порядку з n = 2 моделi з випад-
ковою анiзотропiєю при розподiлi (4.8) для рiзних початкових умов
(лiворуч) [30]. Вплив зв’язку параметра порядку зi збережною ве-
личиною представлений на правому графiку для початкових умов
кривої 3 з графiку лiворуч [38].

Хоча асимптотична критична поведiнка розглядуваних моделей
зводиться до вже вiдомих динамiчних класiв унiверсальностi, ре-
зультати проведених дослiджень демонструють, що безлад має кар-
динальний вплив на неасимптотичну критичну поведiнку. Оскiльки
експериметальнi вимiрювання та комп’ютернi симуляцiї проводяться
переважно в неасимптотичнiй областi, важливо мати РГ передбаче-
ння для типових сценарiїв пiдходу до критичностi в магнетиках з
безладом. Так, отриманi результати для магнетикiв з випадковими
вузлами можуть бути використанi для пояснення спостережуваної
динамiчної критичної поведiнки цих систем. У той час як теорети-
чно знайденi особливостi поведiнки систем з протяжними домiшками
та випадковою анiзотропiєю повиннi бути пiдтвердженнi експеримен-
тально та чисельними розрахунками.
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