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Використання методу колективних змiнних до опису крити-

чної поведiнки 3D спiнової системи при наявностi поля

М.П.Козловський, П.Р.Козак

Анотацiя. В роботi викладена схема отримання вихiдного функцiо-
налу для статистичної суми 3D моделi магнетика в зовнiшньому полi
з використанням множини колективних змiнних. Показано, що ви-
користання, для якобiану переходу до колективних змiнних, ряду
послiдовних наближень приводить до виникнення ланцюжка рiзних
за своєю природою наближених пiдходiв до опису фазового переходу:
теорiя типу молекулярного поля; гаусової теорiї флуктуацiй, пiдхо-
ду Ландау до опису явища фазового переходу тощо. Сформульованi
умови наближеного опису поведiнки 3D системи поблизу точки фа-
зового переходу, який не потребує виконання припущень феномено-
логiчного характеру та введення до теорiї будь-яких макроскопiчних
параметрiв (типу параметра порядку).

Use of the collective variables method for description of the 3D
spin system critical behaviour at the presence of the external

field

M.P.Kozlovskii, P.R.Kozak

Abstract. The scheme for obtaining the resulting functional for the par-
tition function of the 3D model of magnet in the external field with using
of the set of collective variables (CV) is represented. It is shown, that the
use of series of approximations for the Jacobian of the transition to the
CV generates the chain of the various approximate methods for describ-
ing the phase transition: the mean-field theory, the Gauss fluctuations
theory, the Landau approach, etc. The conditions of the approximate
description of the 3D system behaviour near the critical point are for-
mulated without using any assumptions of phenomenological character
and involving any macroscopic parameters (for example, the order pa-
rameter).
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Вступ

В останнiй час особлива увага придiляється методам опису власти-
востей статистичних систем поблизу точки фазового переходу при
наявностi рiзного типу зовнiшнiх полiв. Значну роль тут вiдiграють
роботи, пов’язанi iз використанням числових методiв розрахунку. Ре-
зультати комп’ютерних розрахункiв дозволяють встановити важливi
деталi критичної поведiнки, отримати значення критичних показни-
кiв та деяких iнших унiверсальних характеристик системи. Однак,
використання комп’ютерних симуляцiй не дає змоги встановити за-
гальнi закономiрностi поведiнки фiзичних величин при наближеннi
до точки фазового переходу. Для цiєї мети використовуються ана-
лiтичнi методи розрахунку. Вибiр останнiх пов’язаний iз об’єктом
дослiдження i має тенденцiю до спрощення методу при вдосконален-
нi гамiльтонiану системи, поведiнка якої вивчається. Для складних
гамiльтонiанiв, якi забезпечують ширший опис використовується ме-
тод молекулярного поля. Цей метод дозволяє описати, на фiзичному
рiвнi строгостi, основнi закономiрностi поведiнки ряду статистичних
систем, для яких розмiри критичної областi є малими. Наступним
етапом деталiзацiї опису критичної поведiнки є врахування гаусо-
вих флуктуацiй параметра порядку. Цей пiдхiд дозволив, зокрема,
встановити вигляд фазових дiаграм двох- та багатокомпонентних су-
мiшей. Класичним теоретичним пiдходом до опису критичної пове-
дiнки широкого класу об’єктiв є феноменологiчна теорiя Ландау.

Кожен з цих пiдходiв грунтується на певних, не пов’язаних мiж
собою, фiзичних мiркуваннях i з рiзним ступенем точностi описує
критичну поведiнку дослiджуваної системи.

В запропонованому нижче способi опису явищ, при фазових пере-
ходах, з єдиних позицiй, показано якому типу наближення вiдповiдає
кожна зi згаданих вище теорiй i в який спосiб необхiдно здiйснюва-
ти опис картини фазового переходу, в тривимiрних статистичних си-
стемах, за наявностi постiйного зовнiшнього поля, використовуючи
лише мiкроскопiчнi параметри моделi.

Точка фазового переходу (ФП) характеризується координатами
h = 0 (h – зовнiшнє поле) та T = Tc, де Tc – температура ФП при
вiдсутностi поля. При наближеннi до цiєї точки в системi вiдбуває-
ться аномальний рiст флуктуацiй параметра порядку. Це є причиною
рiзкого зростання кореляцiйної довжини системи ξ, що в свою чергу
приводить до сингулярного характеру поведiнки ряду фiзичних ха-
рактеристик. При вiдсутностi зовнiшнього поля критична поведiнка
статистичних систем вивчена достатньо добре [1-4]. У цьому випадку
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в системi мають мiсце лише тепловi флуктуацiї параметра порядку
i поведiнка фiзичних величин поблизу точки фазового переходу ви-
значається приведеною температурою

τ = (T − Tc/Tc). (1)

При наближеннi температури до Tc сприйнятливiсть системи (при
h = 0) поводить себе як

χ = χ0|τ |−γ , (2)

де χ0 – так звана критична амплiтуда, а γ – критичний показник.
Ця асимптотична поведiнка справедлива для малих значень τ . В за-
гальному випадку поведiнка сприйнятливостi в критичнiй областi
температур τ < τ∗ описується бiльш складною залежнiстю, зокрема
в (2) входять доданки, якi характеризують поправки до скейлiнгу.
Цi доданки є меншi вiд вкладiв (2), однак пропорцiйнi до |τ |−γ+∆,
де γ > ∆ i також приводять до аномально великих значень сприйня-
тливостi.

Згаданi вище залежностi можна отримати iз загальних принци-
пiв статистичної механiки для багаточастинкової граткової системи
спiнових частинок [5,6]. Поведiнка теплоємностi поблизу Tc, при вiд-
сутностi поля, описується в асимптотичнiй областi спiввiдношенням

C = C0|τ |−α, (3)

де C0 – критична амплiтуда, а α – критичний показник теплоємностi.
Вiдомi також вирази для iнших фiзичних величин однокомпонентної
моделi фазового переходу при вiдсутностi поля.

Дещо iнша ситуацiя має мiсце при наближеннi системи до темпе-
ратури фазового переходу, якщо h 6= 0. Крiм теплових флуктуацiй
параметра порядку мають мiсце польовi флуктуацiї. Це суттєвим
чином ускладнює теоретичний опис моделi, оскiльки обидва типи
таких флуктуацiй, поблизу точки фазового переходу, мають негау-
совий характер. Розглянемо, для простоти, випадок T = Tc. Вiдомо,
що в цьому випадку параметр порядку поводить себе як

σ = σ0h
1/δ, (4)

де σ0 та δ – вiдповiдно критична амплiтуда та критичний показник
(польовий) середньої намагнiченостi. Вiдповiдно до (4) сприйнятли-
вiсть системи (при T = Tc) буде мати особливiсть при прямуваннi h
до нуля, оскiльки δ > 1.

Вiдомо [3-5], що критичнi показники рiзних фiзичних величин
пов’язанi мiж собою. Обчисливши два з них можна розрахувати всi
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iншi. Таке твердження, однак, не має мiсця для критичних амплiтуд.
Тому актуальною задачею продовжує залишатися створення прямо-
го аналiтичного методу розрахунку фiзичних характеристик рiзних
статистичних систем поблизу точки фазового переходу при наявно-
стi поля, спряженого до параметра порядку. Це особливо важливо
для тривимiрних систем, де розвиток аналiтичних методiв пов’яза-
ний з рядом проблем. Якщо при вiдсутностi поля опис критичної
поведiнки 3D систем пiддається теоретичному опису на мiкроскопi-
чному рiвнi [4,5], то наявнiсть поля суттєво порушує симетрiю задачi.
Розрахунок фiзичних характеристик поблизу точки фазового пере-
ходу вимагає врахування як теплових, так i польових флуктуацiй
параметра порядку.

1. Модель

Для опису явища фазового переходу використаємо найпростiшу мо-
дель фазового переходу – тривимiрну модель Iзiнга у зовнiшньому
полi h. Гамiльтонiан такої моделi має вигляд

H = −1

2

∑

i,j∈Λ

Φ(rij)σ~iσ~j − h
∑

~l∈Λ

σ~l. (1.1)

Тут Φ(rij) – деякий короткосяжний потенцiал взаємодiї частинок,
якi розташованi у вузлах ~i та ~j простої кубiчної гратки iз перiодом
c, rij = |~r~i − ~r~j | – вiддаль мiж вузлами. Оскiльки змiнна σ~l приймає
значення ±1, то надалi вважатимемо, що випадок i = j при опера-
цiї сумування в (1.1) включається в розгляд. “Надлишковi” доданки
такого типу приводять лише до зсуву вiльної енергiї системи i не
вплинуть на критичну поведiнку. Сумування в (1.1) вiдбувається в
об’ємi перiодичностi

Λ =
{

~l = (lx, ly, lz)|li = c · ni; ni = 1, 2, .., Ni; i = x, y, z
}

(1.2)

iз циклiчними граничними умовами. В представленнi колективних
змiнних (КЗ) ρ~k статистична сума моделi (1.1) записується у виглядi
[5]

Z =

∫

(dρ)N exp





1

2

∑

~k∈B

βΦ(k)ρ~kρ
−~k



Jh(ρ). (1.3)
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Сумування за хвильовими векторами ~k в (1.3) вiдбувається в межах
першої зони Брiллюена

B =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = −π

c
+

2π

c

ni

Ni
;

ni = 1, 2, .., Ni; i = x, y, z

}

, (1.4)

де N = NzNyNz – загальне число вузлiв гратки, β−1 = kT – обер-
нена температура, Φ(k) – фур’є образ потенцiалу взаємодiї, Jh(ρ) –

”
якобiан“ переходу до КЗ в присутностi зовнiшнього поля h′ = βh

Jh(ρ) = Sp
[

eβh
∑

~l
σ~lJ(ρ − ρ̂)

]

. (1.5)

Оператор переходу вiд спiнових до КЗ має вигляд

J(ρ − ρ̂) =

∫

exp



2πi
∑

~k∈B

ω~k(ρ~k − ρ̂~k)



 (dω)N ,

де оператори ρ̂~k пов’язанi з σ~l

ρ̂k =
1√
N

∑

~l∈Λ

σ~le
−i~k~l.

Елементи об’єму фазового простору мають вид

(dρ)N = dρ0

∏

~k∈B

′

dρc
~k
dρs

~k
, (dω)N = dω0

∏

~k∈B

′

dωc
~k
dωs

~k

(штрих бiля добутку означає, що k > 0) вiдповiдно до рiвностей

ρ~k = ρc
~k
− iρs

~k
; ρc

~k
= ρc

−~k
; ρs

~k
= −ρs

−~k

ω~k =
1

2

(

ωc
~k

+ iωs
~k

)

.

При переходi до вузлових змiнних маємо

(dρ)N = j−1
∏

~l∈Λ

dρ~l, (dω)N = j
∏

~l∈Λ

dω~l, j =
√

2
N−1

. (1.6)

Явний вигляд
”
якобiану“ переходу отримуємо шляхом виконання су-

мування в (1.5). Маємо

Jh(ρ) =
∏

~l∈Λ

[

δ(ρ~l + 1)e−h′

+ δ(ρ~l − 1)eh′
]

. (1.7)
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Зауважимо, що функцiя (1.7) володiє властивiстю
∫

(dρ)NJh(ρ) = (2 chh′)N , (1.8)

що i є умовою нормування
”
якобiану“ переходу. Це означає, що вся-

кий наближений вираз для Jh(ρ) має задовольняти умову (1.8).
Фур’є образ потенцiалу взаємодiї iз (1.3) вiдповiдає цiлому класу

функцiй, якi характеризують короткодiючi потенцiали. Для експо-
нентно-спадних потенцiалiв

Φ(r) = A′
0 exp(−rij/b) (1.9)

фур’є образ має вигляд

ΦG(k) = Φ(0)
(

1 + b2k2
)−2

, (1.10)

де
Φ(0) = A′

08π(b/c)3.

Для потенцiалу взаємодiї типу найближчих сусiдiв фур’є-образ має
вигляд

ΦI(k) = 2J

d
∑

l=1

cos(klc), (1.11)

де J – постiйна взаємодiї найближчих сусiдiв. Для обох, згаданих ви-
ще, типiв взаємодiї, при малих значеннях хвильового вектора, спра-
ведлива параболiчна апроксимацiя

Φ(k) =

{

Φ(0)(1 − 2b2k2), k ∈ B0

Φ0 = Φ(0)Φ̄, k ∈ B\B0,
(1.12)

де область значень B0 визначається наступним чином

B0 =

{

~k = (kx, ky, kz)|ki = − π

c0
+

2π

c0

ni

N0i
; ni = 1, 2, .., N0i;

i = x, y, z

}

(1.13)

Тут N0 = N0xN0yN0z, причому N0 = N · s−d
0 , d = 3 – вимiрнiсть

простору, а параметр s0 ≥ 1 визначає перiод c0 = c ·s0 деякої блочної
гратки. Апроксимацiя (1.12) визначає, насправдi, деяку нову модель,
застосовну для опису подiй поблизу точки фазового переходу. Вона
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об’єднує фiзичнi об’єкти, в яких, при певних умовах, мають мiсце
фазовi переходи i пов’язана з короткодiючим характером взаємодiї.

Для розрахунку основних характеристик цiєї моделi необхiдно
розрахувати статистичну суму (1.3) з потенцiалом (1.12). Унiвер-
сальнi риси моделi будуть визначатися в основному вкладом хви-
льових векторiв ~k ∈ B0, а неунiверсальнi характеристики, як, на-
приклад, температура фазового переходу, залежатимуть вiд вкладiв
~k ∈ B\B0, отже суттєва роль належатиме параметру s0. Наближен-
ня (1.12) є загальноприйнятим при дослiдженнi критичної поведiнки
[3-5], однак основна увага дотепер придiлялася лише областi парабо-
лiчної апроксимацiї Φ(k), в той час, як вклад флуктуацiй параметра
порядку iз ~k ∈ B\B0 є важливим, зокрема, при визначеннi темпера-
тури фазового переходу Tc.

Апроксимацiя (1.12) приводить до виникнення двох додаткових
параметрiв моделi. Одним iз них є величина s0, яка визначає перi-
од деякої ефективної блочної гратки c0. Значення s0 залежить вiд
вигляду вихiдного потенцiалу Φ(rij). Зокрема, для потенцiалу вза-
ємодiї найближчих сусiдiв s0 ≥ 2, оскiльки лише для таких зна-
чень параметра s0 можна використовувати параболiчну апроксима-
цiю Φ(k). Iншим мiкроскопiчним параметром моделi є Φ̄. Величина
Φ̄ може виступати як незалежним параметром, так i вибиратися iз
певної умови. В якостi останньої, надалi, будемо використовувати
рiвнiсть

Φ(B0) = Φ(0)Φ̄, (1.14)

яка означає, що значення параболiчного наближення потенцiалу для
значень k = B0, де B0 = B/s0 = π

c0
, рiвна середньому значенню Φ(k)

в областi ~k ∈ B\B0. Приймаючи до уваги (1.12), знаходимо

s0 = π
√

2b/c
(

1 − Φ̄
)−1/2

. (1.15)

При Φ̄ = 0 формула (1.15) приводить до значення s0, яке використо-
вувалося в [4]. Оскiльки s ≥ 1, то величина b/c повинна бути бiльшою
за деяке мiнiмальне значення b/c, яке рiвне

b/c =

(

1 − Φ̄
)1/2

π
√

2
. (1.16)

Рiвнiсть (1.15) дозволяє виключити iз розгляду один iз параметрiв
(s0 або b/c). Що стосується значення Φ̄, то припустимо, що

Φ̄ = 〈Φ(k)〉B0,B, (1.17)
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де 〈Φ(k)〉 – середнє значення повного фур’є-образу потенцiалу ΦG(k)

iз (1.10) на промiжку ~k ∈ B\B0. Величина 〈Φ(k)〉 має вигляд

〈Φ(k)〉 =

∫ B

B/s0

ΦG(k)d~k/

∫ B

B/s0

Φ(0)d~k,

де B = π/c – границя пiвзони Брiллюена. Використовуючи (1.10) та
приймаючи до уваги (1.17), маємо

〈Φ(k)〉 = I2/I0

I2 =
1

2π2

(c

b

)3





b

c

(1 − so,ϕ)
(

so,ϕ − π2
(

b
c

)2
)

(

1 + π2
(

b
c

)2
)(

s2
o,ϕ + π2

(

b
c

)2
)+

+
1

π
arctg

(

π
b

c

)

− 1

π
arctg

(

π
b

c
s−1
0,ϕ

)]

I0 =
1

3

(

1 − s−3
0,ϕ

)

. (1.18)

де
s0,ϕ = π

√
2b/c (1 − 〈Φ(k)〉) . (1.19)

Тут 〈Φ(k)〉 є функцiєю величин s0,ϕ та b/c. Таким чином, система
рiвнянь (1.18) та (1.19) дозволяє знайти однозначний зв’язок величин
s0,ϕ та b/c.

В загальному випадку величина Φ̄ може вiдрiзнятися (1.17) i мати
вигляд

Φ̄ = 〈Φ(k)〉 + Φ∞, (1.20)

де Φ∞ – деяка постiйна величина. При такому виборi Φ̄ формула
(1.18) для визначення 〈Φ(k)〉 не змiнюється, однак iншою стає вели-
чина s0

s0 = π
√

2
b

c
(1 − 〈Φ(k)〉 − Φ∞)

−1/2
. (1.21)

Замiнюючи в (1.18) величину s0,ϕ iз (1.19) на s0 iз (1.21) роз-
раховуємо для кожного значення параметра b/c величину 〈Φ(k)〉 та
вiдповiдне значення s0.
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2. Функцiональне зображення статистичної суми

моделi

Для описаної вище моделi з потенцiалом взаємодiї (1.12) статистична
сума (1.3) записується у виглядi [6]

Z =

∫

(dη)N0 exp





1

2

∑

~k∈B0

β (Φ(k) − Φ0) ηkη−k



Js0(η), (2.1)

де

Js0(η) =

∫

(dω)N0(dρ)N exp

[

2πi
∑

~k∈B0

ω~k

(

η~k − ρ~k

)

+

+
1

2
βΦ0

∑

~k∈B

ρ~kρ
−~k

]

Jh(ρ) (2.2)

При s0 = 1 функцiя Js0(η) має змiст якобiану переходу вiд спiно-
вих σ~l до колективних змiнних η~k в присутностi зовнiшнього поля
h′ . У цьому випадку Js0(η) спiвпадає iз Jh(η) i має мiсце (1.8). При
s0 > 1 функцiя Js0(η) також має точне нормування, яке буде зна-
йдено нижче. Умова нормування Js0(η) повинна братися до уваги
при наближеному розрахунку цiєї величини. Для розрахунку норми
Js0(η) виконаємо в (2.2) iнтегрування за змiнними ρ~k. Отримуємо

Js0(η) =

∫

(dω)N0e
2πi
∑

~k∈B0
ω~k

η~kI(ω), (2.3)

де величина I(ω) зображується у виглядi 1

I(ω) =
∏

~L

IL(ω), (2.4)

IL(ω) =

∫ ∞

−∞

dρ~le
2πiρ~L

ω~L
+ 1

2βΦ0ρ2
~L ×

×
[

δ(ρ~L − 1)eh′

+ δ(ρ~L + 1)e−h′
]

.

1При розрахунку виразу для оператора переходу був здiйснений перехiд

(dω)N = j
∏

~l∈Λ
dω~l

. Локальний якобiан переходу j =
√

2
N−1

скомпенсову-

ється при виконаннi переходу до вузлових колективних змiнних ρ~L
: (dρ)N =

j−1
∏

~l∈Λ
dρ~l

.
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Iнтегрування за змiнними ρ~L є тривiальним i дає результат

I~L(ω) = exp

(

1

2
βΦ0

)

2 ch
(

−2πiω̄~L + h′
)

. (2.5)

Слiд зауважити, що величина ω̄~L не є змiнною, а деяким позначен-
ням:

ω̄~L =
1√
N

∑

~k∈B0

ω~ke−i~k~L, (2.6)

де ~L ∈ Λ в той час, як ~k ∈ B0. Вузлове зображення змiнної ω~k має
вигляд

ω~l =
1√
N0

∑

~k∈B0

ω~ke−i~k~l, (2.7)

де ~k ∈ B0, ~l ∈ Λ0.
Таким чином, для величини Js0(η) iз (2.3) маємо

Js0(η) = Z ′

∫

(dω)N0e
2πi
∑

~k∈B0
ω~k

η~k
∏

~L∈Λ

ch
(

−2πiω̄~L + h′
)

. (2.8)

Тут

Z ′ = 2N exp

(

1

2
NβΦ(0)Φ̄

)

. (2.9)

Знайдемо величину

Z0 =

∫

(dη)N0Js0(η). (2.10)

Оскiльки кожна з величин ω̄~L пропорцiйна до ω~k (2.6), то, вiдповiдно
до (2.8), отримуємо

Z0 = 2N exp

(

1

2
NβΦ(0)Φ̄

)

(ch h′)
N

. (2.11)

Розрахунок Z0 можна виконати точно, оскiльки в пiдiнтегральному
виразi (2.10) внаслiдок iнтегрування за змiнними η~k виникає добуток
δ(ω~k)-функцiй.

Однак вказана вище послiдовнiсть iнтегрування (спочатку за змi-
нними η~k, а згодом за ω~k) незастосовна при розрахунку статсуми
(2.1). Це пов’язано з тим, що величина (Φ(k) − Φ0) в показнику пiд-
iнтегрального виразу (2.1) залежить вiд хвильового вектора, що не
дозволяє факторизувати пiдiнтегральний вираз у вузловому пред-
ставленнi КЗ. При розрахунку (2.1) спочатку необхiдно виконати
iнтегрування за змiнними ω~k, а лише тодi за змiнними η~k.
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Знайдемо явний вигляд Js0(η). Скористаємося кумулянтним роз-
кладом для ch(. . .)

ch
(

−2πiω̄~L + h′
)

= exp





∑

n≥0

Dn(ω̄~L)



 , (2.12)

Dn(ω̄~L) =
(−2πi)n

n!
Mn(h′)ω̄n

~L
,

де для кумулянтiв Mn(h′) маємо

M0 = ln ch(h′), M1 = th(h′) ≡ x,

M2 = 1 − x2 ≡ y, M3 = −2xy,

M4 = −2y2 + 4x2y, M5 = 16xy2 − 8x3y,

M6 = 16y3 − 88x2y2 + 16x4y, . . . (2.13)

Для Js0 iз врахування (2.6) отримуємо

Js0(η) = Z0

∫

(dω)N0e
2πi
∑

~k∈B0
η~k

ω~k exp

[

n0
∑

n=1

(−2πi)n

n!
Mn(h′) ×

×s
d(1−n/2)
0 N

1−n/2
0

∑

~k1,...,~kn
~k1∈B0

ω~k1
. . . ω~kn

δ~k1+...+~kn

]

, (2.14)

де δ~k1+...+~k4
– символ Кронекера.

Легко переконатися, що умова нормування (2.10) виконується
для представлення (2.14) точно. При цьому значення величини n0

не впливає на точнiсть розрахункiв. Подальшi розрахунки будемо
проводити, фiксуючи деяке значення n0, обмежуючи, тим самим,
безмежний ряд в показнику експоненти (2.14). Члени цього ряду

пропорцiйнi до s
−d(n/2−1)
0 , тому при d = 3 з ростом n вклади вiд

подальших доданкiв спадатимуть, оскiльки s0 > 1. Зауважимо, що
для будь-якого значення n0 виконується умова (2.10). Пiсля вико-
нання в (2.14) iнтегрування за змiнними ω~k умова (2.10) також по-
винна виконуватися. Припустимо, що нами проведений наближений
розрахунок явного виразу Js0(η). Позначимо його через J̄n, де риска
означає наближенiсть розрахунку при обмеженнi в (2.14) значенням
n = n0 (n-тий порядок наближення). Тодi вiдповiдно до (2.10) маємо

ϕn

∫

J̄n(η)(dη)N0 = Z0, (2.15)
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де величина ϕn визначає нормування якобiану переходу Jn(η):

Jn(η) = ϕnJ̄n(η). (2.16)

Таким чином, при наближеному розрахунку (2.14) необхiдно пе-
ревiряти виконання умови (2.10) i в разi її порушення виконува-
ти нормування отриманого наближеного виразу J̄n(η) вiдповiдно до
(2.16), де множник нормування ϕn шукається з умови (2.15)

ϕn = Z0

(∫

(dη)N0 J̄n(η)

)−1

. (2.17)

Як вiдомо [5], при вiдсутностi поля (h = 0), необхiдною умовою
достовiрностi опису поведiнки моделi поблизу температури фазового
переходу Tc є умова n0 ≥ 4. При n0 = 2 (гаусове наближення) має-
мо незадовiльний опис, який приводить до виникнення нефiзичних
розбiжностей вiльної енергiї системи при наближеннi температури
до Tc. Бiльше того, для всiх T < Tc при n0 = 2 iнтеграли типу (2.1)
перестають iснувати.

Дослiдимо як впливає характер наближення (значення величини
n0) при розрахунку величини Js0(η) на опис критичної поведiнки
системи при наявностi поля. Розглянемо тривiальнi наближення при
обчисленнi (2.14).

Нехай n0 = 0. Тодi в показнику експоненти (2.14) нема жодного
доданку i маємо

J̄0(η) = Z0

∏

~k∈B0

δ(η~k). (2.18)

Вiдповiдний вираз для статсуми (2.1) буде

Z = Z0, (2.19)

де вираз для Z0 приведений в (2.11). Вiн вiдповiдає системi невзає-
модiючих (на великих вiдстанях l ≥ c0 = c · s0) частинок. Вiдповiдна
(2.19) вiльна енергiя має вигляд

F0 = −kTN ln 2 − 1

2
NΦ(0)Φ̄ − kTN ln(chh′). (2.20)

Для нормованого (на загальне число частинок) параметра порядку
знаходимо

〈σ〉0 = th(h′). (2.21)

Цей результат, однак, формальний. Вiн показує, що використане
вище, наближення для якобiану переходу не описує жодного фазо-
вого переходу. Свiдченням останнього є та обставина, що у випадку
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прямування поля h до нуля анi сприйнятливiсть, анi теплоємнiсть
не мають жодних особливостей (температурних чи польових) нi при
яких скiнченних температурах.

Формула (2.21) нагадує вираз для параметра порядку в набли-
женнi молекулярного поля. Припускаючи iснування деякого серед-
нього поля в i-тому вузлi гратки [7]

〈Hi〉 =
∑

j

Φ(rij)〈σj〉 + h, (2.22)

яке внаслiдок трансляцiйної симетрiї величини 〈σj〉 не залежить вiд
iндекса i тому маємо

〈Hi〉 = Φ(0)〈σ0〉0 + h, (2.23)

де 〈σ0〉 – середня намагнiченiсть.
Використовуючи в (2.21) замiсть поля h середнє поле 〈Hi〉 при-

ходимо до вiдомого самоузгодженого рiвняння [7]

〈σ〉0 = th (βΦ(0)〈σ0〉 + h′) (2.24)

для параметра порядку. Наближенiсть цього пiдходу полягає в при-
пущеннi, що величина 〈Hi〉 не залежить вiд орiєнтацiї спiна в цьому
ж вузлi. Це приводить до нехтування впливу флуктуацiй параметра
порядку.

У випадку n0 = 1 статистична сума має вигляд

Z1 = Z0

∫

(dη)N0 exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0) η~kη
−~k



×

×
∫

(dω)N0 exp



2πi
∑

~k∈B0

ω~k

(

η~k −M1N
1/2
)



 . (2.25)

Виконуючи iнтегрування в (2.25) за змiнними ω~k та η~k, знаходимо

Z1 = Z0 exp

(

1

2
βNM2

1ΦΠ

)

, (2.26)

де введене позначення

ΦΠ =
∑

~k∈B0

(

Φ(k) − Φ(0)Φ̄
)

. (2.27)
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Зауважимо, що ΦΠ ≥ 0. Вiдповiдна (2.26) вiльна енергiя має вигляд

F1 = F0 −
1

2
NM2

1ΦΠ, (2.28)

а нормований параметр порядку можна записати як

〈σ〉1 = 〈σ0〉(1 + ΦΠ). (2.29)

Отже, наближення n0 = 1 в (2.14) приводить до деякого зроста-
ння параметра порядку, однак, якiсно не змiнює ситуацiї, в порiв-
няннi з наближенням n0 = 0. Воно також не описує явища фазового
переходу, без використання припущення про iснування деякого сере-
днього поля, пов’язаного з параметром порядку.

3. Гаусове наближення

Розглянемо випадок n0 = 2, при розрахунку виразу (2.14). Таке на-
ближення прийнято називати гаусовим. Воно (хоча i фрагментарно)
описує явище фазового переходу в системi однокомпонентних спiнiв.
Статистична сума, що вiдповiдає такому наближенню, зображується
у виглядi

ZG = Z0

∫

(dη)N0(dω)N0e
2πi
∑

~k∈B0
ω~k

η~k ×

× exp
[1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0)η~kη
−~k

]

×

× exp
[

− 2πiM1N
1/2ω0 −

(2π)2

2
M2

∑

~k∈B0

ω~kω
−~k

]

. (3.1)

Виконаємо в (3.1) iнтегрування за змiнними ω~k. Отримуємо

ZG = Z0PG

∫

(dη)N0 exp



N1/2M1

M2
η0 −

1

2

∑

~k∈B0

dG(k)η~kη
−~k



 , (3.2)

де введенi позначення

PG = 2−1/2 (πM2)
−N0/2

exp

(

−N
M2

1

2M2

)

,

dG(k) = dG(0) + 2βΦ(0)b2k2,

dG(0) = M−1
2 − βΦ(0)(1 − Φ̄). (3.3)
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Подальший розрахунок (3.2) пов’язаний з умовою додатностi вели-
чини dG(0). Iснує деяка температура TG, при якiй

dG(0) = 0. (3.4)

Розв’язком (3.4) є вираз

βGΦ(0) =
1

M2(1 − Φ̄)
. (3.5)

За умови вiдсутностi зовнiшнього поля (h = 0,M1 = 0,M2 =
1) отримуємо значення температури фазового переходу в гаусовому
наближеннi

β(G)
c Φ(0) = (1 − Φ̄)−1. (3.6)

Виразимо значення температури TG через T
(G)
c . Маємо

TG = T (G)
c

(

1 − th2h′
)

, (3.7)

тобто TG < T
(G)
c .

Вiдзначимо двi особливостi величини TG. Перша з них полягає
в тому, що TG менша за температуру T

(G)
c , що означає можливiсть

проведення розрахунку (3.2), при h 6= 0 для температур дещо ниж-

чих за T
(G)
c (TG < T ≤ T

(G)
c ). Друга особливiсть вибраної моделi

полягає в тому, що Tc < Φ(0). У випадку Φ̄ > 0 має мiсце пониження
T

(G)
c в порiвняннi iз загальноприйнятим значенням T

(0)
c = Φ(0).

Легко переконатися, що

M2dG(0) = (T − TG)/T = τG. (3.8)

Тому (3.2) записуємо у виглядi (T > TG)

Z = Z0 exp

(

1

2
N

M2
1

M2

1 − τG

τG

)

×

×
∏

~k∈B0

(

τG + 2βΦ(0)M2b
2k2
)−1/2

. (3.9)

Вiдповiдна (3.9) вiльна енергiя буде

F = F0 + F1 + F2 + F3, (3.10)

де N0 = Ns−3
0 , вираз для F0 приведений в (2.20),

F = F0 + F1 + F2 + F3,
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де

F1 = −1

2
kTN

M2
1

M2

1

τG
+

1

2
kTN

M2
1

M2
;

F2 =
1

2
kTNs−3

0 ln τG.

F3 =
1

2
kT

∑

~k∈B0

ln

(

1 + ḡ
c2

τG
k2

)

, ḡ = 2βΦ(0)M2

(

b

c

)2

. (3.11)

Для розрахунку вкладу F3 скористаємося iз iнтегрального представ-
лення

1

N

∑

~k∈B0

. . . =
v

N

4π

(2π)3
6

π

∫ B0

0

. . . k2dk,

де B0 = B/s0, B = π/c – границя пiвзони Брiллюена.
В результатi обчислень знаходимо

F3 = −1

3
kTNs−3

0 +
1

2
kTNs−3

0 ln
(

τGs2
0 + ḡπ2

)

−

−1

2
kTNs−3

0 ln(τGs2
0) + kTNτG/(π2s0ḡ) −

−kTNτ
3/2
G (π

√
ḡ)−3 arctg

[

π
√

ḡ/(s0

√
τG)

]

. (3.12)

Пiдставляючи (3.12) в (3.10), знаходимо вiльну енергiю моделi Iзiнга
в гаусовому наближеннi.

Розрахунок середнього спiнового моменту виконуватимемо за
формулою

〈σ〉 = − 1

N
β

∂F

∂h′
, (3.13)

де в якостi F використовується (3.10) та (2.20), (3.11) i (3.12). Для
розрахунку 〈σ〉 використаємо деякi спiввiдношення

∂M1

∂h′
= M2;

∂M2

∂h′
= M3 ≡ −2M1M2 ≈ −2M1,

∂τ

∂h′
=

β

β
(G)
c

2M1M2 ≈ 2M1,

∂ḡ

∂h′
= −2g0M1M2 ≈ −2g0M1, g0 = 2βΦ(0)

(

b

c

)2

.(3.14)

Зауважимо, що в (3.14) знехтувано доданками, пропорцiйними до
(h)3, тобто покладено M1M2 ≈ M1.
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Використовуючи (3.10) iз (3.15), знаходимо вираз для середнього
спiнового моменту

〈σ〉 = 〈σ〉0 + 〈σ〉1 + 〈σ〉2 + 〈σ〉3. (3.15)

Тут 〈σ〉0 приведено в (2.21), а решта 〈σ〉l мають вигляд

〈σ〉l = − β

N

∂Fl

∂h′
, (3.16)

де Fl – вiдповiднi доданки iз (3.10). Шляхом прямого диференцiю-
вання знаходимо

〈σ〉1 = −M1 + M1/τG,

〈σ〉2 = −2M1s
−3
0 /τG. (3.17)

Для 〈σ〉3 маємо декiлька вкладiв

〈σ3〉 =

4
∑

l=1

〈σ3l〉, (3.18)

де

〈σ31〉 = −s−3
0

M1

τG + g0π2/s2
0

(

1 − g0π
2/s2

0

)

; 1 − g0π
2/s2

0 = Φ̄,

〈σ32〉 = s−3
0 M1/τG,

〈σ33〉 = − 2M1

π2s0g0
(1 + τG),

〈σ34〉 =
3M1

π3g
3/2
0

τ
1/2
G (1 − τG) arctg

(

π
√

ḡ

s0
√

τG

)

−

−2M1τ
3/2
G

π2s0
√

g
0

(1 + τG)

τG + g0π2/s2
0

. (3.19)

Як легко бачити, величини 〈σ3l〉 є рiзного порядку малостi.
Основний вклад вiд них є пропорцiйним до M1τ

−1
G , далi слiдує

M1 · const. Величинами, пропорцiйними до M1
√

τG та M1τG, . . . бу-
демо надалi нехтувати.

В результатi сумування (3.15) знаходимо нормований середнiй
спiновий момент, який в гаусовому наближеннi поблизу T ≥ T

(G)
c

має вигляд

〈σ〉 = 〈σ〉0
(

1

τG
− ϕ

)

, (3.20)
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де постiйна величина ϕ приймає значення

ϕ = s−3
0

(

2

g0π2/s2
0

+
Φ̄

g0π2/s2
0 + τG

)

. (3.21)

Для малих значень τG маємо наближений вираз для ϕ:

ϕ̄ = s−1
0

2 + Φ̄

g0π2
. (3.22)

Оскiльки величина g0 залежить вiд вiдношення b/c, то

ϕ̄ = s−1
0

(c

b

)2 2 + Φ̄

π22βΦ(0)
. (3.23)

Вираз (3.21) можна зобразити в дещо iншому видi, використавши
спiввiдношення (1.14), тобто рiвнiсть

g0π
2/s2

0 = (1 − Φ̄). (3.24)

Тодi

ϕ = s−3
0

(

2

1 − Φ̄
+

Φ̄

τG + 1 − Φ̄

)

.

Переписавши (3.20) у виглядi

〈σ〉 = 〈σ〉0
(1 − s−3

0 − ϕτG)

τG

знаходимо умову додатностi 〈σ〉:

ϕτG ≤ 1. (3.25)

Нерiвнiсть (3.25) має мiсце для всiх τG < τG,0, де τG,0 є розв’язком
рiвняння

ϕτG,0 = 1

або

τG,0 = ϕ−1
0 ≈ s3

0

1 − Φ̄

2 + Φ̄
. (3.26)

Для всiх Φ̄ < 0.9 маємо τG,0 > 1.
Сприйнятливiсть системи поблизу TG в гаусовому наближеннi

має вигляд
χ = χ0τ

−1
G , (3.27)
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де
χ0 = 1 − ϕτG. (3.28)

Отримується добре вiдома залежнiсть Кюрi-Вейса.
Таким чином, для всiх скiнченних температур результати гау-

сового наближення принципово вiдрiзняються вiд результатiв три-
вiальних наближень. Формально, вони дозволяють отримати деяку
температуру T

(G)
c , в околi якої сприйнятливiсть χ аномально зро-

стає. Можна вважати це проявом фазового переходу. Однак, гаусове
наближення не дозволяє описувати поведiнку фiзичних величин в
областi T < TG, хоча саме в цiй областi температур виникає вiд-
мiнний вiд нуля параметр порядку (при h = 0).

4. Негаусовi наближення якобiану переходу

Як було показано вище, тривiальнi наближення в (2.14) (n0 = 0, 1) не
описують явища фазового переходу, оскiльки не приводять до ано-
мального росту сприйнятливостi чи теплоємностi при наближеннi до
точки фазового переходу. Такi наближення не описують також спон-
танного виникнення параметра порядку. Гаусове наближення в (2.14)
(n0 = 2) приводить до розбiжностей сприйнятливостi та теплоємно-
стi системи (при h = 0) при деякiй температурi T = TG, що може
трактуватися як фазовий перехiд. Однак вiдомо, що фазовий пере-
хiд пов’язується зi спонтанним виникненням, нижче Tc, ненульового
параметра порядку. Цього явища гаусове наближення не описує. Ви-
никнення особливостей поведiнки деяких характеристик моделi в га-
усовому наближеннi (навiть вiльної енергiї) має математичний, а не
фiзичний змiст. Температура T = TG, це деяка гранична точка, яка
визначає область застосовностi гаусового наближення. При T ≤ TG

отримуємо розбiжнi вирази для всiх фiзичних величин, включаючи
вираз для статистичної суми. Для усунення нефiзичних розбiжно-
стей, поблизу точки фазового переходу, при розрахунку (2.14) до
уваги слiд приймати (крiм другого) кумулянти вищих порядкiв. Як
свiдчать дослiдження критичної поведiнки тривимiрної моделi Iзiнга
при вiдсутностi поля [4], необхiдно, у виразi для якобiану переходу
в показнику експоненти брати до уваги принаймнi кумулянт M4.

Запишемо (2.1) у виглядi

Z =

∫

(dη)N0 exp





1

2
β
∑

~k∈B0

(Φ(k) − Φ0) η~kη
−~k



ϕnJ̄n(η), (4.1)
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де величина
J̄n(η) = Z ′

∏

~l∈Λ0

J̄l
(n)

(η) (4.2)

являє собою ненормований якобiан переходу, причому iндекс n ви-
значає порядок наближення для його розрахунку, а ϕn – множник
нормування, який визначається вiдповiдно до (2.15). Наближений

нормований якобiан переходу приведений в (2.16). Для J̄l
(n)

(η) має-
мо

J̄l
(n)

(η) =

∫ ∞

−∞

dω~le
2πiη~l

ω~l exp

[

n
∑

m=0

(−2πi)m

m!
Mms

3(1−m/2)
0 ωm

~l

]

.

(4.3)
Величина Z ′ приведена в (2.9), а ω~l вузлове зображення змiнної ω~k
iз (2.7). Виконаємо в (4.3) замiну змiнних

ω~l = (µ2/2π) ν~l, µ2 = (2/M2)
1/2

.

Отримуємо

J̄l
(n)

(η) = (µ2/2π) I
(n)
l (η)eM0sd

0 , (4.4)

де для величини I
(n)
l (η) маємо

Il(η) =

∫ ∞

−∞

dν~l exp
(

iµ2η~lν~l − ia′ν~l − ib′′ν3
~l
− ic′ν5

~l
+ . . .

)

×

× exp
(

−ν2
~l
− gν4

~l
− fν6

~l
+ . . .

)

. (4.5)

Тут введенi позначення

a′ = s
d/2
0 M1µ2, b′′ =

2

3
s−d
0 a′,

c′ =
8

15
s−2d
0 a′

(

1 − 1

4
s−d
0 a

′2

)

, . . . (4.6)

g =
1

3
s−d
0

(

1 − s−d
0 a

′2
)

, f =
8

45
s−2d
0

(

1 − 11

4
s−d
0 a

′2

)

, . . .

Зауважимо, що коефiцiєнти a′, b′′ та c′ при непарних степенях ν~l в
(4.5) є спадними функцiями величини s−3

0 . Це ж стосується коефiцi-
єнтiв g та f при парних степенях ν~l.

Обчислення (4.5) вимагає використання певних наближень, по-
в’язаних iз скiнченним числом доданкiв в показнику експоненти.
Найпростiшим негаусовим наближенням при розрахунку виразу
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(4.5) є так зване наближення першого непарного кумулянта [6]. Воно
передбачає врахування в (4.5) двох парних кумулянтiв (другого та
четвертого, що забезпечує збiжнiсть iнтегралiв) та першого непар-
ного кумулянта M1. Решта доданкiв у показнику експоненти (4.5)
покладаються рiвними нулевi:

b′′ = c′ = . . . = 0; f = . . . = 0. (4.7)

Розрахунок явного вигляду I
(n)
l (η) для випадку (4.7) (тут iндекс n =

1, що означає наближення першого непарного кумулянта) виконанi
в [8]. Вони приводять до результату

I
(1)
l (η) = ea

(1)
0 exp

(

−
m0
∑

m=1

a
(1)
m

m!
ηm
~l

)

. (4.8)

Обмежимось в (4.8) випадком m0 = 4, який вiдповiдає викори-

станню моделi “ρ4”. Для коефiцiєнтiв a
(1)
m маємо вирази

ea
(1)
0 =

√
π

(

1 − 3

4
g

)

,

a
(1)
1 =

1

2
a′µ2(1 − 3g),

a
(1)
2 =

1

2
µ2

2(1 − 3g), (4.9)

a
(1)
3 =

3

2
µ3

2a
′g, a

(1)
4 =

3

2
µ4

2g.

Знайдемо J̄1(η) iз (4.2). Пiдставляючи (4.8) в (4.4), отримуємо

J̄1(η) = Z ′
(µ2

2π

)N0

eM0N0Sd
0+a

(1)
0 N0 ×

×
∏

~l∈Λ0

exp

(

−
4
∑

m=1

a
(1)
m

m!
ηm
~l

)

. (4.10)

Постiйну нормування ϕ1 визначаємо вiдповiдно до (2.15). В ре-
зультатi проведених розрахункiв отримуємо нормований якобiан пе-
реходу до колективних змiнних в наближеннi першого непарного ку-
мулянта

J1(η) = Z0Z
−N0

j1

∏

~l∈Λ0

exp

(

−
4
∑

n=1

a
(1)
n

n!
ηn
~l

)

, (4.11)
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де використане позначення

Zj1 =

∫ ∞

−∞

exp

(

−
4
∑

n=1

a
(1)
n

n!
ηn
~l

)

dηl. (4.12)

Статистична сума в наближеннi першого непарного кумулянта
набуває вигляду

Z = Z0Z
−N0

j1

∫

(dη)N0 exp







−a
(1)
1

√

N0η0 −
1

2

∑

~k∈B0

d1(k)η~kη
−~k

−a
(1)
3

6
N

−1/2
0

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− a
(1)
4

24
N−1

0

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k4

δ~k1+...+~k4















, (4.13)

де Z0 приведено в (2.11), Zj1 в (4.12), а коефiцiєнти a
(1)
n заданi в (4.9).

Зауважимо, що коефiцiєнти a
(1)
2l+1 пропорцiйнi до першого степеня

поля, коефiцiєнти a
(1)
2l пропорцiйнi до постiйної величини, а

d1(k) = a
(1)
2 − βΦ(k) + βΦ0. (4.14)

Наступним наближенням, для розрахунку якобiану, мало би бу-
ти наближення другого непарного кумулянта M3. Однак, виникає
питання узгодження числа доданкiв в експонентi виразу (4.5) з пар-
ними та непарними степенями. Самоузгоджене врахування парних
та непарних степенiв змiнної ν~l в (4.5) можна здiйснити, вибравши
за малий параметр величину s−d

0 . Оскiльки d = 3, а параметр s0

великий (s0 ≥ 2), то величина

ε = s−d
0 (4.15)

вважається малою. Коефiцiєнти (4.6) пропорцiйнi рiзним степеням
величини ε. В першому наближеннi розглянемо величини пропорцiй-
нi до першого степеня ε, в наступному – до другого степеня i т.д.

Оскiльки iснує критерiй малостi коефiцiєнтiв, то в першому на-
ближеннi за ε маємо

g 6= 0, f = 0, . . . ;

a′ 6= 0, b′′ 6= 0, c′ = 0, . . . (4.16)



22 Препринт

Наступне наближення вiдповiдатиме умовам:

g 6= 0, f 6= 0, ;

a′ 6= 0, b′′ 6= 0, c′ 6= 0. (4.17)

Таким чином, беручи до уваги (4.16), отримуємо наближення дру-
гого непарного кумулянта. Вираз (4.5) набуває вигляду

I
(2)
l (η) =

∫

dνle
iµ2η~l

ν~l exp
(

−ν2
l − gν4

l − ia′ν~l − ib′′ν3
l

)

. (4.18)

Шляхом замiни змiнних вираз (4.18) зводиться до вигляду

I
(2)
l (η) = e−a

′2/4

(

1 − 1

4
s−d
0 a

′2

)

e1/2µ2η~l
a′/2J̃l

(2)
(η), (4.19)

де

J̃l
(2)

(η) =

∫

dy~le
iµ′

2η~l
y~l exp

(

−ia′′y~l − y2
~l
− g′y4

l

)

. (4.20)

Тут введенi позначення

µ′
2 = µ2

(

1 − 1

4
s−d
0 a

′2

)

, g′ =
s−d
0

3

a′′ = −s−d
0 a′3

3
. (4.21)

У результатi виконаних перетворень вираз (4.20) має функцiо-
нальний вигляд подiбний, до наближення першого непарного куму-
лянта. Вiдмiннiсть полягає в тому, що величини µ2, a′ та g слiд за-
мiнити на µ′

2, a′′ та g′ вiдповiдно.
Розрахунок (4.20) суттєво спрощується, оскiльки у показнику

експоненти можна знехтувати доданком пропорцiйним до a′′, який,
в свою чергу, пропорцiйний h3. Таким чином знаходимо

I
(2)
l (η) = e−a

′2/4

(

1 − 1

4
s−d
0 a

′2

)

×

× exp

(

a
(2)
0 − a

(2)
1 η~l −

1

2
a
(2)
2 η2

~l
−

− 1

3!
a
(2)
3 η3

~l
− 1

4!
a
(2)
4 η4

~l

)

. (4.22)
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Для коефiцiєнтiв a
(2)
l маємо

ea
(2)
0 =

√
π

(

1 − s−d
0

4

)

, a
(2)
1 =

1

2
µ2a

′ +
1

6
µ2s

−d
0 a′3,

a
(2)
2 =

1

2
µ2

2

(

1 − s−d
0 − s−d

0 a′2

2

)

,

a
(2)
3 = 0, a

(2)
4 =

1

2
µ4

2s
−d
0 . (4.23)

Зауважимо принципову вiдмiннiсть виразу (4.22) вiд (4.8). Оста-

ннiй мiстить в показнику експоненти доданок a
(1)
3 η3

~l
, а у виразi (4.22)

коефiцiєнт a
(2)
3 обертається в нуль. Пiдставимо (4.22) у вираз (4.4),

а отриманий результат в (4.2). Маємо

J̄2(η) = Z ′
(µ2

2π

)N0

eM0N0sd
0+a

(2)
0 N0 ×

×e−a
′2N0/4

(

1 − 1

4
s−d
0 a

′2

)N0

×

×
∏

~l∈Λ0

exp

(

−a
(2)
1 η~l −

1

2
a
(2)
2 η2

~l
− 1

4!
a
(2)
4 η4

~l

)

. (4.24)

Величина J̄2(η) є ненормованим якобiаном переходу в наближеннi
другого непарного кумулянта. Його нормування виконуємо вiдпо-
вiдно до (2.16), де величина ϕ2 шукається з умови (2.15)

ϕ2

∫

(dη)N0 J̄2(η) = Z0.

Пiсля розрахункiв отримуємо нормований якобiан переходу

J2(η) = Z0Z
−N0

j2

∏

~l∈Λ0

exp

(

−
4
∑

n=1

a
(2)
n

n!
ηn
~l

)

, (4.25)

де коефiцiєнти a
(2)
n приведенi в (4.23),

Zj2 =

∫ ∞

−∞

exp

(

−a
(2)
1 η − 1

2
a
(2)
2 η2 − 1

24
a
(2)
4 η4

)

dη. (4.26)

Зауважимо, що (4.25) вiдрiзняється вiд (4.11) вiдсутнiстю, в по-
казнику експоненти пiдiнтегрального виразу доданку, пропорцiйного
до третього степеня змiнної η~l, та замiною величини Zj1 на Zj2.
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Статистична сума, в наближеннi другого непарного кумулянта,
матиме вигляд

Z = Z0Z
−N0

j2

∫

(dη)N0 exp
(

−a
(2)
1

√

N0η0−

−1

2

∑

k∈B0

d2(k)η~kη
−~k −

− a
(2)
4

24
N−1

0

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k4

δ~k1+...+~k4









, (4.27)

де коефiцiєнти a
(2)
n приведенi в (4.23), а

d2(k) = a
(2)
2 − βΦ(k) + βΦ0. (4.28)

Розглянемо наближення третього непарного кумулянта. Для цьо-
го використаємо рiвностi (4.17). Таке наближення враховує доданки
пропорцiйнi до ε та ε2 i не приймає до уваги члени пропорцiйнi до
ε3.

Вираз (4.5) набуває вигляду

I
(3)
l (η) =

∫

dν~le
iµ2η~l

ν~l exp
(

−ia′ν~l − ib′′ν3
~l
− ic′ν5

~l
−

−ν2
~l
− gν4

~l
− fν6

~l

)

. (4.29)

Шляхом замiни змiнних вiн зводиться до вигляду

I
(3)
l (η) = e−a

′2/4

(

1 − 1

4
s−d
0 a

′2

)

e1/2µ2a′η~l J̃l
(3)

(η). (4.30)

Для J̃l
(3)

(η) маємо

J̃l
(3)

(η) =

∫ ∞

−∞

dy~le
iµ′

2η~l
y~l ×

× exp
(

−iy~la
′′′ − iy3

~l
b′′′ − y2

~l
− g′′′y4

~l
− f ′′′y6

~l

)

,

(4.31)

де

a′′′ = −1

3
s−d
0 a′3, b′′′ = −2

9
s−2d
0 a′3,
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g′′′ =
s−d
0

3

(

1 +
3

4
s−d
0 a′2

)

, f ′′′ =
8

45
s−2d
0 ,

(4.32)

Як i у виразi (4.20), в (4.31) коефiцiєнти a′′′ та b′′′ пропорцiйнi до
h3. Ними можна знехтувати. В результатi обчислюємо (4.31) i для

I
(3)
2 (η) знаходимо

I
(3)
2 (η) = e−a′2/4

(

1 − 1

4
s−d
0 a′2

)

exp

(

a
(3)
0 − a

(3)
1 η~l −

1

2
a
(3)
2 η2

~l
−

− 1

3!
a
(3)
3 η3

~l
− 1

24
a
(3)
4 η4

~l

)

, (4.33)

де

ea
(3)
0 =

√
π

[

1 − 1

4
s−d
0

(

1 − 1

8
s−d
0 − 3

4
s−d
0 a′2

)]

,

a
(3)
1 =

a′

√
2M2

[

1 +
s−d
0 a′2

3

(

1 +
s−d
0

2

)]

,

a
(3)
2 =

1

M2

{

1 − s−d
0

[

1 +
a′2

2
+ s−d

0

(

2

3
− 5

8
a′2

)]}

,

a
(3)
3 =

3

64

(

2

M2

)3/2

s−d
0 a′3,

a
(3)
4 =

2

M2
2

s−d
0

[

1 − 3s−d
0

(

1 +
13

48
a′2
)]

. (4.34)

Виконуючи, вiдповiдно до (4.2), нормування маємо

Z = Z0Z
−N0

j3

∫

(dη)N0 exp









−a
(3)
1

√

N0η0 −

−1

2

∑

~k∈B0

d3(k)η~kη
−~k −

−a
(3)
3

6
N

−1/2
0

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k3

δ~k1+...+~k3
−
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−a
(3)
4

24
N−1

0

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k4

δ~k1+...+~k4









, (4.35)

де постiйна нормування має вигляд

Zj3 =

∫ ∞

−∞

exp

(

−a
(3)
1 η − 1

2
a
(3)
2 η2−

− 1

3!
a
(3)
3 η3 − 1

24
a
(3)
4 η4

)

dη, (4.36)

а для d3(k) маємо

d3(k) = a
(3)
2 − βΦ(k) + βΦ0. (4.37)

Порiвняємо вирази (4.13), (4.27) та (4.35), якi є рiзними пред-
ставленнями статистичної суми однокомпонентної моделi магнетика
в зовнiшньому полi. Кожен з них вiдповiдає негаусовому наближен-
ню для якобiану переходу (4.3) який крiм M2(h) враховує (без ви-
користання теорiї збурень) кумулянти вищого порядку M4 (або M4

та M6).
Цi вирази вiдрiзняються тим, що при проведеннi розрахункiв яв-

ної залежностi J(η) до уваги приймалося рiзне число непарних ку-
мулянтiв M2l+1(h). При цьому отримуємо два типи представлень
статистичної суми. Перший з них (4.13) вiдповiдає примiтивному на-
ближенню, у якому вважається, що M1 6= 0, а всi решта M2l+1 = 0.
Таке наближення є близьким до наближення типу молекулярного
поля (2.20) та (2.25), яке базується на використаннi негаусового роз-
подiлу флуктуацiй за парними кумулянтами.

Два iншi вирази (4.27) та (4.35) отриманi з використанням мало-
го параметра ε (4.15) шляхом оцiнки пропорцiйностi коефiцiєнтiв до
степенiв ε, з використанням умов (4.16) та (4.17). Такий пiдхiд при-
водить до iншого типу представлення статистичної суми, у якому
показник експоненти пiдiнтегральної функцiї не мiстить доданкiв,
пропорцiйних до непарних степенiв вкладiв за колективними змiн-
ними η~k, крiм ρ0 i записується у виглядi

Z = Z0Z
−N0

j

∫

(dη)N0 exp

(

− a1

√

N0η0 −

−1

2

∑

~k∈B0

d(k)η~kη
−~k −
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−a3

6
N

−1/2
0

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k3

δ~k1+...+~k3
−

−a4

4!
N−1

0

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B0

η~k1
. . . η~k4

δ~k1+...+~k4

)

, (4.38)

де
d(k) = a2 − βΦ(k) + βΦ0. (4.39)

Розглянувши вирази для коефiцiєнтiв al у рiзних наближеннях: (4.9),
(4.23),(4.34), бачимо, що кожне наступне наближення включає в себе
попореднє, та доданки, що виходять за рамки попереднього набли-
ження. Отже, для коефiцiєнтiв al маємо вирази

a1 =
M1

M2
s

d/2
0

[

1 +
2

3

M2
1

M2

(

1 +
s−d
0

2

)]

,

a2 =
1

M2

[

1 − M2
1

M2
− s−d

0

(

1 − 5

4

M2
1

M2
+

2

3
s−d
0

)]

,

a3 = 3

(M1

M2

)3

s
d/2
0 ,

a4 =
2

M2
2

s−d
0

(

1 − 13

8

M2
1

M2
− 3s−d

0

)

. (4.40)

5. Наближення типу теорiї Ландау

Як вiдомо [5], серед множини колективних змiнних η~k є змiнна η0,
середнє значення якої пов’язане iз параметром порядку. Тому можна
припустити, що основний вклад до статистичної суми (4.38) буде
пов’язаний з iнтегруванням за змiнною ηk iз k = 0. Вважатимемо,
що ми виконали iнтегрування в (4.38) за всiма η~k iз k 6= 0 i цей вклад
до статсуми позначимо через Z ′

L. Тодi (4.38) матиме вигляд

Z = ZL

∫

dη0 exp

(

a1

√

N0η0 −
1

2
d(0)η2

0 − a4

24

1

N0
η4
0

)

, (5.1)

де ZL = Z0Z
−N0

j Z ′
L, коефiцiєнти an мають вигляд (4.40), а величина

d(0) записується як

d(0) = a2 − βΦ(0) + βΦ(0)Φ̄. (5.2)
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Виконаємо в (5.1) замiну змiнних η0 =
√

Nρ. Отримуємо

Z = ZLN1/2IL, (5.3)

де

IL =

∫ ∞

−∞

exp(NE(ρ))dρ. (5.4)

Для E(ρ) маємо

E(ρ) = h′ρ − 1

2
d(0)ρ2 − a4

24

N

N0
ρ4. (5.5)

Розрахунок IL проводимо методом перевалу. Для цього знаходи-
мо екстремум E(ρ)

h′ = d(0)ρ̄ +
1

6
a4s

d
0ρ̄

3. (5.6)

Величина ρ̄ характеризує екстремум E(ρ̄) i є розв’язком рiвняння

ρ̄3 + pρ̄ + q = 0, (5.7)

де

p = 6
d(0)

a4
s−d
0 , q = −6h′s−d

0 /a4. (5.8)

В результатi вiльна енергiя моделi, в термодинамiчнiй границi,
записується у виглядi

F = −kT lnZL − kTN

(

h′ρ̄ − 1

2
d(0)ρ̄2 − a4

24
sd
0ρ̄

4

)

(5.9)

де ρ̄ розв’язок рiвняння (5.7), який вiдповiдає мiнiмальному значен-
ню вiльної енергiї.

Характер розв’язку (5.7) залежить вiд знаку d(0). Iснує темпера-
тура βc, при якiй

d(0) = 0. (5.10)

Для всiх T > Tc маємо d(0) > 0, а при T < Tc d(0) < 0. Приймаючи
до уваги (5.2), (4.39) iз (5.10) знаходимо

βcΦ(0) =
a2

1 − Φ̄
. (5.11)

Приймаючи до уваги (5.11), отримуємо

d(0) = τβΦ(0)(1 − Φ̄), (5.12)
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де
τ = (T − Tc)/Tc. (5.13)

Порiвнюючи вирази для температури фазового переходу в на-
ближеннi типу теорiї Ландау (5.11) та гаусовому наближеннi (3.6),
знаходимо повну їхню вiдповiднiсть (в останньому a2 = M−1

2 i при
h → 0 маємо a2 = 1). Суттєва рiзниця мiж цими пiдходами полягає
в тому, що наближення (5.1) описує наявнiсть спонтанного порядку,
а гаусове наближення не дозволяє цього зробити, оскiльки справе-
дливе лише при T > T

(G)
c .

Величини (5.8) зручно зобразити у виглядi

p = p0τ ; q = −q0h
′, (5.14)

де

p0 =
6

a4
s−d
0 βΦ(0)(1 − Φ̄), q0 =

6

a4
s−d
0 . (5.15)

Розв’язки (5.7) шукаємо за вiдомими формулами

y1 = A + B, y2,3 = −1

2
(A + B) ± i

A − B

2

√
3, (5.16)

де

A =
(

−q/2 +
√

Q
)1/3

, B =
(

−q/2 −
√

Q
)1/3

.

В залежностi вiд знаку дискримiнанта

Q = (p/3)3 + (q/2)2 (5.17)

маємо три типи розв’язкiв. Для Q > 0 iснує один дiйсний розв’язок,
при Q = 0 – три дiйснi розв’язки (принаймнi два з них спiвпадають),
у випадку Q < 0 – три рiзнi дiйснi розв’язки. Для випадку T > Tc

реалiзується лише умова Q > 0, для T < Tc маємо всi три типи
розв’язкiв. Розв’язок рiвняння (5.7), який вiдповiдає мiнiмальному
зняченню вiльної енергiї (5.9) позначимо через m. Вiн буде вiдповiд-
ати параметру порядку. На рис.1 зображено залежнiсть параметра
порядку вiд τ .

Сприйнятливiсть системи розраховується як похiдна за полем вiд
m. Її температурна залежнiсть зображена на рис.2.

Застосуємо до розв’язкiв (5.16) ряд наближень, якi дозволяють
отримати явнi температурнi чи польовi залежностi параметра поряд-
ку при наявностi зовнiшнього поля. Для цього розглянемо випадок



30 Препринт

Рис. 1. Залежнiсть параметра порядку m вiд τ при h′ = 0.001.

Рис. 2. Залежнiсть сприйнятливостi χ вiд τ при рiзних значеннях h′.
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T < Tc та дослiдимо умову Q = 0. Остання має мiсце, коли h′ = hc,
де

hc = hc0|τ |3/2, (5.18)

hc0 =
2

q0
(p0/3)

3/2
. (5.19)

Таким чином, дискримiнант (5.17) обертається в нуль для всiх зна-
чень полiв h′ = hc, якi пов’язанi iз температурою τ спiввiдношенням
(5.18). Для температурної областi T < Tc при h′ > hc маємо Q > 0,
а для h < hc отримуємо Q < 0. Зауважимо, що для T > Tc дискри-
мiнант Q > 0 при довiльних значеннях поля h′.

Для випадку Q = 0 розв’язки (5.16) набувають вигляду

y1 = 2 (q0/2)
1/3

h
′1/3,

y2 = y3 = − (q0/2)
1/3

h
′1/3 ≡ −1

2
y1. (5.20)

Мiнiмуму вiльної енергiї вiдповiдає розв’язок y1, який i утотожнює-
ться з параметром порядку m.

Приймаючи до уваги, що при Q = 0 маємо h′ = hc, з використа-
нням рiвностi (5.18), розв’язок y1 можна зобразити у виглядi

m = 2 (po/3)1/2 |τ |1/2, (5.21)

який однак справедливий лише при полях h′ = hc.
Розглянемо температури T < Tc. Випадку Q > 0 вiдповiдає

область сильних значень полiв (h′ > hc)

Q = (q0/2)2 h2 − (p0/3)3 |τ |3. (5.22)

Введемо величину α, яка визначає вiдхилення поля h′ вiд його
граничного значення hc

h′ = αhc. (5.23)

Тодi (5.22) перепишеться у виглядi

Q1/2 =
q0

2
h′

(

1 − 1

α2

)1/2

. (5.24)

У випадку α � 1 (T < Tc) отримуємо наближений розв’язок

m = q
1/3
0 h

′1/3

[

1 + (2α)−2/3 − 1

12
α−2

]

. (5.25)
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Цей розв’язок має мiсце для великих полiв h′ (в порiвняннi iз hc) та
визначає асимптотику m в границi τ → 0.

Випадок Q < 0 має мiсце в областi слабких полiв (h′ < hc).
Розв’язки (5.7) зручно зобразити у виглядi [10]

y1 = 2 (−p/3)
1/2

cos (β/3) ,

y2,3 = −2 (−p/3)
1/2

cos
(

β/3 ± π

3

)

, (5.26)

де β = arccosα. В граничному випадку α � 1 (T < Tc) маємо

β =
π

2
− arcsinα ≈ π

2
− α.

Тодi, розклавши у (5.26) cos в ряд за α, знаходимо

y1 = m = p
1/2
0

(

1 +
1√
27

α − 1

18
α2

)

|τ |1/2

y2 = − 2√
27

p
1/2
0 α|τ |1/2

y3 = −2p
1/2
0

(

1 − 1√
27

α − 1

18
α2

)

|τ |1/2 (5.27)

Мiнiмуму вiльної енергiї вiдповiдає розв’язок y1, який позначається
через m.

У випадку T > Tc реалiзується лише один тип розв’язку, оскiль-
ки тут Q > 0. Маємо, однак, вiдмiннiсть вiд випадку Q > 0 при
T < Tc. Якщо при T < Tc випадок Q > 0 реалiзувався лише для
h′ > hc, то при T > Tc можливi двi ситуацiї α > 1 та α < 1. В
загальному видi

Q = (q0/2)
2
h2 + (p0/3)

3
τ3. (5.28)

Для сильних полiв (h � hc) параметр α � 1 i дискримiнант набуває
вигляду

Q1/2 = (q0/2)h′

(

1 +
1

α2

)1/2

. (5.29)

Для величин A та B отримуємо наближенi вирази

A ≈ q
1/3
0 (h′)1/3

(

1 +
1

12α2

)

, B ≈ −q
1/3
0 (h′)1/3 (2α)−2/3 ,

тодi

m = q
1/3
0 (h′)1/3

[

1 −
(

1

2α

)2/3

+
1

12α2

]

. (5.30)
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Така залежнiсть параметра порядку вiд поля спiвпадає з результа-
тами розрахунку теорiї Ландау [9].

Для випадку слабких полiв (h � hc, α � 1) дискримiнант (5.28)
має вигляд

Q1/2 = (p0/3)
3/2

τ3/2
(

1 + α2
)1/2

Для величин A та B отримуємо вирази

A =
(p0

3

)1/2

τ1/2

(

1 + α +
α2

2

)1/3

,

B = −
(p0

3

)1/2

τ1/2

(

1 − α +
α2

2

)1/3

,

що дозволяє знайти поведiнку параметра порядку

m =
(p0

3

)1/2

τ1/2 2

3

h′

hc
(5.31)

Отже, при T > Tc маємо два граничних випадки поведiнки пара-
метра порядку. При h′ � hc справедлива формула (5.30), де

m ∼ h
′1/3.

При h′ � hc отримуємо якiсно iншу залежнiсть. Використовуючи
(5.18) iз (5.31) знаходимо залежнiсть

m ≈ τ1/2α.

Сприйнятливiсть для розглянутих вище випадкiв матиме вигляд:
При T < Tc:

α � 1 : χв1 =
q
1/3
0

3
h′−2/3

[

1 −
(

1

2α

)2/3

+
5

12

1

α2

]

(5.32)

α � 1 : χм1 =
1

2

q0

p0|τ |

(

1 − α√
3

)

(5.33)

При T > Tc:

α � 1 : χв2 =
q
1/3
0

3
h′−2/3

[

1 +

(

1

2α

)2/3

− 5

12

1

α2

]

(5.34)

α � 1 : χм2 =
q0

p0τ
(5.35)
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Як легко бачити, важливою величиною при обчисленнi параме-
тра порядку та сприйнятливостi системи iзiнгiвських спiнiв у набли-
женнi теорiї Ландау є параметр α iз (5.23). При значеннях α ≈ 1
розв’язок рiвняння (5.7) повинен шукатися точно, однак, для малих
та великих значень параметра α мають мiсце наближенi вирази.

Для випадку α � 1 параметр порядку описується наближеною
формулою (5.25) при T < Tc та (5.30) при T > Tc, якi при фiксовано-
му значеннi поля h′ справедливi для iнтервалу значень температур
τв1 < τ < τв2. Величини τв1 i τв2 знаходимо з порiвняння значень
сприйнятливостей χв1 та χв2 (5.32), (5.34) iз величиною χT розра-
хованою як похiдна за полем вiд точного розв’язку ρ̄ iз рiвняння
(5.7). На рис.3 приведена залежнiсть вiдношення χB/χT як фун-

Рис. 3. Залежнiсть χB/χT вiд τ для α � 1.

кцiї температури τ при h′ = 0, 001. Функцiя χB приймає значення
χв1 для T < Tc i χв2 для T > Tc. Легко бачити, що τв1 = −0, 003 а
τв2 = 0, 004, тобто αв1 = 5, 5 i αв2 = 3, 5. З iншого боку, можемо зна-
йти область температур τ < τм1 та τ > τм2, де застосовнi розклади
за малими значеннями параметра α при T < Tc та T > Tc вiдповiдно.
Так в областi T < Tc порiвнюючи сприйнятливiсть χм1 (5.33) iз χT

знаходимо τм1. На рис.4 приведено вiдношення χм1 до χT як фун-
кцiї температури при h′ = 0, 001. Значення χм1 та χT спiвпадають в
областi температур τ < τм1, де τм1 = −0, 02. Це вiдповiдає значенню
αм1 = 0, 3. При T > Tc χм2 та χT є близькими в областi τ > τм2

(рис.5), де τм2 = 0, 02, а αм2 = 0, 3.
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Рис. 4. Залежнiсть χм1/χT вiд τ для α � 1 .

Рис. 5. Залежнiсть χм2/χT вiд τ для α � 1 .
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Таким чином, для кожного фiксованого значення поля h′ теорiя
Ландау дозволяє розрахувати величини τв1, τв2, τм1, τм2, якi визна-
чають температурнi дiапазони, де має мiсце рiзна залежнiсть пара-
метра порядку та сприйнятливостi вiд температури та зовнiшнього
поля.

Висновки

Наведенi вище розрахунки середнього спiнового моменту з викори-
станням наближення типу теорiї Ландау не дозволяють вийти за
рамки опису фазового переходу iз так званими класичними крити-
чними показниками. Це i зрозумiло, оскiльки перехiд вiд (4.38) до
(5.1) виконано iз повним нехтуванням флуктуацiй параметра поряд-
ку. Однак, навiть таке недосконале наближення дозволяє описати
основнi риси фазового переходу. Крiм критичних показникiв (класи-
чних) воно дає можливiсть знайти i критичнi амплiтуди. На вiдмiну
вiд гаусового наближення (роздiл 3) воно не приводить до виникне-
ння нефiзичних розбiжностей.

Таким чином, для побудови мiкроскопiчної теорiї фазового пе-
реходу в тривимiрних системах в першу чергу важливо зберiгати в
показнику експоненти функцiї розподiлу флуктуацiй параметра по-
рядку крiм квадратичного вищi парнi степенi змiнної ηk (принаймнi
четверту), а пiсля цього приймати до уваги наявнiсть самих флукту-
ацiй. Перше забезпечує усунення нефiзичних розбiжностей у виразах
для статистичної суми та вiльної енергiї системи, а друге отримання
реальних (а не класичних) значень критичних показникiв. Реалiза-
цiя вказаного способу побудови теорiї передбачає перехiд вiд (4.38)
до виразу (5.1) шляхом врахування вкладiв до вiльної енергiї систе-
ми вiд змiнних η~k iз k 6= 0 з використанням негаусових розподiлiв
флуктуацiй параметра. При вiдсутностi зовнiшнього поля такий ме-
тод запропоновано в [5,6]. Узагальнення його на випадок наявностi
поля передбачає використання функцiонального представлення ста-
тистичної суми (4.38), запропонованого вище.
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