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Дослiдження критичних властивостей розведених магнети-
кiв з використанням методу Монте-Карло

Дмитро Iванейко

Анотацiя. Здiйснено огляд робiт присвячених застосуванню мето-
ду Монте-Карло для дослiдження статичної i динамiчної критичної
поведiнки розведеної тривимiрної моделi Iзинга з випадковими вуз-
лами. Коротко розглянуто три основнi Монте-Карло алгоритми (ал-
горитми Метрополiса, Свендсена-Ванга, Вольфа) та методи аналiзу
комп’ютерних симуляцiй. Для розведеної моделi Iзинга вперше бу-
ло отримано динамiчнi критичнi показники для кластерних Монте-
Карло алгоритмiв, а отриманi значення статичних показникiв пiд-
тверджують ранiше отриманi результати.

The Monte Carlo studies of the critical behaviour of diluted
magnets

Dmytro Ivaneyko

Abstract. In this review we discuss application of Monte Carlo meth-
ods in studying of static and dynamic critical behaviour 3d random-site
Ising model. We describe shortly three basic MC algorithms (Metropo-
lis, Swendsen-Wang and Wolff) as well as methods to analyze results of
Monte Carlo simulations. Dynamic critical exponents for the 3d random-
site Ising model are obtained for cluster algorithms and the results for
static exponents are confirmed.
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1. ВСТУП

Дослiдження критичної поведiнки розведених систем є однiєю з важ-
ливих задач фiзики конденсовного стану. Це пов’язано з тим, що ре-
альнi об’єкти, речовини далекi вiд iдеальностi i мають певнi струк-
турнi неоднорiдностi, дефекти (безлад). Найпростiший вид дефектiв,
що зустрiчаються в кристалiчних тiлах є точковий безлад. Це зокре-
ма домiшки, дiрки. Також, в матерiалознавствi розрiзняють i бiльш
складнi дефекти: дислокацiї, границi розриву, домiшки, що утворю-
ють лiнiї, площини та iншi [1–5].

Наявнiсть будь-якого типу безладу ускладнює, а в деяких ви-
падках взагалi не дозволяє теоретично описати критичну поведiнку
системи з дефектами, що може сильно вiдрiзнятися вiд критичної по-
ведiнки чистої системи. Розрiзняють рiвноважний та нерiвноважний
(заморожений) безлад [6]. В першому випадку, критична поведiн-
ка розведеної системи визначається через поведiнку чистої системи
згiдно так званого перенормування Фiшера [7]. В другому випадад-
ку, система може змiнити клас унiверсальностi: критичнi показники
можуть отримати новi невiдомi значення.

Для замороженого безладу вiдомий критерiй Гаррiса [8], згiдно
якого наявнiсть домiшок змiнює клас унiверсальностi системи, як-
що в чистiй системi вiдбувається фазовий перехiд другого роду з
критичним показником теплоємностi αpure > 0. Розведена система
набуває нового класу унiверсальностi, а показник αdiluted стає вiд’-
ємним.

Однiєю з можливих систем, в якiй вiдбувається фазовий пере-
хiд II роду є тривимiрна модель Iзинга (див. роздiл 2). Критич-
ний показник питомої теплоємностi чистої системи має значення
αp = 0.109 > 0. Таким чином, згiдно критерiю Гаррiса, наявнiсть
безладу має суттєво впливати на критичну поведiнку розведеної три-
вимiрної моделi Iзинга.

Дослiдження критичної поведiнки розведеної тривимiрної моделi
Iзинга чисельними методами триває вже бiльше нiж 25 рокiв [9-25].
З усiх типiв безладу найкраще дослiдженим в данiй моделi є точ-
ковий безлад (випадково розподiленi нескорельованi немагнiтнi вуз-
ли). В перших роботах спостерiгалася певна залежнiсть критичних
показникiв вiд концентрацiї розведення, так званi ефективнi показ-
ники [10, 11, 16, 17]. Пiзнiше прийшли до висновку, що критичнi по-
казники мають асимптотичнi значення [9, 13, 14, 19, 23–25].

На даний час з високою точнiстю знайденi критичнi показники як
аналiтичними так i чисельними методами [2,3,26]. Однак, досi зали-
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шається не вiдомим значення унiверсального вiдношення критичних
амплiтуд для магнiтної сприйнятливостi. Також, не достатньо дослi-
джена динамiчна критична поведiнка тривимiрної моделi Iзинга з
випадковими вузлами.

Основний акцент в нашiй статтi буде зроблено якраз на дослi-
дженнi цих питань. Зокрема, ми детальнiше зупинимось на резуль-
татах отриманих в роботах [27–29]. Основним iнструментом дослi-
дження був вибраний метод Монте-Карло. Цей метод дозволяє до-
слiджувати як iдеалiзованi системи, так i системи з рiзним ступе-
нем порушення структури. Також, вiн дозволяє отримати з високою
точнiстю кiлькiснi значення унiверсальних характеристик системи в
околi температури фазового переходу.

Структура нашого огляду буде такою. В роздiлi (2) ми опишемо
розведену тривимiрну модель Iзинга. В роздiлi (3) розглянемо три
основнi Монте-Карло алгоритми: алгоритм Метрополiса, Свендсена-
Ванга та Вольфа. В роздiлi (4) ми опишемо один з основних ме-
тодiв оцiнки критичних показникiв в Монте-Карло симуляцiях –
скiнченно-розмiрний скейлiнг (finite-size scaling, FSS) [30] i технiку
перезважування гiстограм (histogram reweighting technique) [31], яка
дозволяє отримати максимум iнформацiї в критичнiй областi, здiй-
снюючи Монте-Карло симуляцiї лише в однiй температурнiй точцi.
Застосовуючи цi два методи, ми отримаємо значення ефективних
критичних показникiв (пiдроздiл 4.3).

Крiм того, ми також обчислимо унiверсальну комбiнацiю Γ+/Γ−

критичних амплiтуд магнiтної сприйнятливостi χ при T > Tc i T <
Tc, вiдповiдно (пiдроздiл 4.4).

В роздiлi (5) дослiдимо динамiчну критичну поведiнку системи в
околi критичної точки. Порiвняємо рiзнi алгоритми методу Монте-
Карло, обсуджуючи областi їх застосування, переваги та недолiки в
залежностi вiд мети симуляцiй. Знайдемо динамiчнi критичнi показ-
ники розведеної тривимiрної моделi Iзинга для трьох рiзних Монте-
Карло алгоритмiв (пiдроздiл 5.3).

2. РОЗВЕДЕНА ТРИВИМIРНА МОДЕЛЬ IЗИН-
ГА (RIM)

Модель Iзинга є однiєю з найвiдомiших i найбiльш дослiдженою мо-
деллю в статистичнiй механiцi. Вперше вона була введена в 20-тих
роках минулого столiття В. Ленцом в теорiї магнетизму [32, 33], а
зараз ця модель перетворилася в унiверсальну модель для вивчення
критичностi у багатьох системах, в яких складовий елемент (”спiн”)
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може приймати два стани. Через простоту i унiверсальнiсть форму-
лювання, модель Iзинга використовується для пояснення критичних
явищ рiзної природи. Зокрема i тих, що вiдбуваються в хемiї, бiоло-
гiї, соцiологiї, тощо [34–36]. В фiзицi конденсованих систем модель
Iзинга використовується для пояснення критичної точки рiдина-газ,
фазових переходiв у бiнарних сплавах замiщення, одновiсних (анти-
)феромагнетиках. Зокрема, модель Iзинга дала можливiсть дослi-
дити вплив структурного безладу на критичнiсть. Далi ми будемо
розглядати модель Iзинга в застосуваннi до вивчення магнетизму в
тривимiрних системах з певним ступенем структурного безладу.

Рис. 1. Розведена тривимiрна модель Iзинга. Червонi заштрихованi
кружечки позначають немагнiтнi частинки

Гамiльтонiан розведеної моделi Iзинга (Random Ising model, RIM)
має вигляд

H = −J
∑

〈ij〉

cicjSiSj , (2.1)

де 〈ij〉 означає пiдсумовування за найближчими сусiдами у триви-
мiрнiй простiй кубiчнiй ґратцi, J – константа взаємодiї, ci, cj – числа
заповнення магнiтною складовою. Змiнна ci = 1, якщо i-ий вузол за-
ймає спiн i ci = 0, якщо i-ий вузол зайнятий немагнiтною частинкою.
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У моделi Iзинга, яка розглядається в данiй роботi, спiн Si приймає
два значення ±1.

Надалi ми зупинимось на роботах в яких дослiджувався вплив
нерiвноважного замороженого безладу на критичну поведiнку три-
вимiрної моделi Iзинга. Вважаємо, що магнiтнi та немагнiтнi вузли
випадково накиданi i зафiксованi у якiсь конфiгурацiї (див. рис. 1).
Iмовiрнiсть заповнення вузла i магнiтною частинкою рiвна

P (ci) = (1 − p)δ(ci) + pδ(ci − 1), (2.2)

де p – концентрацiя магнiтної компоненти. Функцiя (2.2) нормована
на 1

∑

ci=0,1

P (ci) = 1. (2.3)

Функцiя розподiлу для цiлого зразка у випадку вiдсутностi коре-
ляцiй мiж вузлами запишеться як

P ({ci}) =

N
∏

i=1

P (ci). (2.4)

Для заданого розташування магнiтних вузлiв термодинамiчне се-
реднє значення деякої спостережуваної величини O при температурi
T можна обчислити термодинамiчним усередненням за розподiлом
Больцмана як

〈O〉 =
1

Z
SpOe−βH, (2.5)

де β = (kBT )−1, K = J/kBT – безрозмiрна константа зв’язку, kB –
стала Больцмана, а Z – конфiгурацiйно залежна статистична сума

Z = Sp e−βH. (2.6)

Шпур (2.6) береться за всiма спiновими ступенями вiльностi.
Вiдповiдно, для знаходження спостережуваного значення вели-

чини O, необхiдно усереднити 〈O〉 за всiма можливими конфiгура-
цiями немагнiтних вузлiв. Таке усереднення називатимемо конфi-
гурацiйним (на вiдмiну вiд термодинамiчного усереднення (2.5)) i
позначатимемо як

〈O〉 =
∏

i

∑

ci=0,1

P (ci)〈O〉, (2.7)

В наступному роздiлi (3) ми покажемо як в теорiї критичних
явищ за допомогою методу Монте-Карло обчислюють термодина-
мiчне середнє деякої спостережуваної величини O (2.5). Схематично
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опишемо три основнi Монте-Карло алгоритми, що застосовуються
у симуляцiях. Приведемо методику аналiзу Монте-Карло симуляцiй
для отримання повної картини критичної поведiнки системи.

3. МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО В ТЕОРIЇ КРИТИЧ-
НИХ ЯВИЩ

3.1. Статистичне обґрунтування методу Монте-Карло

Основним завданням класичної статистичної фiзики є обрахунок
(або асимптотична оцiнка при N, V → ∞) конфiгурацiйного iнтег-
ралу

QN =

∫ ∫

(V )

· · ·

∫

e−UN (r1,...,rN)/kBT dr1...drN , (3.1)

де N – кiлькiсть частинок, V – об’єм, UN (r1, ..., rN ) – енергiя взаємо-
дiї N -частинкової системи, яка вважається вiдомою. Через труднощi
аналiтичного обчислення конфiгурацiйного iнтегралу (3.1) для реа-
лiстичних об’єктiв, виникли чисельнi пiдходи. Одним з них є метод
Монте-Карло.

Iдея застосувати чисельнi методи до задач статистичної фiзики
була вперше висловлена Дж. Майєром i застосована в роботi Н. Мет-
рополiса та iн. [37]. В математичному розумiннi метод Монте-Карло
означає метод чисельного обрахунку одно- або багатовимiрних iнте-
гралiв, в якому вводяться специфiчнi iмовiрнiстнi елементи. У засто-
суваннi до задач статистичної фiзики, головним чином, мова йде про
обчислення багатократних iнтегралiв типу (3.1) шляхом чисельного
iнтегрування за випадковим набором точок фазового простору уза-
гальнених координат, використовуючи спецiальнi правила їх вiдбору.
При визначеннi, наприклад, середнього значення функцiї F

〈F 〉 = Q−1
N

∫ ∫

(V )

· · ·

∫

F (r1, ..., rN )e−UN (r1,...,rN)/kBT dr1...drN , (3.2)

усереднення ведеться за послiдовнiстю випадкових конфiгурацiй,
кожна наступна з яких однозначно задається попередньою. Такий
ланцюг послiдовних конфiгурацiй називається маркiвським [38]. Ви-
ходячи з цього, можна записати

〈F 〉 = Q
′−1
N

s
∑

i=1

Fie
−Ui/kBT , (3.3)

QN ∼ Q
′

N =

s
∑

i=1

e−Ui/kBT , (3.4)



6 Препринт

де сума визначається за вище згаданою послiдовнiстю конфiгурацiй.
Вiдмiтимо, що в просторi випадкових конфiгурацiй iснує безлiч

маркiвських ланцюгiв. Проблема вибору найоптимальнiшого ланцю-
га долається за допомогою так званої умови детального балансу, яка
виражає собою, принцип мiкроскопiчної оборотностi в системi. Тому
при практичнiй побудовi конкретного типу марковського ланцюга з
необхiдними нам граничною властивiстю можна виходити з спiввiд-
ношення

pije
−Ui/kBT = pjie

−Uj/kBT , (3.5)

де pij – iмовiрнiсть переходу з конфiгурацiї i в конфiгурацiю j. Та-
ким чином, маркiвський ланцюг, всi стани якого утворюють один
ергодичний клас i iмовiрностi переходiв в який задовiльняють умо-
вi (3.5), збiгається до канонiчного ансамблю Гiббса в тому значеннi,
що при досить довгiй довжинi ланцюга рiзнi стани намагаються по-
явитися з частотами, пропорцiйними больцманiвським множникам
e−Ui/kBT . Збiжнiсть не залежить вiд вибору початкового стану, i се-
реднi вiд функцiй станiв вздовж ланцюга прямують до середнiх по
канонiчному ансамблю.

Принцип мiкроскопiчної оборотностi в системi вперше було реа-
лiзовано в алгоритмi Метрополiса.

3.2. Алгоритм Метрополiса

Алгоритм Метрополiса iсторично був першим алгоритмом Монте-
Карло [37]. В основi цього методу лежить здiйснення вибiрки з конфi-
гурацiйного простору, при якiй кожна спiнова конфiгурацiя вже має
вiдповiдну больцманiвську вагу. Замiсть того, щоб кожну нову кон-
фiгурацiю генерувати незалежно, вона утворюється iз попередньої
шляхом виконання локальних змiн. Така схема повинна задовольня-
ти умову детального балансу, що забезпечує правильне здiйснення
вибiрки фазового простору. Як результат, утворюється маркiвський
ланцюг конфiгурацiй, що визначає псевдодинамiку системи.

В алгоритмi Метрополiса послiдовно вiдбувається перекидання
одного iз спiнiв. Новий стан спiну приймається з iмовiрнiстю P , рiв-
ною вiдношенню ваг Гiббса

P =

{

e
(E1−E2)

kBT , при E1 < E2

1, при E1 > E2.
(3.6)

де E1, E2 – енергiї системи iз старим i новим значенням спiну вiдпо-
вiдно. Якщо новий стан не прийнято, то старий стан не змiнюється.
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Така процедура повторюється N разiв, що приводить до нової кон-
фiгурацiї системи. Таким чином, завершено один Монте-Карло крок
(MCS, MC step). Середнi значення обчислюються з використанням
отриманих конфiгурацiй. Алгоритм Метрополiса може бути узагаль-
нений на випадок моделей з неперервним значенням спiну [39].

Таким чином, алгоритм Метрополiса для моделi Iзинга можна
записати у виглядi блок-схеми:

1. Створити початкову конфiгурацiю з N спiнiв.
2. Перевернути випадково вибраний спiн Si.
3. Оцiнити рiзницю енергiй ∆E = E1 − E2 в новому i старому

станах.
4. Прийняти нову конфiгурацiю з iмовiрнiстю P =

min(1, e−∆E/kBT ).
5. Повторити кроки 2 до 4 поки N спроб перевертання спiнiв не

буде зроблено.
6. Кiнець одного Монте-Карло кроку, зберегти моментальнi зна-

чення характеристик системи.
7. Повторити кроки 2 до 6 поки не буде зроблено Nsim крокiв

Монте-Карло.
Вiдмiтимо, що алгоритм Метрополiса не є єдиним, який задово-

льняє умовi детального балансу. Iснують також iншi Монте-Карло
алгоритми, наприклад Глаубера [40] та Кавасакi [41]. Всi три згада-
нi алгоритми є локальними, оскiльки тiльки один спiн (два спiни у
випадку алгоритму Кавасакi) оновлюється за одну спробу. Локаль-
нiсть цих алгоритмiв – серйозний недолiк бiля критичної точки, де
з’являються великi кластери скорельованих спiнiв. Як результат, ве-
лика кiлькiсть спроб перевернути одинарнi спiни є марною. Тому
послiдовнi конфiгурацiї сильно скорельованi i система рухається в
фазовому просторi неефективно. Щоб подолати цi труднощi, було
запропоновано декiлька кластерних алгоритмiв.

3.3. Алгоритм Свендсена-Ванга

Кластернi алгоритми проектувалися, щоб подолати проблему вели-
ких скорельованих спiнiв поблизу Tc. Вони базуються на утворен-
нi спiнових кластерiв, використовуючи iдеї перколяцiї. Тодi, спiновi
кластери можуть бути переверненi згiдно з певними правилами.

У випадку моделi Iзинга (або бiльш загальної моделi Потт-
са), перколяцiйний процес вiдбувається через випадковi зв’язки, якi
вперше було запропоновано К. Фортуїном i П. Кастеляйном [42]. Iдея
цього методу полягає в розбиттi системи на набiр кластерiв, побу-
дованих iз однаково орiєнтованих спiнiв. Зв’язування спiнiв в клас-
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Рис. 2. Перколяцiйнi кластери в алгоритмi Свендсена-Ванга на дво-
вимiрнiй гратцi.

тери вiдбувається з врахуванням больцманiвської ваги для кожного
зв’язку. Це дозволяє уникнути перерахунку енергiй нової i старої
конфiгурацiй (що робилось у алгоритмi Метрополiса). У алгоритмi
Свендсена-Ванга [43], основнi кроки такi:

1. Приготувати початкову конфiгурацiю, що складається з N спi-
нiв.

2. Розбити систему на кластери (кожен кластер формується iз
з’єднаних спiнiв однакової орiєнтацiї, а спiни i та j вважаються з’єд-
наними з ймовiрнiстю P = 1 − e−2βJcicj , ci i cj – числа заповнення).

3. Усiм спiнам, що належать до того самого кластеру присвоїти
однакове випадкове значення +1 або −1.

4. Кiнець одного Монте-Карло кроку, зберегти моментальнi зна-
чення характеристик системи.

5. Повторити кроки 2 до 4 поки не буде зроблено Nsim крокiв
Монте-Карло.

Iмовiрнiсть утворення зв’язку P = 1 − e−2βJcicj вибрана таким
чином, щоб задовольнити умову детального балансу. Вона також га-
рантує, що нова конфiгурацiя приймається з iмовiрнiстю P = 1 [44].

Фактично, алгоритм Свендсена-Ванга розбиває спiнову систему
на кластери в критичнiй областi (при порозi протiкання). Iснування
кластерiв досить великих розмiрiв поблизу критичної точки сприяє
ефективному руховi в фазовому просторi на противагу локальним
алгоритмам.

3.4. Алгоритм Вольфа

В 1989 роцi У. Вольф запропонував однокластерний алгоритм [39],
який концептуально подiбний до алгоритму Свендсена-Ванга. Схема
алгоритму така:
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1. Приготувати початкову конфiгурацiю, що складається з N спi-
нiв.

2. Випадково вибрати спiн Si.
3. Починаючи зi спiну Si, побудувати навколо нього кластер, який

мiстить спiни такої ж орiєнтацiї i зв’язанi один з одним з iмовiрнiстю
P = 1 − e−2βJcicj .

4. Перевернути всi спiни в цьому кластерi.
5. Кiнець одного Монте-Карло кроку, зберегти моментальнi зна-

чення характеристик системи.
6. Повторити кроки 2 до 5 поки не буде зроблено Nsim крокiв

Монте-Карло.
Вiдмiтимо, що даний алгоритм, перевертає спiни лише одного

кластеру i тому проводиться тiльки часткове оновлення системи.
Щоб мати такий самий масштаб кроку, як в алгоритмах Метрополiса
i Свендсена-Ванга, потрiбно промаштабувати крок в алгоритмi Воль-
фа. Для цього обраховується коефiцiєнт нормування c = ncluster/Np,
де ncluster – середнiй розмiр кластеру, що перевернули в системi роз-
мiру L.

4. СТАТИЧНI КРИТИЧНI ХАРАКТЕРИСТИКИ
ТРИВИМIРНОЇ МОДЕЛI IЗИНГА З РОЗВЕ-
ДЕНИМИ ВУЗЛАМИ

В Монте-Карло симуляцiях кожна спiнова конфiгурацiя генеруєть-
ся з Больцманiвською вагою. Таким чином для заданої конфiгурацiї
магнiтних та немагнiтних вузлiв термодинамiчне середнє означене
в (2.5), зводиться до арифметичного середнього за всiма згенерова-
ними конфiгурацiями. Якщо Nsteps є сумарне число Монте-Карло
крокiв, тодi

〈O〉 =
1

Nsteps

Nsteps
∑

n=1

On, (4.1)

де On – значення фiзичної величини O на n-ому кроцi Монте-Карло
симуляцiй.

В iдеальному випадку, коли конфiгурацiї є статистично незалеж-
ними (нескорельованими), сумарна похибка при визначеннi 〈O〉 може
бути записана як

〈δO〉 =

√

∑Nsteps

n=1 (δOn)2

Nsteps(Nsteps − 1)
, (4.2)
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де δOn = On − 〈O〉. На практицi, отримати статистично незалежнi
конфiгурацiї є досить важко. Кореляцiї мiж рiзними спiновими кон-
фiгурацiями є результатом застосування певного Монте-Карло ал-
горитму. Вiд величини кореляцiй залежить ефективнiсть того чи iн-
шого алгоритму. Кiлькiсно, кореляцiя описується автокореляцiйною
функцiю, що стандартно визначається у часових змiнних як [45]

CO(δt) =
〈δO(t0 + δt)δO(t0)〉

〈δO(t0 + δt)〉〈δO(t0)〉
, (4.3)

де t0 – початок вiдлiку Монте-Карло крокiв. В Монте-Карло симу-
ляцiях роль часу t вiдiграє крок n. Детальний розгляд автокореля-
цiйних функцiй буде присвячений роздiл (5).

4.1. Cкiнченно-розмiрний скейлiнг i технiка перезважуван-
ня гiстограм

Статична критична поведiнка системи в термодинамiчнiй границi
може бути отримана з властивостей системи скiнченого розмiру L.
Це можна здiйснити за допомогою дослiдження залежностi вiд L
сингулярної частини густини вiльної енергiї. Такий пiдхiд, що нази-
вається скiнченно-розмiрний скейлiнг (finite-size scaling, FSS), впер-
ше був запроваджений М. Фiшером [30].

Згiдно з цiєї теорiєю, вiльна енергiя системи достатньо велико-
го, але скiнченого розмiру L, з граничними перiодичними умовами
поблизу критичної температури безмежної системи Tc може бути за-
писана як

FL,T,H = L−(2−α)/νF0(tL1/ν , hL(γ+β)/ν), (4.4)

де t = (T −Tc)/Tc, h – зовнiшнє магнiтне поле, а α, ν, β i γ – критичнi
показники теплоємностi, кореляцiйної довжини, намагнiченостi та
магнiтної сприйнятливостi безмежної системи.

Ввiвши новi скейлiнговi змiннi xt = tL1/ν та xh = hL(γ+β)/ν, для
вiльної енергiї (4.4) отримаємо

FL,T,H = L−(2−α)/νF0(xt, xh). (4.5)

За вiдсутностi зовнiшного поля, кладемо xh = 0.
Рiзнi термодинамiчнi величини, як скейлiнговi рiвняння для на-

магнiченостi C(T, L), теплоємностi m(T, L) i магнiтної сприйнятли-
востi χ(T, L) отримуються шляхом диференцiювання вiльної енергiї
за вiдповiдними параметрами

C(T, L) = Lα/νC0(xt), (4.6)
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m(T, L) = L−β/νM0(xt), (4.7)

χ(T, L) = Lγ/νχ0(xt). (4.8)

Статичнi критичнi показники α, ν, β i γ задовiльняють спiввiдно-
шенням гiперскейлiнгу

2 − α = dν = 2β + γ, (4.9)

а iншi критичнi показники можна знайти за вiдомими скейлiнговими
спiввiдношеннями [46].

Рiвняння (4.6)-(4.8), що вiдтворюють критичну поведiнку без-
межної системи для великих tL1/ν (t ≪ 1 i L → 1), забезпечують
асимптотичну форму M0(tL1/ν) ∼ tβLβ/ν i χ0(tL1/ν) ∼ t−γL−γ/ν.

Критична температура системи визначається положенням точок
екстремумiв вiдповiдних термодинамiчних величин. Наприклад, для
сприйнятливостi χ(T, L) системи скiнченого розмiру точка досягає-

ться при температурi, де dχ0(xt)
dxt

∣

∣

∣

xt=x∗

t

= 0. Умова xt = x∗
t визначає

температуру фазового переходу системи скiнченого розмiру Tc(L),
або ефективну температуру фазового переходу. Ця критична темпе-
ратура мiняється асимтотично зi змiною розмiру системи як

Tc(L) = Tc + Tcx
∗
t L

−1/ν , (4.10)

Для систем малих розмiрiв iснують поправки до скiнченно-
розмiрного скейлiнгу [47]. Наприклад, температура переходу тодi бу-
де мати вигляд

Tc(L) = Tc + Tcx
∗
t L

−1/ν(1 + сL−w) = Tc + λ
′

L−1/ν(1 + сL−w), (4.11)

де w – показник поправки до скейлiнгу. В термiнах безрозмiрної
оберненої температури K = J/kBT (4.10) змiниться

Kc(L) = Kc + λL−1/ν(1 + сL−w). (4.12)

Довгий час iснувала певна труднiсть оцiнки критичного показни-
ка ν в методi Монте-Карло, поки Курт Бiндер не запропонував таку
оцiнку ν на пiдставi магнiтного кумулянту U четвертого порядку,
(який тепер прийнято називати кумулянтом Бiндера) [48]

U = 1 −
〈m4〉

3〈m2〉2
(4.13)

де m – намагнiченiсть на один спiн. К. Бiндер показав, що нахил
кумулянта U(K) в критичнiй областi має максимальне значення,
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пропорцiйне до L1/ν [48]. З врахуванням поправки до скейлiнгу, то
залежнiсть буде мати вигляд

dU

dK

∣

∣

∣

∣

max

= −T 2 dU

dT

∣

∣

∣

∣

max

= aL1/ν(1 + bL−w). (4.14)

Вiдмiтимо, що положення максимуму нахилу кумулянта Бiнде-
ра служить також для оцiнки ефективної критичної температури
T U

c (L).
Поряд з кумулянтом Бiндера для оцiнки показника ν використо-

вують також iншi величини. Наприклад, логарифмiчна похiдна вiд
намагнiченостi будь-якої степенi

∂

∂K
ln〈mn〉 =

1

〈mn〉

∂

∂K
〈mn〉 =

[

〈mnE〉

〈mn〉
− 〈E〉

]

. (4.15)

має таку саму критичну поведiнку як нахил кумулянта Бiндера, але
при критичнiй температурi, яка характеризує аномалiю цiєї величи-
ни. Положення максимуму нахилу величини (4.15) також дозволяє
визначити додаткове значення ефективної критичної температури
T m

c (L).
Для оцiнки Tc(L) також використовують похiдну вiд |m| за K та

магнiтну сприйнятливiсть χ (4.21) системи скiнченого розмiру.
Щоб визначити критичнi показники β i γ використовують рiвнос-

тi (4.7)-(4.8). В критичнiй точцi (t = 0), скейлiнг спонтанної намагнi-
ченостi можна описати як m(Tc, L) ∼ L−β/νM0(0). В логарифмiчнiй
шкалi lnm(Tc, L) ∼ −β/ν lnL. Вiдкладаючи на графiку залежнiсть
lnm вiд lnL для рiзних розмiрiв системи, i апроксимуючи її лiнiйною
функцiєю ми отримуємо значення −β/ν. Подiбно як для намагнiчен-
ня, спiввiдношення γ/ν можна знайти з лiнiйної iнтерполяцiї функцiї
lnχ(L).

При застосуваннi методу скiнченно-розмiрного скейлiнгу корис-
ною виявляється технiка перезважування гiстограм (histogram re-
weighting technique) [31]. Вона дозволяє отримати максимум iнфор-
мацiї з Монте-Карло симуляцiй здiйснених при однiй температурi.

Як було сказано в роздiлi (3) метод Монте-Карло здiйснює си-
муляцiю системи при температурi T = T0, генеруючи конфiгурацiї
з ймовiрностями пропорцiйними до Больцманiвської ваги, e−β0H, де
β0 = 1/kBT0 – обернена температура, H – гамiльтонiан системи. Для
спiнових систем, в змiнних K0 = β0J i E = −

∑

<ij> SiSj вага матиме

вигляд eK0E . Ймовiрнiсть спостереження системи, що при темпера-
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турi T0 має енергiю E i намагнiченiсть M =
∑

i Si запишеться

PK0(E, M) =
1

Z(K0)
W (E, M)eK0E , (4.16)

де W (E, M) – кiлькiсть конфiгурацiй (густина станiв) з енергiєю
E i намагнiченiстю M , Z(K0) – статистична сума системи. Пiд
час симуляцiй будується гiстограма розподiлу за значеннями E i
MHK0(E, M), яка є оцiнкою для PK0(E, M) [31]. З рiвняння (4.16)
бачимо, що розподiл PK(E, M) для iншої температури T (вiдповiдно
K = J/kBT ) має вигляд

PK(E, M) =
1

Z(K)
W (E, M)eKE ≈ HK(E, M), (4.17)

де знак ≈ позначає оцiнку пiд час симуляцiй.
Зауважимо, що при температурi K0 функцiя розподiлу

HK(E, M), може бути отримана перезважуванням розподiлу
HK0(E, M)

HK(E, M) =
1

Z(K)
HK0(E, M)e(K−K0)E , (4.18)

де Z(K) =
∑

E,M HK0(E, M)e(K−K0)E . З HK(E, M) середнє значен-
ня довiльної функцiї, що залежить вiд E i K, f(E, M) може бути
отримане як

〈f(E, M)〉 =
∑

E,M

f(E, M)HK(E, M). (4.19)

В такий спосiб можна обчислити середнi при будь-якiй темпера-
турi K, що дозволяє визначити точки екстремумiв термодинамiчних
функцiй з високою точнiстю.

4.2. Параметри Монте-Карло симуляцiї моделi RIM

Застосуємо тепер описанi в роздiлi (3) алгоритми Монте-Карло та
методи для аналiзу критичної поведiнки тривимiрної моделi Iзин-
га з гамiльтонiаном (2.1) i розглянемо результати отриманi в робо-
тах [27–29]. У цих роботах виконувались симуляцiї тривимiрної моде-
лi Iзинга з розведеними вузлами на простiй кубiчнiй гратцi з ребром
довжиною L i сталою гратки, рiвною 1. Усi симуляцiї здiйснювались
для восьми граткових розмiрiв L = 10, 12, 16, 24, 32, 48, 64, 96 з вико-
ристанням перiодичних граничних умов.
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Надалi, ми використовуватимемо такi позначення: кiлькiсть вуз-
лiв гратки – N = L3, кiлькiсть ”магнiтних” вузлiв – Np. Концент-
рацiя спiнiв визначається як p = Np/N , концентрацiя немагнiтних
розведених вузлiв рiвна 1−p. Концентрацiя спiнiв обиралась сталою
i рiвною p = 0.85. Такий вибiр був зумовлений тим, що для три-
вимiрної випадкової моделi Iзинга при концентрацiї спiнiв p ∼ 0.8
поправки до скейлiнгу є досить малими [19]. Це дало можливiсть не
враховувати цих поправок.

Пiд час симуляцiй на кожному кроцi записувалась енергiя систе-
ми (2.1) i намагнiченiсть, що припадає на один вузол

m =
1

Np

N
∑

i=1

ciSi (4.20)

Для кожної реалiзацiї безладу була оцiнена магнiтна сприйнят-
ливiсть згiдно флуктуацiйно-дисипативної теореми (4.21)

χ = KNp(〈|m|2〉 − 〈|m|〉2). (4.21)

де 〈. . .〉 означає термодинамiчне середнє i K = βJ = J/kBT – без-
розмiрна константа зв’язку. З максимуму сприйнятливостi кожної
реплiки знайдена її критична температура Tc(L). Середня критична
температура для всiх реплiк Tc(L).

4.3. Критичнi показники тривимiрної моделi Iзинга з роз-
веденими вузлами та критична температура безмежної
системи

Для оцiнки критичних показникiв виконувалась описана ранiше тра-
дицiйна схема скiнченно-розмiрного скейлiнгу. Вiдповiдно до неї, об-
числювався ряд термодинамiчних величин, як функцiї безрозмiрної
константи зв’язку K для кожної реалiзацiї безладу (для кожної реп-
лiки). Для визначення показника ν обчислювали кумулянт Бiндера
U (4.13), та логарифми першого i другого степеня модуля намагнi-
ченостi ln〈|m|〉 i ln〈m2〉 (4.15) вiдповiдно. Усi цi три величини мають
однакову скейлiнгову поведiнку, що пропорцiйна до L1/ν

dU

dK

∣

∣

∣

∣

max

= −T 2 dU

dT

∣

∣

∣

∣

max

∼ L1/ν , (4.22)

d

dK
ln〈|m|〉

∣

∣

∣

∣

max

= −T 2 d

dT
ln〈|m|〉

∣

∣

∣

∣

max

∼ L1/ν , (4.23)
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d

dK
ln〈m2〉

∣

∣

∣

∣

max

= −T 2 d

dT
ln〈m2〉

∣

∣

∣

∣

max

∼ L1/ν , (4.24)

Значення похiдних визначались чисельно, завдяки неперервностi
цих функцiй вiд T (K). Зазначимо, що метод перезважування гiсто-
грам дозволив отримати (4.22)-(4.24) як неперервнi функцiї темпе-
ратури. Для кожної реалiзацiї безладу було знайдено максимальне
значення похiдних, зробили конфiгурацiйне усереднення i отрима-

ли dU
dK

∣

∣

max
, d ln〈|m|〉

dK

∣

∣

∣

max
та d ln〈m2〉

dK

∣

∣

∣

max
. Вiдкладаючи на графiку в

логарифмiчному маштабi цi три величини для рiзних розмiрiв сис-
теми L, три значення ν−1 (рис. 3) отримали лiнiйною iнтерполяцiєю
i приведенi в таблицi 1.

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

2.5

3.5

4.5

5.5

6.5

7.5

8.5

r r r r r r r rr dU
dK

∣

∣

max

d ln〈m2〉
dK

∣

∣

∣

max

d ln〈|m|〉
dK

∣

∣

∣

max

lnL

Рис. 3. Конфiгурацiйно усередненi максимальнi значення темпера-
турних похiдних вiд кумулянта Бiндера (4.22) (диски), логарифмiв
модуля намагнiченостi ln〈|m|〉 (4.23) (трикутники) i ln〈m2〉 (4.24)
(ромби) в логарифмiчному маштабi

Усереднення трьох незалежних результатiв для показника ν при-
водить до значення

ν = 0.662 ± 0.002. (4.25)

Отримане значення для ν суттєво вiдрiзняється вiд аналiтично
обчисленого значення вiдповiдного показника ν для чистої триви-
мiрної моделi Iзинга: ν = 0.6304(13) [49] i свiтчить про те, що роз-
ведення магнiтною компонентою змiнює клас унiверсальностi RIM.
Однак, воно трошки менше асимптотичного значення ν випадкової
тривимiрної моделi Iзинга, отриманого в теоретико-польовому RG
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interpolation of 1/ν ν
dU
dK

∣

∣

max
1.507± 0.008 0.664± 0.004

d ln〈|m|〉
dK

∣

∣

∣

max
1.512± 0.001 0.661± 0.001

d ln〈m2〉
dK

∣

∣

∣

max
1.514± 0.001 0.660± 0.001

Табл. 1. Значення критичного показника ν, отриманого за допомо-
гою лiнiйної iнтерполяцiї похiдних вiд кумулянта Бiндера (4.22), ло-
гарифмiв модуля намагнiченостi ln〈|m|〉 (4.23) i ln〈m2〉 (4.24) в лога-
рифмiчному маштабi.

пiдходi ν = 0.678(10) [50] i за допомогою Монте-Карло симуляцiй
ν = 0.6837(53) [19], ν = 0.683(3) [24]. Очевидно, що для вибраної
спiнової концентрацiї p = 0.85 i розмiрiв L = 10 ÷ 96 система все
ще не перебуває в асимптотичному режимi. Вiдмiтимо, що подiбнi
оцiнки для ν були отриманi при подiбних параметрах симуляцiй ( i
нехтування поправок до скейлiнга) в Монте-Карло симуляцiях три-
вимiрної моделi Iзинга з випадковими вузлами: p = 0.9, L = 64÷128,
ν = 0.6644(15) [19]; i для тривимiрної моделi Iзинга з випадковими
зв’язками: pbonds = 0.7, ν = 0.660(10) [25].

Аналогiчну схему скiнчено-розмiрного скейлiнгу застосовують
для оцiнки iнших критичних показникiв, зокрема для показника маг-
нiтної сприйнятливостi γ i намагнiченостi β [51]. Згiдно з цiєю схемою
для системи скiнченого розмiру L в критичнiй областi ми маємо

χmax ∼ ΓLγ/ν, 〈m〉 ∼ BL−β/ν, (4.26)

де Γ та B – критичнi амплiтуди. В (4.26) χmax – це усереднене значен-
ня по всiх реалiзацiях безладу максимального значення сприйнятли-
востi порахованої для кожної реплiки, а 〈m〉 – усереднене значення
намагнiченостi порахованого для кожної реплiки в температурi, де
сприйнятливiсть має максимальне значення. Результати дослiджен-
ня зображенi на Рис. 4 в логарифмiчному масштабi.

Вiдзначимо, що данi обох рисункiв майже iдеально iнтерполюю-
ться прямою. Використовуючи лiнiйну iнтерполяцiю i оцiнюючи її
точнiсть методом найменших квадратiв, отримують такi значення
критичних показникiв γ i β, [27]

γ/ν = 1.986 ± 0.001 (4.27)

β/ν = 0.509 ± 0.001 (4.28)
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Рис. 4. Усередненi значення максимуму сприйнятливостi χmax та на-
магнiченiсть 〈m〉, отриманi для рiзних розмiрiв системи L, вiдкладенi
в логарифмiчному маштабi.

γ = 1.314 ± 0.004 (4.29)

β = 0.337 ± 0.001. (4.30)

З тих самих причин, що i показник ν , значення (4.27)-(4.30)
помiтно вiдрiзняються вiд їх асимптотичних еквiвалентiв в чистiй
тривимiрнiй моделi Iзенга: β = 0.3546(28), γ = 1.342(10) [19]. Нашi
значення добре узгоджуються з iншими чисельними оцiнками по-
казникiв для тривимiрної моделi Iзинга з розведеними зв’язками:
β/ν = 0.515(5), γ/ν = 1.97(2) [25]. Це служить пiдтвердженням того,
що тривимiрна модель Iзинга з випадковими вузлами i з випадкови-
ми зв’язками належать до одного класу унiверсальностi.

Поряд зi значенням критичного показника ν було оцiнено кри-
тичну температуру для системи безмежного розмiру Tc(∞).

Tc(∞) = 3.7566845±0.0001175, βc = T−1
c (∞) = 0.2661922±0.0000083.

(4.31)
Оцiнка для Tc отримана при концентрацiї спiнiв p = 0.85 [27] зна-

ходиться мiж вiдповiдними значеннями, отриманими ранiше для p =
0.8 i p = 0.9. Справдi, цi оцiнки є такими: βc(p = 0.8) = 0.2857368(52);
βc(p = 0.9) = 0.2492880(35) [19], βc(p = 0.8) = 0.2857447(24) [24].

4.4. Вiдношення критичних амплiтуд тривимiрної моделi
Iзинга з розведеними вузлами

Критичнi амплiтуди Γ+ i Γ− характеризують поведiнку магнiтної
сприйнятливостi в критичнiй областi

χ =

{

Γ+t−γ , T > Tc

Γ−t−γ , T < Tc.
(4.32)
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Їх вiдношення – унiверсальне (не залежить вiд мiкроскопiчних
параметрiв системи) i донедавна не було визначене методом Монте-
Карло. В роботi [27] було використано метод для оцiнки критичних
амплiтуд Γ+ i Γ−, вперше запропонований в роботi [25].

В результатi було отримано оцiнку

Γ+/Γ− = 1.67 ± 0.15. (4.33)

Отримане значення добре узгоджується з недавнiми результата-
ми Γ+/Γ− = 1.62 ± 0.1 [25], отриманим за допомогою Монте-Карло
симуляцiй для тривимiрної моделi Iзинга з випадковими зв’язками
при концентрацiї магнiтної складової pbond = 0.7. Теоретична оцiн-
ка, отримана за допомогою теоретико-польового ренорм-групового
пiдходу в трипетлевому наближеннi така: Γ+/Γ− = 3.05(32) [52]. Як
причина вiдмiнностi мiж оцiнками з одного боку (4.33), [25] i [52] з
iншого, можна вказати на недостатнiй порядок теорiї збурень при
виконаннi теоретичних обчислень, а також на розбiжнiсть оцiню-
ваних теоретичних рядiв. Для отримання остаточної вiдповiдi слiд
провести додатковий аналiз.

Так чи iнакше, як теоретичнi оцiнки так i результати Монте-
Карло симуляцiй приводять до значень Γ+/Γ−, що вiдрiзняються вiд
значення для чистої тривимiрної моделi Iзинга: Γ+/Γ− = 4.70÷ 4.95
(див. [53]).

5. ДИНАМIЧНI КРИТИЧНI ХАРАКТЕРИСТИ-
КИ ТРИВИМIРНОЇ МОДЕЛI IЗИНГА З РОЗ-
ВЕДЕНИМИ ВУЗЛАМИ

5.1. Явище критичного сповiльнення

Особливiстю динамiки системи бiля точки фазового переходу дру-
гого роду є так зване явище критичного сповiльнення [54–56]. Воно
полягає в тому, що час релаксацiї τ при досягненнi критичної точки
Tc має сингулярну поведiнку з унiверсальним динамiчним критич-
ним показником z

τ ∼ t−νz ∼ ξz , (5.1)

де ν – критичний показник кореляцiйної довжини ξ, t = |T − Tc|/Tc.
В Монте-Карло симуляцiях фiгурує цiлий ряд часiв релаксацiї,

що вiдповiдають рiзним режимам вимiрювання та рiзним спостере-
жуваним (O). Так, автокореляцiйна функцiя CO(δt) (4.3) на великих
часах експоненцiйно спадає за законом Дебая

CO(δt) = a e−δt/τO,exp , (5.2)
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де τO,exp – експоненцiйний час автокореляцiї, отриманий для величи-
ни O, a – константа. Нагадаємо, що при виконаннi Монте-Карло си-
муляцiй час вимiрюється у кiлькостi Монте-Карло крокiв. Час τO,exp

визначає маштаб генерацiї нескоррельованих конфiгурацiй. Таким
чином, в симуляцiях довжиною Nsteps тiльки ∼

Nsteps

τO,exp
конфiгурацiй

є статистично незалежнi [57].
Окрiм τO,exp, релаксацiя спостережуваної величини O характе-

ризується iнтегральним часом автокореляцiї τO,int [58]. Вiн визнача-
ється як

τO,int =
1

2

∫ ∞

−∞

CO(δt). (5.3)

У випадку, коли автокореляцiйна функцiя має експоненцiйну форму
(5.2), то τO,int = τO,exp. У загальному випадку τO,int < τO,exp [58]. На
практицi, τO,int обчислюється iз скiнченої суми (5.3).

Для системи скiнченого розмiру L в околi Tc часи автокореляцiй
запишуться [57]

τO,exp ∼ LzO,exp , (5.4)

τO,int ∼ LzO,int , (5.5)

де O – спостережувана величина (E, m, |m|), обчислена пiд час
Монте-Карло симуляцiй.

Вiдмiтимо, що теоретичнi ренормгруповi обрахунки припускають
лише один динамiчний критичний показник z для часу релаксацiї
усiх спостережуваних величин [58]. Однак, для експерементально
визначених часiв автокореляцiй (5.4), (5.5) це не пiдтверджується.
Тим не менше, для чистої системи вiдомо, що cкейлiнг часiв автоко-
реляцiї, обчислений для величин, що пов’язанi з енергiєю, має один
динамiчний критичний показник [57], що вiдрiзняється вiд показни-
ка, отриманого для величин, отриманих з намагнiченiстi [59].

Зазначимо, що локальнi i кластернi Монте-Карло алгоритми при-
водять до рiзних форм критичної динамiки, i, вiдповiдно, характе-
ризуються рiзними критичними динамiчними показниками z (5.1).
Динамiка локальних алгоритмiв пов’язана з переворотом окремих
спiнiв. В той час як нелокальнi, кластернi алгоритми, (див. пiдроз-
дiли 3.3-3.4) розглядають псевдодинамiку системи, пов’язану з онов-
ленням цiлих кластерiв спiнiв. Основна практична мета цих алго-
ритмiв – зменшення ефективного часу автокореляцiї i, покращення
статистики генерованих конфiгурацiй. У той самий час, цi алгори-
тми вводять систему в iншi динамiчнi класи унiверсальностi. Тому,
головною метою дослiджень, проведених в роботах [28, 29] було ви-
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вчити рiзнi динамiки Монте-Карло алгоритмiв у тривимiрнiй моделi
Iзинга з розведеними вузлами.

У наступнiй частинi цього роздiлу ми розглянемо критичну ди-
намiку тривимiрної моделi Iзинга з випадковими вузлами для трьох
рiзних Монте-Карло алгоритмiв, описаних в пiдроздiлах (3.2, 3.3 та
3.4).

5.2. Порiвняльний аналiз критичної динамiки локальних i
кластерних алгоритмiв

Для кiлькiсного аналiзу часiв автокореляцiї необхiдно оцiнити ав-
токореляцiйну функцiю для рiзних термодинамiчних величин систе-
ми [45]. Розглянемо автокореляцiї енергiї E, намагнiченостi m та її
абсолютного значення |m|. Означена в (4.3) автокореляцiйна функ-
цiя може бути переписана як

CO (δt) =
〈δO(t0 + δt)δO(t0)〉

〈δO(t0 + δt)〉〈δO(t0)〉
=

=
〈O(t0 + δt)O(t0)〉 − 〈O(t0 + δt)〉〈O(t0)〉

√

(〈O(t0 + δt)2〉 − 〈O(t0 + δt)〉2)(〈O(t0)2〉 − 〈O(t0)〉2)
.(5.6)

В термодинамiчнiй границi 〈O(t0 + δt)〉 = 〈O(t0)〉, i можна отримати
звичну форму:

CO(δt) =
〈O(t0)O(t0 + δt)〉 − 〈O(t0)〉〈O(t0)〉

〈O(t0)O(t0)〉 − 〈O(t0)〉〈O(t0)〉
, (5.7)

де O(t) – значення величини в момент часу t, t0 – початковий час,
δt – прирiст часу. Для покращення статистики (особливо для вели-
ких t) використовується усереднення за набором часiв t0. Вiдмiтимо,
що рiзнi Монте-Карло алгоритми мають рiзний характерний маштаб
часу.

Щоб обчислити iнтегральний час автокореляцiї τO,int використо-
вується вираз (5.3). Вiдзначимо, що похибка автокореляцiйної фун-
кцiї на великих часах збiльшується, оскiльки усереднення вiдбува-
ється за меншою кiлькiстю iнтервалiв. Точнiсть обчислення iнтег-
рального часу можна збiльшити вибором скiнченої межi сумування
δtmax, що зазвичай є порядку δtmax

∼= 6τint [58]

τO,int(δtmax) =
1

2
+

δtmax
∑

δt=1

CO(δt), (5.8)
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а хвостову частину автокореляцiйної функцiї для δt > δtmax апрок-
симувати за допомогою експоненцiйної функцiї. Як результат, оста-
точний вираз для iнтегрального часу є такий

τO,int =
1

2
+

δtmax
∑

δt=1

CO(δt) + a

∞
∑

δt=δtmax+1

e−δt/tO,exp =

= τO,int(δtmax) + a
e−1/τO,exp

1 − e−1/τO,exp
e−δtmax/τO,exp . (5.9)

Для оцiнки другого доданку в (5.9), необхiдно обчислити τO,exp.
В той час як в чистих системах присутня однакова асимптотична по-
ведiнка часiв автокореляцiї, то для розведених систем є цiлий спектр
часiв автокореляцiї в областi кроссоверу i це вiдбивається в кривизнi
функцiї автокореляцiї в логарифмiчному масштабi.

Для кожної реалiзацiї безладу було обчислено автокореляцiйнi
функцiї CO(δt) для термодинамiчних величин E, m i |m| та оцiнено
експоненцiйнi та iнтегральнi часи. Усередненi за реалiзацiями безла-
ду часи τO,exp i τO,int приведенi в таблицях 2 i 3 (результати робо-
ти [29]).

L Метрополiс Свендсен-Ванг Вольф

τE,exp τ|m|,exp τm,exp τE,exp τ|m|,exp τE,exp τ|m|,exp

10 8.94(63) 9.34(88) 6.80(1.80)·10 3.76(19) 3.72(20) 1.53(17) 1.23(10)
12 1.33(11)·10 1.40(16)·10 1.02(28)·102 4.16(23) 4.12(21) 1.64(17) 1.30(9)
16 2.49(24)·10 2.69(44)·10 1.98(63)·102 4.82(27) 4.80(36) 1.80(21) 1.41(10)
24 5.99(37)·10 6.51(95)·10 5.10(19)·102 5.87(38) 5.92(37) 2.06(24) 1.54(10)
32 1.12(08)·102 1.24(28)·102 1.02(57)·103 6.78(52) 6.71(42) 2.20(28) 1.65(11)
48 2.71(25)·102 2.86(40)·102 2.40(1.30)·103 8.15(69) 8.02(52) 2.51(30) 1.75(10)
64 4.65(48)·102 6.31(97)·102 4.78(2.25)·103 9.19(85) 9.03(76) 2.35(21) 1.88(11)
96 1.22(14)·102 1.44(26)·103 1.20(0.52)·104 10.7(9) 10.5(9) 2.79(35) 1.99(16)

Табл. 2. Експоненцiйнi часи автокореляцiї τO,exp моделi РIМ, обчис-
ленi в критичнiй температурi Tc безмежної системи в Монте-Карло
кроках для алгоритмiв Метрополiса, Свендсена-Ванга i Вольфа

Приведений аналiз не дозволив знайти часи автокореляцiї τm,exp

i τm,int для кластерних алгоритмiв з достатньою точнiстю.

5.3. Динамiчнi критичнi показники 3d моделi Iзинга з роз-
веденими вузлами

Знайшовши часи автокореляцiї для рiзних спостережуваних вели-
чин, як функцiї розмiру L, через рiвняння (5.4), (5.5) можна отрима-
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L Метрополiс Свендсена-Ванг Вольф

τE,int τ|m|,int τm,int τE,int τ|m|,int τE,int τ|m|,int

10 6.14(30) 9.22(49) 6.6(1.6)·10 3.57(16) 3.22(17) 1.33(8) 0.95(4)
12 8.47(49) 1.36(8)·10 9.8(2.5)·10 3.92(18) 3.50(19) 1.42(9) 0.98(4)
16 1.44(10)·10 2.53(20)·10 1.87(53)·102 4.47(23) 3.95(25) 1.55(12) 1.00(4)
24 3.10(20)·10 6.13(48)·10 4.74(1.50)·102 5.33(31) 4.68(27) 1.75(15) 1.02(4)
32 5.51(40)·10 1.16(14)·102 9.05(3.41)·102 6.05(36) 5.14(34) 1.87(18) 1.04(4)
48 1.22(12)·102 2.71(28)·102 2.17(0.82)·103 7.11(47) 6.07(43) 2.08(20) 1.04(4)
64 2.15(20)·102 5.59(62)·102 3.80(1.44)·103 7.81(51) 6.71(50) 2.16(18) 1.07(3)
96 4.84(51)·102 1.24(15)·103 9.57(3.45)·103 9.21(61) 7.65(59) 2.33(25) 1.10(4)

Табл. 3. Iнтегральнi часи автокореляцiї τO,int моделi РIМ, обчисленi в
критичнiй температурi Tc безмежної системи в Монте-Карло кроках
для алгоритмiв Метрополiса, Свендсена-Ванга i Вольфа

ти значення динамiчних критичних показникiв для кожного з даних
алгоритмiв. Щоб отримати значення показникiв було використано
лiнiйну iнтерполяцiю τ(L).

Як вiдмiчалося вище (пiдроздiл 5.1), виконаний аналiз не дозво-
лив знайти всi часи автокореляцiї з достатньою точнiстю. Числовi
значення показникiв для алгоритму Метрополiса показанi в першо-
му рядку таблицi 4. За винятком показника для iнтегрального часу
автокореляцiй енергiї τEint, решта значень показникiв в межах по-
хибки є близькими до z ≃ 2.2. Це значення добре узгоджуються з
теоретичними оцiнками [60–64], з експериментальними результата-
ми [65] i значеннями з Монте-Карло симуляцiй [66, 67], отриманими
ранiше. Застосування методу короткочасової нерiвноважної динамi-
ки приводить до значення z = 2.62 [68], що досить сильно вiдрiз-
няється вiд результатiв, отриманих для рiвноважного Монте-Карло
моделювання [69].

zE,int zE,exp z|m|,int z|m|,exp zm,int zm,exp

Метрополiс 1.92(4) 2.16(4) 2.18(4) 2.23(6) 2.21(16) 2.29(19)
Свендсен-Ванг 0.39(6) 0.44(7) 0.36(6) 0.42(7) – –
Вольф 0.21(8) 0.22(12) – 0.19(6) – –

Табл. 4. Динамiчнi критичнi показники моделi RIМ рiзних Монте-
Карло алгоритмiв, обчислених в критичнiй температурi безмежної
системи з часiв автокореляцiй, даних в таб. 2-3

Отриманi в роботi [29] значення динамiчних критичних показни-
кiв часу автокореляцiї для кластерних алгоритмiв приведенi в дру-
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гому i третьому рядках таблицi 4. Слiд вiдзначити, що динамiчнi
критичнi показники для кластерних алгоритмiв Свендсена-Ванга i
Вольфа отриманi вперше для тривимiрної моделi Iзинга з розведе-
ними вузлами.

Однiєю з особливостей динамiчних показникiв кластерних алго-
ритмiв є те, що розведення магнiтних вузлiв приводить до змен-
шення значення критичних показникiв, порiвняно з їх величинами
для чистої тривимiрної моделi Iзинга. Дiйсно, значення iнтеграль-
ного динамiчного критичного показника для алгоритму Свендсена-
Ванга, отриманого з автокореляцiйної функцiї CE (t) [59] має значен-
ня zE,int = 0.459(30). В цiй самiй роботi приводиться експоненцiйний
динамiчний критичний показник, що рiвний zexp = 0.481. Обидва
значення перевищують тi результати, що отримали ми i приведенi в
другому рядку таблицi 4. Подiбна ситуацiя по вiдношенню до роз-
ведення спостерiгалася в тривимiрнiй моделi Iзинга з випадковими
зв’язками [25]. Для алгоритму Свендсена-Ванга значення показника
рiвне z = 0.41 для концентрацiї вузлiв p = 0.7, що менше у порiвнян-
нi з вiдповiдним значенням для чистої 3d моделi Iзинга [59].

Аналогiчно, в роботi [29] було також проаналiзовано данi симу-
ляцiї, проведенi критичнiй температурi обмеженої системи розмiру
L, Tc(L).

Для чистої моделi Iзинга в роботi [70] встановлено емпiричне спiв-
вiдношення, що пов’язує динамiчний критичний показник алгорит-
му Свендсена-Ванга zSW

E,int iз статичними критичними показниками
намагнiченостi i кореляцiйної довжини

zSW
E,int = β/ν. (5.10)

Цiкаво перевiрити, чи отриманi в Монте-Карло симуляцiях [29] зна-
чення показникiв задовольняють спiввiдношення (5.10).

Слiд вiдзначити, що хоча статичнi критичнi показники триви-
мiрної моделi Iзинга з розведеними вузлами чисельно вiдрiзняють-
ся вiд показникiв, отриманих в чистiй моделi Iзинга (для порiвнян-
ня, теоретична ренорм-групова оцiнка дає значення β = 0.349(5)
i ν = 0.678(10) [50] для тривимiрної моделi Iзинга з розведеними
вузлами, а для чистої моделi показники рiвнi β = 0.3258(14) i ν =
0.6304(13) [49]), проте їхнє вiдношення залишається майже незмiн-
ним. Для значень, приведених вище отримаємо β/ν = 0.515(15) для
тривимiрної моделi Iзинга з розведеними вузлами i β/ν = 0.517(3)
для чистої тривимiрної моделi Iзинга. Тому, змiна динамiчного кри-
тичного показника при розведеннi свiдчить про те, що вiдношення
(5.10) не виконується для тривимiрної моделi Iзинга з розведеними
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вузлами .
Ще одне емпiричне спiввiдношення для чистої моделi Iзинга по-

в’язує динамiчний критичний показник для алгоритму Вольфа zW
E,int

i статичнi критичнi показники α i ν [70]

zW
E,int = α/ν. (5.11)

Оскiльки α < β для моделi Iзинга, то порiвняння рiвнянь (5.10) i
(5.11), приводить до нерiвностi

zW
E,int < zSW

E,int. (5.12)

Рiвняння (5.11) не виконується для розведених систем (де критич-
ний показник питомої теплоємностi вiд’ємний). Однак, порiвнюючи
данi з таблицi 4 для алгоритмiв Вольфа i Свендсена-Ванга, бачимо,
що нерiвнiсть (5.12) виконується. Також видно, що значення дина-
мiчного критичного показника для розведеної системи є меншим,
нiж значення яке спостерiгається у чистiй системi. Для алгоритму
Вольфа, динамiчний критичний показник, отриманий при рiзних си-
муляцiях має значення zE,int = 0.28(2) [72]; 0.44(10) [73]; 0.33(1) [70]
(нашi значення, див. табл. 4).

6. ВИСНОВКИ

В цiй роботi ми здiйснили огляд результатiв, отриманих при засто-
суваннi методу Монте-Карло для аналiзу критичної поведiнки 3d
моделi Iзинга з розведеними вузлами. Дослiдження цiєї моделi про-
водяться вже досить давно i особливу увагу придiляються критич-
ним показникам системи. Це зумовлено двома причинами: 1) роз-
ведена модель Iзинга дозволяє на рiвнi простої моделi включити в
розгляд макроскопiчнi ефекти безладу, що притаманний реальним
об’єктам; 2) в критичнiй областi наявнiвнiсть навiть досить мало-
го безладу може сильно впливати на критичну поведiнку (зокрема,
статичнi критичнi показники отримують новi значення). Це зокрема,
передбачається критерiєм Гарiса [8].

Важливу роль вiдiграє вплив безладу на динамiчну критичну по-
ведiнку 3d моделi Iзинга з розведеними вузлами, хоча в лiтературi
мало уваги придiляється динамiчним властивостям розведеної систе-
ми. Тому основна увага в цьому оглядi була присвячена динамiчним
критичним властивостям 3d моделi Iзинга з розведеними вузлами.

Ми привели опис повного циклу Монте-Карло дослiдження ста-
тистичної та динамiчної критичної поведiнки спiнових систем. Ми
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розглянули три Монте-Карло алгоритми, що застосовуються для си-
муляцiй спiнових моделей, дали коротко їхнi блок-схеми та розгля-
нули методи аналiзу Монте-Карло симуляцiй.

Ми дослiдили динамiчну критичну поведiнку розведеної моде-
лi Iзинга, для трьох рiзних Монте-Карло алгоритмiв: локально-
го односпiнового алгоритму Метрополiса, кластерного алгоритму
Свендсена-Ванга та однокластерного алгоритму Вольфа. При до-
слiдженнi статичної критичної поведiнки усi цi три алгоритми при-
водять до однакових результатiв критичних показникiв, в той час
як в динамiчнiй критичнiй поведiнцi вiдповiдають рiзним формам
динамiки. Порiвняння чисельних результати експоненцiйних та iн-
тегральних часiв релаксацiї енергiї та намагнiченостi (i вiдповiдних
динамiчних критичних показникiв) даних алгоритмiв приводить до
висновку, що кластернi алгоритми є бiльш ефективними в критичнiй
областi.

Автор висловлює щиру подяку Юрiю Головачу, котрому присвя-
чена дана робота, Ярославу Iльницькому за допомогу у реалiзацiї
чисельних методiв i неоцiненний досвiд, Бертранду Бершу за цiннi
поради i пiдтримку.
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