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Дослiдження ефектa Тальбота на основi двох моделей диф-
ракцiї

В.М.Фiтьо, М.В.Шовгенюк

Анотацiя. Описана теорiя формування оптичних зображень при ефектi

Тальбота на основi векторної та скалярної моделей дифракцiї. В рамках

векторної теорiї методом зв’язаних хвиль отримана система диференцi-

альних рiвнянь дифрагованих хвиль для ТЕ i ТМ-поляризацiй. Показано,

що враховуючи симетрiю функцiї дiелектричної проникностi гратки систе-

му диференцiальних рiвнянь розмiрностi 2N + 1 можна переформатувати

на двi рiвнозначнi системи рiвнянь розмiрностей N + 1 i N . На основi iн-

тегральної формули Релея-Зоммерфельда отриманi аналiтичнi розв’язки

для дифрагованих та поверхневих хвиль. Приведенi чисельнi результати

розрахунку самозображень гратки в трьох площинах Тальбота. Отриманi

результати дають iдентичнi розподiли положення локальних максимумiв

та мiнiмумiв iнтенсивностi самозображень.

Investigation of the Talbot effect on the basis of two diffraction
models

V.M.Fitio, M.V.Shovgenyuk

Abstract. The theory of diffraction grating image forming according to the

Talbot effect is described on the basis of the vector as well as scalar diffraction

theories. In the frame of the vector theory we use the coupled-wave method

and obtain a set of differential equations describing diffraction of TE and TM-

polarized waves. We show that the symmetry of the dielectric permittivity

function allows to rewrite the differential equations set of 2N+1 dimensionality

as two equation sets of N + 1 and N dimensions. Using Rayleigh-Sommerfeld

integral we obtain analitic solutions for diffracted and surface waves. Numerical

calculation of the grating self-images in the three Talbot-planes using these two

methods are given. The obtained results give identical self-images intensity

distribution of local maximums and minimums.
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1. Вступ

Особливий науковий iнтерес дослiдження зображень перiодичних оп-
тичний елементiв пояснюється тим, що в такому процесi найбiльш
повно розкривається тiсний взаємозв’язок явищ дифракцiї та iнтер-
ференцiї свiтла. Ще в минулому столiттi на особливостi формування
зображень на перiодичних гратках вперше звернули увагу Ф. Таль-
бот [1] i лорд Релей [2]. Вiдомий нинi ефект Тальбота, який спо-
стерiгається на перiодичних гратках, полягає в тому, що в областi
дифракцiї Френеля на скiнченних вiдстанях dN = NZT , N - цiле
число, ZT = 2T 2/λ спостерiгається повне вiдновлення зображення
перiодичного оптичного елемента. Положення еквiдистантних пло-
щин Тальбота ZT , в яких формуються самозображення, залежить
вiд перiоду гратки T та довжини хвилi свiтла λ. Мiж цими пло-
щинами iснує багато т. з. дробових площин Тальбота, в яких теж
формуються самозображення перiодичних структур.

Традицiйно дослiдження явища формування самозображень про-
тягом тривалого часу проводилися на основi скалярної теорiї диф-
ракцiї - дифракцiї Френеля на плоских перiодичних об’єктiв в мо-
нохроматичному свiтлi [3, 4]. В рядi робiт в рамках цiєї теорiї до-
слiджувалися умови формування самозображень для рiзних типiв
аплiтудних i фазових граток. Отриманi результати теоретичних до-
слiджень добре узгоджуються з експериментальними та числовими
результатами. Проте, ряд експериментальних картин формування
складних багаторiвневих самозображень перiодичних фазових еле-
ментiв не мають простого теоретичного пояснення. Важливою є те-
оретична робота [5], в якiй розглядається дробовий ефект Тальбота
у фазовому просторi. Даними авторами отримана формула, згiдно
якої формування дробових зображень Тальбота в фазовому просторi
описується скiнченною сумою змiщених функцiй розподiлу Вiгнера.

На основi використання дробового ефекту Тальбота на перiодич-
них фазових структурах Ломанн [6] запропонував новий клас оптич-
них елементiв - т. з. бiнарнi фазовi ТАI (“Talbot array illuminators”),
зображення яких характеризуються 100% контрастом.

В роботi [7] з позицiй просторової фiльтрацiї встановлений тiс-
ний взаємозв’язок явища формування самозображень в зонi диф-
ракцiє Френеля та в областi дробового фур’є-перетворення (ДФП).
Теоретично обгрунтовано i показано чисельними розрахунками, що
в областi ДФП в рiзних площинах Тальбота просторова частота вiд-
новлених самозображень амплiтудних решiток суттєво залежить вiд
параметра p ДФП. Пiзнiше в роботi [8] дається узагальнення теорiє
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формування самозображень в дробових фур’є-площинах. Викорис-
товуючи умови реалiзацiє ДФП в оптичних системах, показано, що
самозображення перiодичних об’єктiв з просторовим перiодом T мо-
жуть спостерiгатися в кiлькох площинах ДФП-Тальбота, якi харак-
теризуються дiйсним чи комплексним параметром ДФП, а просто-
рова частота самозображень ДФП масштабується гармонiчною фун-
кцiєю з параметром p ДФП.

Ефект Тальбота можна змоделювати на основi векторної теорiї
дифракцiї, маючи комплекснi амплiдуди всiх дифрагованих пучкiв,
якi поширюються у вiльному просторi за ґраткою. Вiдповiднi ам-
плiтуди можна знайти методом звязаних хвиль (МЗХ), який вико-
ристовується для дослiдження дифракцiї свiтла на ґратках [9]. Цей
метод розроблений у 80-тих роках минулого столiття. Проте вiн ши-
роко не використовувався в тi часи, особливо для точного аналiзу
дифракцiї свiтла на ґратках iз значною модуляцiєю дiелектричної
сталої, оскiльки необхiдно було використовувати неповну систему
диференцiальних рiвнянь, яка мiстить по крайнiй мiрi декiлька де-
сяткiв рiвнянь для забезпечення необхiдної точностi. Ситуацiя змiни-
лася з появою високошвидкiсних персональних комп’ютерiв в 90-тих
роках. МЗХ отримав додатковий розвиток в тi часи [10–13], були
знайдено стабiльнi числовi алгоритми аналiзу дифракцiї на гратках
любого типу [14, 15]. МЗХ використовують для аналiзу рiзних типiв
перiодичних структур: ґраткових поляризаторiв [16], ґраткових ву-
зькосмугових фiльтрiв на основi резонансу зв’язаних хвиль [17–19],
фотонних кристалiв [20, 21]. Цим методом також вивчають взаємо-
дiю когерентного випромiнювання з рельєфними ґратками на мета-
лi [22–25].

Для багатьох ґраток перiодична залежнiсть дiелектричної про-
никливостi вiд координати x являється симетричною функцiєю:
ε(z, x) = ε(z,−x). Наприклад, планарнi ґратки, якi отриманi метода-
ми фотолiтографiї мають прямокутний або трапецiєвидний рельєф
з рiвними боковими сторонами. Приклад такої ґратки наведений на
рис. 1. Особливо тривалого часу розрахунку вимагають ґратки на
основi тонкої металiчної плiвки, в яких перiод набагато бiльший нiж
ширина щiлин [26, 27].

Дослiдження таких структур актуально в теперiшнiй час, оскiль-
ки вони володiють аномально високим пропусканням [28, 29], i на
їх основi можливо виготовляти селективнi оптичнi фiльтри. Також
металiзованi ґратки,якi виготовляють голографiчним методом, (ви-
користовують в спектральних приладах) мають косинусоїдальний
рельєф [30]. Також великого часу розрахунку вимагають ґратки,
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в яких перiод набагато бiльший нiж довжина хвилi. Очевидно, що
для якiсного спостереження ефекту Тальбота остання умова повин-
на також виконуватися. Вище перечислинi ґратки мають симетричну
структуру.

Рис. 1. Симетрична ґратка

Досить часто ґратки симетричної структури використовують при
нормальному падiннi свiтла [16]. Iнтуїтивно ясно, що в цьому випад-
ку амплiтуди зв’язаних хвиль, що дифрагують в ±n−ий порядок
будуть однаковими. Цей останнiй випадок реалiзується при спосте-
реженнi ефекту Тальбота. Тобто вiдповiдна система диференцiаль-
них рiвнянь буде володiти певною симетрiєю. Отже слiд очiкувати,
що об’єднавши в МЗХ ±n−ннi порядки в один n−ий порядок, ми
тим самим можемо перейти вiд системи диференцiальних рiвнянь
порядку 2N + 1 до рiвнозначної системи порядку N + 1, але з суттє-
во меншим комп’ютерним часом розрахунку. Такий пiдхiд успiшно
продемонстровано в роботi [31], причому час розрахунку перефор-
матованої системи зменшився приблизно в 10 разiв. Можливi також
бiльш складнiшi випадки симетрiї. Якщо пучок падає на гратку пiд
таким кутом, що один з дифрагованих пучкiв поширюється по нор-
малi до ґратки, ми знову ж таки отримаємо систему диференцiаль-
них рiвнянь, що має певну симетрiю. Отримаємо також систему ди-
ференцiальних рiвнянь зi симетрiйними властивостями, якщо пучок
падає на ґратку по схемi Лiтрова чи пiд кутом Брегга [30]. В цьо-
му випадку спостерiгаємо також симетричне поширення дифрагова-
них пучкiв вiдносно нормалi до ґратки. При такiй схемi падiння для
розрахунку доцiльно використати 2N дифракцiйних порядкiв. От-
же, слiд очiкувати, що симетрiя ґратки, та симетричне поширення
дифрагованих пучкiв дають можливiсть скоротити час розрахунку
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дифракцiї без втрати точностi шляхом переформатування вiдповiд-
ної системи диференцiальних рiвнянь на двi системи рiвнянь, кожна
з яких має значно меншу розмiрнiсть в порiвняннi з вихiдною систе-
мою.

В данiй роботi для моделювання ефекту Тальбота МЗХ були
використанi симетрiйнi властивостi дифракцiї, що б мати можли-
вiсть за оптимальний час розвязати систему лiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь максимальної розмiрностi, тобто врахувати максималь-
ну кiлькiсть дифрагованих порядкiв.

З другої сторони, в данiй роботi на основi використання методу
координатно-частотного розподiлу сигналiв [39] описана теорiя фор-
мування зображень перiодичних оптичних елементiв на основi iн-
тенральної формули Релея-Зоммерфельда. Дано теоретичне обгрун-
тування iнварiантних умов формування самозображень перiодичних
елементiв в областi дифракцiї. Отриманi формули для розрахунку
самозображень ДФП перiодичних фазових елементiв при рiзних зна-
ченнях iнварiантних параметрiв. Головна мета дослiджень полягала
в спiвставленнi результатiв розрахунку самозображень класичної ам-
плiтудної ґратки на основi векторної та скалярної теорiй дифракцiї.

2. Теорiя

2.1. Метод звязаних хвиль

Коротко опишемо МЗХ i наведемо вiдповiднi системи диференцiаль-
них рiвнянь для дифракцiї хвиль ТЕ i ТМ поляризацiй, в основному
грунтуючись на роботах [12, 31, 32], в яких детально описано процес
отримання цих рiвнянь. Спочатку розглянемо випадок ТЕ поляри-
зацiї. Рiвняння мають такий вигляд:

dGn(z)

dz
= −ik0Fn(z), (2.1)

dFn(z)

dz
= i

k2
nx

k0

Fn(z) − ik0

∑

p

‖ε‖npGp(z), (2.2)

де Gn(z) – напруженiсть електричного поля зв’язаної хвилi з iндек-
сом n, Fn(z) – напруженiсть тангенцiальної складової магнiтного по-

ля зв’язаної хвилi з iндексом n, k0 =
2π

λ
, knx – проекцiя хвильового

вектора зв’язаної хвилi з iндексом n на вiсь x, ‖ε‖np – матриця Теп-
лиця, яка складена з коефiцiєнтiв εn розкладу дiелектричної сталої
в р’яд Фур’є.
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Хвильовий вектор knx зв’язаний з хвильовим вектором k0x на-
ступним виразом:

knx = k0x − n
2π

Λ
, (2.3)

де Λ – перiод ґратки, k0x =
2π

√
ε1

λ
sin θ10, θ10 – кут падiння плоскої

хвилi на ґратку в першому середовищi.
Системи рiвнянь (2.1) i (2.2) можна звести до системи рiвнянь

другого порядку:

d2Gn(z)

dz2
= k2

nxGn(z) − k2
0

∑

p

‖ε‖npGp(z). (2.4)

Доповнюючи систему диференцiальних рiвнянь (2.4) додатковою
системою рiвнянь, що випливає з рiвностi тангенцiальних складових
напруженостей електричного i магнiтного полiв на границях (z = 0
i z = d) перiодичного i однорiдних середовищ, ми можемо однознач-
но розрахувати амплiтуди хвиль в першому та третьому однорiдних
середовищах, вiдповiдно Rn i Tn. Алгебраїчна система рiвнянь, що
випливає з умов на границях, має такий вид:















Rn − Gn(0) = −Vn,
C1nRn − Fn(0) = C1nVn,
Tn − Gn(d) = 0,
C3nTn − Fn(d) = 0,

(2.5)

де: Vn = δrn, тобто символу Кронекера, C1n i C3n – елементи дiаго-
нальних матриць, i якi вiдповiдно рiвнi: C1n =

√
ε cos θ1n, C3n =√

ε cos θ3n. Чисельно розв’язати систему диференцiальних рiвнянь
(2.4) разом з крайовими умовами (2.5) можна модифiкованим стiй-
ким S – алгоритмом [14,31].

Рiвняння МЗХ для ТМ поляризацiї мають такий вид [12, 31]:

dGn(z)

dz
= −ik0Fn(z) + i

knx

k0

∑

p

‖ε‖−1
np kpxFp(z), (2.6)

dFn(z)

dz
= −ik0

∑

p

∥

∥

∥

1

ε

∥

∥

∥

np
Gp(z). (2.7)

Системи рiвнянь (2.6) i (2.7) можна звести до системи рiвнянь
другого порядку:

d2Fn(z)

dz2
=
∑

m

∥

∥

∥

1

ε

∥

∥

∥

−1

nm

∑

p

(

kmx‖ε‖npkpx − k2
0δmp

)

Fp(z). (2.8)
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Вiдповiдно краєвi умови у виглядi системи алгебраїчних рiвнянь
для дифракцiї хвиль ТМ поляризацiї запишемо так:















cos θ1nRn − Gn(0) = cos θ1nδrn,√
ε1Rn − Fn(0) = −√

ε1δrn,
cos θ3nTn − Gn(d) = 0,√

ε3Tn − Fn(d) = 0.

(2.9)

Системи диференцiальних рiвнянь (2.4) можна записати у мат-
ричнiй формi, якi матимуть для хвиль ТЕ поляризацiї такий вид:

d2
G(z)

dz2
= BeG(z), (2.10)

а для ТМ поляризацiї вiдповiднi рiвняння (2.8) запишемо так:

d2
F(z)

dz2
= BmF(z). (2.11)

2.2. Симетризацiя МЗХ та зменшення розмiрностi системи
диференцiальних рiвнянь

В загальному випадку системи рiвнянь (2.4) i (2.8) є нескiнченно
вимiрними, але для практичних розрахункiв обмежуються враху-
ванням скiнченого числа дифракцiйних порядкiв, виходячи з необ-
хiдної точностi аналiзу. Здебiльшого при комп’ютерних розрахунках
враховують не бiльше 100 порядкiв дифракцiї [10–13], якщо перi-
од гратки сумiрний з довжиною хвилi. В той же час моделювання
ефекту Тальбота краще реалiзується при великих вiдношеннях пе-
рiоду гратки та довжини хвилi. Наприклад, при Λ = 100, 5λ для от-
римання задовiльної точностi достатньо врахувати 301 порядки [33].
Збiльшення розмiрностi системи диференцiальних рiвнянь в два ра-
зи приводить до збiльшення часу розрахунку приблизно у 8 разiв.
Отже, слiд очiкувати, що зменшуючи розмiрнiсть системи приблизно
в два рази, використовуючи симетричнiсть систем диференцiальних
рiвнянь, можна суттєво зменшити час розрахунку.

Розглянемо матрицi Be i Bm при таких двох умовах:
{

εn = ε−n,
k0x = 0,

(2.12)

{

εn = ε−n,
k0x = π

Λ
.

(2.13)
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Умова (2.12) виконується при падiннi пучка на ґратку по нормалi
або пiд брегiвським кутом парного порядку. В цьому випадку при
розрахунках бажано враховувати 2N+1 дифракцiйних порядкiв. Той
дифракцiйний порядок, який поширюється по нормалi до ґратки,
буде нульовим порядком i має амплiтуду G0 (F0). Вiдповiдно перша
i остання компоненти векторiв G(z) i F(z) будуть мати позначення:
G−N , GN i F−N , FN .

Умова (2.13) виконується при падiннi пучка на ґратку пiд першим
або вищим брегiвським кутом непарного порядку. В цьому випадку
при розрахунках доцiльно враховувати 2N дифракцiйних порядкiв.

Той дифракцiйний порядок, для якого k0x =
π

Λ
, буде нульовим по-

рядком i має амплiтуду G0 (F0). Вiдповiдно перша i остання компо-
ненти векторiв G(z) i F(z) будуть мати позначення: G−N+1, GN i
F−N+1, FN .

При такому впорядкуваннi векторiв G(z) i F(z) елементи bi,j мат-
риць Be i Bm задовiльняють таким умовам симетрiї:

{

bi,j = b2N+2−i,2N+2−j , якщо k0x = 0,
bi,j = b2N+1−i,2N+1−j , якщо k0x = π

Λ
.

(2.14)

Крiм умови (2.14) елементи bi,j матрицi Be задовiльняють ще
такiй додатковiй умовi: bi,j = bj,i.

Спочатку, використовуючи властивостi симетричностi (2.14), пе-
рейдемо вiд системи рiвнянь (2.4) до рiвнозначних двох систем ди-
ференцiальних рiвнянь, але вдвiчi меншого порядку (аналогiчно для
системи (2.8)). Для утворення першої системи рiвнянь додамо пер-
ше i останнє рiвняння системи (2.4), друге i передостаннє i так далi.
В результуючих рiвняннях, кiлькiсть яких N , погрупуємо члени i
видiлимо суми, якi позначимо таким чином:

G−N+1 + GN = G+
N

G−N+2 + GN−1 = G+
N−1

. . . = . . .

G0 + G1 = G+
1

В результатi отримаємо лiнiйну систему диференцiальних рiв-
нянь розмiрностi N вiдносно нових змiнних, причому матричнi еле-
менти b+

i,j матрицi B
+
e зв’язанi з елементами bi,j матрицi Be таки

чином:
b+
i,j = bN+i,N+j + bN−i+1,N+j (2.15)

Для утворення другої системи рiвнянь вiд першого вiднiмемо ос-
таннє рiвняння системи (2.4), потiм таку саму операцiю проведемо з
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другим i передостаннiм i так далi. В результуючих рiвняннях, кiль-
кiсть яких N , погрупуємо члени i видiлимо рiзницi, якi позначимо
таким чином:

G−N+1 − GN = G−

N

G−N+2 − GN−1 = G−

N−1

. . . = . . .

G0 − G1 = G−

1

В результатi отримаємо лiнiйну систему диференцiальних рiв-
нянь розмiрностi N вiдносно нових змiнних, причому матричнi еле-
менти b−i,j матрицi B

−

e зв’язанi з елементами bi,j матрицi Be таки
чином:

b−i,j = bN+i,N+j − bN−i+1,N+j (2.16)

Краєвi умови для нових систем рiвнянь формуються на основi
алгебраїчних систем (2.5) для ТЕ поляризацiї i (2.9) для ТМ поля-
ризацiї шляхом додавання i вiднiмання вiдповiдних рiвнянь.

Якщо пучок на ґратку падає по нормалi, або виконуються бре-
гiвськi умови парного порядку i система (2.4) має 2N + 1 рiвнянь,
то ми поступаємо аналогiчним чином, як при виконаннi брегiвських
умови непарного порядку. Але в цьому випадку нульовий порядок
дифракцiї немає пари. Як наслiдок отримаємо таку замiну змiнних:

G−N + GN = G+
N+1

G−N+1 + GN−1 = G+
N

. . . = . . .

G1 + G−1 = G+
2

G0 = G+
1

Отже, при додаваннi отримаємо лiнiйну систему диференцiаль-
них вiдносно нових змiнних розмiрностi N + 1, причому матричнi
елементи b+

i,j матрицi B
+
e зв’язанi з елементами bi,j матрицi Be таки

чином:

b+
i,j =

bN+1,2N+2−j

2
+

bN+1,2N+2−j

2
, якщо i = 1,

b+
i,j = bN+2−i,N+2−j + bN+2−i,N+j, в iнших випадках.

(2.17)

Для отримання додаткової системи диференцiальних рiвнянь
вiдносно рiзницi змiнних, вiднiмаємо вiдповiднi рiвняння системи
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(2.4).Отримаємо таку замiну змiнних:

G−N − GN = G−

N

G−N+1 − GN−1 = G−

N−1

. . . = . . .

G−1 − G1 = G−

1

В цьому випадку матричнi елементи b−i,j матрицi B
−

e зв’язанi з
елементами bi,j матрицi Be таким чином:

b−i,j =
bN+1,2N+2−j

2
− bN+1,2N+2−j

2
= 0, якщо i = 1,

b−i,j = bN+2−i,N+2−j − bN+2−i,N+j, в iнших випадках.

(2.18)
З (2.18)випливає, що елементи першого рядка i першого стовпця

матрицi B
−

e рiвнi нулю. Звiдси можна зробити висновок, що додат-
кова система диференцiальних рiвнянь має в своєму складi N рiв-
нянь. Тут маємо два важливих випадки. Якщо пучок падає по нор-
малi до ґратки, то достатньо розв’язувати першу систему рiвнянь
розмiрностi N + 1, оскiльки в крайових умовах додаткової системи
рiвнянь розмiрностi N права частина рiвна нулю. Це означає, що
G−n(z) = Gn(z). У другому випадку, коли виконуються брегiвськi
умови парного порядку, потрiбно шукати розв’язки обох систем рiв-
нянь.

2.3. Чисельний аналiз МЗХ при наявностi симетрiї
в дифракцiї

Спочатку розглянемо випадок нормального падiння електромагнiт-
ної хвилi з λ = 1.5мкм на дiелектричну ґратку, яка розмiщена на
пiдкладцi iз срiбла (ε3 = −121− i6.6). Згiдно роботи [24] в такiй сис-
темi може вiдбуватися повне поглинання енергiї хвилi при таких па-
раметрах [31]: F = 0.5, ε1 = 1, ε21 = 1, ε22 = 10, причому перiод i тов-
щина ґратки складали для хвиль ТЕ поляризацiї: d = 0.372164мкм,
Λ = 1.17109мкм, а для ТМ поляризацiї: d = 0.538мкм, Λ = 1.374мкм.
При таких параметрах коефiцiєнт вiдбивання вiд ґратки був менший
нiж 10−4, якщо 2N + 1 = 53. При розрахунку виявилось, що мно-
жина власних чисел матрицi Be спiвпадає з сумою множин власних
чисел матриць B

+
e i B

−

e . Це твердження справедливе для обох по-
ляризацiй. Оскiльки гратка дiелектрична, то всi власнi числа дiйснi.
В таблицi 1 приведенi власнi значення матрицi Be (лiва колонка) та
власнi значення матриць B

+
e (перших п’ять чисел правої колонки)
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i B
−

e (останнi чотири числа правої колонки) для 2N + 1 = 9. На
всiх наступних рисунках даної роботи результати, якi розрахованi
традицiйним методом, вiдображенi квадратиками, а якi отриманi з
врахуванням симетрiї, вiдображенi малими кiльцями.

Табл. 1. Власнi значення, нормальне падiння
Власнi значення матрицi Be Власнi значення матриць B

+
e i B

−

e

380.912460259574 -157.702586528506

373.469257345380 177.807848090498

161.149887718856 -35.6974506147848

177.807848090498 373.469257345380

-157.702586528506 23.1847045393712

-106.482433821119 161.149887718856

41.9846572630759 380.912460259574

-35.6974506147848 -106.482433821119

23.1847045393712 41.9846572630759

На рис.2 наведено залежностi коефiцiєнта вiдбивання в залеж-
ностi вiд кiлькостi врахованих порядкiв. По осi ординат вiдкладено
корiнь четвертого степеня вiд коефiцiєнта вiдбивання, тому горизон-
тальна лiнiя на рис.2 вiдповiдає коефiцiєнту вiдбивання 10−4. Кое-
фiцiєнти вiдбивання, якi розрахованi двома методами для тої самої
кiлькостi дифракцiйних порядкiв повнiстю спiвпадають. Цей висно-
вок також справедливий для iнших видiв симетрiї, а також для ТМ
поляризацiї. З графiка також видно, що коефiцiєнт вiдбивання сут-
тєво не мiняється (10−4) при змiнi кiлькостi дифракцiйних порядкiв
вiд 39 до 101.

На рис.3 показанi аналогiчнi кривi для ТМ поляризацiї. Бачимо,
що в межах широких змiн кiлькостi дифракцiйних порядкiв коефi-
цiєнт вiдбивання менший (10−4).

На рис. 4 i 5, вiдповiдно для хвиль ТЕ i ТМ поляризацiй, наведенi
залежностi часу tc комп’ютерного розрахунку вiд кiлькостi врахова-
них дифракцiйних порядкiв. З графiкiв видно, що для переформато-
ваних систем диференцiальних рiвнянь час розрахунку зменшується
приблизно у 8 − 10 разiв. Програми для аналiзу дифракцiї зробле-
нi в програмному середовищi MAPLE6. Розрахунок проводився на
комп’ютерi з тактовою частотою 1.8ГГц. Якщо програму зробити
на FORTRAN чи DELPHI, то час розрахунку суттєво зменшиться
(як показує досвiд на два порядки). Але якщо потрiбно розрахува-
ти залежнiсть вiдбивання вiд довжини хвилi чи товщини ґратки,
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Рис. 2. Вiдбивання вiд симетричної ґратки для хвиль ТЕ поляризацiї
в залежностi вiд кiлькостi врахованих порядкiв при нормальному
падiннi (Вiдбивання ТЕ, нормальне).
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Рис. 3. Вiдбивання вiд симетричної ґратки для хвиль ТМ поляризацiї
в залежностi вiд кiлькостi врахованих порядкiв при нормальному
падiннi (Вiдбивання ТМ, нормальне).
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або розрахувати поля всерединi ґратки [34] i, вiдповiдно, потiк енер-
гiї [35],то необхiдно затратити значний час. Тому переформатування
приведе навiть у цьому випадку до суттєвого скорочення часу.

У випадку симетрiї iншого виду (на ґратку падає плоска хвиля
пiд брегiвським кутом непарного порядку), то доцiльно взяти при
розрахунках 2N дифракцiйних порядки, якi будуть поширюватися
в 1-му i 3-му середовищi симетрично вiдносно нормалi до ґратки.
Для аналiзу нами розглянута ґратка, яка описана в [11] i [36], i для
якої розрахованi точнi значення дифракцiйної ефективностi. Така
ґратка має наступнi параметри: ε1 = 1, ε21 = 1, ε22 = (0.22− i6.71)2,
ε3 = (0.22 − i6.71)2, d = 1мкм, λ = 1мкм, Λ = 1мкм, F = 0.5 [11, 36].
Кут мiж падаючим пучком ТЕ поляризацiї i нормаллю до ґратки
складає 30 кутових градусiв. Оскiльки ґратка виготовлена з металу
(золото), то всi власнi числа комплекснi. В таблицi 2 приведенi власнi
значення матрицi Be (лiва колонка) та власнi значення матриць B

+
e

(перших п’ять чисел правої колонки) i B−

e (останнi п’ять чисел правої
колонки) для 2N = 10.

Табл. 2. Власнi значення, 1-ший кут Брегга
Власнi значення матрицi Be Власнi значення матриць B

+
e

i B
−

e

-5.257400315+i.2393658762 96.17406363+i1.038017728

96.17406363+i1.038017728 507.9148831+i5.609551450

271.4283459+i2.432451957 2227.093719+i109.1278881

507.9148831+i5.609551450 1755.501441+i101.2753344

1022.947227+i32.06923808 1864.401705+i105.3157594

2283.005949+i111.2108047 2283.005949+i111.2108047

2227.093719+i109.1278881 1914.214761+i114.4619888

1755.501441+i101.2753344 1022.947227+i32.06923808

1864.401705+i105.3157594 -5.257400315+i.2393658762

1914.214761+i114.4619888 271.4283459+i2.432451957

Для цiєї ґратки при виконаннi симетричних умов була розрахо-
вана дифракцiйна ефективнiсть нульового i першого порядкiв диф-
ракцiї, що поширюються в першому середовищi в залежностi вiд
кiлькостi врахованих дифракцiйних порядкiв для хвиль ТЕ i ТМ
поляризацiй. Цi залежностi вiдображенi, вiдповiдно на рис. 6 i 7. Го-
ризонтальнi лiнiї на рис.6 i 7 вiдповiдають точним значенням диф-
ракцiйної ефективностi, якi взятi з [11] i [36]. Бачимо, що хiд кривих
вiдповiдає рис.2 i рис.3 роботи [36]. З рис. 6 i 7 також випливає, що
використання умов симетричностi дає той самий результат розра-
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хунку, що i при розрахунку традицiйним методом.
Оскiльки час розрахунку пропорцiйний N3 [14], то слiд очiкува-

ти, що переформатування систем диференцiальних рiвнянь симет-
ричностi другого виду також приведе до скорочення комп’ютерного
часу tc розрахунку приблизно в чотири рази. Насправдi виграш в
часi є навiть бiльшим для хвиль ТЕ поляризацiї. Це пiдтверджують
графiки, якi вiдображенi на рис. 8 i 9, вiдповiдо для хвиль ТЕ i ТМ
поляриацiй.

3. Моделювання ефекту Тальбота МЗХ

Одним з вражаючих ефектiв дифракцiї монохроматичного свiтла на
ґратках з великим перiодом (Λ >> λ) являється ефект Тальбота,
який проявляється в вiдтвореннi ґратки дифрагованими пучками
у вiльному просторi на певнiй вiддалi L вiд ґратки. Моделювання
ефекту Тальбота МЗХ здiйснювалось на ґратцi, яка представлена
на рис.10.

Якщо ґратка з перiодом Λ освiтлюється по нормалi плоским хви-
льовим фронтом з довжиною хвилi λ, то вiддаль L вiд ґратки, на
якiй формується її зображення, можна знайти з таких простих спiв-
вiдношень.

2πL

λ
−

√

(

2π

λ

)2

−
(

2π

Λ

)2

L = 2π (3.1)

На основi останнього виразу (3.1) визначимо L у вiдповiдностi до
формули

L =
Λ2(1 +

√

1 − (λ/Λ)2)

λ
≃ 2

Λ2

λ

[

1 −
(

λ

2Λ

)2
]

(3.2)

Напруженiсть електричного поля за ґраткою, яка визначається
всiма дифрагованими порядками згiдно (2.3) та (2.5) можна записати
таким чином

E(x, z) =

N
∑

n=1

Gn(d) cos(2πnx/Λ) exp
(

− i
√

(2π/λ)2 − (2πn/Λ)2z
)

(3.3)
Напруженiсть тангенцiальної складової магнiтного поля (в дано-

му випадку ми розглядаємо дифракцiю хвиль ТЕ поляризацiї) елек-
тромагнiтної хвилi виразимо подiбним чином
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Рис. 10. Ефект Тальбота

H(x, z) =

N
∑

n=1

Fn(d) cos(2πnx/Λ) exp
(

− i
√

(2π/λ)2 − (2πn/Λ)2z
)

(3.4)
На основi виразiв (3.3) i (3.4) можна розрахувати проекцiю век-

тора Пойтiнга на вiсь z у вiдповiдностi до такої формули

< Sz >= ℜ[E(x, z)H̄(x, z)] (3.5)

Ефект Тальбота найпростiше спостерiгати для амплiтудних гра-
ток з великим перiодом, що мають пропускання на перiодi 0 або 1.
Для таких граток дифракцiйна ефективнiсть швидко спадає з рос-
том номера порядку i найбiльшу дифракцiйну ефективнiсть мають
0-ий i ±1 порядки.

4. Опис ефекту Тальбота на основi iнтегральної

формули Релея-Зоммерфельда.

4.1. Спектр плоских хвиль.

В рамках скалярної теорiї дифракцiї формування комплексної амп-
лiтуди дифрагованого поля на апертурi скiнченних розмiрiв описує-
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ться iнтегральною формулою Релея-Зомерфельда [37]

g(x, y, z) = − 1

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

g(x′, y′, 0)
exp(ikr)

r

z

r

(

ik − 1

r

)

dx′dy′ (4.1)

де g(x′, y′, 0) - комплексна аплiтуда поля в площинi апертури, k =

2π/λ - хвильове число, r =
√

z2 + (x − x′)2 + (y − y′)2- вiдстань мiж
двома довiльними точками в площинi апертури A(x′, y′, 0) та в прос-
торi поширення дифрагованої хвилi B(x, y, z).

Формування дифрагованої амплiтуди (4.1) запишемо у виглядi
перетворення подвiйної згортки (⊗ - оператор згортки)

g(x, y, z) = g(x, y, 0) ⊗⊗ φ(x, y, z), (4.2)

ядром якого служить функцiя

φ(x, y, z) = φ(R) =
exp(ikR)

R

z

R

(

ik − 1

R

)

. (4.3)

В роботi [38] показано, що iнтегральну формулу (4.1) можна пред-
ставити у виглядi кутового спектру плоских хвиль. Спочатку запи-
шемо спектр комплексної амплiтуди g(x, y, 0)

G(ξ, η, 0) =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

g(x, y, 0) exp (−ik [ξx + ηy]) dxdy. (4.4)

Використаємо iнтегральну формулу Вейля [38]

exp (−ikr)

r
= − ik

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

exp (−ik [ξ(x − x′) + η(y − y′) + mz])
dξdη

m
,

(4.5)
де

m =







√

1 − ξ2 − η2 коли ξ2 + η2 ≤ 1;

i
√

ξ2 + η2 − 1 коли ξ2 + η2 > 1.
(4.6)

Якщо взяти частинну похiдну по z вiд лiвої i правої частин фор-
мули (4.5) i записати ядро (4.3) у виглядi частинної похiдної

∂

∂z

[

exp (ikr)

r

]

=
exp(ikr)

r

z

r

(

ik − 1

r

)

, (4.7)
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то отримуємо

φ(x, y, z) =
ik

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

exp (ik [ξx + ηy + mz]) dξdη. (4.8)

Тепер, використовуючи теорему згортки, спектр дифрагованої
хвилi набуває простого вигляду [37]

G(ξ, η, z) = G(ξ, η, 0) exp
(

ikz
√

1 − ξ2 − η2

)

. (4.9)

4.2. Опис зображення гратки на основi методу розподiлу
сигналiв.

Опишемо формування зображення амплiтудної гратки, яку запише-
мо у виглядi згортки:

f(x) = f0(x) ⊗ comb(x) = rect(x/T ) ⊗
∞
∑

n=−∞

δ(x − nT ), (4.10)

де f0(x) - функцiя амплiтудного пропускання елементарної комiр-
ки у формi прямокутного iмпульсу rect(x/T ), T - перiод, comb(x) -
генеруюча функцiя гратки у формi “гребiньки Дiрака” [40].

На основi використання методу розподiлу сигналiв [39] рiвняння
згортки (4.2) i еквiвалентне йому рiвняння фiльтрацiї (4.9) записує-
ться аналогiчним операторним рiвнянням згортки розподiлiв

Agg∗ (x0; kξ0) = Aff∗ (x0; kξ0) ⊗x0
Aφφ∗ (x0; kξ0) . (4.11)

Перевага методу в тому, що за розподiлом (4.11) оператором оберне-
ного фур’є-перетворення повнiстю вiдновлюється розподiл iнтенсив-
ностi I(x; z) дифрагованого свiтла в площинi z

I(x; z) =
k

2π

∞
∫

−∞

Agg∗ (0; kξ0) exp (ikξ0x) dξ0

=
k

2π

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

Aff∗ (t; kξ0)Aφφ∗ (−t; kξ0) exp (ikξ0x) dξ0dt. (4.12)

На основi (4.10) розподiл амплiтудної гратки має вигляд

Aff∗ (t; kξ0) =
∞
∑

n=−∞

∞
∑

m=−∞

exp

(

ikξ0

[n + m]

2
T

)

ICMP–07–22U 19

×
∞
∫

−∞

Af
0

f∗
0

(y; kξ0) δ (t − y + [n − m]T )dy. (4.13)

За означенням [39] розподiл елементарної комiрки гратки f0(x) в
частотному представленнi плоских хвиль F0(kξ)

Af
0

f∗
0

(y; kξ0) ≡ AF
0

F∗

0
(kξ0; y)

=
k

2π

∞
∫

−∞

F0

[

k

(

ξ1 +
ξ0

2

)]

F ∗

0

[

k

(

ξ1 −
ξ0

2

)]

exp (ikyξ1) dξ1 (4.14)

Аналогiчним чином на основi формул (4.5)-(4.8) можна представити
розподiл ядра Aφφ∗ (−t; kξ0).

В результатi пiдстановки (4.13) i (4.14) в (4.12) отримуємо за-
гальний розв’язок дифракцiйної задачi в формi розкладу в спектр
плоских хвиль

I(x; z) =

(

k

2π

)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∫

−∞

F0(kξ)φ(kξ; z) exp (ikξx)

∞
∑

n=−∞

exp (inkT ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

.

(4.15)
Якщо використати теорему сумування Пуассона [41]

∞
∑

n=−∞

exp (inkT ξ) =
2π

kT

∞
∑

n=−∞

δ (ξ − nξ0) , (4.16)

то в формулi (4.15) змiмається iнтегрування по ξ. Таким чином, от-
римуємо дифракцiйне зображення амплiтудної гратки у виглядi су-
мування плоских звиль.

Слiд вiдмiтити, що в формулi (4.15) фiзичний змiст мають гра-
ницi iнтегрування |ξ| ≤ 1. Вiдповiдно до умови (4.6) в межах цiєї
границi формуються скiнченний набiр плоских дифракцiйних хвиль,
якi визначають дифракцiйний розподiл iнтенсивностi I(x; z) зобра-
ження амплiтудної гратки.

Очевидно, що умови формування зображення амплiтудної гратки
на основi iнтегральної формули Релея-Зоммерфельда (4.1) визнача-
ється двома iнварiантними параметрами:

A =
T

λ
; B =

z

λ
. (4.17)

Iнварiант A задає число NA ≤ A граничної плоскої дифракцiїної хви-
лi, яка враховується в дифракцiйному розподiлi iнтенсивностi зоб-
раження амплiтудної гратки, що ранiше було показано в роботi [42].
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Областi |ξ| > 1 i, вiдповiдно, n > A вiдповiдають поверхневi хвилi,
якi швидко поглинаються по мiрi збiльшення вiдстанi z [37].

Зауважимо, що в френелiвському наближеннi дифракцiї два iн-
варiантнi параметри (4.17) вироджуються в один iнварiантний пара-
метр - число Френеля F0 = A2/4B .

Представимо розв’язок (4.15) у загальному видi:

I(x; B) = |Re[g1(x; B) + g2(x; B)]|2+|Im[g1(x; B) + g2(x; B)]|2 . (4.18)

В результатi отриимуємо наступнi формули для розрахунку зоб-
раження дифракцiйної гратки:

для дифракцiйних хвиль g1(x; B)

Re[g1(x; B)] =
1

2
+

NA
∑

n=1

sin(nπη)

nπη
cos

(

2πB

[
√

1 − n2

A2
− 1

])

cos(nπx).

(4.19)

Im[g1(x; B)] =

NA
∑

n=1

sin(nπη)

nπη
sin

(

2πB

[
√

1 − n2

A2
− 1

])

cos(nπx).

(4.20)
для поверхневих хвиль g2(x; B)

Re[g2(x; B)] = cos(2πB)

Nmax
∑

n=NA+1

sin(nπη)

nπη

× exp

(

−2πB

√

n2

A2
− 1

)

cos(nπx). (4.21)

Im[g2(x; B)] = sin(2πB)

Nmax
∑

n=NA+1

sin(nπη)

nπη

× exp

(

−2πB

√

n2

A2
− 1

)

cos(nπx). (4.22)

4.3. Умова формування самозображень гратки при ефектi
Тальбота.

Положення першої площини Тальбота ZT визначається iнварiантни-
ми параметрами (4.17), якi задовiльняють умовi

B = 2A2. (4.23)
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В цiй площинi вiдбувається вiдновлення самозображення амплiтуд-
ної гратки.

В дробовiй площинi Тальбота ZT /2, для якої виконується умова

B = A2, (4.24)

також вiдбувається вiдновлення самозображення амплiтудної грат-
ки, але змiщеної на пiвперiод.

Особливою є дробова площина Тальбота ZT /4, для якої викону-
ється умова

B =
A2

2
, (4.25)

коли повнiстю зникає самозображення гратки. Аналогiчна картина
спостерiгається в еквiвалентнiй дробовiй площинi Тальбота 3ZT /4.
Ранiше в рамках скалярної теорiї дифракцiї Френеля при виконаннi
умов (4.23)-(4.25) для самозображень гратки було отримано точний
аналiтичний розв’язок [43].

5. Аналiз результатiв чисельного розрахунку

самозображень гратки обома методами

Для моделювання ефекта Тальбота використана амплiтудна ґрат-
ка, половина перiоду якої має пропускання 1, а друга половина
— 0. В МЗХ для реалiзацiї такої ґратки використана плiвка срiб-
ла товщиною 0, 2мкм, яка розмiщена у вiльному просторi з ε = 1.
Аналiз розподiлу поля за ґраткою проведений для таких перiодiв:
Λ = 10, 5λ; 33, 5λ; 50, 5λ; 75, 5λ; 100, 5λ. Довжина хвилi λ = 1 мкм.
При розрахунку використовувалось 301 дифракцiйнi порядки. На
основi виразу (3.5) проводився розрахунок проекцiї вектора Пойтiн-
га на вiсь z в залежностi вiд координати x для таких z: L; L/2; L/4.

Для моделювання еквiвалентних умов реалiзацiї ефекта Тальбо-
та на основi iнтегральної формули Релея-Зоммерфельда вибранi зна-
чення iнварiантного параметра A: 10, 5; 33, 5; 50, 5; 75, 5; 100, 5. Вiдпо-
вiдно до умов (4.23)-(4.25) для трьох характерних дробових площин
Тальбота розраховувалося значення iнварiантного параметра B.

При заданних значеннях параметрiв A i B за формулами (4.19)-
(4.22) проведенi розрахунки дифракцiйних зображень гратки, якi
представленi на рис. 11-15. Розрахунки проводилися при значеннi
Nmax = 500, тобто враховувався 501 дифракцiйний порядок.

Спочатку проаналiзуємо випадок A = 10, 5 на рис. 11. В пло-
щинi Тальбота ZT в областi x = −0, 5 ÷ 0, 5, яка вiдповiдає прозо-
рiй комiрцi гратки, формують два iнтенсивнi локальнi максимуми,
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Рис. 11. Самозображення амплiтудної гратки T = 10, 5λ в трьох дро-
бових площинах Тальбота: синя лiнiя - метод звязаних хвиль; чер-
вона лiнiя - iнтегральна формула Релея-Зоммерфельда
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Рис. 12. Самозображення амплiтудної гратки T = 33, 5λ в трьох дро-
бових площинах Тальбота: синя лiнiя - метод звязаних хвиль; чер-
вона лiнiя - iнтегральна формула Релея-Зоммерфельда
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Рис. 13. Самозображення амплiтудної гратки T = 50, 5λ в трьох дро-
бових площинах Тальбота: синя лiнiя - метод звязаних хвиль; чер-
вона лiнiя - iнтегральна формула Релея-Зоммерфельда
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Рис. 14. Самозображення амплiтудної гратки T = 75, 5λ в трьох дро-
бових площинах Тальбота: синя лiнiя - метод звязаних хвиль; чер-
вона лiнiя - iнтегральна формула Релея-Зоммерфельда
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Рис. 15. Самозображення амплiтудної гратки T = 100, 5λ в трьох
дробових площинах Тальбота: синя лiнiя - метод звязаних хвиль;
червона лiнiя - iнтегральна формула Релея-Зоммерфельда
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положення яких за двома моделями дифракцiї практично спiвпада-
ють. В областi непрозорої комiрки гратки (x = −1, 5 ÷ −0, 5) теж
за двома теорiями формується група локальних максимумiв, iнтен-
сивнiсть яких є вiдносно малою. Це говорить про те, що на вiдстанi
z = 220, 5λ починає спостерiгатися вiдновлення дифракцiйного зоб-
раження гратки. Навпаки, в дробовiй площинi Тальбота ZT /2 отри-
муємо за двома моделями дифракцiї в областi непрозорої комiрки
гратки (x = −1, 5 ÷ −0, 5) три iнтенсивнi дифракцiйнi максимуми,
що пiдтверджує змiщення дифракцiйного самозображення гратки на
пiвперiод. Як i слiд очiкувати, в дробовiй площинi Тальбота ZT /4
в межах перiоду дифракцiйного зображення формуються локаль-
нi рiвноiнтенсивнi максимуми, якi пiдтверджують ефект зникнення
зображення гратки.

По мiрi збiльшення значення iнварiантного параметра A законо-
мiрнiсть формування самозображень гратки, характерна для ефекта
Тальбота, повнiстю повторюється. Проте, пропорцiйно величинi па-
раметра A зростає кiлькiсть локальних максимумi, положення яких
за двома теорiями дифракцiї вiдтворюється з достатньо великою точ-
нiстю. Це є пiдтвердженням того, що при збiльшеннi перiоду T грат-
ки вiдносно λ вiдбувається перехiд до повного вiдновлення самозоб-
раження гратки.

В рамках скалярної теорiї для випадку на рис. 11 маємо 10 диф-
рагованих хвиль, а наступним дифракцiйним порядкам вiдповiда-
ють поглинаючi поверхневi хвилi, iнтенсивнiсть яких є малою, i тому
дифракцiйне самозображення гратки в трьох характерних дробових
площинах Тальбота є розмитим.

Тодi як для випадку на рис. 15 формування самозображення
гратки вiдбувається в результатi суперпозицiї вже 100 дифрагованих
хвиль. В результатi в площинi Тальбота ZT в областi x = −0, 5÷ 0, 5
формується цiла серiя локальних дифракцiйних максимумiв i мiнi-
мумiв, iнтенсивностi яких коливаються в околi 1. Таким чином при
A = 100, 5 спостерiгається бiльш точне вiдновлення самозображення
гратки. Аналогiчна картина спостерiгається в дробових площинах
Тальбота ZT /2 i ZT /4.

Отриманi числовi результати розрахункiв показують, що вектор-
на i скалярна теорiї дифракцiї дають практично iдентичнi розподiли
локальних максимумiв та минимумiв iнтенсивностi самозображення
гратки в площинi характерних дробових площинах Тальбота. Це до-
зволяє стверджувати, що на гратках, перiод яких в межах 10-100 λ,
можна чiтко експериментально спостерiгати ефект Тальбота.
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6. Висновки

Якщо дiелектрична стала планарної ґратки описується симетрич-
ною перiодичною функцiєю i дифракцiйнi порядки володiють прос-
торовою симетрiєю вiдносно нормалi до гратки, то вiдповiдна лiнiй-
на система диференцiальних рiвнянь також має певну симетрiю, що
вiдображається в попарнiй рiвностi коефiцiєнтiв при змiнних. Такi
системи диференцiальних рiвнянь можна переформатувати на двi
системи рiвнянь меншої розмiрностi. Якщо один з дифрагованих по-
рядкiв поширюється по нормалi до ґратки (виконуються умови Бре-
га парного порядку), то переформатування приводить вiд системи
рiвнянь розмiрностi 2N + 1 до двох разом рiвнозначних систем роз-
мiрностi N + 1 i N . Якщо плоска хвиля падає на ґратку пiд пря-
мим кутом, то вихiдна система диференцiальних рiвнянь розмiрнос-
тi 2N +1 еквiвалентна трансформованiй системi рiвнянь розмiрностi
N +1. Якщо два просторово сусiднi дифракцiйнi порядки поширюю-
ться симетрично вiдносно нормалi (виконуються умови Брега не пар-
ного порядку), то переформатування приводить вiд системи рiвнянь
розмiрностi 2N до двох разом рiвнозначних систем розмiрностi N .
Множина коренiв характеристичного рiвняння вихiдної системи рiв-
нянь рiвна сумi двох множин коренiв характеристичних рiвнянь вiд-
повiдних переформатованих систем. Переформатування систем дає
можливiсть врахувати бiльше дифракцiйних порядкiв, що покращує
точнiсть аналiзу i зменшує в 5 − 10 разiв час розрахунку без втра-
ти точностi. В роботi отримано зв’язок мiж коефiцiєнтами вихiдної
системи рiвнянь та трансформованих систем рiвнянь.

В рамках скалярної теорiї дифракцiї на основi iнтегральної фор-
мули Релея-Зоммерфельда отриманi аналiтичнi розв’язки для роз-
рахунку самозображень амплiтудної гратки в довiльних дробових
площинах Тальбота. Показано, що дифракцiйнi умови формування
самозображень визначаються двома iнварiантними парамеирами -
вiдношенням перiоду T гратки до довжини хвилi свiтла λ i вiдно-
шенням вiдстанi z площини дифракцiї до довжини хвилi свiтла λ.
Кiлькiсть дифракцiйних хвиль, якi формують самозобрадення грат-
ки при ефектi Тальбота пропорцiйна вiдношенню T/λ.

Результати чисельних рохрахункiв самозображень гратки пока-
зали, на основi використання методу звязаних хвиль i на основi iнтег-
ральної формули Релея-Зоммерфельда з достатньо високою точнос-
тю отримуємо iдентичнi розподiли положення локальних дифрак-
цiйних максимумiв та минимумiв iнтенсивностi в трьох характерних
дробових площинах Тальбота.
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