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Модель спiнового скла з суттєвими короткосяжними конку-

руючими взаємодiями

Р.Р. Левицький, С.I. Сороков, А.С. Вдович

Анотацiя. В межах наближення двохчастинкового кластера для вi-
льної енергiї i в рамках реплiчно-симетричного пiдходу вивчається
модель протонного скла з рiзними типами конкуруючих взаємодiй.
Ми показуємо, що для розрахунку термодинамiчних характеристик
можна використати гаусове наближення для функцiй розподiлу кла-
стерних полiв. Для простiшої моделi з гаусовими кластерними по-
лями i слабкими далекосяжними взаємодiями (лiнiйне наближення)
ми вивчаємо вплив далекосяжних взаємодiй i випадкових внутрiш-
нiх полiв на фазову дiаграму i термодинамiчнi характеристики. По-
казано, що малi флуктуацiї внутрiшнiх полiв можуть призвести до
суттєвого розмивання областi фазового переходу в стан протонного
скло. Обговорена можливiсть застосування даної теорiї для опису
властивостей протонних стекол типу Rb1−x(NH4)xH2PO4.

Spin-glass model with essential short-range competing interac-

tions

R.R.Levitskii, S.I.Sorokov, A.S.Vdovych

Abstract. We consider a proton-glass model with an arbitrary range
of competing interactions within two-particle cluster approximation for
the free energy and within symmetric replica approach. We show that
for the thermodynamic characteristics, the Gaussian approximation for
distribution functions of cluster fields can be used. For a simpler proton-
glass model with weak long-range interactions (linear approximation)
we study the influence of the long-range interactions and random inter-
nal fields on the phase diagram and thermodynamics characteristics. It
is shown that small fluctuations of internal fields can lead to essential
smearing of proton-glass transition region. The adaptability of theory for
description proton-glasses of Rb1−x(NH4)xH2PO4-type is discussed.
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1 Препринт

1. Вступ

Системи, в яких iснує фазовий похiд в стан спiнового скла, вивчаю-
ться бiля 30-ти рокiв.

Кристали з водневими зв’язками типу Rb1−x(NH4)xH2PO4, в
яких при низьких температурах реалiзується стан протонного скла,
iнтенсивно вивчаються експериментально [1]- [3] i теоретично [2], [4]-
[7] вже бiльше 10 рокiв.

В перших роботах [4, 5] приймалась до уваги енергетична струк-
тура кластера, який складається з тетраедра PO4i протонiв на вод-
невих зв’язках. В наступних роботах використовують простi спiновi
моделi з безмежним радiусом для середнього значення i дисперсiї ви-
падкової взаємодiї [2,6,7]. Все-таки, адекватне врахування всiх типiв
взаємодiй (як короткосяжних так i далекосяжних) в таких системах
до тепер залишається важливою теоретичною проблемою.

Головнi особливостi систем iз спiновим склом можна описати на
основi iзiнго-подiбного гамiльтонiана H з випадковими параметрами
hi i kij

H = −
∑

i

hiSi −
1

2

∑

i,j

kijSiSi (1.1)

У випадку гратки Браве iндекси i i j позначають вузли гратки.
В моделi Шеррiнгтона-Кiркпатрiка (SK) [8, 9] використовується

гаусовий розподiл для kij , де їхнє середнє значення 〈kij〉 i диспер-
сiя (парний кумулянт) 〈k2

ij〉cum не залежать вiд i, j. Тому ця модель
вiдповiдає системi з далекосяжними взаємодiями. Для цiєї моделi
в рамках реплiчно-симетричного пiдходу отриманi фазова дiагра-
ма, намагнiченнiсть, параметр порядку спiнового скла q, ентропiя
i теплоємнiсть. Проте, обчислена в межах цього пiдходу ентропiя i
теплоємнiсть стають вiд’ємними при низьких температурах. В [10]
запропонований розв’язок з порушенням реплiчної симетрiї для SK
моделi, який є стабiльний при низьких температурах. Пiзнiше пра-
вильнiсть розв’язку з порушенням реплiчної симетрiї пiдтверджена
чисельними моделюваннями.

Для опису переходу в спiнове скло в системах з водневими зв’яз-
ками типу Rb1−x(NH4)xH2PO4 (протонне скло) необхiдно врахувати
внутрiшнi поля з гаусовою дисперсiєю ∼ x(1 − x). Цi поля викли-
канi структурним безладом завдяки рiзницi мiж iонними радiусами
iонiв Rb i NH4 [11]. В [6] показано, що в присутностi гаусових ви-
падкових полiв з нульовим середнiм значенням перехiд в протонне
скло є розмитий, тобто сприйнятливiсть є згладжена, а параметр по-
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рядку протонного скла залишається скiнченним при температурах,
вищих вiд номiнальної температури заморожування (межа стабiль-
ностi реплiчно-симетричного розв’язку).

Модель Едвардса-Андерсона [12] враховує тiльки взаємодiї мiж
найближчими сусiдами kij = k. Для k звичайно використовується га-
усова функцiя розподiлу або розподiл P (k) = (1−c)δ(k+1)+cδ(k−1)
(позначення k = (−1, 1)). Таку iзiнгiвську модель зручно вивчати на
гратцi Бете, тому що наближення двохчастинкового кластера для
вiльної енергiї на таких гратках є точне. В [13] для гратки Бете от-
римано iнтегральне рiвняння для функцiї розподiлу R(σ, 1) одного
ефективного поля ϕ1r , що дiє на вузол 1 з боку найближчого вузла r.
В [14] аналiтичнi розв’язки (з врахуванням перших гармонiк фур’є
розвинення) отриманi для T = 0 i для координацiйних чисел z=4,5,6
i c = 0.5. Цi розв’язки мiстять δ - функцiї i симетричну неперервну
частину i вiдповiдають стану спiнового скла. В [15] асиметричнi роз-
в’язки з неперервною частиною знайденi при T = 0 для z=3, h=0 i
довiльного c(δ(σ)) i мають вигляд

R(σ, 1) = aδ(σ) +
1

2
[(b + ∆)δ(σ + 1) + (b − ∆)δ(σ − 1)] +

+
1

2

∞
∑

l=0

dlPl(σ). (1.2)

Тут a, b, ∆, dl - залежать вiд концентрацiї с (a 6= 0 тiльки для непа-
рних z), Pl(σ) - полiноми Лежандра. Асиметричнi розв’язки вiдпо-
вiдають змiшаному феромагнiтному стану. Необхiдно зазначити, що
для гратки Бете для чистої феромагнiтної фази функцiя R(σ, 1) мi-
стить тiльки одну δ(σ − ϕ(T )) функцiю, а в чистiй параелектричнiй
фазi ϕ(T ) = 0.

Значно пiзнiше Мезард i Парiзi [16] врахували перший крок пору-
шення реплiчної симетрiї (1RSB) для гратки Бете. Було показано, що
попереднi результати [13]- [15] вiдповiдають реплiчно-симетричному
(RS) розв’язку. Недавно [17] EA модель для гратки Бете з гаусовим
розподiлом констант взаємодiї вивчалася чисельно на основi алгори-
тму, запропонованого в [16]. Рiзниця мiж вiльною енергiєю в межах
RS i RSB розв’язкiв є менша нiж 4% для z=4,6 (рис.1). Подiбний
висновок зроблений ранiше для розподiлу k = (−1, 1). Рiзниця мiж
RS i 1RSB розв’язками зростає при зростаннi z.

Ми будемо важати, що для опису систем з конкуруючими корот-
косяжними i далекосяжними взаємодiями, в яких переважаючу роль
у формуваннi стану спiнового скла вiдiграють короткосяжнi взаємо-
дiї, можна використати реплiчно-симетричний пiдхiд. Ми очiкуємо,
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Рис. 1. Енергiя i намагнiченiсть основного стану, як функцiя вiд
µ = 〈k〉 [17]. Моделювання на основi 1 кроку RSB в порiвняннi з
розвязками iнтегрального рiвняння в наближеннi RS (суцiльна лi-
нiя).

що така ситуацiя має мiсце в системi з водневими зв’язками типу
Rb1−x(NH4)xH2PO4 (протонне скло). В цiй сумiшi тетраедри PO4 i
їх оточення вiдiграють вирiшальну роль у формуваннi рiвнiв енергiї
системи. Метою даної роботи є обчислення в межах RS термоди-
намiчних характеристик i фазових дiаграм iзiнгоподiбних систем з
довiльним радiусом конкуруючих взаємодiй.

2. Теорiя

В наближеннi двохчастинкового кластера вiльну енергiю F можна
записати як

F =
∑

i

F0(hi+
∑

ri

ϕiri
)+

1

2

∑

i

∑

j

[Fcl(hi+
∑

ri 6=j

ϕiri
|hj +

∑

rj 6=i

ϕjrj
|kij)−

−F0(hi +
∑

ri 6=j

ϕiri
) − F0(hj +

∑

rj 6=i

ϕjrj
)]. (2.1)

Тут i далi використовуємо позначення

−βF0(x) = ln(2 cosh(βx)), (2.2)

−βFcl(x1|x2|k) = ln(2(eβkcosh(βx1+ βx2) + e−βkcosh(βx1− βx2))).

ICMP–05–01U 4

F
(l)
0 (x) =

∂l

∂xl
F0(x) F

(l,m)
cl (x1|x2|k) =

∂l

∂xl
1

∂m

∂xm
2

Fcl(x1|x2|k). (2.3)

Кластернi поля ϕiri
, ϕjrj

дiють на вузли i, j з боку вузлiв ri, rj рiзних
кординацiйних сфер. Вони задовiльняють рiвнянню

βϕ1r = Arc tanh[tanh(βk1r) tanh(
∑

k 6=1

βϕrk)]. (2.4)

Розглянемо спочатку однопiдграткову систему (еквiвалентнiсть всiх
вузлiв пiсля конфiгурацiйного усереднення). Ми будемо використо-
вувати наступнi функцii розподiлу

Rn(σ, 1)=〈δ(σ−ϕ1rn
)〉conf , Rn(σ, zn−1)=〈δ(σ−

zn−1
∑

rn

ϕ1rn
)〉conf .(2.5)

R(σ, zn − 1) = (2.6)

= 〈δ(σ −
z1
∑

r1

ϕ1r1 −
z2
∑

r2

ϕ1r2 ... −
zn−1
∑

rn

ϕ1rn
−

zn+1
∑

rn+1

ϕ1rn+1 − ...)〉conf .

Тут Rn(σ, zn − 1) - функцiя розподiлу zn − 1 кластерних полiв
для n -ої координацiйної сфери, R(σ, zn − 1) - функцiя розподiлу
всiх кластерних полiв за виключенням одного поля з n -ої координа-
цiйної сфери, zn є координацiйне число n -ої координацiйної сфери,
n =1,. . . M). Ми будемо далi нехтувати кореляцiєю мiж кластерни-
ми полями. Тодi з (2.4)-(2.6) легко знайти спiввiдношення (R̃n(ζ, 1)
- фур’є-образ для Rn(σ, 1))

R̃n(ζ, 1) =

∫

dξn〈eiζβ−1Arc tanh(tanh βkn tanh βξn)〉kn
R(ξn, zn − 1), (2.7)

R(σ, zn−1)= (2.8)

=
1

2π

∫

dζe−iσζ [R̃1(ζ, 1)]
z1×...×[R̃n(ζ, 1)]zn−1[R̃n+1(ζ, 1)]zn+1×...

При врахуваннi М координацiйних сфер спiввiдношення (2.7),
(2.8) дають M iнтегральних рiвнянь для M функцiй розподiлу
R(σ, zn − 1). Вiльну енергiю можна виразити через середнi з вiдпо-
вiдними функцiями розподiлу R(σ, zn − 1) i R(σ, zn) = R(σ)

F/N=(1−z1)〈F0(σ)〉R(σ)+
1

2
z1〈〈Fcl(σ|σ′|k1)〉k1 〉R(σ,z1−1),R(σ′,z1−1)+ (2.9)

+
∑

i≥2

1

2
zi[〈〈Fcl(σ|σ′|ki)〉ki

〉R(σ,zi−1),R(σ′,zi−1)−〈F0(σ)〉R(σ)−〈F0(σ
′)〉R(σ′)].
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На основi (2.4) i (2.6) функцiю R(σ) можна виразити тiльки через
R(σ, zn − 1):

R(σ)=

∫

dζR(ζ, zi−1)〈R(σ−Arc tanh[tanh(βki) tanh(βζ)], zi−1)〉ki
.(2.10)

Ми чисельно розв’язали iнтегральне рiвняння для випадку, коли взя-
то до уваги тiльки взаємодiю мiж найближчими сусiдами (базисна
система з M=1,z = z1) з розподiлом P (k) = (1− c)δ(k +1)+ cδ(k−1).
Iнтегральне рiвняння для функцiї R(σ, z − 1) = R1(σ, z1 − 1) тепер
має вигляд

R(σ, z − 1) = (2.11)

=
1

2π

∫

dζe−iσζ [

∫

dξ〈eiζβ−1Arc tanh(tanh βk tanh βξ)〉kR(ξ, z − 1)]z−1.

Ми розвязуємо рiвняння методом iттерацiй. При цьому в якостi за-
травочної функцiї (нульового наближення) вибирається гаусiвська
функцiя R(0)(σ, z − 1) з параметрами ϕ(0), q(0), якi знаходяться з си-
стеми

ϕ(0) = 〈σ〉R(1)(σ,z−1), q(0) = 〈σ2〉R(1)(σ,z−1) − (ϕ(0))2. (2.12)

Тут R(1)(σ, z − 1) - вираз для першої iтерацiї (вираз (2.11), де справа
пiдставлена функцiя R(0)(σ, z − 1). При низьких температурах функ-
цiї R(i)(σ, z−1), починаючи з першої iтерацiї, мiстять δ−подiбнi пiки.
Для коректного пiдрахунку iнтегралiв вiд таких функцiй ми викори-
стовуємо спiввiдношення мiж функцiєю f(x) i ї ї фур’є-образом f̃(ζ):

f(x) = lim
ε→0

1

2ε

x+ε
∫

x−ε

dσf(σ) = lim
ε→0

1

2πε

∞
∫

−∞

dζf̃(ζ)e−ixζ sin(εζ)

ζ
. (2.13)

На рис.2 зображенi результати 5-ї iтерацiї для функцiї R(σ, z − 1), ре-
зультати отриманi на основi формул, даних в [15], i гаусової затраво-
чної функцiї (0-а iтерацiя). Вже перша iтерацiя дає якiсно правильну
структуру спектра для R(σ, z − 1), яка складається з δ−подiбних пi-
кiв зi скiнченною шириною бiля ±1,±3. Це повязано з тим, що при
t → 0 (t = T/Tk) розв’язки системи для ϕ1r є близькi до ± 1. Отже,
сума z - 1 кластерних полiв може мати тiльки наступнi значення:
±(z− 1),±(z− 3),... На рис.2 можна побачити, що R(σ, z − 1) є симе-
тричною функцiєю σ. Таким чином, при цих параметрах (z=4 с=0.5)
система є в станi спiнового скла (〈σ〉R(σ,z−1) = 0, 〈σ2〉cum

R(σ,z−1) 6= 0). δ -
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Рис. 2. Функцiя розподiлу R(σ, z − 1) для z=4 с=0.5 (фаза спiнового
скла (SG)): затравочна гаусова функцiя (пунктирна лiнiя) i 5-а iте-
рацiя (суцiльна лiнiя) при t = 0.021; аналiтичний результат при t=
0 (штрихова лiнiя).
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Рис. 3. Функцiя розподiлу R(σ, z − 1) для z=6 с=0.5 (фаза спiново-
го скла (SG)): затравочна гаусова функцiя (пунктирна лiнiя) i 5-а
iтерацiя (суцiльна лiнiя) при t = 0.1.
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подiбнi пiки можуть спостерiгатися тiльки при дуже низьких темпе-
ратурах. Вже при t ∼ 0.1 форма лiнiї для R(σ, z − 1) є дуже близька
до гаусової функцiї (рис.3 для z=6).

Для c = 0.95 функцiя розподiлу кластерних полiв є несимет-
ричною функцiєю σ (рис.4,5). Таким чином, при цих параметрах
(z=4 с=0.95) система є в сегнетоелектричному станi (〈σ〉R(σ,z−1) 6=
0, 〈σ2〉cum

R(σ,z−1) 6= 0).

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

s

R

Рис. 4. Функцiя розподiлу R(σ, z − 1) для z=4, с=0.95 (сегнетоелек-
трична (F) фаза): гаусова функцiя (пунктирна лiнiя) i 5-а iтерацiя
(суцiльна лiнiя) при t=0.2.

Використовуючи гаусове наближення для R(σ, z1 − 1) можна от-
римати добре вiдомi аналiтичнi вирази для температур переходу з
чистої параелектричної до фази спiнового скла (tg) i з чистої пара-
електричної до змiшаної сегнетоелектричної фази (tc)

tc = [Arc tanh
1

(z − 1)(2c − 1)
]−1 −→

z→∞
z(2c − 1),

tg = [Arc tanh
1√

z − 1
]−1 −→

z→∞

√
z. (2.14)

Для базисної системи ми показали, що iтерацiйна процедура для
iнтегрального рiвняння для функцiй розподiлу (z − 1) кластерних
полiв швидко збiгається, якщо використати гаусову форму затра-

ICMP–05–01U 8

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

s

R

Рис. 5. Порiвняння R(σ, z1 − 1) для с=0.95, Z=4 (сегнетоелектрична
фаза): затравочна функцiя (гаус) i пiсля 5-ї iтерацiї для t=0.6.

вочної функцiї (5-а i вищi iтерацiї не вiдрiзняються). Вiльна енер-
гiя, обчислена з гаусовою функцiєю розподiлу, що знайдена з умов
екстремуму, i вiльна енергiя, обчислена з функцiєю розподiлу, зна-
йденою з iнтегрального рiвняння, є близькi (рис.6). Це дозволяє
нам використовувати гаусовi наближення для всiх функцiй роз-
подiлу (параметри ϕn, qn для Rn(σ, 1), (zn − 1)ϕn, (zn − 1)qn для

Rn(σ, zn − 1) = 〈δ(σ −
zn−1
∑

rn

ϕirn
)〉). Таким чином, коли враховано M

координацiйних сфер, 2M рiвнянь для 2M параметрiв можна отри-
мати з умов екстремуму вiльної енергiї.

Для того, щоб в подальшому спростити задачу, ми будемо ви-
вчати простiшу модель спiнового скла з суттєвими взаємодiями мiж
найближчими сусiдами (базисна система) i слабкими взаємодiями
для iнших координацiйних сфер.

Розглянемо систему, яка складається з двох пiдграток (рис.7)
(f = 1 i f = 2 пiсля конфiгурацiйного усереднення; вузли 2 з пер-
шої координацiйної сфери для вузлiв 1, i навпаки), i використаємо
лiнiйне наближення для взаємодiї з усiма координацiйними сферами
крiм першої. Це вiдповiдає наближенню двохчастинкового кластера
для першої координацiйної сфери i наближенню середнього поля для
iнших координацiйних сфер.
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Рис. 6. Температурна залежнiсть вiльної енергiї z=4, с=0.95 (сег-
нетоелектрична (F) фаза): гаусова функцiя (пунктирна лiнiя) i 5-а
iтерацiя (суцiльна лiнiя) для R(σ, z1 − 1).

12
3

4

5

i

j

Рис. 7. Ефективнi поля, що дiють на вузли i, jз боку iнших вуз-
лiв з рiзних координацiйних сфер (представлено фрагмент гратки
до конфiгурацiйного усереднення). Розглядається модель, яка пiсля
усереднення розбивається на двi пiдгратки (× - вузли i ◦ - вузли).
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Вiльну енергiю на елементарну комiрку F
N

запишемо (при h = 0)
як

F

N
= (2.15)

= (1−z)〈F0(σ+zϕ1+ϕL,1)〉R̃1(σ,z)+(1−z)〈F0(σ+zϕ2+ϕL,2)〉R̃2(σ,z)

+z〈〈Fcl(σ1+(z−1)ϕ1+ϕL,1|σ2−(z−1)ϕ2−ϕL,2|k)〉k〉R̃1(σ1,z−1),R̃2(σ2,z−1)

−ϕL,1〈F (1)
0 (σ+zϕ1+ϕL,1)〉R̃1(σ,z)−ϕL,2〈F (1)

0 (σ+zϕ2+ϕL,2)〉R̃2(σ,z)

+
∑

f,f ′

kL,ff ′〈F (1)
0 (σ+zϕf +ϕL,f)〉R̃f (σ,z)〈F

(1)
0 (σ+zϕ′

f +ϕL,f ′)〉R̃′

f
(σ,z).

Тут

ϕL,f =
∑

i≥2

∑

f ′

zi〈ϕi,ff ′〉c, k̄L,ff ′ =
∑

i≥2

zi〈ki,ff ′〉c. (2.16)

R̃f (σ, z) =
1

√

2πzqf

exp{−1

2

σ2

zqf

}. (2.17)

З умови екстремуму F
N

знаходимо систему рiвнянь для параметрiв
ϕf , ϕL,f , qf .

В подальшому беремо до уваги тiльки сегнетоелектричне i анти-
сегнетоелектричне впорядкування. Для цих випадкiв можна записа-
ти:

ϕ1 = ϕ2 = ϕ, ϕL,1 = ϕL,2 = ϕ0, q1 = q2 = q, J = k̄L,11 + k̄L,12,(2.18)

ϕ1 = −ϕ2 = ϕ, ϕL,1 = −ϕL,2 = ϕ0, q1 = q2 = q, J− = k̄L,11 − k̄L,12.

Умова екстремуму вiльної енергiї приводить до системи трьох рiв-
нянь для трьох величин: середнього кластерного поля ϕ i дисперсiї
q (парний кумулянт) для першої координацiйної сфери, середнього
кластерного поля ϕ0 для iнших сфер (для далекосяжних взаємо-
дiй). Наприклад, для антисегнетоелектричного впорядкування сис-
тема рiвнянь має вигляд

ϕ0 = 〈F (1)
0 (σ + zϕ + ϕ0)〉R̃(σ,z)J−,

〈F (1)
0 (σ + zϕ + ϕ0)〉R̃(σ,z) = (2.19)

=〈〈F (10)
cl (σ1+(z−1)ϕ+ϕ0|σ2−(z − 1)ϕ−ϕ0|k)〉k〉R(σ1,z−1),R2(σ2,z−1),

〈F (2)
0 (σ + zϕ + ϕ0)〉R̃(σ,z) =

=〈〈F (20)
cl (σ1+(z−1)ϕ+ϕ0|σ2−(z−1)ϕ−ϕ0|k)〉k〉R(σ1,z−1),R2(σ2,z−1).
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Вирази для вiльної енергiї, середнього спiна m1 = −m2 i квадрату
спiна Q1 = Q2 = Q = 〈〈Si〉2TERM 〉conf наступнi

F

N
= 2(1 − z)〈F0(σ + zϕ + ϕ0)〉R(σ1,z) + (2.20)

+z〈〈Fcl(σ1+ (z − 1)ϕ + ϕ0|σ2− (z − 1)ϕ − ϕ0|k)〉k〉R(σ1,z−1),R(σ1,z−1),

−2ϕ0〈F (1)
0 (σ + zϕ + ϕ0)〉R(σ1,z) + [〈F (1)

0 (σ + zϕ + ϕ0)〉R(σ1,z)]
2J−.

m1 =
δ

δh

F

N
= 〈F (1)

0 (σ + zϕ + ϕ0)〉R(σ,z), (2.21)

Q1 = Q2 = 〈[F (1)
0 (σ + zϕ + ϕ0)]

2〉R(σ,z).

Дисперсiя для далекосяжних взаємодiй дорiвнює нулевi, тому що ми
використовуємо лiнiйне наближення. Таким чином, цi наближення
можна використати, якщо стан спiнового скла формується в основ-
ному завдяки короткосяжним взаємодiям. Врахування дисперсiї для
вищих координацiйних сфер буде предметом наступних дослiджень.

3. Обговорення результатiв

Ми будуємо фазовi дiаграми i виконуємо чисельний аналiз термоди-
намiчних функцiй для наступних типiв функцiй розподiлу взаємодiї
мiж найближчими сусiдами

P (k) = (1 − c)δ(k + α) + cδ(k − 1);⇒ k = (−α, 1), (3.1)

Pgauss(k) =
1

√

2π〈k2
1〉cum

exp{− (k − 〈k1〉)2
2〈k2

1〉cum
}. (3.2)

Щоб порiвняти результати ми використовуємо наступнi спiввiдно-
шення мiж гаусовим i k = (−α, 1) розподiлами:

〈k1〉=−α+c(1+α); 〈k2
1〉=α2+c(1−α2); 〈k2

1〉cum =〈k2
1〉−〈k1〉2. (3.3)

Для моделi протонного скла маємо врахувати внутрiшнi випадковi
гаусовi поля з нульовим середнiм значенням i дисперсiєю Qh. Зараз
ми маємо зробити замiну σi → σi + hi в виразi (2.15) для вiльної
енергiї i виконати додаткове усередненення з гаусовими полями hi.
Система рiвнянь для ϕ0, ϕ, q має наступнi розв’язки: ϕ0 = ϕ = 0,
q = 0 (P - pure – чиста параелектрична фаза), що iснує тiльки при
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Qh = 0, ϕ0 = ϕ = 0, q 6= 0 (SG- фаза спiнового скла), ϕ0, ϕ 6= 0,
q = 0 (F-pure – чиста сегнетоелектрична фаза, яка iснуює тiльки
при c = 1, або F-pure – чиста сегнетоелектрична фаза, яка iснуює
тiльки при c = 0), ϕ0, ϕ 6= 0, q 6= 0 (F- сегнетоелектрична фаза або
AF в залежностi вiд умов (2.18)).

На рис.8 i 9 приведена фазова дiаграма для кубiчної гратки вiд-
повiдно для симетричного k = (−1, 1) i асиметричного розподiлу
k = (−0.5, 1) i для вiдповiдного гаусового розподiлу з невипадко-
вою малою додатною далекосяжною взаємодiєю J(J− = 2

3J). tg для
гаусового розподiлу є нижче томущо для цього розподiлу бiльш iмо-
вiрнi значення k близькi до нуля. Зростання невипадкових додатнiх
далекосяжних взаємодiй звужує область фази спiнового скла. При
великих J P-SG лiнiя зникає, F-SG i AF-SG кривi перетинаються, i
SG фаза iснує тiльки нижче вiд F-SG i AF-SG.
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Рис. 8. Фазова дiаграма для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для
вiдповiдного гаусового розподiлу (нижня крива) при zJ =0.0; 0.225.

Наступнi рисунки 10 i 11 демонструють схлопування SG-областi
при збiльшеннi позитивної далекодiї (Рис. 10) i вiдсутнiсть SG-
областi для квазiодновимiрної моделi (Рис.11).

На Рис.12 для z=6 з розподiлом k = (−1, 1) приведена темпера-
турна залежнiсть середнього спiна m, χ (сприйнятливостi) i серед-
нього квадрату полярiзацiї Q = 〈〈Si〉2TERM 〉conf при c=0.73 i c=0.95
для рiзних значень zJ . Видно, що для c=0.73 на вiдмiну вiд c=0.95,
невеликi значення zJ суттєво впливають на характеристики систе-
ми. Фазовi переходи мiж параелектричною фазою i сегнетофазою, а
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Рис. 9. Фазова дiаграма для z=6 для розподiлу k = (−0.5, 1) i для
вiдповiдного гаусового розподiлу (нижня крива) при zJ =0.0; 0.225.
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Рис. 10. Фазова дiаграма для z=8 для симетричного гаусового роз-
подiлу k при zJ = 0, 0.9, 1.8, 2.7.
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Рис. 11. Фазова дiаграма для z=2 (псевдоодновимiрна модель) для
симетричного гаусового розподiлу k при zJ = 0.3, 0.4. Склофаза
вiдсутня.

також мiж сегнетофазою i скло фазою для c=0.73 (низькотемпера-
турна гiлка) вiдносяться до другого роду.

Для симметричних гаусового розподiлу i розподiлу k = (−1, 1)
для концентрацiї с=0.5 на рис.13 приведенi температурнi залежно-
стi термодинамiчних характеристик системи. Вiдмiтимо, що гаусiв
розподiл не тiльки понижує температуру SG-переходу, але також зг-
ладжує пiк в точцi переходу для теплоємностi i сприйнятливостi.

На рис.14 i 15 приведена фазова дiаграма для кубiчної гратки
для асиметричного розподiлу k = (−0.5, 1) i при рiзних значеннях
дисперсiї Qh внутрiшнiх випадкових полiв при невипадковiй малiй
додатнiй далекосяжнiй взаємодiї J(J− = 2

3J).
Рис. 16-19 мiстять температурну залежнiсть середнього ква-

драту поляризацii Q = 〈〈Si〉2TERM 〉conf i сприйнятливостi χ =
∂/.∂h〈〈Si〉TERM 〉conf для кубiчної гратки для симетричного розподi-
лу k = (−1, 1) i для гаусових внутрiшнiх полiв при zJ= 0.225 i c=0.5
(перехiд вiд високотемпературної SG-фази to низькотемпературної
SG-фази) i с=0.735 (перехiд вiд високотемпературної SG-фази через
сегнетофазу до низькотемпературної SG-фази).

Малi внутрiшнi поля призводять до суттєвого розмиття SG фазо-
вого переходу (рис.16,17). Мiж високотемпературною SG-фазою (ви-
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Рис. 12. Температурна залежнiсть середнього спiна m, сприйнятли-
востi χ, середнього квадрату полярiзацiї Q = 〈〈Si〉2TERM 〉conf для
z=6 i розподiлу k = (−1, 1) при c=0.73(лiва колонка, SG область злi-
ва вiд лiвого пiка, F- фаза в центральнiй областi) i c=0.95 (права
колонка, F – злiва вiд пiка) для zJ=0.0; 0.075; 0.15; 0.225 (точкова
крива).
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Рис. 13. Температурна залежнiсть ентропiї S, теплоємностi C, сере-
днього квадрату поляризацiї Q i сприйнятливостi χ для z=6, c=0.5
(SG фаза) з розподiлом k = (−1, 1) i гаусовим розподiлом для zJ=0.0;
0.225 (в SG фазi залежнiсть вiд J проявляється тiльки для χ.)
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Рис. 14. Фазова дiаграма для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для
гаусового розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ= 0.225.
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Рис. 15. Фазова дiаграма для z=6 для розподiлу k = (−0.5, 1) i для
гаусового розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ= 0.225.

ще верхньої штрихової лiнiї на рис.14,15, q � 1) i низькотемперату-
рною SG-фазою (нижче найнижчої штрихованої лiнiї на рис.14,15),
є перехiдна область. Ми визначили t - границi перехiдної областi як
верхню i нижню точки перегину в температурнiй залежностi сприй-
нятливостi (рис.17). В той же час внутрiшнi випадковi поля слабо
змiнюють форму пiка сприйнятливостi при переходi мiж SG фазою
i феромагнiтною фазою (рис. 19).

4. Висновки

Запропонована модель спiнового скла з довiльною областю конку-
руючих взаємодiй в межах наближення двохчастинкового кластера
для вiльної енергiї i в рамках реплiчно-симетричного пiдходу. При
врахуваннi М координацiйних сфер вiльна енергiя мiстить функцiї
розподiлу R(σ, zn − 1) (функцiя розподiлу всiх кластерних полiв за
виключенням одного поля з n-ої координацiйної сфери) не вище M-
го порядку. Для них в наближеннi некорельованих кластерних по-
лiв виведена система M iнтегральних рiвнянь. При врахуваннi лише
першої координацiйної сфери з координацiйним числом z=4,6 для
функцiї розподiлу короткодiї P (k) = (1 − c)δ(k + 1) + cδ(k − 1) чи-
сельно вивченi розвязки для функцiї R(σ, z − 1). При низьких тем-
пературах вона, крiм неперервної частини, мiстить δ−подiбнi пiки зi
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Рис. 16. Температурна залежнiсть середнього квадрату намагнiче-
ностi Q = 〈〈Si〉2TERM 〉conf для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для
гаусового розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ= 0.225
i c=0.5 (перехiд з високотемпературної SG-фази до низькотемпера-
турної SG-фази).
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Рис. 17. Температурна залежнiсть сприйнятливостi χ =
∂
∂h

〈〈Si〉TERM 〉conf для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для гаусового
розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ= 0.225 i c=0.5
(перехiд з високотемпературної SG-фази до низькотемпературної
SG-фази).
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Рис. 18. Температурна залежнiсть середнього квадрату намагнiче-
ностi Q = 〈〈Si〉2TERM 〉conf для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для
гаусового розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ= 0.225
i с=0.735 (перехiд з високотемпературної SG-фази до низькотемпе-
ратурної SG-фази).
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Рис. 19. Температурна залежнiсть сприйнятливостi χ =
∂
∂h

〈〈Si〉TERM 〉conf для z=6 для розподiлу k = (−1, 1) i для га-
усового розподiлу внутрiшнiх полiв з дисперсiєю Qh при zJ=
0.225 i с=0.735 (перехiд з високотемпературної SG-фази скрiзь
сегнетоелектричну фазу до низькотемпературної SG-фази).
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скiнченною шириною бiля ±(z − 1),±(z − 3), ......., а при збiльшеннi
температури виживає лише один пiк з огинаючою близькою до гау-
сiвського розподiлу. Вiльна енергiя, обчислена з гаусовою функцiєю
розподiлу, що знайдена з умов екстремуму, i вiльна енергiя, обчис-
лена з функцiєю розподiлу, знайденою з iнтегрального рiвняння, є
близькi. Це дозволяє нам використовувати гаусовi наближення для
функцiй розподiлу, якi входять у вираз для вiльної енергiї.

Розглянута модель протонного скла з суттєвими короткосяжними
взаємодiями (перша координацiйна сфера з розподiлом (−αk, k) або
з гаусовим розподiлом взаємодiї) i слабими далекосяжними взаємо-
дiями (лiнiйне наближення). Обчисленi фазова дiаграма, ентропiя,
параметр порядку, питома теплоємнiсть i сприйнятливiсть. Асиме-
трiя фазової дiаграми виникає завдяки врахуванню далекосяжних
взаємодiй i завдяки асиметрiї функцiї розподiлу короткосяжних вза-
ємодiй. В данiй моделi в присутностi нехаотичної далекосяжної взає-
модiї вивчено також вплив гаусiвських флуктуацiй внутрiшних поля
з дисперсiєю ∼ x(1−x), якi iснують в системах з водневими зв’язками
типу Rbx(NH4)1−xH2PO4. Цi поля викликанi структурним безладом
завдяки рiзницi мiж iонними радiусами iонiв Rb i NH4. Завдяки вну-
трiшнiм полям у високотемпературнiй областi замiсть параелектри-
чної фази iснує високотемпературне протонне скло(мале, але вiдмiн-
не вiд нуля значення параметра склофази Q = 〈〈Si〉2TERM 〉conf 〉. При
даному значеннi x при пониженнi температури, замiсть точки пере-
ходу з парафази в склофазу, виникає область переходу з високотем-
пературної склофази (мале Q) до низькотемпературної (велике Q).
Показано, що малi флуктуацiї внутрiшнiх полiв можуть призвести
до суттєвого розмивання областi такого фазового переходу. В той же
час внутрiшнi випадковi поля слабо змiнюють форму пiка сприйня-
тливостi при переходi мiж фазою високотемпературного протонного
скла i сегнетоелектричною фазою.

Слiд зауважити, що експериментально в протонних стеклах типу
Rbx(NH4)1−xH2PO4 нижню границю склування визначають з пiка
температурного ходу уявної частини низькочастотної дiелектричної
проникливостi. Тому наступна робота буде присвячена розрахунку
частотної залежностi сприйнятливостi протонних стекол з рiзними
типами конкуруючих взаємодiй.

5. Подяки

Автори роботи висловлюють подяку проф. I.В.Стасюку за корисне
обговорення результатiв даної роботи



21 Препринт

Лiтература

1. E.Courtens: Fogel-Fulcher Scaling of the Susceptibility in a Mixed-
Crystal Proton Glass. Phys.Rev. 1984; 52: № 1, 69-72.

2. Z. Trybula, J. Stankowski, L. Szczepanska, R. Blinc, Al. Weiss,
N.S.Dalal: Proton Glass state in Rb1−x(NH4)xH2AsO4. Physica
1988; B 153: 143-146

3. Z.Trybula, V.H.Schmidt, J.E.Drumheller. Coexistence of proton-
glass and ferroelectric order in Rb1−x(NH4)xH2AsO4. Phys. Rev.
1991; B 43: No.1,1287-

4. P. Prelovcek, R. Blinc, Spin glass phase in mixed ferroelectric-
antiferroelectric hydrogen bonded systems. J. Phys. C.: Solid State
Phys.1982;15: L985-L990.

5. E. Matsushita, T. Matsubara: Cluster Theory of Glass in
Rb1−x(NH4)xH2PO4. J. Ph. Soc. Jap. 1985; 54: № 3, 1161-1167

6. R. Pirc, B. Tadic, R. Blinc: Random-Field Smearing of the Proton-
Glass Transition Phys. Rev. B. 1987; 36: № 16, 8607-8615.

7. Do-Hyun Kim, Jong-Jean Kim: Replica Symmetric Solution of Ran-
dom Field Tunneling Model for Proton Glasses. Ferroelectrics. 2002,
268: 263-268.

8. D.Sherrington, S.Kirkpatrick: Solvable Model of Spin Glass. Phys.
Rev. Lett. 1975; 35: 1792-1796.

9. S. Kirkpatrick, D. Sherrington: Infinite-Ranged Model of Spin-
Glasses. Phys. Rev. 1978; B17: 4384.

10. G. Parisi: The order parameter for spin glasses: A function on the
interval 0-1. J. Phys. 1980; A13: 1101-1112.

11. I.Smolyaninov, M.Glinchuk: The Peculiarities of Glass State Forma-
tion and the Role of Random Elastic Fields in Mixed Crystals of the
KH2PO4 Family. J.Phys.: Cond. Matt. 1994; 6: 2869-2880.

12. S.F. Edwards and P.W. Anderson: Theory of spin glasses. J.Phys.
F. Metal. Phys. 1975; 5: 965-974.

13. F.Matsubara and M.Sakata: Theory of Random Magnetic Mixture.
III. Glass-Like phase. Progr.Theor.Phys. 1976; 55: 672

14. M. Sasaki, Sh. Katsura. The Distribution Function of the Effective
Field of the Ising Spin Glass on the Bethe Lattice for the Coordina-
tion Number z=4,5,6. Physica 1989; A155: 206- 220.

15. M. Sasaki, Sh. Katsura: The Assymetric Continuous Distribution
Function of the Effective Field of the Ising Spin Model in the Spin
Glass and Ferromagnetic States on the Bethe Lattice. Physica. 1989;
A157: 1195- 1202.

16. M. Mezard, G. Parisi. The Bethe Lattice Spin Glass Revisited.

ICMP–05–01U 22

Eur.Phys. 2001; B20, 217-233.
17. F. Liers, M. Palassini, A.K. Hartmann, M. Jünger.Ground State of
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