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Кластерний пiдхiд до розрахунку фiзичних характеристик

композитних матерiалiв

С.Сороков

Анотацiя. В роботi проведено огляд рiзноманiтних методiв роз-
рахунку физичних характеристик (електро- i теплопровiдностi, дi-
електричної i магнiтної проникливостi, пружних сталих,коефiцiєнта
лiнiйного розширення) композитних матерiалiв. Для iх обчислення
пропонується єдиний кластерний пiдхiд. Вiн придатний для набли-
женного розвязку лiнiйних дiференцiальних рiвнянь з випадкови-
ми коефiцiєнтами, якi мiстять iнформацiю про просторовий розподiл
включень. Вже перше кластерне наближення для матричного компо-
зита i в самоузгодженному пiдходi узагальнює на довiльну кiлькiсть
фаз ряд результатiв вiдомих в лiтературi для двохфазних систем.
Пропонується застосувати вказаний пiдхiд для обчислення внутрiш-
нiх напружень в лавоподiбних паливовмiстимних матерiалах.

Cluster approach for calculation of physical characteristics of

composite materials

S.Sorokov

Abstract. The review of different methods for calculation of physi-
cal characteristics (conductivity and thermal conductivity, dielectric and
magnetic permeability, elastic constants and linear expansion coefficient)
of composite materials is presented. The universal cluster approach for
their calculation is suggested. It is available for approximate solution of
linear differential equations with chaotic coefficients, which contain the
information about space distribution of inclusions. Even the first clus-
ter approximation for matrix composite both in self-consistent approach
generalize set of results, known in literature for two-phase system on any
number of phases.It is supposed to use this approach for calculation of
internal strength in lava-like fuel-containing materials.
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1 Препринт

1. Вступ

Композитами, або композицiйними називають матерiали (КМ - ком-
позицiйний матерiал), якi складаються з двох чи бiльше фаз (ком-
понент), що вiдрiзняються за своїми фiзичними характеристиками.

Фазу, неперервну по всьому об’єму КМ, будемо називати матри-
цею, перервну (роз’єднану) в об’ємi КМ - арматурою або армiруваль-
ним елементом (утворюється включеннями).

В основному при класифiкацiї видiляють такi типи КМ [1]:
1) шаруватi;
2) волоконнi (довжина волокон спiвмiрна з розмiром зразка);
3) голчастi (довжина волокон набагато менше вiд розмiрiв зраз-

ка);
4) зернистi (порошковi).
Ми розглядаємо тут лише макроскопiчно iзотропнi та однорiд-

нi КМ зернистого типу. До цього класу КМ вiдноситься i бiльшiсть
матерiалiв, що застосовуються в радiоелектронiцi. Серед них резис-
тивнi [2, 3] i керамiчнi матерiали [4, 5].

Значний iнтерес представляє розрахунок рiзних фiзичних харак-
теристик (ФХ) КМ, виходячи з вiдомих ФХ окремих фаз, об’ємних
часток фаз (ci = Ωi/Ω, i = 1, 2) i структурних особливостей розподi-
лу фаз у композитi. В подальшому будемо використовувати наступнi
позначення для ФХ КМ.

1. Об’ємна густина d̄ (ОБГ).
2. Об’ємний модуль k̄ (ОБМ).
3. Модуль зсуву µ̄ (МСД).
4. Модуль Юнга Ē (МЮН).
5. Коефiцiєнт Пуасона ν̄ (КПУ).
6. Питома провiднiсть σ̄ (ПП).
7. Питомий опiр ρ̄ (ПО).
8. Температурний коефiцiєнт опору β̄ (ТКО).
9. Дiелектрична проникливiсть ε̄ (ДП).
10. Магнiтна проникливiсть M (МП).
11. Коефiцiєнт теплопровiдностi q̄ (КТП).
12. Коефiцiєнт лiнiйного розширення ᾱ (КЛР).
Нижче ми зупинимося детальнiше на оглядi методiв, що вико-

ристовуються в основному для розрахунку фiзичних величин, якi
характеризують провiднiсть, а також дiелектричних характеристик
КМ. Що стосується розрахунку механiчних характеристик КМ, то
вiдзначимо, що тут використовуються в основному статистичний [6-
13] (вважаються середнi значення за представницьким об’ємом) i ре-
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гулярний [14-17] (реальне хаотичне розмiщення зерен замiнюється
регулярним з певними значеннями параметрiв) пiдходи.

Теоретичне визначення ефективних ФХ багатофазних матерiалiв
почалось з робiт [18, 19]. В них були отриманi ефективнi коефiцiєнти
електропровiдностi σ̄ [18] i в’язкостi η̄ [19] для розведеного двофазно-
го розчину. При цьому використовувався розв’язок задачi для однiєї
сфери в безмежному просторi, в якостi якої вибиралась матрична
фаза. Наближення ефективного середовища (НЕС) для розрахунку
ФХ сумiшей вперше запропоновано в роботах Бруггемана (1935-37
рр.). Для параметра ефективного середовища σm, що спiвпадає з
провiднiстю сумiшi σ̄(σ̄ ≡ σm), було отримано самоузгоджене рiв-
няння в симетричному, а також в т.зв. асиметричному варiантi (див.
огляд [20] i роботу [21]). Вiдзначимо, що правомiрнiсть назви НЕС за-
мiсть загальноприйнятої МЕС (метод ефективного середовища) ста-
не зрозумiлою з 4.4.

В роботах Оделевського [22-24] був розвинутий матричний (неса-
моузгоджений) метод розрахунку (ММР) σ̄ у найпростiшому набли-
женнi [22], а також незалежно було отримане рiвняння для σ̄ в НЕС
[23]. В [24] НЕС застосовано до розрахунку σ̄ однофазного полiкрис-
талу.

Як буде показано в 5, НЕС i формула Оделевського [22] в ММР
отримуються вже в першому порядку кластерного розкладу. При
цьому для отримання НЕС параметри ефективного середовища (ЕС)
знаходяться самоузгодженим чином, а в ММР роль ЕС вiдiграє мат-
рична фаза.

Подальше стимулювання дослiджень з даної тематики було ви-
кликано роботами Броудмента i Хаммерслi (див. огляд [25]). Названi
автори використовували гратковi моделi для розв’язку задачи про
протiкання рiдини через статичне випадкове середовище. При цьо-
му було строго показано, що перенесення рiдини взагалi вiдсутнє,
якщо концентрацiя активного середовища менша вiд деякого кiнце-
вого порогового значення (порога перколяцiї – cp). В подальшому
чисельними методами були встановленi спiввiдношення мiж cp i роз-
мiрнiстю простору D, поведiнка σ̄ = f(c) поблизу порога перколяцiї,
а також ряд iнших спiввiдношень для континуальних i граткових
задач (див., наприклад, [25, 26]).

В роботi [25] вперше зроблено сучасний вивiд рiвняння для σ̄
в НЕС на основi розкладу функцiї Грiна по двовузловiй t-матрицi
(граткова задача). Показано [25], що рiвняння для σ̄ в НКП (набли-
ження когерентного потенцiала) зводиться до рiвняння в НЕС.

Вiдмiтимо тут вiдразу, що НКП вiдноситься до самоузгоджено-
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го методу розрахунку (СМР) ФХ композиту. НКП вперше було за-
пропоновано (див. [27] i огляд [28]) для розрахунку ФХ електронної
пiдсистеми в кристалах з домiшками. Можна показати, що несамоуз-
годжений варiант НКП, а саме т.зв. наближення середньої T -матрицi
(НСТ), також розвинуте спочатку для електронних граткових задач,
приводить для σ̄ до формули Оделевського [22], тобто НСТ виводи-
ться в рамках ММР.

2. Огляд сучасних методiв розрахунку ФХ компо-
зитiв

В даному роздiлi ми коротко зупинимося на деяких сучасних мето-
дах розрахунку σ̄ чи iнших ФХ, якi розраховуються аналогiчним спо-
собом (M, ε̄, q̄). Однак ми не будемо тут розглядати робiт з числових
методiв розрахунку, а також методiв, пов’язаних з ренормгруповим
аналiзом в околi перколяцiйної точки.

В роботi [29] запропонована модель для розрахунку q̄ (або σ̄) бi-
нарного неоднорiдного середовища з хаотичним розподiлом компо-
нентiв, математична реалiзацiя якого здiйснена за допомогою поєд-
нання теорiї протiкання i методу приведення до елементарної комiр-
ки. Робота [29] є розвитком пiдходу, викладеного в [30], який грунту-
ється на представленнi КМ у виглядi еквiвалентної схеми теплових
опорiв. Подальше удосконалення моделi було проведено в роботах
[31, 32]. Тут [32] результати розрахункiв порiвнянi з результатами
чисельних методiв i зроблено висновок про те, що розрахунок теп-
лопровiдностi слiд вести за формулами [31] для базової моделi або
за формулами [32] для її першої варiацiї.

В роботi [33] обговорюються аналiтичнi властивостi функцiї

f(c1, h) = σ̄(c1, σ1, σ2)/σ1, h = σ2/σ1, (1)

що описує електропровiднiсть двох компонентних середовищ, в ком-
плекснiй площинi одного з його аргументiв (h → z). Розглянута час-
тотна дисперсiя провiдностi таких середовищ у квазiстацiонарному
електричному полi.

В роботi [34] для системи метал-дiелектрик за допомогою число-
вого експерименту пiдтверджена гiпотеза подiбностi i виходячи з цiєї
гiпотези отримано наближене феноменологiчне рiвняння стану для
σ̄ вигляду

F (σ̄, τ, h) = 0, τ =
cm − cp

cp

, h = − iωεD

4πσM

, (2)
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де iндекси “M” (“Д”) вiдносяться до металiчної (дiелектричної) фази.
У рядi робiт застосовуються варiацiйнi методи, що дають змогу

отримати двостороннi оцiнки (нижню i верхню границi) ФХ компо-
зиту.

Так у роботi [35] пропонується вираз для σ̄, отриманий на-
ближеним сумуванням iтерацiйного ряду. Двостороннi оцiнки для
σ̄отримуються пiдстановкою у варiацiйний функцiонал (для швид-
костi генерацiї ентропiї) пробної функцiї у формi, “пiдказанiй” iтера-
цiйним розкладом. У роботi [36] отриманi двостороннi оцiнки доброт-
ностi z̄(z̄ = σ̄n/σ̄a), де σ̄n, σ̄a – iзотермiчна, адiабатична провiдностi)
для КМ, в якому поруч з градiєнтом поля враховується градiєнт
температур, що суттєво у випадку присутностi в КМ напiвпровiдни-
кових фаз. Уточнення двостороннiх оцiнок для здiйснено в роботi
[37]. Крiм цього, подiбнi оцiнки здiйсненi в [38, 39] для штучно анi-
зотропних середовищ, зокрема шаруватонеоднорiдних середовищ.

Варiацiйний пiдхiд до розрахунку провiдникових i дiелектричних
характеристик КМ розвивається в цiлому рядi робiт Казанцева В.П.
[40-44], в яких проведено також порiвняння двостороннiх оцiнок з
експериментальними даними [40,41,43]. На прикладi оцiнок характе-
ристик КМ складної конфiгурацiї i порiвняння їх з вiдомими точ-
ними результатами показано, що варiацiйнi нерiвностi дозволяють
оцiнювати не лише значення ФХ, таких як ємнiсть, поляризованiсть
i т.д., але й ступiнь близькостi деякого пробного розподiлу напруже-
ностi електричного поля до дiйсного (див. [44-47]).

Широке використання в радiоелектронiцi резистивних матерiа-
лiв, необхiднiсть покращення їх характеристик стимулювали дослi-
дження для вияснення механiзму провiдностi в резисторах. В рядi
оглядiв [48-52] проведено критичний аналiз теоретичних моделей ме-
ханiзмiв провiдностi в керметних матерiалах. Зокрема, в роботi [53]
для композицiї типу Bi2Ru2O7 встановлена задовiльнiсть опису кон-
центрацiйної залежностi σ̄ в областi порогу перколяцiї cp за допомо-
гою спiввiдношення теорiї перколяцiї

σ̄ = σ0(c − cp)
t. (3)

Найбiльш вдалий розрахунок температурної i концентрацiйної за-
лежностей σ̄ резистора також проведено для композицiї Bi2Ru2O7

[54-56]. Автори використали спiввiдношення для σ̄ в МЕС для дво-
фазної системи (скло + Bi2Ru2O7), врахували статистику розкиду
значень σm, а також модельну залежнiсть порогу перколяцiї вiд се-
реднiх розмiрiв частинок фаз.

Вiдмiтимо, що в теоретичних роботах, згаданих в оглядах, не
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створенi будь-якi новi методи розрахунку ФХ КМ, а способи роз-
рахунку, що використовуються в них, мають напiвемпiричний ха-
рактер.

Крiм числових методiв (див., напр., [25,26,57,58]), важливим для
дослiдження адекватностi пропонованих теоретичних моделей є екс-
периментальне дослiдження модельних систем [59-61]. Так, зокрема,
в [59] на основi сумiшi пiску (cn) i графiту (cr) показано, що кон-
центрацiйна залежнiсть σ̄ задовiльно описується рiвняннями теорiї
перколяцiї (0 < cr < 0, 5) i в НЕС (cr > 0, 5).

Значна кiлькiсть робiт присвячена рiзним модифiкацiям НЕС.
Так, в роботах [62,63] НЕС узагальнюється для розрахунку провiд-
ностi КМ з врахуванням анiзотропiї фаз (лише для двокомпонент-
ної системи). В [21] виводиться спiвiдношення для σ̄, промiжне мiж
симетричним i асиметричним варiантами теорiї Бруггемана. В [64]
враховано форми включень. В роботi [65] автори дослiдили частотну
залежнiсть дiелектричної проникностi багатофазної системи з ура-
хуванням просторової дисперсiї (εi(r, ω)). Розрахунки здiйснювались
в НСТ i НКП.

У випадку граткових задач НЕС розширено на випадок, коли
враховуються перескоки блукаючої частинки також на вузли, що
слiдують за найближчими сусiдами [66]. Застосування математич-
ного апарату, що використовується в статистичнiй теорiї рiдин, дало
змогу розвинути кластерний метод розрахунку ФХ композитiв (для
ε̄, див. [67] i наведенi там посилання). Для розрахунку l-ої кластер-
ної поправки (Kl) потрiбно розв’язати задачу математичної фiзики
для l включень в безмежнiй фазi i знати функцiю розподiлу l вклю-
чень. В [67] в матричному пiдходi для двофазної системи сфер по-
будований кластерний ряд для ε̄ з врахуванням довiльного ступеня
проникнення сфер (λ ) однiєї в iншу, вивчена поправка K2. Вiдмi-
тимо, що з кластерного ряду неважко отримувати розклади ФХ за
степенями концентрацiї включень. В роботi [68] (двофазна матрична
система з непроникливими включеннями) зробленi оцiнки для верх-
ньої i нижньої границi коефiцiєнта електропровiдностi та об’ємного
модуля пружностi з врахуванням варiацiйної поправки, яка мiстить
тернарну функцiю розподiлу включень.

Нижче, використовуючи МКР, здiйснимо розрахунок ряду ФХ
композитiв у наближеннi K1. На вiдмiну вiд [67,68] розглядається
довiльна кiлькiсть фаз (М) i використовується, крiм ММР, також
СМР (самоузгоджений метод розрахунку).
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3. Постановка задачi. Рiвняння для розрахунку
ФХ

У цьому роздiлi ми запишемо основнi спiввiдношення, що використо-
вуються при розрахунку ряду ФХ композиту (задачi електро- i теп-
лопереносу, розрахунок пружних i термопружних характеристик).

В композитi дана ФХ q(r) є функцiєю радiус-вектора r. Ми буде-
мо вважати, що в межах даної i-ої фази виконується q(r) = qi. Тодi
для матричного КМ можна записати

q(r) = q1 +

N
∑

n=1

X(r, n)(qn − q1), qn =

M
∑

i=1

X(n, i)qi, (4)

де введенi оператори проектування

X(r, n) =

{

1, r ∈ n
0, r∈̄n,

X(n, i) =

{

1, n = i
0, n 6= i,

(5)

причому n – номер включення, N – кiлькiсть всiх зерен.
У випадку нематричного КМ можна записати

q(r) =
∑

n

X(r, n)qn ≡ qm +
∑

n

X(r, n)(qn − qm), (6)

де qm – ФХ ефективного середовища, яка буде знайдена з умови
самоузгодження. Оскiльки формули (4), (6) iдентичнi, будемо вико-
ристовувати форму (6), замiнюючи в ММР qm → q1.

3.1. Електро- i теплопровiднiсть. Дiелектрична i магнiтна

проникливiсть

В даному випадку в якостi q(r) беремо σ(r) – питому провiднiсть
(коефiцiєнт теплопровiдностi, дiелектричну або магнiтну проникли-
вiсть). Рiвняння для потенцiалу V (r) (температурного поля T (r))
можна записати у двох формах [7, 25]

a)L(r)V (r) = S(r) V (r)|∞ = 0

б)L(r)Ṽ (r) = 0 Ṽ (r)||z|→∞ = Emz = V∞ (7)

L(r) =

D
∑

α=1

σ(r)∂2
α = σ(r)∆(r) Ṽ (r) = V (r) + V∞. (8)
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У формi а) граничнi умови враховуються функцiєю S(r). Так як
σ(r) є випадковою величиною потенцiал V (r) є випадковим функцi-
оналом вiд σ(r). Спостережуваною величиною є ефективна електро-
провiднiсть (теплопровiднiсть, дiелектрична або магнiтна проникли-
вiсть) композиту.

σ̄ =
〈γz(r)〉
〈Ez(r)〉

≡ 〈σ(r)Ez(r)〉
〈Ez(r)〉

, Eα(r) = ∂αV (r), (9)

де γα(r), Eα(r) – компоненти густини струму (густини теплового
потоку для теплової задачi, дiелектричної або магнiтної iндукцiї у
випадку дiелектрика або магнетика) i напруженостi поля (напруже-
ностi теплового поля, напруженостi електричного поля або напруже-
ностi магнiтного поля), а 〈(. . .)〉 означає усереднення за ансамблем
можливих конфiгурацiй випадкової системи.

3.2. Пружнi властивостi

Будемо використовувати рiвняння Ламе для вектора змiщень Uα(r)
[70, 71]

P
∑

β=1

Lαβ(r)Uβ(r) = −fα(r),

Lαβ(r) = µ(r)δαβ

∑

γ

∂2
γ + [λ(r) + µ(r)]∂α∂β , (10)

де λ(r) – коефiцiєнт Лема, µ(r) – модуль зсуву, fα(r) – вектор зов-
нiшнiх сил.

Для опису пружних властивостей iзотропних тiл, як вiдомо, до-
сить двох сталих. У таблицях переважно наведенi значення для мо-
дуля Юнга E i коефiцiєнта Пуасона ν. Наведемо тут зв’язок мiж
рiзними пружними сталими у тривимiрному випадку (D=3) [70,71]

k =
E

3(1 − 2ν)
, µ =

E

3(1 + ν)
, λ =

Eν

(1 − 2ν)(1 + ν)
,

E =
9kµ

3k + µ
, ν =

3k − 2µ

2(3k + µ)
, λ = k − 2

3
µ, (11)

де k – об’ємний модуль.
Тензор деформацiї εαβ(r) i тензор напруження σαβ(r) можна

знайти через Uα(r) таким чином:

εαβ(r) =
1

2
[∂βUα(r) + ∂αUβ(r)],
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σαβ(r) = δαβk(r)θ(r) + 2µ(r)

[

εαβ(r) − 1

3
δαβθ(r)

]

. (12)

Тут введено вiдносну об’ємну деформацiю θ(r):

θ(r) = diνU(r) =
∑

α

εαα(r). (13)

Для вивчення лише об’ємних деформацiй необхiдно розв’язувати
рiвняння (10) з граничною умовою для радiальної компоненти Ur(r)

Ur(r)||r|→∞ → Cm|r|. (14)

При цьому спостережуваний (вимiрюваний) об’ємний модуль ви-
значається за спiввiдношенням:

k̄ =
〈σαα(r)〉
〈θ(r)〉 =

〈k(r)θ(r)〉
〈θ(r)〉 =

〈k(r)εαα(r)〉
〈εαα(r)〉 . (15)

У випадку чистого зсуву граничнi умови мають такий вигляд при
|r| → ∞ (D = 3)

Ux = Cmx, Uy = −Cmy, Uz = 0, (16)

а спостережуваний модуль зсуву µ̄ визначається так:

µ̄ =
〈µ(r)εxy(r)〉
〈εxy(r)〉 . (17)

3.3. Термопружнiсть

Рiвняння для змiщень з врахуванням температурних напружень має
вигляд [7,71,72]

∑

β

Lαβ(r)Uβ(r) = 3k(r)α(r)∂α[T (r) − T0] − fα(r), (18)

де T0 – температура, при якiй термiчнi деформацiї вiдсутнi, а α(r) –
коефiцiєнт лiнiйного розширення (КЛР).

Розв’язок рiвняння для температурного поля

L(r)T (r) = 0, T (r)||r|→0 = Tm (19)

тривiальний i має вигляд

T (r) = Tm. (20)
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Ефективний КЛР ᾱ композиту визначається за формулою

ᾱ =
〈θT (r)〉
3∆T

=
〈εT

αα(r)〉
∆T

, ∆T = Tm − T0 (21)

за умови вiдсутностi середнiх термiчних напруг у зразку

〈σT
αα(r)〉 = −3∆T 〈k(r)α(r)〉 + 〈k(r)θT (r)〉 = 0. (22)

Умова (22) дозволяє визначити додаткову сталу, не знайдену при
розв’язуваннi (18).

Таким чином, ми маємо рiвняння, що дають змогу розрахувати
для КМ питому провiднiсть σ̄, коефiцiєнт теплопровiдностi q̄, дiелек-
тричну ε̄ i магнiтну М проникливостi, пружнi константи k̄, µ̄(Ē, ν̄),
коефiцiєнт лiнiйного розширення ᾱ.

Для їх обчислення необхiдно розв’язати вiдповiднi лiнiйнi дифе-
ренцiйнi рiвняння (ЛДР) у частинних похiдних з випадковими пара-
метрами (σ(r), µ(r), k(r), α(r)). В наступному роздiлi ми сформулю-
ємо рецепт розв’язування таких ЛДР, який грунтується на кластер-
ному розвиненнi вiдповiдної ЛДР функцiї Грiна.

4. Метод кластерних розвинень (МКР)

Ми розглянемо МКР для розв’язування задачi пружностi (10). При
цьому будемо використовувати математичний апарат в дусi робiт
[73, 68]. Очевидно форма рiвняння для потенцiалу (7) є частинним
випадком векторного рiвняння (10). Запишемо рiвняння (10) у прос-
торi бра- 〈A| i кет-векторiв |A〉. Система векторiв |r〉, 〈r| є повною i
ортонормованою.

∫

dr|r〉〈r| = 1, 〈r|r′〉 = δ(r − r
′) (23)

(〈r|r′〉 означає скалярний добуток) i може бути вибрана як базова. У
даному просторi оператор L i кет-вектори |u, |f〉 у базисi |r〉 мають
вигляд

L̂ =

∫

dr|r〉L(r)〈r|,

|u〉 =

∫

dru(r)|r〉, |f〉 =

∫

drf(r)|r〉. (24)

Тепер рiвняння (10) набуде вигляду

L̂|u〉 = −|f〉. (25)
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Символiчний розв’язок (15) запишемо через функцiю Грiна

|u〉 = −Ĝ|f〉, G = L−1. (26)

ФГ за допомогою спiввiдношення (6) для величин λ(r), µ(r) пред-
ставимо у виглядi

Ĝ = L−1 =

[

Lm −
∑

m

Lmn

]−1

, (27)

причому оператори в r-просторi мають вигляд

Lαβ(r, mn) = X(r, n)[Lαβ(r, n) − Lαβ(r, m)], (28)

Lαβ(r, n) = µnδαβ∆(r) + (λn + µn)∂α∂β ,

Lαβ(r, m) = µmδαβ∆(r) + (λm + µm)∂α∂β . (29)

Тут λn, µn – випадковi величини, що набувають значень залеж-
но вiд сорту частинки з номером n (число фаз дорiвнює M), λm,
µm вiдповiдають деякому ефективному середовищу i будуть вибранi
нижче з умови самоузгодження. В СМР ФГ ефективного середовища
Gm = L−1

m (в ММР ФГ матрицi G1 = L−1
1 ) вибирається як нульове

наближення. За оператором
∑

n

Lmn в (27) проводять розклад в ряд.

У методi кластерних розкладiв [73, 68] члени ряду сумуються таким
чином, що перша кластерна поправка (K1) представляє собою су-
му ФГ окремих зерен в однорiдному ефективному середовищi, друга
(K2) – суму ФГ пар зерен i т.д. Пiдстановки кластерного ряду в (26)
дозволяє записати з точнiстю до K2 вираз для змiщень

u(r) = um +
∑

[u(r, n1) − um] + (30)

1

2

∑

n1,n2

[u(r, n1, n2) − u(r, n1) − u(r, n2) + um].

Тут u(r, n) – розв’язок краєвої задачi для включення сорту n в ефек-
тивнiй фазi

∑

β

Lαβ(r, n)uβ(r, n) = −fα(r). (31)

Для зерен довiльної форми дана задача пружностi аналiтично
точно не розв’язується. Тому ми будемо використовувати усереднену
за орiєнтацiями формою зерен. Для розглядуваних КМ зернистого
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типу ми будемо використовувати усередненнi включення сферичної
форми.

Аналогiчно u(r, n1, n2) – розв’язок наступної краєвої задачi

∑

β

Lαβ(r, n1, n2)uβ(r, n1, n2) = −fα(r). (32)

Пiсля усереднення по формi зерен задача зводиться до контакту
двох кульок iз заданою функцiєю розташування однiєї кульки вiд-
носно iншої (парна функцiя розподiлу зерен).

Для прикладу, на основi (13), (12) i (30) для сферичних гранул
запишемо об’ємну деформацiю з точнiстю до K2

〈θ(r)〉 = θm +
M
∑

i=1

ci

νi

∫

dr[θi(r) − θm] + (33)

+
1

2

∑

i,j

cicj

ν̄iν̄j

∫

drdr′Fij(r − r
′)[θij(r, r

′) − θi(r) − θj(r
′) − θm],

де ν̄i – об’єм зерен фази (вважаємо всi зерна даного сорту однакови-
ми), ci – об’ємна доля i-ої фази, Fij(r−r

′) – парна функцiя розподiлу
зерен фаз i i j.

В матричному методi розрахунку (ММР) використовуємо для ви-
значення k̄, µ̄ вирази (15), (17) з λ(r), µ(r) у формi (4). Вирази для
θ(r), εxy(r) знаходяться з потрiбною точнiстю з (30) i (12), (13).

У самоузгодженому методi розрахунку (СМР) для λ(r), µ(r) ви-
користовуємо форму (6). Задачi для об’ємної деформацiї i деформа-
цiї зсуву розв’язуються незалежно. Однак для знаходження пара-
метрiв ефективного середовища λm, µm (або km, µm) з врахуванням
(11) необхiдно розв’язати систему двох рiвнянь

〈θ(r)〉 = θm, 〈θ(r)〉 = 3〈εαα(r)〉,
〈εαβ(r)〉 = εαβ,m(r), α 6= β. (34)

У наступному роздiлi ми детальнiше зупинимося на виразах для
спостережуваних у наближеннi K1.
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5. Фiзичнi характеристики композиту в наближен-
нi K1

5.1. Електро- i теплопровiднiсть. Дiелектрична i магнiтна

проникливостi

В K1 необхiдно розв’язати наступну задачу для потенцiала V (rn)
(температура T (rn) (див. (7) i (31):

σ(rn)∆V (rn) = 0, V (rn)||rn|→∞ = Emz = Vm(r)

σ(rn) =

{

σn, |rn| ≤ an

σm, |rn| > an,
rn = r − Rn, (35)

де an – радiус кульки (зерна), Rn – радiус-вектор центру кульки.
Розв’язки даної задачi вiдомi i мають вигляд [74]:

δVn(rn) = Vn(rn) − Vm(rn) =

{

(P σ
n − 1)Emz, |rn| ≤ an

(P σ
n − 1)Emz

a3

n

r3
n

, |rn| > an,
(36)

причому

P σ
n =

σm

(1 − cp)σm + cpσn

, cp =
1

D
. (37)

Нам потрiбнi лише z-компоненти напруженостi (градiєнти темпе-
ратур)

δEz
n(rn) = Ez

n(rn)−Ez
m(rn) =

{

(P σ
n − 1)Em, |rn|≤an

(P σ
n − 1)

[

1 − 3z2

n

r2
n

]

a3

n

r3
n

Em, |rn|>an.

(38)
Вираз (30) набуде вигляду (в K1)

Ez(r) = Ez
m(r) +

∑

n

δEz
n(rn). (39)

Розглянемо спочатку ММР. Тодi пiсля пiдстановки (38) у (9) i
проведення процедури усереднення отримаємо наступний результат
для питомої провiдностi σ̄ (коефiцiєнта теплопровiдностi q̄, дiелект-
ричної сталої ε̄, магнiтної проникливостi М

σ̄ =

M
∑

i=1

σicip
σ
i

c0

1−cp

+
M
∑

i=1

cipσ
i

, c0 +

M
∑

i=1

ci = 1. (40)
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Тут ми додатково видiлили (як окрему фазу i = 0) порожнини з
об’ємною часткою c0 (для порожнин σ0 = 0, pσ

0 = (1− cp)
−1). В суму

M
∑

i=1

, таким чином, входять лише масовi фази (їх кiлькiсть дорiвнює

M).
У випадку двох фаз i = 1, 2 з (39) випливає вiдома формула

Оделевського [1, 22]

σ̄ = σ1
σ2[c2 + cpc1] + σ1c1(1 − cp)

σ2cpc1 + σ1[1 − cpc1]
. (41)

Спiввiдношення (41) має два критичнi переходи

σ̄ →
{

σ1
c2+cpc1

cpc1

→ 0, σ1 → 0

σ1
1−cp

1−cpc1

c1, σ2 → 0.
(42)

Таким чином, при σ1 → 0 КМ при будь-якiй частцi (c2 < 1),
струм не проводить, при σ2 → 0 КМ завжди (c1 > 0) є провiдником.

З (42) випливає, що перколяцiйна границя cpi дорiвнює: cp1 =
1(cp2 = 0) при σ1 → 0, cp1 = 0 (cp2 = 1) при σ2 = 0. Це звичай-
но вiдображає той факт, що a1/a2 → 0. В результатi матриця, на-
вiть при найменших концентрацiях (c1 → 0) обволiкає зерна фази 2,
утворюючи безмежний кластер, i таким чином визначає властивостi
композиту як провiдника.

У випадку СМР необхiдно розрахувати властивостi ефективного
середовища σm (в ММР роль ефективної фази вiдiграє матриця). З
(37), (38) для середньої напруженостi знаходимо

〈Ez(r)〉 = Em +

M
∑

i=1

ci(p
σ
i − 1). (43)

З умови 〈Ez(r)〉 = Em випливає з (43) рiвняння для σm i розрахо-
вуючи в K1 σ̄ за формулою (9) можна показати, що σ̄ = σm. Таким
чином, запишемо кiнцевий варiант рiвняння для σ̄ [23,25].

cc − cp

1 − cp

1

σ̄
=

M
∑

i=1

ci

(1 − cp)σ̄ + cpσi

,

cc = 1 − c0 =
M
∑

i=1

ci, σ̄ = σm, (44)
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де cc – загальна частка провiдних (масових) фаз. Оскiльки ми шу-
каємо лише позитивнi рiшення σ̄, з (44) випливає, що при cc ≤ cp

зразок струму не проводить.
Таким чином, cp = 1/D є перколяцiйною границею для всiх фаз

(при ci > cp фаза “i” утворює безмежний кластер). Це адекватно
описує ситуацiю для КМ з однаковими розмiрами зерен.

У випадку лише двох фаз (i = 1,2) знаходимо з (44) розв’язуван-
ням квадратного рiвняння

σ̄ = 2−1(1 − cp)
−1[(c1 − cp)σ1 + (c2 − cp)σ2 +

√
D],

D = [(c1 − cp)σ1 − (c2 − cp)σ2]
2 + 4σ1σ2c1c2. (45)

При σ2 → 0 з (45) випливає

σ̄ =

{ σ1

1−cp

(c1 − cp), c1 ≥ cp

0, c1 < cp.
(46)

У СМР в наближеннi K1 маємо

cp =

{

0, 5 D = 2
0, 333... D = 3

(47)

У тривимiрному випадку має мiсце вiдхилення (cp=1/3) вiд зна-
чення машинних розрахункiв (cp = 0,17 для твердих сфер i cp =0,29
для сфер з повним проникненням). При малих вiдмiнностях σ1 i σ2

ММР i СМР в K1 дає близькi результати. У випадку σ2 → 0 СМР на
вiдмiну вiд ММР описує перколяцiйний перехiд, однак дає завищене
значення cp = 1/3. При цьому значнi вiдхилення спостережуваної σ̄
вiд точного значення проявляються лише в околi cp.

5.2. Пружнi властивостi

Розглянемо тут лише задачу для об’ємної деформацiї (стиск або роз-
ширення). У цьому випадку у сферичних координатах необхiдно роз-
в’язати рiвняння для сферичних компонент ur, uϕ, uθ [7, 71]

(

∂2

∂r2
n

+
2

rn

∂

∂rn

− 2

r2
n

)

ur(rn) = 0,

uϕ(r) = uθ(r) = 0, ur(r) = ur(rn) (48)

при наступних граничних умовах для внутрiшнiх i зовнiшнiх роз-
в’язкiв

u(1)
r (an) = u(2)

r (an), σ(1)
rr (an) = σ(2)

rr (an),

u(2)
r (rn)||rn|→∞ → εm|rn| = um(rn), (49)
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причому

σrr = 2µεrr + λθ, εrr = ∂rur, θ =

[

∂

∂r
+

2

r

]

ur. (50)

За знайденим розв’язком ur(r) вiдновлюємо декартовi компонен-
ти змiщення (uα(r) = urr

α
n/rn)

δuα(rn) = uα(rn) − um(rn) =

{

(pk
n − 1)εmrα

n , rn ≤ an

(pk
n − 1)εm

a3

n
rα

n

r3
n

, rn > an,
(51)

де

pk
n =

km + 4cpµm

kn + 4cpµm

, cp = 1/D. (52)

Для об’ємної деформацiї θ(rn) знаходимо (див. (50))

δθ(rn) = θ(rn) − θm(rn) =

{

3(pk − 1)εm, rn ≤ an

0, rn > an.
(53)

З врахуванням (4.20) в K1 отримаємо

〈θ(r)〉 = 3εm

[

1 +

M
∑

i=1

(pk − 1)ci +
km

4cpµm

c0

]

. (54)

Тут видiлено складову i = 0, що вiдповiдає порожнинам (λ0 = µ0 =
0).

В СМР з (15) i умови самоузгодження випливає одне рiвняння
для параметрiв ефективного середовища λm, µm

M
∑

α=1

cα

kα + 4cpµm

=
1

km + 4cpµm

− c0

4cpµm

. (55)

Друге рiвняння знаходимо при розв’язуваннi задачi на деформа-
цiю зсуву.

Тут ми зупинимося лише на виразi для k̄ в ММР. З врахуванням
(52), (53) i визначення (15) знайдемо в наближеннi K1 в ММР

k̄ =

M
∑

i=1

kicip
k
i

c0
k1+4cpµ1

4cpµ1

+
M
∑

i=1

cipk
i

,

pk
i =

k1 + 4cpµ1

ki + 4cpµ1
. (56)
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У випадку лише двох фаз (i=1,2) з (56) знаходимо вiдомий вираз
[1, 7] для об’ємного модуля k̄

k̄ =
k1(k2 + 4cpµ1) + c24cpµ1(k2 − k1)

k2 + 4cpµ1 − c2(k2 − k1)
. (57)

Вираз (57) має два граничних переходи

k̄ →
{

k1+4cpµ1c2

c1

→ 0, k1, µ1 → 0
4cpµ1+k1c2

,
k2, µ2 → 0.

(58)

Таким чином, як i у випадку електропровiдностi, границi (58)
вiдображають той факт, що a2/a1 = 0.

5.3. Термопружнiсть

Рiвномiрне нагрiвання для задачi кулi в ефективному середовищi
приводить лише до об’ємної деформацiї. При цьому у сферичних ко-
ординатах отримуємо ЛДР, аналогiчне до (48), але з температурним
джерелом деформацiї [71].

(

∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− 2

r2

)

ur(r) = f(rn)∂r(∆T ),

f(r) =
3k(r)α(r)

λ(r) + 2µ(r)
, uϕ(rn) = uθ(rn). (59)

Граничнi умови на поверхнi кулi (49) дадуть змогу знайти два iз
трьох невiдомi коефiцiєнти, що входять у розв’язок рiвняння (59). В
результатi для декартових компонент запишемо [71]

δuα(rn) =
rα
n

rn

ur(rn) =

{

Bn∆Trα
n , rn ≤ an

Bn∆T
a3

n

r3
n

rα
n , rn > an,

um
α (r) = Am∆Trα

n , (60)

де

Bn =
(km − kn)Am + 3(knαn − kmαm)cp

kn + 4cpµm

. (61)

На основi (60) знаходимо для об’ємної деформацiї

δθ(rn) =

D
∑

α=1

εαα(rn) =

{

3Bn∆T, rn ≤ an

0, rn > an
(62)



17 Препринт

Для знаходження коефiцiєнта Am використовуємо умову (22).
Пiсля громiздких обчислень за спiввiдношенням (21) знайдемо ефек-
тивний КЛР композиту в ММР (СМР ми тут не розглядаємо)

ᾱ =

M
∑

i=1

ciαip
α
i

M
∑

i=1

cipα
i

, pk
i =

ki

ki + 4cpµ1
. (63)

Тут порожнини явно не видiленi, оскiльки для них α0 = 0.
В лiтературi [1, 7] зустрiчається вираз для КЛР композиту лише

у випадку одного сорту включень в матрицi (M=2). Запишемо (62)
для M = 2 в наступнiй формi

ᾱ =
∑

i=1,2

ciαi + c1c2(α1 − α2) ×

×
(

k1

k1 + 4cpµ1
− k2

k2 + 4cpµ1

)





∑

i=1,2

kici

ki + 4cpµ1





−1

. (64)

Само в такому виглядi неважко переконатися в тотожностi (63)
до вiдомого виразу [1, 7].

Не вникаючи в процедуру розрахунку, запишемо результати об-
числень середнього КЛР ᾱi i середнього напруження σ̄i для i-ої фази
в композитi

ᾱi =
kiαi + 4cpµ1ᾱ

ki + 4cpµ1
, ᾱ =

M
∑

i=0

ciᾱi, (65)

σ̄i = 4µ1pi(αi − ᾱ)∆T = 4µ1(ᾱi − ᾱ)∆T. (66)

Як можемо бачити, у випадку порожнин ᾱ0 = ᾱ(p0 = 0) i на-
пруження природньо не виникає (σ̄0 = 0). Знак напруги (σ̄i > 0)
вiдповiдає стиску фази i i залежить вiд спiввiдношення мiж αi i ᾱ
(або ᾱi i ᾱ). Якщо КЛР αi вихiдного матерiалу менше, нiж КЛР
композиту ᾱ, i-а фаза в композитi виявиться стиснутою (σ̄i > 0) при
зниженнi температури T над вихiдною T0(∆T = T − T0 < 0). При
ᾱi > ᾱ за таких самих умов фаза i буде розтягнута (σ̄i < 0). Подiбний
ефект спостерiгається, зокрема, в резистивних, керамiчних матерi-
алах i ЛПВМ (лавоподiбних паливовмiсних матерiалах). Матерiал
формується при деякiй високiй температурi T0 (T0 ≈ пiковiй темпе-
ратурi обпалу). Сформований зразок (матерiал) експлуатується при
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значно нижчих температурах. У температурнiй областi експлуата-
цiї частина фаз виявляється у стиснутому, частина - в розтягнутому
станi. Величини середнiх внутрiшнiх напруг σ̄i в кожнiй фазi можна
знайти в ММР, використовуючи спiввiдношення (66) з врахуванням
(65), (63).
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