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ÀÍÎÒÀÖIß

Ñàðêàíè÷ Ï.Â. Óíiâåðñàëüíiñòü ñêëàäíèõ ñèñòåì: àíàëiç íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè i ñêëàäíi ìåðåæi. �Íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.04.02 ¾Òåîðåòè÷íà ôiçèêà¿ (104 �

Ôiçèêà òà àñòðîíîìiÿ). � Iíñòèòóò ôiçèêè êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì ÍÀÍ Óêðà¨íè,

Ëüâiâ, 2019.

Ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ äîñëiäæåííÿ óíiâåðñàëüíîñòi ó ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ. Ïî-

íÿòòÿ óíiâåðñàëüíîñòi � íåçàëåæíîñòi õàðàêòåðíî¨ ïîâåäiíêè ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñè-

ñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç áàãàòüîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèí, âiä äåòàëåé áóäîâè öi¹¨

ñèñòåìè � ¹ îäíèì iç ïiäñòàâîâèõ ïîíÿòü ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè. Âñå ÷àñòiøå öå

ïîíÿòòÿ âèõîäèòü çà ìåæi ñóòî ôiçè÷íèõ çàäà÷ i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â çàãàëüíîíàó-

êîâîìó ÷è çàãàëüíîêóëüòóðíîìó êîíòåêñòi. Ïiä ñêëàäíèìè ñèñòåìàìè ìè ðîçóìi-

¹ìî òàêi, äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíà êîëåêòèâíà ïîâåäiíêà, ÿêà íå ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì

âëàñòèâîñòåé ¨õ ñêëàäîâèõ ÷àñòèí. Ïîíÿòòÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ñòîñó¹òüñÿ áàãàòüîõ

òðàäèöiéíèõ äèñöèïëií íàóêè i ¹ ïðåäìåòîì íîâî¨ ìiæäèñöèïëiíàðíî¨ ãàëóçi çíàíü

- íàóêè ïðî ñêëàäíi ñèñòåìè. Ìåòîäè i êîíöåïòóàëüíèé àïàðàò ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçè-

êè ¹ îäíi¹þ iç âàæëèâèõ ñêëàäîâèõ öi¹¨ íàóêè.

Îñêiëüêè ñêëàäíi ñèñòåìè ñêëàäàþòüñÿ ç áàãàòüîõ çâ'ÿçàíèõ êîìïîíåíò,

ÿêèì ïðèòàìàííà êîëåêòèâíà ïîâåäiíêà, äëÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ ïðèðîäíî âèêîðèñòî-

âóâàòè iíñòðóìåíòàðié òåîði¨ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ. Çîêðåìà, äîñëiäæåííÿ âïîðÿäêó-

âàííÿ ó ñêëàäíèõ ñïiíîâèõ ìîäåëÿõ äîçâîëÿ¹ çðîçóìiòè íà ïðèíöèïîâîìó ðiâíi

òà êiëüêiñíî îïèñàòè ôîðìóâàííÿ óíiâåðñàëüíî¨ � ñïiëüíî¨ äëÿ âñiõ � ïîâåäiíêè â

ðiçíèõ çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ, ñîöiàëüíèõ ñèñòåìàõ.

Ïðè öüîìó ñòàíè ñïiíîâî¨ çìiííî¨ âiäïîâiäàþòü ñòàíàì ðiçíèõ çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ

àãåíòiâ, à ñòðóêòóðà ðîçòàøóâàííÿ àãåíòiâ-ñïiíiâ òà òèï âçà¹ìîäi¨ ìîäåëþþòü ¨õ

âiäïîâiäíèêè ó ðåàëüíié ñêëàäíié ñèñòåìi.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ. Â ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòà-

öi¨ ïîäàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè. Îñíîâíà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ìîäåëÿì òà ìåòîäàì ¨õ
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îïèñó, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi. Çîêðåìà, â äèñåðòà-

öi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâi ìîäåëi: ìîäåëü Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ òà ìîäåëü

Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè. Ìîäåëü Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó ôîðìóâàííÿ ñòðóêòóðè â ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ, à ìîäåëü Ïî-

òñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ òîãî, ÿê åíòðîïiÿ

âïëèâà¹ íà óíiâåðñàëüíiñòü. Ñåðåä ìåòîäiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äîñëiäæåííi,

äâà îïèñàíi äåòàëüíî â Ðîçäiëi 1.3. Ïåðøèé ìåòîä - öå àíàëiç íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi. Äâà íàéáiëüø âæèâàíèõ âèïàäêè - êîìïëåêñíå ìà-

ãíiòíå ïîëå (íóëi Ëi-ßíãà) i êîìïëåêñíà òåìïåðàòóðà (íóëi Ôiøåðà). Âèõîäÿ÷è iç

âëàñòèâîñòåé ðîçòàøóâàííÿ öèõ íóëiâ, ìîæíà îòðèìàòè êðèòè÷íi âëàñòèâîñòi ñè-

ñòåìè òàêi ÿê êðèòè÷íi ïîêàçíèêè, âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä i ïîëîæåííÿ

êðèòè÷íèõ òî÷îê. Äðóãèé - ìåòîä ñêëàäíèõ ìåðåæ. Ó ðàìêàõ öüîãî ìåòîäó ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà áàãàòüîõ ÷àñòèíîê (àãåíòiâ) ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi ãðàôà, äå

âóçëàìè âèñòóïàþòü âçà¹ìîäiþ÷i ÷àñòèíêè, à ðåáðà ïîçíà÷àþòü âçà¹ìîäi¹þ ìiæ

íèìè.

Â äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòàíî ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè äëÿ âèâ÷åííÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíî

âçà¹ìîäi¹þ i îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè. Äâîâèìiðíà ìî-

äåëü Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìîæå îïèñóâàòè òîíêîïëiâêîâi ìàòåðiàëè, ÿêi

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèãîòîâëåííÿ ïðèñòðî¨â iç âèñîêîþ ãóñòèíîþ çáåðiãàííÿ ií-

ôîðìàöi¨. Äëÿ íå¨ ïðîàíàëiçîâàíî äiëÿíêó ôàçîâî¨ äiàãðàìè òà ïîêàçàíî, ùî êðè-

òè÷íi ïîêàçíèêè íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä âiäíîøåííÿ êîíñòàíò êîðîòêîñÿæíî¨ òà

äèïîëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ δ. Â óñié äiëÿíöi ïàðàìåòðà δ, äå îñíîâíèé ñòàí õàðàêòåðèçó-

¹òüñÿ ñìóæêîâîþ àíòèôåðîìàãíiòíîþ ôàçîþ iç òîâùèíîþ ñìóæîê h = 1 , ïåðåõiä

äî âèñîêîòåìïåðàòóðíî¨ ïàðàìàãíiòíî¨ (òåòðàãîíàëüíî¨) ôàçè âiäáóâà¹òüñÿ çà ñöå-

íàði¹ì ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó. À äëÿ âèùèõ çíà÷åíü δ, êîëè ¹ ïåðåõiä

ìiæ ñìóæêîâîþ ôàçîþ iç h = 2 i ïàðàìàãíiòíîþ ôàçîþ, ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ôàçîâèé

ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó. Îòðèìàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêà-

çíèêiâ, çíàéäåíi ç ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, äîáðå óçãîäæóþòüñÿ iç ðåçóëü-

òàòàìè êîðîòêî÷àñîâèõ Ìîíòå-Êàðëî ñèìóëÿöié. Äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà
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ç q âèäèìèìè i r íåâèäèìèìè ñòàíàìè áóëî âïåðøå çíàéäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çà

äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòðèöi ïåðåíîñó. Àíàëiçóþ÷è ïîâåäiíêó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñó-

ìè, áóëî çíàéäåíî äâi óìîâè, çà ÿêèõ öÿ ìîäåëü ìà¹ ôàçîâèé ïåðåõiä ïðè äîäàòíié

òåìïåðàòóði. Ïåðøà óìîâà ïîëÿãà¹ â ðîçãëÿäi çîâíiøíiõ êîìïëåêñíèõ ìàãíiòíèõ

ïîëiâ. Òàêi, íà ïåðøèé ïîãëÿä íåôiçè÷íi ïîëÿ, íåùîäàâíî âäàëîñÿ îïîñåðåäêîâàíî

âèìiðÿòè íà åêñïåðèìåíòi ÷åðåç ÷àñè äåêîãåðåíöi¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè-âiäïîâiäíèêà.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿä çîâíiøíiõ ìàãíiòíèõ ïîëiâ äîçâîëÿ¹ ïîâ'ÿçàòè êëàñè÷íi òà

êâàíòîâi ñïiíîâi ìîäåëi. Äðóãèé ìåõàíiçì ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi âiä'¹ìíî¨ êiëüêîñòi

íåâèäèìèõ ñòàíiâ. Îñêiëüêè çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ âåäå äî çðî-

ñòàííÿ åíòðîïi¨ â ñèñòåìi, ¨õ âiä'¹ìíó êiëüêiñòü ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê çîâíiøíié

âïîðÿäêîâóþ÷èé ïàðàìåòð.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ çàñòîñîâàíî íàáëèæåííÿ íåîäíîðiäíîãî ñåðå-

äíüîãî ïîëÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà äîâiëüíîìó

ãðàôi. Â ìåæàõ öüîãî ïiäõîäó îòðèìàíî âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨. Çîêðåìà ðîçãëÿ-

íóòî äâà ÷àñòêîâi âèïàäêè: ïîâíèé ãðàô òà áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæà. Íà ïîâíîìó

ãðàôi ïîêàçàíî, ùî â îáëàñòi 1 ≤ q < 2 ôàçîâà äiàãðàìà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äâîìà

ãðàíè÷íèìè âèìiðíîñòÿìè, rc1 i rc2. Íèæ÷å rc1 ó ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå ôà-

çîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó. Âèùå rc2 ¹ ëèøå ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó. À â

îáëàñòi rc1 < r < rc2 ¹ äâà ôàçîâèõ ïåðåõîäè: ïåðøîãî ðîäó ïðè íèæ÷ié òåìïå-

ðàòóði i äðóãîãî ðîäó ïðè âèùié òåìïåðàòóði. Äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, äå iñíó¹

ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó, ñïîñòåðiãà¹ìî êðèòè÷íi ïîêàçíèêè òðàäèöiéíi äëÿ

òåîðié ñåðåäíüîãî ïîëÿ, à ñàìå β = 1/2, α = 0, ν = 1/2. Äëÿ âèïàäêó ìîäåëi

Içiíãà, q = 2, íà ïîâíîìó ãðàôi äâà ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ ïðè rc ≈ 3.62.

Íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi iç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ P (k) ∼ k−λ ðîç-

ãëÿíóòî âèïàäîê q = 2. Íà ïðîòèâàãó âèïàäêó ïîâíîãî ãðàôà, äå iñíó¹ ëèøå îäíå

ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ, áóëî îòðèìàíî λ−çàëåæíi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ rc1(λ) i rc2(λ). Öi

âåëè÷èíè âiäiãðàþòü òó æ ñàìó ðîëü, ùî i ¨õ âiäïîâiäíèêè ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó

ïîâíîãî ãðàôà. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ñêðiçü, äå iñíó¹ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó,

êðèòè÷íi ïîêàçíèêè çàëèøàþòüñÿ λ-çàëåæíèìè, à êiëüêiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ r

íå âïëèâà¹ íà çíà÷åííi êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ.
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Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ çàñòîñîâàíî ïiäõiä ñêëàäíèõ ìåðåæ äëÿ àíà-

ëiçó ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi ïåðñîíàæiâ äàâíüîðóñüêèõ áèëèí. Ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ

äîçâîëÿþòü êëàñèôiêóâàòè ðiçíi íàðàòèâè i ñëóãóþòü äæåðåëîì äîäàòêîâî¨ ií-

ôîðìàöi¨ ïðî ¨õ îñîáëèâîñòi. ßê âèÿâèëîñÿ â ðåçóëüòàòi àíàëiçó, ñîöiàëüíà ìå-

ðåæà ïåðñîíàæiâ áèëèí âîëîäi¹ íèçêîþ âëàñòèâîñòåé, ñïiëüíèõ iç âëàñòèâîñòÿìè

ñîöiàëüíèõ ìåðåæ iíøèõ åïîñiâ. Öi âëàñòèâîñòi çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè äëÿ ìå-

ðåæ, ùî õàðàêòåðèçóþòü åïi÷íi íàðàòèâè ðiçíèõ êóëüòóð i áóëè ñòâîðåíi â ðiçíèé

÷àñ. Òàêèì ÷èíîì, åïîñè âîëîäiþòü óíiâåðñàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî äîçâîëÿ¹

îòðèìàòè äîäàòêîâó êëàñèôiêàöiþ, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà ¨õ êiëüêiñíîìó àíàëiçi. Çîêðå-

ìà, ïîäiáíî äî ñîöiàëüíèõ ìåðåæ iíøèõ åïîñiâ, ñîöiàëüíi ìåðåæi áèëèí âèÿâèëèñÿ

ñèëüíî ñêîðåëüîâàíèìè òiñíèìè ñâiòàìè çi çíà÷åííÿì ñåðåäíüîãî êîåôiöi¹íòó êëà-

ñòåðíîñòi, ùî çíà÷íî ïåðåâèùó¹ âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ äëÿ êëàñè÷íîãî âèïàäêîâîãî

ãðàôó Åðäîøà-Ðåíi. Îäíàê òiñíèìè ñâiòàìè ¹ ìåðåæi, â ÿêèõ áåðóòüñÿ äî óâàãè

âñi àáî ëèøå äðóæíi çâ'ÿçêè. Ìåðåæà âîðîæèõ çâ'ÿçêiâ ìà¹ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹í-

òà êëàñòåðíîñòi é ñåðåäíüî¨ âiäñòàíi ïîðiâíÿííi iç âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè äëÿ

ãðàôó Åðäîøà-Ðåíi, ùî ¹ êiëüêiñíèì ïðîÿâîì ãiïîòåçè ñîöiàëüíîãî áàëàíñó. Òîìó

åôåêòè òiñíîãî ñâiòó â íié íå ïðîÿâëÿþòüñÿ. Êðiì ïåðåëi÷åíèõ âèùå óíiâåðñàëü-

íèõ õàðàêòåðèñòèê, àíàëiç íàâiâ íîâi àðãóìåíòè ùîäî òèõ ÷è iíøèõ ãiïîòåç ïðî

ñòðóêòóðó áèëèí.

Êëþ÷îâi ñëîâà: óíiâåðñàëüíiñòü, ñêëàäíi ñèñòåìè, ñêëàäíi ìåðåæi, êðèòè÷íà

ïîâåäiíêà, ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè
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ABSTRACT

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics on the

speciality 01.04.02 �Theoretical Physics� (104 � Physics and Astronomy). � Institute

for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv,

2019

The goal of the dissertation is to study the universality of complex systems.

The notion of universality - the independence of the characteristic behaviour of a

macroscopic system, consisting of many interacting parts, from the details of the

structure of this system - is one of the basic concepts of statistical physics. Increasingly,

this concept is used beyond purely physical problems and is used in a general scienti�c

or cultural context. By complex systems we mean those characterized by collective

behaviour that is not a simple consequence of the properties of their constituent parts.

The concept of complex system is applied in many traditional disciplines of science and

is the subject of a new interdisciplinary �eld of knowledge - the complexity science.

Methods and concepts of statistical physics are among the important components of

this branch as is concept of universality that has become one of the basic concepts of

the complex systems science.

Since complex systems are characterized by the collective behaviour of many

interacting components, the theory of phase transitions provides a natural tool for

their study. So the study of ordering in complex spin models allows us to understand

at a principal level, and to quantitatively describe the formation of a universal behavi-

our in di�erent physical, chemical, biological, and social systems. In this case, the

states of the spin variable correspond to the states of agents of di�erent nature, and

their con�guration and interactions simulate real complex system equivalent. Often, in

such studies, the processes of ordering on complex networks - random graphs, whose

topological properties reproduce the structure of a complex system, are considered.

Examples of network structures are numerous. Thus modelling the critical behaviour

of complex spin systems is becoming increasingly widespread.

The dissertation consists of four sections. The �rst section of the dissertation
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provides a literature review. The main focus of this section is on the models and

methods of their description used in the dissertation. In particular, two models are

used in the thesis: the Ising model with dipole interactions and the Potts model with

invisible states. The Ising model with dipole interactions is used to describe patterns

formation in complex systems, and the Potts model with invisible states is used to

study how entropy a�ects the universality. Among the methods used in the thesis, two

are described in detail in Section 1.3. The �rst method is the analysis of the zeros of

a partition function in a complex plane. The two most commonly used cases are the

complex magnetic �eld (Lee-Yang zeros) and the complex temperature (Fisher zeros).

Based on the properties of the location of these zeros, it is possible to obtain the critical

properties of the system such as critical exponents, the ratio of critical amplitudes and

the location of critical points. The second is the method of complex networks. Within

this method, a system of many particles (agents) is represented in the form of a graph,

where the nodes are interacting particles, and the edges denote the interaction between

them.

The second section of the dissertation uses the method of analysis of partition

function zeros to study the critical behaviour of a two-dimensional Ising model with

dipole interaction and a one-dimensional Potts model with invisible states. A two-

dimensional Ising model with dipole interactions can describe the thin-�lm materials

used to produce high-density information storage devices. For this model, the region of

the phase diagram is analysed and it is shown that the critical exponents depend conti-

nuously on the ratio of the short-range and dipole interaction constants δ. In the whole

region of the parameter δ, where the ground state is characterized by a striped anti-

ferromagnetic phase with a strip width h = 1, the transition to the high-temperature

paramagnetic (tetragonal) phase undergoes the second-order phase transition scenario.

For higher values of δ, when there is a transition between the stripped phase with h = 2

and the paramagnetic phase, a �rst-order phase transition is observed. The values of

the critical exponents obtained in the partition function zeros density approach, agree

well with the results of short-time Monte-Carlo simulations. For the one-dimensional

Potts model with q visible and r invisible states, the exact solution was found usi-
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ng the transfer matrix method. Analysing the behaviour of partition function zeros,

two conditions were found under which this model has a phase transition at positive

temperature. The �rst condition is the consideration of external complex magnetic �-

elds. Such seemingly non-physical �elds have recently been indirectly measured experi-

mentally through the decoherence times of the quantum counterpart system. Thus, the

consideration of external magnetic �elds allows us to link classical and quantum spin

models. The second mechanism is to consider the negative number of invisible states.

Since an increase in the number of invisible states leads to an increase in entropy in the

system, their negative number can be interpreted as an external ordering parameter.

The third section of the dissertation uses an approximation of a nonuniform mean

�eld to investigate a Potts model with invisible states on an arbitrary graph. Within

this approach, the expression for free energy is obtained. In particular, two partial

cases are considered: a complete graph and a scale-free network. For the complete

graph it is shown that in the region 1 ≤ q < 2 the phase diagram is characterized

by two marginal values, rc1 and rc2. Below rc1, only the second-order phase transition

occurs in the system. There is only a �rst-order phase transition above rc2. And in

the area rc1 < r < rc2 there are two phase transitions: a �rst-order transition at

lower temperature and a second-order at higher temperature. For values of parameters

where there is a second-order phase transition, we observe critical exponents usual for

the mean-�eld theories, namely β = 1/2, α = 0, ν = 1/2. In the Ising model case

q = 2, on the complete graph, the two marginal values coincide at rc ≈ 3.62. The

case of q = 2 is considered on a scale-free network with the node degree distribution

P (k) ∼ k−λ. In contrast to the case of a complete graph with only one marginal value,

two λ−dependent marginal values rc1(λ) and rc2(λ) were obtained. These quantities

play the same role as their counterparts in the previous case of the complete graph.

It is also shown that wherever there is a second-order phase transition, the critical

exponents remain λ-dependent and the number of invisible states r does not a�ect the

value of them.

The fourth section of the dissertation uses the complex networks approach to

analyse the social network of characters of Bylyny. This quantitative approach allows



8

to classify di�erent narratives and serve as a source of additional information about

their features. As it turned out, the social network of characters of Bylyny possesses

a number of properties, common with the properties of social networks of other epics.

These properties remain unchanged for networks that characterize epic narratives of

di�erent cultures and have been created at di�erent times. Thus, epics have universal

properties, which allows to obtain additional classi�cation based on their quantitati-

ve analysis. In particular, like the social networks of other epics, social networks of

Bylyny are strongly correlated small-worlds with an average clustering coe�cient si-

gni�cantly exceeding the corresponding value for the classical random Erd�os-R�enyi

graph. However, only networks where all or only friendly connections are taken into

account are small-world networks. The network of hostile links has the value of the

clustering coe�cient and the average distance compared to the corresponding values

for the Erd�os-R�enyi random graph, which is a quantitative manifestation of the soci-

al balance hypothesis. Therefore, the small-world e�ects are not manifested in it. In

addition to the above universal characteristics, the analysis has made new arguments

for various hypotheses about the characters of Bylyny.

Keywords: universality, complex systems, complex networks, critical behaviour,

marginal dimensions, critical exponents.
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ÂÑÒÓÏ

Ïîíÿòòÿ óíiâåðñàëüíîñòi � íåçàëåæíîñòi õàðàêòåðíî¨ ïîâåäiíêè ìàêðîñêîïi-

÷íî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç áàãàòüîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèí, âiä äåòàëåé áóäîâè

öi¹¨ ñèñòåìè � ¹ îäíèì iç ïiäñòàâîâèõ ïîíÿòü ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè. Âñå ÷àñòiøå

öå ïîíÿòòÿ âèõîäèòü çà ìåæi ñóòî ôiçè÷íèõ çàäà÷ i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â çàãàëü-

íîíàóêîâîìó ÷è çàãàëüíîêóëüòóðíîìó êîíòåêñòi. Ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ äîñëiäæåííÿ

óíiâåðñàëüíîñòi ó ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ. Ïiä ñêëàäíèìè ñèñòåìàìè ìè ðîçóìi¹ìî

òàêi, äëÿ ÿêèõ õàðàêòåðíà êîëåêòèâíà ïîâåäiíêà, ÿêà íå ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì âëà-

ñòèâîñòåé ¨õ ñêëàäîâèõ ÷àñòèí [1, 2]. Ñêëàäíèì ñèñòåìàì ïðèòàìàííà ñàìîîðãà-

íiçàöiÿ, âèíèêíåííÿ íîâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ìîæëèâîñòåé (íîâèõ ÿêîñòåé), âèñîêà

÷óòëèâiñòü äî ìàëèõ çìií ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ïiäïîðÿäêóâàííÿ ñòåïåíåâèì çàêîíàì

(ðîçïîäiëè òèïó �òîâñòèõ õâîñòiâ�) [3, 4]. Ïîíÿòòÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ñòîñó¹òüñÿ

áàãàòüîõ òðàäèöiéíèõ äèñöèïëií íàóêè i ¹ ïðåäìåòîì íîâî¨ ìiæäèñöèïëiíàðíî¨

ãàëóçi çíàíü - íàóêè ïðî ñêëàäíi ñèñòåìè [5]. Ìåòîäè i êîíöåïòóàëüíèé àïàðàò

ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ îäíi¹þ iç âàæëèâèõ ñêëàäîâèõ öi¹¨ íàóêè. Òî æ i ïîíÿòòÿ

óíiâåðñàëüíîñòi ñòàëî îäíèì iç ïiäñòàâîâèõ ïîíÿòü íàóêè ïðî ñêëàäíi ñèñòåìè.

Îñêiëüêè ñêëàäíi ñèñòåìè ñêëàäàþòüñÿ ç áàãàòüîõ çâ'ÿçàíèõ êîìïîíåíò ÿêèì

ïðèòàìàííà êîëåêòèâíà ïîâåäiíêà, äëÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ ïðèðîäíüî âèêîðèñòîâóâà-

òè iíñòðóìåíòàðié òåîði¨ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ. Çîêðåìà, äîñëiäæåííÿ âïîðÿäêóâà-

ííÿ ó ñêëàäíèõ ñïiíîâèõ ìîäåëÿõ äîçâîëÿ¹ çðîçóìiòè íà ïðèíöèïîâîìó ðiâíi òà

êiëüêiñíî îïèñàòè ôîðìóâàííÿ óíiâåðñàëüíî¨ � ñïiëüíî¨ äëÿ âñiõ � ïîâåäiíêè â

ðiçíèõ çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ, ñîöiàëüíèõ ñèñòåìàõ

(äèâ., íàïðèêëàä, [6]). Ïðè öüîìó ñòàíè ñïiíîâî¨ çìiííî¨ âiäïîâiäàþòü ñòàíàì ði-

çíèõ çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ àãåíòiâ, à ñòðóêòóðà ðîçòàøóâàííÿ àãåíòiâ-ñïiíiâ òà òèï

âçà¹ìîäi¨ ìîäåëþþòü ¨õ âiäïîâiäíèêè ó ðåàëüíié ñêëàäíié ñèñòåìi [7]. ×àñòî â òà-
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êèõ äîñëiäæåííÿõ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîöåñè âïîðÿäêóâàííÿ íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ -

âèïàäêîâèõ ãðàôàõ, òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ÿêèõ âiäòâîðþþòü ñòðóêòóðó òî¨ ÷è

iíøî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè [8�11]. Ïðèêëàäè ìåðåæåâèõ ñòðóêòóð � ÷èñëåííi. Òîìó

êîíêðåòíi ðåàëiçàöi¨ ìîäåëþâàííÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñïiíîâèõ ñèñòåì

çíàõîäÿòü âñå øèðøå çàñòîñóâàííÿ.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì ¹, áåç ïåðåáiëüøåííÿ,

ãîëîâíèì, ÷è, ïðèíàéìíi îäíèì iç íàéãîëîâíiøèõ íàïðÿìêiâ ñó÷àñíî¨ íàóêè. Çà

ñëîâàìè Ñòiâåíà Õîêií à, 21-å ñòîëiòòÿ áóäå ñòîëiòòÿì ñêëàäíîñòi. Òî æ çàñòîñó-

âàííÿ ìîäåëåé i ìåòîäiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè ó öié äiëÿíöi âèêëèêàíå ïîòðåáàìè

÷àñó. Ïîðÿä iç çàãàëüíîþ àêòóàëüíiñòþ ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü, êîæíå iç îáðàíèõ

íàìè çàâäàíü ìà¹ ñâîþ ìîòèâàöiþ:

� Ìîäåëü Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ íà ïðîñòié êâàäðàòíié ãðàòöi âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó òîíêîïëiâêîâèõ àíòèôåðîìàãíåòèêiâ. Äåÿêi äîñëiäíèêè

ââàæàþòü, ùî òàêi ìàòåðiàëè ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ âèãîòîâëåííÿ ïðèñòðî¨â

çáåðiãàííÿ iç âèñîêîþ ãóñòèíîþ çáåðiãàííÿ iíôîðìàöi¨ [12]. Ç iíøîãî áîêó, öié ìî-

äåëi âëàñòèâà äóæå áàãàòà ôàçîâà äiàãðàìà, íà ÿêié áà÷èìî öiëó íèçêó íèçêîòåì-

ïåðàòóðíèõ àíòèôåðîìàãíiòíèõ ôàç (Íååëiâñüêèé àíòèôåðîìàãíåòèê, ñìóæêîâèé

àíòèôåðîìàãíåòèê iç ðiçíîþ øèðèíîþ ñìóã). Äîñëiäæåííþ ôàçîâî¨ äiàãðàìè öi¹¨

ìîäåëi ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü ðîáiò, îäíàê ïðèðîäà äåÿêèõ òèïiâ âïîðÿäêó-

âàííÿ ó íié i äîñi çàëèøà¹òüñÿ íåç'ÿñîâàíîþ.

� Íåäàâíî çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè äîçâîëÿ¹

ïîÿñíèòè ñïîñòåðåæóâàíi ðîçáiæíîñòi ìiæ òåîðåòè÷íèìè ïåðåäáà÷åííÿ i åêñïåðè-

ìåíòàëüíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ó äåÿêèõ ñïîëóêàõ, äå âiäáóâà¹-

òüñÿ ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ Z3 ñèìåòði¨ [13, 14]. Ïðèíöèï óíiâåðñàëüíîñòi äîçâîëÿ¹

çàñòîñóâàòè öþ ìîäåëü i äëÿ ïîÿñíåííÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó äåíàòóðàöi¨ ÄÍÊ [15].

Çäåáiëüøîãî öþ ìîäåëü ðàíiøå ðîçãëÿäàëè òiëüêè â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó q = 2

âèäèìèõ ñòàíiâ, à âèïàäîê äîâiëüíîãî q ÷àñòî çàëèøàâñÿ ïîçà óâàãîþ. Êiëüêiñòü

íåâèäèìèõ ñòàíiâ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ìiðó åíòðîïi¨ â ñèñòåìi, òîìó ìîäåëü Ïîò-

òñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè äà¹ óíiêàëüíó ìîæëèâiñòü âèâ÷àòè âïëèâ åíòðîïi¨ íà

ôàçîâi ïåðåõîäè i êëàñè óíiâåðñàëüíîñòi çîêðåìà.
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� Ðîçãëÿä ñïiíîâèõ ìîäåëåé íà ìåðåæàõ ìà¹ çâ'ÿçîê iç çàäà÷àìè ñîöiîôiçèêè

i, çîêðåìà, ç çàäà÷àìè âèâ÷åííÿ ôîðìóâàííÿ ñóñïiëüíî¨ äóìêè (opinion formation)

[7]. Âïîðÿäêóâàííÿ òàêèõ ìîäåëÿõ äîçâîëÿ¹ äîñëiäæóâàòè ôîðìóâàííÿì êîíñåí-

ñóñó ó ñóñïiëüíèõ ôîðìàöiÿõ.

� Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ i ïiäõîäiâ íàóêè ïðî ñêëàäíi ñèñòåìè äëÿ âèâ÷åííÿ

äàâíiõ íàðàòèâiâ ¹ íîâîþ îáëàñòþ äîñëiäæåíü, ùî çàðîäèëàñÿ ëèøå äåêiëüêà ðîêiâ

òîìó [16, 17]. Â ìåæàõ öüîãî ïiäõîäó âæå áóëè ïðîàíàëiçîâàíi ñîöiàëüíi ìåðåæi

çâ'ÿçêiâ ìiæ ãåðîÿìè íèçêè òâîðiâ ñâiòîâî¨ ëiòåðàòóðíî¨ ñïàäùèíè, ÿê îò Iëiàäà,

Îäiñåÿ, Áåîâóëüô, iðëàíäñüêi ñêåëè, iñëàíäñüêi ñàãè òà áàãàòî iíøèõ. Ïðîâåäå-

íi äîñëiäæåííÿ äîçâîëÿþòü êëàñèôiêóâàòè ðiçíi íàðàòèâè i ñëóãóþòü äæåðåëîì

äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ¨õ îñîáëèâîñòi. Äî äàâíüîðóñüêèõ òåêñòiâ öåé ïiäõiä

ðàíiøå íå çàñòîñîâóâàâñÿ.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ó äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi âèáðàíî òðè ïðèêëàäè ñêëàäíèõ ñèñòåìè: ìîäåëü Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà-

¹ìîäi¹þ, ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè i ñîöiàëüíà ìåðåæà ïåðñîíàæiâ

äàâíüîãî íàðàòèâó. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ çìiíè ó êëàñi óíiâåð-

ñàëüíîñòi äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ, âïëèâ åíòðîïiéíîãî

âíåñêó íà ïðîöåñ âïîðÿäêóâàííÿ â îäíîâèìiíèõ ñèñòåìàõ, õàðàêòåðèñòèêè êðèòè-

÷íî¨ ïîâåäiíêè áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ, òîïîëîãi÷íi õàðà-

êòåðèñòèêè ñêëàäíèõ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ íàðàòèâiâ. Ìåòà äèñåðòàöi¨ � ïîÿñíåííÿ

âèíèêíåííÿ óíiâåðñàëüíîñòi i ñêåéëií ó â ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ ðiçíî¨ ïðèðîäè. Äëÿ

äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè ìè âèêîðèñòîâóâàëè òàêi ìåòîäè: íàáëèæåííÿ íåîäíîðiäíî-

ãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ, ìåòîä ìàòðèöi ïåðåíîñó, ôîðìàëiçì Ëi-ßíãà-Ôiøåðà àíàëiçó

íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó âèïàäêó êîìïëåêñíîãî ïîëÿ òà òåìïåðàòóðè òà ìåòîäè

òåîði¨ ñêëàäíèõ ìåðåæ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóëî

ïðîàíàëiçîâàíî äiëÿíêó ôàçîâî¨ äiàãðàìè äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíèìè

âçà¹ìîäiÿìè òà ïîêàçàíî, ùî êðèòè÷íi ïîêàçíèêè íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä âiäíî-

øåííÿ êîíñòàíò âçà¹ìîäi¨ δ. Íàøi ðåçóëüòàòè ïiäòâåðäæóþòü ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó

â óñié äiëÿíöi çíà÷åííÿ δ, äå âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåõiä ìiæ ñìóæêîâîþ àíòèôåðîìà-
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ãíiòíîþ iç òîâùèíîþ ñìóæîê h = 1 i ïàðàìàãíiòíîþ (òåòðàãîíàëüíîþ) ôàçàìè.

Íàòîìiñòü, ïåðåõiä ìiæ ñìóæêîâîþ ôàçîþ iç h = 2 i ïàðàìàãíiòíîþ ôàçîþ âiäáó-

âà¹òüñÿ çà ñöåíàði¹ì ïåðøîãî ðîäó [18]. Çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ, çíàéäå-

íèõ íàìè ç ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äîáðå óçãîäæóþòüñÿ iç ðåçóëüòàòàìè

êîðîòêî÷àñîâèõ Ìîíòå-Êàðëî ñèìóëÿöié [19].

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòðèöi ïåðåíîñó, áóëî âïåðøå çíàéäåíî òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê ìîäåëi Ïîòòñà ç q âèäèìèìè i r íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà îäíîâèìiðíî-

ìó ëàíöþæêó. Ïðîàíàëiçîâàíî óìîâè, çà ÿêèõ öÿ ìîäåëü ìà¹ ôàçîâèé ïåðåõiä ïðè

äîäàòíié òåìïåðàòóði i ïîÿñíåíî, ÷îìó öi ðåçóëüòàòè íå óçãîäæóþòüñÿ iç ñòðîãèìè

òåîðåìàìè [20, 21].

Âïåðøå áóëî îòðèìàíî âèðàç äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè

ñòàíàìè íà äîâiëüíîìó ãðàôi. Çîêðåìà íà ïîâíîìó ãðàôi, ïåðåäáà÷åíî iñíóâàííÿ

äâîõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü r, ïðè ÿêèõ çìiíþ¹òüñÿ õàðàêòåð êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè.

Ñõîæèé åôåêò ïåðåäáà÷åíî i ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó q = 2 äëÿ áåçìàñøòàáíî¨

ìåðåæi [22, 23].

Âïåðøå áóëî çàñòîñîâàíî ïiäõiä ñêëàäíèõ ìåðåæ äëÿ àíàëiçó ñîöiàëüíî¨ ìå-

ðåæi ïåðñîíàæiâ äàâíüîðóñüêèõ áèëèí. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ñîöiàëüíà ìåðåæà

ïåðñîíàæiâ áèëèí âîëîäi¹ íèçêîþ ñïiëüíèõ êiëüêiñíèõ õàðàêòåðèñòèê iç âiäïî-

âiäíèìè ìåðåæàìè iíøèõ íàðàòèâiâ, à òàêîæ çàïðîïîíîâàíî ïåâíi àðãóìåíòè íà

êîðèñòü òèõ ÷è iíøèõ ãiïîòåç ùîäî çâ'ÿçêó áèëèííèõ ïåðñîíàæiâ iç iñòîðè÷íèìè

ïîñòàòÿìè [24, 25].

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îòðèìàíi ó äèñåðòàöié-

íié ðîáîòi ðåçóëüòàòè îïèñóþòü âëàñòèâîñòi ôàçîâî¨ äiàãðàìè äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi

Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Ñàìå öþ ìîäåëü ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îïè-

ñó òîíêîïëiâêîâèõ ìàòåðiàëiâ, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ âèãîòîâëåííÿ çàñîáiâ

çáåðiãàííÿ iç âåëèêîþ ãóñòèíîþ iíôîðìàöi¨.

Íåçâàæàþ÷è íà ðÿä òåîðåì, ùî çàáîðîíÿþòü ôàçîâi ïåðåõîäè â îäíîâèìið-

íèõ êëàñè÷íèõ ðiâíîâàæíèõ ñèñòåìàõ iç êîðîòêîñÿæíîþ âçà¹ìîäi¹þ, íàøi ðåçóëü-

òàòè ïîêàçóþòü, ùî iñíóþòü äâà ñïîñîáè îáiéòè òàêi îáìåæåííÿ. Ïåðøèé ïîëÿãà¹

â ðîçãëÿäi çîâíiøíiõ êîìïëåêñíèõ ìàãíiòíèõ ïîëiâ. Íà ïåðøèé ïîãëÿä âîíè íåôi-
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çè÷íi, ïðîòå íåùîäàâíî ¨õ âäàëîñÿ íåïðÿìî âèìiðÿòè íà åêñïåðèìåíòi ÷åðåç ÷àñè

äåêîãåðåíöi¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäíèêà [26]. Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿä çîâíiøíiõ

ìàãíiòíèõ ïîëiâ äîçâîëÿ¹ ïîâ'ÿçàòè êëàñè÷íi òà êâàíòîâi ñïiíîâi ìîäåëi. Äðóãèé

ìåõàíiçì ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi âiä'¹ìíî¨ êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ. Îñêiëüêè çáiëü-

øåííÿ êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ âåäå äî çðîñòàííÿ åíòðîïi¨ â ñèñòåìi, ¨õ âiä'¹ìíó

êiëüêiñòü ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê çîâíiøíié âïîðÿäêîâóþ÷èé ìåõàíiçì.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà ìåðåæàõ

ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ çàäà÷ ñîöiîôiçèêè. Çîêðåìà, êîíöåïöiÿ íåâèäèìî-

ãî ñòàíó ïðÿìî ïðîåêòó¹òüñÿ íà ñîöiàëüíi çàäà÷i, äå iíäèâiäà, ùî íå âçà¹ìîäi¹ ç

îòî÷åííÿì ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê òàêîãî, ùî çíàõîäèòüñÿ â íåâèäèìîìó ñòàíi.

Âèêîðèñòàííÿ ïiäõîäó ñêëàäíèõ ìåðåæ äî íàðàòèâiâ, äîçâîëÿ¹ ïîðiâíÿòè

êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè òâîðiâ òà ïåðåêëàñèôiêóâàòè ¨õ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ó ðîáîòàõ, âèêîíàíèõ iç ñïiâàâòîðàìè, àâ-

òîðó íàëåæèòü:

• àíàëiç ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìî-

äi¹þ [18];

• òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîäåëi Ïîòòñà iç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà îäíîâèìiðíîìó

ëàíöþæêó. Àíàëiç íóëiâ Ëi-ßíãà i Ôiøåðà öi¹¨ ìîäåëi [20, 21];

• ðîçãëÿä óìîâ, çà ÿêèõ ôàçîâèé ïåðåõiä â îäíîâèìiðíié ìîäåëi Ïîòòñà iç

íåâèäèìèìè ñòàíàìè âiäáóâà¹òüñÿ çà äîäàòíiõ òåìïåðàòóð [20, 21];

• àíàëiç âèðàçiâ äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ â íàáëèæåííi íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî

ïîëÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà ïîâíîìó ãðàôi [22] i áåçìàñ-

øòàáíié ìåðåæi [23];

• ïîáóäîâà òà àíàëiç ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi ïåðñîíàæiâ äàâíüîðóñüêèõ áèëèí i ¨¨

ïîðiâíÿííÿ ç ìåðåæàìè ïåðñîíàæiâ iíøèõ íàðîäiâ ñâiòó [24].

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äèñåð-

òàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â Iíñòèòóòi ôiçèêè êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì ÍÀÍ Óêðà¨-

íè òà Äîñëiäíèöüêîìó öåíòði ðiäèííèõ i ñêëàäíèõ ñèñòåì óíiâåðñèòåòó Êîâåíòði
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(Êîâåíòði, Âåëèêîáðèòàíiÿ) çãiäíî ç ïëàíàìè ðîáiò çà òåìàìè: �Ïðî ðîçâèòîê òå-

îðåòè÷íèõ ïiäõîäiâ îïèñó ôëþ¨äiâ, ãðàòêîâèõ òà ñêëàäíèõ ñèñòåì ïîáëèçó òî÷îê

ôàçîâîãî ïåðåõîäó� (2014-2017 pp., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0112U007763), �Íîâi êîí-

öåïöi¨ ñòàòèñòè÷íîãî îïèñó i ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî òåîði¨ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì�

(2017-2019 pp., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0117U002093), �Ìåòîäè i ìîäåëi ñòàòèñòè-

÷íî¨ ôiçèêè äëÿ îïèñó âèíèêíåííÿ ñòðóêòóð òà ïîÿñíåííÿ ñêåéëií ó ó ñêëàäíèõ

ñèñòåìàõ� (2018-2019 pp., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0118U003012); çà ïiäòðèìêè àñïi-

ðàíòñüêî¨ ïðîãðàìè �Doctoral College for the Statistical Physics of Complex Systems�

(Ëÿéïöi -Ëîòàðèí iÿ-Ëüâiâ-Êîâåíòði) (L4), òà ïðîåêòiâ ñïiâïðàöi FP7 EU IRSES

269139 �Dynamics and Cooperative Phenomena in Complex Physical and Biologi-

cal Media�, 295302 �Statistical Physics in Diverse Realizations�, 612707 �Dynamics of

and in Complex Systems�, 612669 �Structure and Evolution of Complex Systems with

Applications in Physics and Life Sciences'.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè áóëè ïðåäñòàâëåí-

íi íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ: ï'ÿòà êîíôåðåíiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Problems of theoreti-

cal physics� (Êè¨â, Óêðà¨íà, 24-27 ãðóäíÿ 2013), êîíôåðåíöiÿ MECO-41 (Âiäåíü, Àâ-

ñòðiÿ, 15-17 ëþòîãî 2016), 16-òà Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ

â÷åíèõ çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè (Ëüâiâ, Óêðà¨íà,

9-10 ÷åðâíÿ 2016), �Workshop on current problems in physics� (Ëüâiâ, Óêðà¨íà, 5-7

ëèïíÿ 2016), Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ � 2017 (Ëüâiâ, Óêðà¨íà, 11-12 ñi÷íÿ 2017), 17-òà Âñå-

óêðà¨íñüêà øêîëà-ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà

òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè (Ëüâiâ, Óêðà¨íà, 8-9 ÷åðâíÿ 2017), Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨

� 2018 (Ëüâiâ, Óêðà¨íà, 11-12 ñi÷íÿ 2017), êîíôåðåíöiÿ MECO-43 (Êðàêiâ, Ïîëüùà,

1-4 òðàâíÿ 2018). À òàêîæ íà òàêèõ ñåìiíàðàõ: cåìiíàð ãðóïè ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçè-

êè óíiâåðñèòåòó Àíði Ïóàíêàðå (Íàíñi, Ôðàíöiÿ, 15.01.16); àñïiðàíòñüêèé cåìiíàð

äîñëiäíèöüêîãî öåíòðó ðiäèí i ñêëàäíèõ ñèñòåì óíiâåðñèòåòó Êîâåíòði (Êîâåíòði,

Àíãëiÿ, 30.05.18, 27.03.19); ñåìiíàð àñòðîíîìi÷íî¨ îáñåðâàòîði¨ ËÍÓ iì. I. Ôðàí-

êà (Ëüâiâ, Óêðà¨íà, 08.06.15); ñòåíäîâà äîïîâiäü íà äîñëiäíèöüêîìó ñèìïîçióìi

ôàêóëüòåòó iíæåíåðíèõ, åêîëîãi÷íèõ i êîìï'þòåðíèõ íàóê óíiâåðñèòåòó Êîâåíòði

(Êîâåíòði, Àíãëiÿ, 06.06.18); ñåìiíàðè Ëàáîðàòîði¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè ñêëàäíèõ
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ñèñòåì IÔÊÑ ÍÀÍÓ.

Ïóáëiêàöi¨. Çà ìàòåðiàëàìè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî 6 ñòàòåé â æóðíàëàõ

[18, 20�24], îäíà ïðèéíÿòà äî äðóêó [25] òà 10 òåç êîíôåðåíöié [27�36].

Ñòðóêòóðà òà îá'¹ì äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç ÷îòèðüîõ ðîç-

äiëiâ îñíîâíîãî òåêñòó (îãëÿäó ëiòåðàòóðè òà òðüîõ îðèãiíàëüíèõ ðîçäiëiâ), âè-

ñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ó ðîçäiëi 1 çäiéñíåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè,

ïîäàíî îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü; ó ðîçäiëi 2 ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè çàñòîñîâàíî äî àíàëiçó ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ i îäíîâèìiðíî¨

ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè; 3 ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé àíàëiçó ìîäåëi Ïîò-

òñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà ìåðåæàõ; ó 4 ðîçäiëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä òåîði¨

ñêëàäíèõ ìåðåæ, ïðîâåäåíî àíàëiç ìåðåæ ïåðñîíàæiâ äàâíüîðóñüêèõ áèëèí; ó âè-

ñíîâêàõ êîðîòêî ïiäâåäåíi ïiäñóìêè ðîáîòè òà îêðåñëåíî ïîäàëüøi ïåðñïåêòèâè.

Ðîáîòà âèêëàäåíà íà 121 ñòîðiíöi (ðàçîì çi ñïèñêîì âèêîðèñòàíî¨ ëiòåðàòóðè i

äàäàòêàìè � 146 ñòîðiíîê), áiáëiîãðàôi÷íèé ñïèñîê ìiñòèòü 208 íàéìåíóâàíü ïó-

áëiêàöié ó âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ.



21

ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îãëÿä îñíîâíèõ ðîáiò, ùî ñòîñóþòüñÿ òåìàòèêè äè-

ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Ñïî÷àòêó (ïiäðîçäië 1.1) ìè ââåäåìî îñíîâíi ïîíÿòòÿ íàóêè

ïðî ñêëàäíi ñèñòåìè. Äàëi, ó ïiäðîçäiëi 1.2, ðîçãëÿíåìî ìîäåëü Içiíãà ç äèïîëü-

íîþ âçà¹ìîäi¹þ i ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ¨õ âëàñòèâîñòi i çàñòîñóâàííÿ. Ó ïiäðîçäiëi 1.3 ìè ïîÿñíèìî

ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i ìåòîä ñêëàäíèõ ìåðåæ, ÿêi, ïîðÿä iç áiëüø

ïîøèðåíèìè ìåòîäàìè, çàñòîñîâóâàëèñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi. I â ïiäðîçäiëi 1.4

çðîáèìî âèñíîâêè.

1.1. Äåÿêi ìîäåëi i ìåòîäè àíàëiçó ñêëàäíèõ ñèñòåì

Ïîíÿòòÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ïî÷èíà¹ âñå áiëüøå çóñòði÷àòèñÿ ó çàãîëîâêàõ

íàóêîâèõ ïóáëiêàöié. Ç òî÷êè çîðó ôiçèêè, ïî÷àòêîì íàóêè ïðî ñêëàäíi ñèñòå-

ìè ìîæíà ââàæàòè ðîáîòó Ôiëiïà Àíäåðñîíà More is di�erent [1]. Ïiä ñêëàäíîþ

ñèñòåìîþ áóäåìî ðîçóìiòè ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç áàãàòüîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷à-

ñòèí (àãåíòiâ), êîëåêòèâíà ïîâåäiíêà ÿêèõ íå ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì iíäèâiäóàëüíèõ

âëàñòèâîñòåé êîæíî¨ çi ñêëàäîâèõ. Âàæëèâèì àñïåêòîì ¹ òå, ùî ìè íå íàêëàäà¹-

ìî íiÿêèõ îáìåæåíü íà ïðèðîäó öèõ àãåíòiâ i òèïè ¨õ âçà¹ìîäi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è

òàêå çàãàëüíå îçíà÷åííÿ, äî ñêëàäíèõ ñèñòåì ìîæíà âiäíåñòè äóæå øèðîêå êîëî

îá'¹êòiâ. ×èñòî ôiçè÷íèìè ïðèêëàäàìè ¹ äåòåðìiíiñòè÷íèé õàîñ, ñïiíîâi ñòåêëà ÷è

ìàêðîìîëåêóëè áiëêiâ [4, 37]. Íåôiçè÷íèìè ïðèêëàäàìè ñêëàäíèõ ñèñòåì ¹ ôîí-

äîâi ðèíêè, ñîöióì ÷è, íàâiòü, ìîâà [37].

Îñêiëüêè äëÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèìè ¹ êîëåêòèâíi åôåêòè, òî ñòà-
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òèñòè÷íà ôiçèêà, ÿê íàóêà ïðî êîëåêòèâíó ïîâåäiíêó, çàéíÿëà îäíå iç öåíòðàëüíèõ

ïîëîæåíü â íàóöi ïðî ñêëàäíi ñèñòåìè. Çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè áóëè çàïîçè÷åíi (é

àäàïòîâàíi) òàêi ïîíÿòòÿ ÿê óíiâåðñàëüíiñòü, êðèòè÷íà ïîâåäiíêà, ñêåéëiíã, åíòðî-

ïiÿ, ïåðêîëÿöiÿ òà áàãàòî iíøèõ [38]. Ðàçîì iç öèìè ïîíÿòòÿìè ïðèéøëè i ìåòîäè

ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè.

Îñîáëèâèì ïðèêëàäîì ñêëàäíèõ ñèñòåì ¹ ñèñòåìè iç àäàïòèâíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Äëÿ íèõ ìàêðî- i ìiêðîñòàí ñèñòåìè ¹ âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèìè: âçà¹ìîäi¨ âèçíà÷àþòü

ìàêðîñòàí ÷è êîíôiãóðàöiþ àãåíòiâ ó ñèñòåìi, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, çìiíþ¹ âçà¹ìîäiþ

[39].

1.2. Ìîäåëi

1.2.1. Óòâîðåííÿ ïîâòîðþâàíèõ ñòðóêòóð (patterns)

Îäíi¹þ iç âàæëèâèõ ðèñ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñèñòåì ¹ óòâîðåííÿ ó íèõ òàê

çâàíèõ ïàòòåðíiâ (patterns) - ñòðóêòóð, ùî ïîâòîðþþòüñÿ â ïðîñòîði ÷è ÷àñi. Äëÿ

îïèñó öüîãî ÿâèùà âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi ìîäåëi (äèâ. íàïð. [40]). Ó äèñåðòàöié-

íié ðîáîòi äëÿ àíàëiçó öüîãî ÿâèùà íàìè áóëî ðîçãëÿíóòî îäíó iç òàêèõ ìîäåëåé

- ìîäåëü Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ [41].

Ôîðìóâàííÿ ïàòòåðíiâ (patterns),¹ îäíèì ç íèçêè çàõîïëþþ÷èõ ÿâèù, ÿêi

ìîæóòü áóòè âèêëèêàíi êîíêóðóþ÷èìè äîâãî- òà êîðîòêîñÿæíèìè âçà¹ìîäiÿìè ó

áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåìàõ. Êîíêóðåíöiÿ êîðîòêîñÿæíî¨ òà äàëåêîñÿ-

æíî¨ äèïîëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ïðèçâîäèòü äî ðiçíîìàíiòòÿ åêñïåðèìåíòàëüíî ñïîñòå-

ðåæóâàíèõ ñòðóêòóð â óëüòðàòîíêèõ ìàãíiòíèõ ïëiâêàõ íà ìåòàëåâèõ ïiäêëàäêàõ,

ðiäêèõ êðèñòàëàõ, ïîëiìåðíèõ ïëiâêàõ, äâîâèìiðíèõ åëåêòðîííèõ ãàçàõ, Ëåíãìþ-

ðiâñüêèõ òà ëiïiäíèõ ìîíîøàðàõ òîùî (äèâ. [42]). Âèùåçàçíà÷åíi ñèñòåìè ìàþòü

âàæëèâå ïðîìèñëîâå çàñòîñóâàííÿ, òîìó ñòàëè ïðåäìåòîì iíòåíñèâíèõ åêñïåðè-

ìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü. Çîêðåìà, âèùåçãàäàíi óëüòðàòîíêi ìàãíiòíi ïëiâêè ñòàëè

ïðåäìåòîì îñîáëèâîãî iíòåðåñó ÷åðåç ¨õ ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ ó ñòâîðåííi âèñî-

êîùiëüíèõ çàïàì'ÿòîâóþ÷èõ ïðèñòðî¨â [12].

Òåîðåòè÷íå óÿâëåííÿ ïðî îñîáëèâîñòi ôîðìóâàííÿ ïîâòîðþâàíèõ ñòðóêòóð
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ó âèùåçãàäàíèõ ñèñòåìàõ îòðèìàíî øëÿõîì àíàëiçó äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà ç

êîíêóðóþ÷èìè ôåðîìàãíiòíîþ âçà¹ìîäi¹þ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ (ç êîíñòàíòîþ âçà-

¹ìîäi¨ J) i àíòèôåðîìàãíiòíîþ äàëåêîñÿæíîþ äèïîëüíèìè âçà¹ìîäi¹þ (êîíñòàíòà

âçà¹ìîäi¨ g) [41�51]. Ó ðàìêàõ öi¹¨ ìîäåëi áàãàòñòâî ôàçîâî¨ äiàãðàìè ïîÿñíþ¹òüñÿ

ôðóñòðàöiÿìè, âèêëèêàíèìè êîíêóðóþ÷èì õàðàêòåðîì ôåðîìàãíiòíèõ i àíòèôå-

ðîìàãíiòíèõ âçà¹ìîäié. Àíàëiòè÷íi ïiäõîäè, ïiäêðiïëåíi ÷èñåëüíèì ìîäåëþâàí-

íÿì, ïîêàçóþòü, ùî, çàëåæíî âiä çíà÷åíü J i g, íèçüêîòåìïåðàòóðíà ôàçà öi¹¨ ìî-

äåëi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñïiíîâèìè êîíôiãóðàöiÿìè, êëàñèôiêîâàíèìè ÿê ðåãóëÿðíi

i íåðåãóëÿðíi Íååëiâñüêi ôàçè àáî ñìóãè ðiçíî¨ øèðèíè h, âèìiðÿíi â ãðàòêîâèõ

îäèíèöÿõ, çi ñïiíîì, îði¹íòîâàíèì â îäíîìó íàïðÿìêó [43�47]. Ó ïåâíèõ ðîáîòàõ

íàâåäåíi äàíi ïðî ìîäóëüîâàíi ôàçè äëÿ ñïiââiäíîøåííÿ J/g ïîáëèçó ëiíi¨ ðîçìå-

æóâàíü íèçüêîòåìïåðàòóðíèõ ôàç øèðèíè h i h+1 [50]. Âèùåçàçíà÷åíi íèçüêîòåì-

ïåðàòóðíi ìàãíiòíi ñòðóêòóðè ìàþòü áàãàòî ñïiëüíîãî ç òèìè, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ

â ðiäêèõ êðèñòàëàõ, à ñìóãàñòi, ìîäóëüîâàíi i ïàðàìàãíiòíi ôàçè ÷àñòî íàçèâàþòü

ñìåêòè÷íèìè, íåìàòè÷íèìè i òåòðàãîíàëüíèìè. Â îñòàííüîìó âèïàäêó äîìåíè iç

ïðîòåëåæíîþ îði¹íòàöi¹þ ñïiíiâ ¹ âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèìè. Áiëüøå òîãî, àíà-

ëiç â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ âèÿâèâ, ùî ñòðóêòóðà äîìåííî¨ ñòiíêè â òàêèõ

ïëiâêàõ ïîäiáíà äî äâîâèìiðíèõ ðiäêèõ êðèñòàëiâ [41].

Íàâåäåíi âèùå ñòàòòi çàãàëîì óçãîäæóþòüñÿ ç êëàñèôiêàöi¹þ ïîâòîðþâà-

íèõ ñòðóêòóð, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ â äâîâèìiðíié ìîäåëi Içiíãà ç êîíêóðóþ÷èìè

äèïîëüíîþ i âçà¹ìîäi¹þ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ, îäíàê äåòàëi ôàçîâî¨ äiàãðàìè çàëè-

øà¹òüñÿ íåâiäîìèìè. Çîêðåìà, ïðåäìåòîì íåäàâíüîãî îáãîâîðåííÿ ñòàëà äiëÿíêà

ôàçîâî¨ äiàãðàìè â îáëàñòi íèçüêèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè T i δ = J/g (åñêiç ôàçî-

âî¨ äiàãðàìè â öié îáëàñòi íàâåäåíî íà ðèñ. 1.1). Â öié äiëÿíöi âiäîìî, ùî ôàçîâi

ïåðåõîäè ìiæ àíòèôåððîìàãíiòíîþ Íååëiâñüêîþ ôàçîþ (AF) i ìiæ ñìóæêîâîþ

h = 2 i òåòðàãîíàëüíîþ ôàçàìè ¹ ïåðåõîäàìè äðóãîãî i ïåðøîãî ðîäó âiäïîâiä-

íî. Àëå ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó ìiæ ñìóæêîâîþ h = 1 i òåòðàãîíàëüíîþ ôàçàìè

çàëèøà¹òüñÿ íåâiäîìèì. Çîêðåìà, Ìîíòå-Êàðëî ñèìóëÿöi¨ ó ðîáîòi [50] âèÿâèëè

ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó â îáëàñòi δ < 0.8 i ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó â îáëàñòi

0.83 < δ < 0.88. ßê íàñëiäîê, ìiæ äâîìà öèìè äiëÿíêàìè ïîâèííà áóòè òðè-
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êðèòè÷íà òî÷êà. Ïîäàëüøi ñèìóëÿöi¨ ó ðîáîòi [51] íå ñïîñòåðiãàëè ïåðåäáà÷óâàíó

òðèêðèòè÷íó òî÷êó i âêàçóþòü íà êîðèñòü íåïåðåðâíîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó äëÿ

âñi¹¨ îáëàñòi δ, ùî âiäïîâiäà¹ ìåæi ìiæ ñìóæêîâîþ h = 1 i òåòðàãîíàëüíîþ ôàçàìè

(äèâ. ðèñ. 1.1).

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

T tetragonal phase

AF h=1 stripes h=2 stripes

Ðèñ. 1.1. Ôàçîâà äiàãðàìà äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà ç êîíêóðóþ÷èìè âçà¹ìîäiÿìè
íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ i äèïîëüíîþ (íàìàëüîâàíî ç [50, 51]). AF: Íååëiâ-
ñüêèé àíòèôåðîìàãíåòèê, h = 1, h = 2: ñìóæêîâi ôàçè.

1.2.2. Âçà¹ìîâïëèâ åíåðãi¨ i åíòðîïi¨: óíiâåðñàëüíiñòü i ãðàíè÷íi

âèìiðíîñòi

Êîíöåïöiÿ óíiâåðñàëüíîñòi - íåçàëåæíiñòü ïåâíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè âiä

äåòàëåé ¨¨ áóäîâè - âiäiãðà¹ öåíòðàëüíó ðîëü ó ðîçóìiííi ôiçè÷íèõ âëàñòèâîñòåé

ðiçíèõ áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèñòåì. Ôàçîâi ïåðåõîäè äðóãîãî ðîäó äàþòü ïðèêëàäè

ÿâèù, ùî äåìîíñòðóþòü óíiâåðñàëüíiñòü [52, 53]. Äëÿ ñèñòåì iç êîðîòêîñÿæíîþ

âçà¹ìîäi¹þ ãëîáàëüíi ôàêòîðè, òàêi ÿê âèìiðíiñòü ïðîñòîðó àáî âèìiðíiñòü i ñè-

ìåòði¨ ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó, âèçíà÷àþòü óíiâåðñàëüíi âëàñòèâîñòi òàêîãî ôàçîâîãî
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ïåðåõîäó. Öi îñîáëèâîñòi ¹ õàðàêòåðíèìè äëÿ ðiçíèõ ñèñòåì, íåçàëåæíî âiä äåòàëåé

¨õ ñòðóêòóðè. Òàêi ñèñòåìè íàëåæàòü äî îäíîãî i òîãî æ êëàñó óíiâåðñàëüíîñòi. Çà-

çâè÷àé, âií âèçíà÷à¹òüñÿ êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè, ñïiââiäíîøåííÿìè êðèòè÷íèõ

àìïëiòóä òà ñêåéëiíãîâèìè ôóíêöiÿìè. Iíøîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà âëàñòèâà êðèòè÷íié

ïîâåäiíöi ñêëàäíèõ ñèñòåì, ¹ ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü êiëüêiñòü

êîìïîíåíòiâ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó, äëÿ ÿêèõ çìiíþ¹òüñÿ ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó.

Ïðèêëàäàìè òàêèõ ñèñòåì ¹ O(m) - ñèìåòðè÷íi ñïiíîâi ìîäåëi [54]. Â öèõ

ìîäåëÿõ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó, çà óìîâè, ùî âèìiðíiñòü ïðîñòî-

ðó ïåðåâèùó¹ íèæí¹ êðèòè÷íå çíà÷åííÿ d > dlc (äå dlc = 1 äëÿ âèïàäêó Içiíãà

m = 1 i dlc = 2 äëÿ m ≥ 2) [55, 56]. Îäíàê, êîëè ñèìåòðiÿ O(m) ïîðóøó¹òüñÿ

÷åðåç íàÿâíiñòü äîäàíêiâ, iíâàðiàíòíèõ äî êóái÷íî¨ ãðóïè (òàê çâàíà àíiçîòðî-

ïíà êóái÷íà ìîäåëü, ùî âiäïîâiäà¹ ðîçðàõóíêó êðèñòàëi÷íî¨ àíiçîòðîïi¨ [57�59])

öå ïðèçâîäèòü âèíèêíåííÿ ãðàíè÷íî¨ âèìiðíîñòi mc. Äëÿ çàäàíî¨ âèìiðíîñòi ïðî-

ñòîðó d, ïàðàìåòð mc(d) âèîêðåìëþ¹ îáëàñòi, äå âiäáóâàþòüñÿ ôàçîâi ïåðåõîäè

çà ðiçíèìè ñöåíàðiÿìè. Íàïðèêëàä, d = 3 êóái÷íèé êðèñòàë ç òðüîìà ëåãêèìè

îñÿìè ïîâèíåí ìàòè ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó ÿêùî mc ìåíøå 3, i äðóãî-

ãî ðîäó, ÿêùî áiëüøå. Òåîðåòè÷íi îöiíêè âèñòóïàþòü íà êîðèñòü mc(d = 3) < 3

[60, 61], ùî ïiäòðèìóþòü ñöåíàðié ïåðøîãî ðîäó â öèõ ñèñòåìàõ [58, 59]. Iíøèì

ïðèêëàäîì ¹ q-ñòàíîâà ìîäåëi Ïîòòñà ç êîðîòêîñÿæíîþ âçà¹ìîäi¹þ [62]. Îñêiëüêè

öÿ ìîäåëü ìà¹ äèñêðåòíó ãðóïó ñèìåòði¨, Zq, íèæíÿ êðèòè÷íà âèìiðíiñòü dlc = 1.

Äëÿ d > dlc, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ qc(d) ðîçäiëÿ¹ ðåæèìè äðóãîãî i ïåðøîãî ðîäó.

Äëÿ d = 2 ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ q ≤ qc = 4 i ïåðøîãî ðîäó â

iíøîìó âèïàäêó. Äëÿ d = 3 ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ qc íèæ÷å 3 [63]. Êðiì òîãî, äëÿ 3- i

4-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà â äâîõ âèìiðàõ ïîðÿäîê ôàçîâîãî ïåðåõîäó çìiíþ¹òüñÿ çi

çáiëüøåííÿì ðàäióñó âçà¹ìîäi¨ [64]. Äîäàòêîâi ïðèêëàäè ãðàíè÷íèõ âèìiðíîñòåé,

ùî ðîçäiëÿþòü îáëàñòi ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ðiçíèõ òèïiâ, âêëþ÷àþòü ñèñòåìè ç íå-

êîëiíåàðíèì âïîðÿäêóâàííÿì [65], ôðóñòðàöiÿìè [66, 67], ñòðóêòóðíèì áåçëàäîì

[61, 68, 69], êîíêóðóþ÷èìè [70�72] àáî íåëiíiéíèìè âçà¹ìîäiÿìè â n−âåêòîðíié ìî-
äåëi ç ôåðîìàãíiòíèì àáî íåìàòè÷íèì ïîðÿäêîì [73]. Òàì çíà÷åííÿ íåëiíiéíîñòi

âiäiãðà¹ ðîëü ãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà.
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Íàñ öiêàâëÿòü ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè

[74]. Ìîäåëü íåùîäàâíî áóëà ââåäåíà äëÿ òîãî, ùîá ïîÿñíèòè ðîçáiæíîñòi ìiæ òå-

îðåòè÷íèìè ïðîãíîçàìè òà åêñïåðèìåíòàëüíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè ôàçîâîãî ïå-

ðåõîäó â äåÿêèõ äâîâèìiðíèõ ñèñòåìàõ, äå âiäáóâà¹òüñÿ ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ Z3-

ñèìåòði¨ [13, 14, 75]. Õî÷à â öèõ ñèñòåìàõ âiäáóâà¹òüñÿ ôåðîìàãíiòíèé ôàçîâèé

ïåðåõiä, âií ¹ ïåðøîãî ðîäó, â òîé ÷àñ ÿê ñòàíäàðòíà ìîäåëü Ïîòòñà ïåðåäáà÷à¹

ñöåíàðié äðóãîãî ïîðÿäêó ïðè d = 2, q = 3. Ìîäåëü ïðîäîâæó¹ ïðèâåðòàòè çíà-

÷íèé iíòåðåñ [76�83], õî÷à äåÿêi ïðèíöèïîâi ïèòàííÿ ïðî ¨¨ ïîâåäiíêó çàëèøàþòüñÿ

íåâèðiøåíèìè. Çîêðåìà, äëÿ ïîÿñíåííÿ çìií ãðàíè÷íîãî ÷èñëà ñòàíiâ (ãðàíè÷íà

âèìiðíiñòü) qc, ùî âiäîêðåìëþ¹ ðåæèìè ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó, ìîäåëü ââîäèòü

r äîäàòêîâèõ ïîòòñiâñüêèõ ñòàíiâ (òàê çâàíi íåâèäèìi ñòàíè), ÿêi íå äàþòü âíåñîê

â åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìè, àëå ðîáëÿòü âíåñîê ó åíòðîïiþ. Âiäòåïåð ìè áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè òåðìií (q, r)−ñòàíîâà ìîäåëü Ïîòòñà äëÿ ìîäåëi ç q âèäèìèìè

òà r íåâèäèìèìè ñòàíàìè. Îòæå, äëÿ ôiêñîâàíî¨ ïðîñòîðîâî¨ âèìiðíîñòi d i ÷èñëà

ñòàíiâ q çíà÷åííÿ rc ÿâëÿ¹ ñîáîþ ìåæó, ùî ðîçäiëÿ¹ ðåæèìè ïåðøîãî i äðóãîãî

ðîäó.

Ïèòàííÿ ïðî ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè ¹

îäíèì ç öåíòðàëüíèõ ïèòàíü, ùî îáãîâîðþþòüñÿ â êîíòåêñòi öi¹¨ ìîäåëi. Ñåðå-

äíüîïîëüîâèé àíàëiç â ðàìêàõ íàáëèæåííÿ Áðåããà-Âiëüÿìñà [74, 77, 79] ïðèâîäèòü

äî îöiíêè 3 < rc < 4 äëÿ q = 2. Îòðèìàíà â ðàìêàõ ïiäõîäó ñåðåäíüîãî ïîëÿ, öÿ

îöiíêà íå íåñå ÿâíî¨ çàëåæíîñòi âiä ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó. Iíøèé ïiäõiä ñåðåäíüî-

ãî ïîëÿ, ùî âèêîðèñòîâó¹ 3-ðåãóëÿðíi âèïàäêîâi (òîíêi) ãðàôè, òàêîæ äåìîíñòðó¹

çìiíó ðîäó ôàçîâîãî ïåðåõîäó, àëå çíà÷åííÿ rc ' 17, îòðèìàíå ïðè q = 2 [83],

çíà÷íî âèùå, íiæ â íàáëèæåííi Áðåããà-Âiëüÿìñà. ×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ ìîäåëi

Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà d = 2 ãðàòöi äàëî ñóòò¹âi äîêàçè òîãî, ùî ìî-

äåëü ìà¹ ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðè q = 2, 3, 4 äëÿ âèñîêèõ çíà÷åíü r.

Ïðîòå îòðèìàòè òî÷íå çíà÷íåííÿ rc ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè âñå ùå íåïðîñòî [74].

Ñòðîãi ðåçóëüòàòè ñâiä÷àòü ïðî iñíóâàííÿ ðåæèìó ïåðøîãî ðîäó äëÿ áóäü-ÿêîãî

q > 0, çà óìîâè, ùî r äîñòàòíüî âåëèêå [81, 82]. Òî÷íi çíà÷åííÿ rc âiäîìi òàêîæ

íà ãðàòöi Áåòå [80]. Áiëüø òîãî, äëÿ ãðàòêè Áåòå ç òðüîìà íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè
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çíà÷åííÿ rc ¹ òàêèì æå, ÿê i äëÿ 3-ðåãóëÿðíîãî âèïàäêîâîãî ãðàôà.

1.3. Ìåòîäè

1.3.1. Àíàëiç íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

Â 1952 ðîöi, çàâäÿêè ðîáîòàì Ëi i ßíãà ç'ÿâèâñÿ íîâèé ñïîñiá îïèñó êðè-

òè÷íî¨ ïîâåäiíêè [84, 85]. Âií ïîëÿãàâ ó ðîçãëÿäi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè Z ó ïëîùèíi

êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Îñêiëüêè ñòàòèñòè÷íà ñóìà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Z(h, T ) =
∑
{si}

e−H({si},h,T )/T , (1.1)

äå h i T ïîçíà÷àþòü çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå i òåìïåðàòóðó âiäïîâiäíî, ñóìóâàí-

íÿ ïðîõîäèòü ïî âñiõ ìîæëèâèõ ñïiíîâèõ êîíôiãóðàöiÿõ, à H({si}, h, T ) ïîçíà÷à¹

åíåðãiþ ñèñòåìè â çàäàíié êîíôiãóðàöi¨ i ïðè äàíîìó çíà÷åííi òåìïåðàòóðè òà

ïîëÿ. Îñêiëüêè, çãiäíî îçíà÷åííÿ, ñòàòèñòè÷íà ñóìà (1.1) ¹ ñóìîþ íåâiä'¹ìíèõ

äîäàíêiâ, òî î÷åâèäíî, ùî óñi ¨¨ êîðåíi ¹ êîìïëåêñíèìè. Ðîçâ'ÿçêè hi ðiâíÿííÿ

Z(hi, T ) = 0 (1.2)

íàçèâàþòü íóëÿìè Ëi-ßíãà. Â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi, êîëè ðîçìið ñèñòåìè N

ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi, íóëi Ëi-ßíãà íàáëèæàþòüñÿ äî äiéñíî¨ îñi â êðèòè÷íié

òî÷öi.

Çãîäîì, Ôiøåð çàïðîïîíóâàâ àíàëîãi÷íèé ïiäõiä äî ðîçãëÿäó ñòàòèñòè÷íî¨

ñóìè â ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè T [86]. Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â ïëîùèíi

êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè íàçèâàþòü íóëÿìè Ôiøåðà.

Äîâãèé ÷àñ êîìïëåêñíi ìàãíiòíi ïîëÿ ââàæàëèñÿ öiëêîì ìàòåìàòè÷íèìè êîí-

ñòðóêòàìè, ÿêi iñíóþòü ëèøå ó ôóíäàìåíòàëüíèõ òåîðiÿõ, ùî îïèñóþòü ôàçîâi ïå-

ðåõîäè. Àëå íåùîäàâíî áóëî ïîêàçàíî, ùî êîìïëåêñíi ìàãíiòíi ïîëÿ ñïiíîâî¨ âàí-

íè, ïîâ'ÿçàíi ç êâàíòîâîþ êîãåðåíòíiñòþ ñïiíîâîãî çîíäà, ðîçìiùåíîãî ó öié âàííi

[26, 87]. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî ÷àñè, êîëè êâàíòîâà êîãåðåíòíiñòü

äîñÿãà¹ íóëÿ, åêâiâàëåíòíi êîìïëåêñíèì çíà÷åííÿì ìàãíiòíèõ ïîëiâ, ïðè ÿêèõ ñòà-

òèñòè÷íà ñóìà ïåðåòâîðþýòüñÿ â íóëü, òîáòî íóëÿì Ëi-ßíãà [84, 85]. Ìåòîä íóëiâ
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ââàæà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèì äëÿ ðîçóìiííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ i ïîòóæíèì ií-

ñòðóìåíòîì äëÿ àíàëiçó êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè. Íóëi Ëi-ßíãà äàþòü ïðÿìèé äîñòóï

äî ñàìî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, i òîìó äàþòü âàæëèâó iíôîðìàöiþ ïðî ïðèðîäó ôà-

çîâèõ ïåðåõîäiâ. Íåäàâíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êëàñè÷íîãî àíòèôåðîìàãíiòíîãî

ëàíöþæêà Içiíãà â ìàãíiòíîìó ïîëi ïîêàçàâ iñíóâàííÿ íåñêií÷åííîãî êàñêàäó òåð-

ìi÷íèõ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ, âèòîêè ÿêîãî áóëè ïðîñòåæåíi äî ëiíié íóëiâ Ëi-ßíãà,

òàêèì ÷èíîì ïî¹äíóþ÷è ¨õ iç ñïîñòåðåæóâàíèìè òà ïîòåíöiéíî âèìiðíèìè âåëè-

÷èíàìè [88].

Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, îêðiì çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè, äîçâîëÿþòü

çíàéòè òàêîæ i óíiâåðñàëüíi âëàñòèâîñòi ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ, òàêi ÿê êðèòè÷íi ïî-

êàçíèêè ÷è âiäíîøåííÿ êðèòè÷íèõ àìïëiòóä [89�94]. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóäå-

ìî âèêîðèñòîâóâàòè äâà ìåòîäè àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, à ñàìå ñêåéëiíã

íàéáëèæ÷îãî äî äiéñíî¨ îñi íóëÿ i ìåòîä àíàëiçó ãóñòèíè íóëiâ. Äàëi íàâåäåìî

îñíîâíi ðèñè öèõ äâîõ ìåòîäiâ.

Ñêåéëiíã íàéáëèæ÷îãî äî êðèòè÷íî¨ òî÷êè íóëÿ

Â ðîáîòi [89], âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä ðåíîðìàëiçàöiéíî¨ ãðóïè, áóëî ïîêàçà-

íî, ùî ñêií÷åííî-âèìiðíèé ñêåéëiíã äëÿ êîîðäèíàò íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìà¹

âèãëÿä

Re z = zc + A ·N−Λ (1.3)

Im z = B ·N−1/ν, (1.4)

äå zc ïîçíà÷à¹ êðèòè÷íó òî÷êó, ν êðèòè÷íèé ïîêàçíèê êîðåëÿöiéíî¨ äîâæèíè,

à Λ öå òàê-çâàíèé ïîêàçíèê çñóâó. Õî÷à öi ñïiââiäíîøåííÿ ìàþòü âèêîíóâàòèñÿ

äëÿ óñi¹¨ ñêåéëiíãîâî¨ îáëàñòi, àëå íàéêðàùå ¨õ âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ íóëÿ, ùî

çíàõîäèòüñÿ íàéáëèæ÷å äî êðèòè÷íî¨ òî÷êè, áî äëÿ íüîãî ïîïðàâêè äëÿ ñêåéëiíãó

ìàþòü íàéìåíøèé âêëàä.
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Ãóñòèíà íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

Àëüòåðíàòèâíèì äî ñêåéëiíãó íàéáëèæ÷îãî äî êðèòè÷íî¨ òî÷êè íóëÿ ñòà-

òèñòè÷íî¨ ñóìè ¹ àíàëiç ãóñòèíè íóëiâ, çàïðîïîíîâàíèé â ðîáîòàõ [95, 96]. Îñî-

áëèâîþ ïåðåâàãîþ öüîãî ìåòîäó ¹ òå, ùî âií äîçâîëÿ¹ ðîçðiçíÿòè ôàçîâi ïåðåõîäè

ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó (à òàêîæ âèùîãî ðîäó), à òàêîæ âèìiðþâàòè ñèëó ôàçîâèõ

ïåðåõîäiâ ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêó ó âèãëÿäi ïðèõîâàíî¨ òåïëîòè ïåðåõîäó òà

êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ. Íèæ÷å ìè êîðîòêî îïèøåìî îñíîâíi åòàïè àíàëiçó ãóñòèíè

íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Çà óìîâè, ùî íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîäåëi â êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi âiäîìi, ¨¨ ìîæíà çàïèñàòè ó ôàêòîðèçîâàíié ôîðìi

ZL(z) = A(z)
∏
j

(z − zj(L)) , (1.5)

äå z ïîçíà÷à¹ ïåâíó ôóíêöiþ êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè (äëÿ íóëiâ Ôiøåðà) ÷è

êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ (äëÿ íóëiâ Ëi-ßíãà), L ïîçíà÷à¹ ëiíiéíèé ðîçìið

ãðàòêè à A(z) ¹ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ, ùî íiêîëè íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü. Òîäi

âiëüíà åíåðãiÿ íà ÷àñòèíêó ìà¹ âèãëÿä

fL(z) =
1

Ld
lnZL(z) (1.6)

=
1

Ld

(
lnA(z) +

∑
j

ln (z − zj(L))

)
.

Ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ âíîñèòü âêëàä òiëüêè äî àíàëiòè÷íèõ

÷àñòèí òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié, òîìó â ïîäàëüøîìó ìè éîãî óïóñòèìî. Ðåøòó

ìè ïîçíà÷èìî ÿê f s
L(z). Öåé äîäàíîê ¹ âiäïîâiäàëüíèì çà ðîçáiæíîñòi â òåðìîäè-

íàìi÷íèõ ôóíêöiÿõ.

Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîæíà ïàðàìåòðèçóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

z = zc + r exp (iϕ) , (1.7)

äå zc ïîçíà÷à¹ êîîðäèíàòè êðèòè÷íî¨ òî÷êè. Îçíà÷èìî ãóñòèíó íóëiâ íàñòóïíèì

÷èíîì

gL(r) = L−d
∑
j

δ(r − rj(L)) , (1.8)
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äå zj = zc+rj exp (iϕ). Òîäi âiëüíà åíåðãiÿ i êóìóëÿòèâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íóëiâ

ìàþòü âèãëÿä

f s
L(z) =

∫ R

0

gL(r) ln (z − zc − reiϕ)dr + c.c. , (1.9)

GL(r) =

∫ r

0

gL(s)ds =


=

j

Ld
r ∈ (rj, rj+1)

=
2j − 1

2Ld
r = rj

(1.10)

äå c.c. ïîçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ à R ïåâíå îáðiçàííÿ. Â òåðìîäèíàìi÷íié

ãðàíèöi äëÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó Ëi i ßíã [84, 85] ïîêàçàëè, ùî ãóñòèíà

íóëiâ ¹ íåíóëüîâîþ â òî÷öi ïåðåòèíó äiéñíî¨ îñi. Öå îçíà÷à¹, ùî êóìóëÿòèâíà

ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íóëiâ ìà¹ âèãëÿä

G∞(r) = g∞(0)r + brw+1 + . . . , (1.11)

äå íàõèë â ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïîâ'ÿçàíèé iç ïðèõîâàíîþ òåïëîòîþ ïåðåõîäó (÷è

íàìàãíi÷åíiñòþ) ñïiââiäíîøåííÿì

∆e ∝ g∞(0) . (1.12)

Áóëî òàêîæ ïîêàçàíî (äèâ. [90�93, 97, 98]), ùî äëÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äðóãîãî ðîäó

íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ùîá ïèòîìà òåïëî¹ìíiñòü ìàëà ñêåéëiíã C ∼ t−α,

¹

G∞(r) ∝ r2−α . (1.13)

Íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî âèñíîâêó, ùî êðèâà GL(rj) = (2j−
1)/2Ld âiä rj(L) ïîâèííà: (i) ïåðåòèíàòè ïî÷àòîê êîîðäèíàò, (ii) çáiãàòèñÿ ç L

i j, i (iii) âiäîáðàæàòè ñèëó i ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó ÷åðåç íàõèë áiëÿ ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.

1.3.2. Ñêëàäíi ìåðåæi

Ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, ÿêèé áóëî îïèñàíî âèùå, îïèðà¹-

òüñÿ íà êîíöåïöiþ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè - ôóíêöi¨, ùî ïîâíiñòþ îïèñó¹ òåðìîäèíàìi-

÷íó ïîâåäiíêó ñèñòåìè. �¨ ìîæíà îçíà÷àòè äëÿ äîâiëüíî¨ ëîêàëiçàöi¨ âçà¹ìîäiþ÷èõ
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àãåíòiâ. Îäíi¹þ iç òàêèõ ëîêàëiçàöié ¹ ðîçòàøóâàííÿ íà ñêëàäíié ìåðåæi. Ç ìàòå-

ìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ñêëàäíà ìåðåæà ¹ ãðàôîì. Ãðàô ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ìíîæèí:

ìíîæèíà âåðøèí (âóçëiâ) i ìíîæèíà ðåáåð (çâ'ÿçêiâ), ùî ç'¹äíóþòü öi âåðøèíè

[99]. Òåîðiÿ ãðàôiâ ¹ äîáðå îçíà÷åíîþ äiëÿíêîþ äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè. Ðiçíèöÿ

ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî â òåîði¨ ãðàôiâ öiêàâëÿòüñÿ ïåâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè êîí-

êðåòíîãî ãðàôà, à â òåîði¨ ñêëàäíèõ ìåðåæ - ñòàòèñòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ìåðåæ

âåëèêîãî ðîçìiðó [2].

Ç îäíîãî áîêó ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ñêëàäíî¨ ìåðåæi ¹ ïðèðîäíiì äëÿ

ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ àãåíòiâ [4, 8]. Â òàêîìó ïðåäñòàâëåííi êîæíîìó àãåíòó ñòà-

âèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü âóçîë, à çâ'ÿçîê ìiæ âóçëàìè âiäïîâiäà¹ ôàêòó ¨õ âçà¹ìîäi¨1.

Ç iíøîãî áîêó, áàãàòüîì ïðèðîäíiì i àíòðîïîãåííèì îá'¹êòàì ïðèòàìàííà ñòðó-

êòóðà ìåðåæi, à íå ðåãóëÿðíî¨ ãðàòêè. Ïðèêëàäè òâîðÿòü âåëèêó ìíîæèíó âiä

íàíîñòðóêòóð [100] äî âåëèêîìàñøòàáíî¨ ñòðóêòóðè Âñåñâiòó [101]; âiä òðàíñïîðò-

íèõ [102, 103] äî ñîöiàëüíèõ ìåðåæ [104, 105]. Îêðåìîþ äiëÿíêîþ äîñëiäæåíü ¹

âèâ÷åííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ i êðèòè÷íèõ ÿâèù íà ñêëàäíèõ ìåðåæàõ [10, 106�110].

Îäíi¹þ iç ïðè÷èí çàöiêàâëåííÿ òàêèìè çàäà÷àìè ¹ ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî îïèñiâ ïðî-

öåñiâ ó ñîöióìi [7]. Ùå îäíi¹þ ìîòèâàöi¹þ ¹ äîñëiäæåííÿ âïëèâó òîïîëîãi¨ ìåðåæi

íà óíiâåðñàëüíi âëàñòèâîñòi ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ. Áóëî ïîêàçàíî, ùî ñàìå iñíóâàí-

íÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó i, ÿê íàñëiäîê, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨

ðîçìîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ P (k) [110, 111]. Äëÿ áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæ, äå ôóíêöiÿ

ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ ¹ ñòåïåíåâî-ñïàäíîþ P (k) ∝ k−λ, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè

ñòàþòü λ−çàëåæíèìè [107, 110�112]. Òàêèì ÷èíîì ïîêàçíèê λ ïîðÿä iç iíøèìè

ãëîáàëüíèìè ïàðàìåòðàìè âèçíà÷à¹ óíiâåðñàëüíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè.

1.4. Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè îñíîâíi ìîäåëi i ìåòîäè, ÿêi âèêîðèñòîâóâà-

ëèñÿ â äèñåðòàöiéíîìó äîñëiäæåííi. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî óíiâåðñàëüíi âëàñòèâî-

ñòi â ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi äîñëiäæóþòü âæå áëèçüêî ïiâñòîëiòòÿ, àëå äëÿ ñêëàäíèõ

1Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ñëîâî âçà¹ìîäiÿ òóò âæèâà¹òüñÿ ó øèðîêîìó ñåíñi i íå ¹ îáìåæåíîþ ÷îòèðìà ôóíäà-
ìåíòàëüíèìè âçà¹ìîäiÿìè.
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ñèñòåì âîíè ùå äîñi çàëèøà¹òüñÿ ìàëî âèâ÷åíèì.

Çîêðåìà, äëÿ ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ iñíóþòü ñóïåðå÷ëèâi

äàíi ñòîñîâíî õàðàêòåðó ôàçîâîãî ïåðåõîäó â äiëÿíöi 0.8 ≤ δ ≤ 1.3, à ìåòîä

àíàëiçó ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ùå íå çàñòîñîâóâàâñÿ.

Íàÿâíi ðåçóëüòàòè äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè áóëè íàöiëåíi

àáî íà ÷àñòêîâèé âèïàäîê q = 2 âèäèìèõ ñòàíiâ, àáî ôîðìóëþâàëèñÿ ó âèãëÿäi

ñòðîãèõ òåîðåì, ÿêi íå äàâàëè ìîæëèâîñòi îöiíèòè çíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ êiëüêîñòi

íåâèäèìèõ ñòàíiâ, ùî ïðèçâîäèòü äî çìiíè ðîäó ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Áiëüøå òîãî,

öÿ ìîäåëü íiêîëè íå ðîçãëÿäàëàñÿ íà ìåðåæàõ (îêðiì ãðàòêè Áåòå), äå ìîæíà ñïî-

ñòåðiãàòè âçà¹ìîâïëèâ ìiæ åíòðîïiéíèì âíåñêîì âiä êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ i

âíåñêîì, ñïðè÷èíåíèì òîïîëîãi¹þ ìåðåæi. Òàêîæ âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ äàíî¨

ìîäåëi äîñi íå áóëî çíàéäåíî æîäíîãî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó.

Õî÷à ìåòîä ñêëàäíèõ ìåðåæ âèêîðèñòîâóâàëè äëÿ àíàëiçó ñîöiàëüíèõ ìåðåæ

ïåðñîíàæiâ åïîñiâ íèçêè íàðîäiâ ñâiòó, äëÿ äîñëiäæåííÿ áèëèí - åïîñó ñõiäíèõ

ñëîâ'ÿí, éîãî äîñi íå çàñòîñîâóâàëè.

Ðîçâ'ÿçàííþ öèõ i ñóìiæíèõ çàâäàíü áóäå ïðèñâÿ÷åíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà.
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ÐÎÇÄIË 2

ÂÏÎÐßÄÊÓÂÀÍÍß Ó ÑÊËÀÄÍÈÕ ÑÏIÍÎÂÈÕ
ÑÈÑÒÅÌÀÕ: ÀÍÀËIÇ ÍÓËIÂ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÎ�

ÑÓÌÈ

Â öüîìó ðîçäiëi ìè çàñòîñó¹ìî ìåòîä àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ

äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ i ìîäåëi Ïîòòñà iç íåâèäèìè-

ìè ñòàíàìè. Öiêàâîþ îñîáëèâiñòþ îáîõ ìîäåëåé ¹ òå, ùî ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó

i êëàñ óíiâåðñàëüíîñòi êîæíî¨ iç íèõ çàëåæàòü âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè,

òàêèõ ÿê âiäíîøåííÿ êîíñòàíò âçà¹ìîäi¨ δ äëÿ ìîäåëi Içiíãà iç äèïîëüíîþ âçà¹ìî-

äi¹þ (2.1), i êiëüêiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ r äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä

àíàëiçó ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (ïiäðîçäië 2.1) ìè ïðîàíàëiçó¹ìî ôàçîâó

äiàãðàìó òà îòðèìà¹ìî êðèòè÷íèé ïîêàçíèê α äëÿ ìîäåëi Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà-

¹ìîäi¹þ. Çîêðåìà, ìè ïîêàæåìî, ùî â íié âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî

ðîäó iç çíà÷åííÿì êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà, ùî çàëåæèòü âiä âiäíîøåííÿ êîíñòàíò

âçà¹ìîäi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìàòðèöi ïåðåíîñó, â ïiäðîçäiëi 2.2 îòðèìà¹ìî

òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà îäíîâèìiðíîìó ëàí-

öþæêó. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó âèêëàäåíi â ïóáëiêàöiÿõ [18, 20, 21].

2.1. Äâîâèìiðíà ìîäåëü Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ

2.1.1. Ìîäåëü

Ãàìiëüòîíiàí äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà ç êîíêóðóþ÷èìè ôåðîìàãíiòíîþ âçà-

¹ìîäi¹þ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ i àíòèôåðîìàãíiòíîþ äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìà¹ âè-
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ãëÿä

H = −δ
∑
<i,j>

σiσj +
∑
i<j

σiσj
r3
ij

. (2.1)

Òóò, δ = J/g > 0, g i J ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî êîíñòàíòè äèïîëüíî¨ i âçà¹ìîäi¨ ìiæ

íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè. Ïiäñóìîâóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïî ñïiíàõ êâàäðàòíî¨ ãðàòêè

ðîçìiðó L×L. Ïåðøà ñóìà â (2.1) îõîïëþ¹ âñi ïàðè íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ σi = ±1,

â òîé ÷àñ ÿê ó äðóãîìó ÷ëåíi âðàõîâóþòüñÿ âñi ïàðè ñïiíiâ íà ãðàòöi. Ââàæà¹òüñÿ,

øî Içiíãiâñüêi ñïiíè íàïðÿìëåíi ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè ãðàòêè.

Ó ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ J = 0 àáî g = 0 (òîáòî δ äîðiâíþ¹ 0 àáî∞) ãàìiëüòî-

íiàí (2.1) îïèñó¹ àáî ìîäåëü iç òiëüêè äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ, àáî çâè÷àéíó ìîäåëü

Içiíãà. Îáèäâà öi âèïàäêè õàðàêòåðèçóþòüñÿ ¹äèíîþ (àíòèôåððî- àáî ôåðîìàãíi-

òíîþ) íèçüêîòåìïåðàòóðíîþ ôàçîþ i íåïåðåðâíèì ôàçîâèì ïåðåõîäîì äðóãîãî

ðîäó äî ïàðàìàãíiòíîãî ñòàíó. Âiäçíà÷èìî, ùî çãàäàíèé âèùå ïåðåõiä ìiæ àí-

òèôåððîìàãíiòíîþ i ïàðàìàãíiòíîþ ôàçàìè íàëåæèòü äî êëàñó óíiâåðñàëüíîñòi

äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà [49, 113]. ßê áóëî êîðîòêî îïèñàíî ó âñòóïi, ôàçîâà ïî-

âåäiíêà ìîäåëi (2.1) íàáàãàòî ñêëàäíiøà äëÿ íåíóëüîâîãî çíà÷íåííÿ δ. ×àñòèíà

ôàçîâî¨ äiàãðàìè â T − δ ïëîùèíi ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíà íà Ðèñ. 1.1.
Ïîïåðåäíi äîñëiäæåííÿ ôàçîâî¨ äiàãðàìè âèêîíóâàëèñÿ àáî ÷èñåëüíî àáî

àíàëiòè÷íî, i áàçóâàëèñÿ íà îá÷èñëåííi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

ZL(β) = Tr exp (−βH) , (2.2)

äå β = 1/T , à ñëiäè áåðóòüñÿ ïî âñiõ ìîæëèâèõ ñïiíîâèõ êîíôiãóðàöiÿõ. Ìè áóäå-

ìî àíàëiçóâàòè ïîâåäiíêó ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â ïëîùèíi êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè

T (êîìïëåêñíå β). Ç ÷àñó ïiîíåðñüêèõ ðîáiò Ëi i ßíãà [84, 85] òà Ôiøåðà [86], äå äî-

ñëiäæóâàëèñÿ ðîçïîäiëè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â ïëîùèíàõ êîìïëåêñíèõ ïîëiâ i

òåìïåðàòóðè, öåé òèï àíàëiçó ñòàâ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ âèâ÷åííÿ ôàçîâèõ

ïåðåõîäiâ ó ðiçíèõ ìîäåëÿõ. Äëÿ ðîçãëÿíóòî¨ ìîäåëi (2.1) ñõîæèé àíàëiç ðàíiøå

áóëî ïðîâåäåíî â ðîáîòi [51], äå äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòà âçà¹ìîäi¨ δ ïðè

ðiçíèõ ðîçìiðàõ ãðàòêè L = 12− 72 áóëî ðîçðàõîâàíî ïåðøèé íóëü (íàéáëèæ÷èé

äî äiéñíî¨ îñi) ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Ñêií÷åííî âèìiðíèé ñêåéëiíã (FSS) êîîðäèíàò
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δ dν [51] α = 2− dν α/ν [51] α = 2α/ν
d+α/ν αzd

0.89 1.807(70) 0.193(70) 0.364(20) 0.308(17) 0.194(17)
0.91 1.817(68) 0.183(68) 0.375(19) 0.316(16) 0.191(14)
0.93 1.779(61) 0.221(61) 0.399(20) 0.333(17) 0.221(16)
0.95 1.741(53) 0.259(53) 0.424(20) 0.350(17) 0.255(14)
0.97 1.706(46) 0.294(46) 0.461(19) 0.375(16) 0.292(14)
1.00 1.659(37) 0.341(37) 0.522(17) 0.414(14) 0.349(13)
1.10 1.415(25) 0.585(25) 0.888(21) 0.615(15) 0.5882(84)
1.20 1.223(21) 0.777(21) 1.496(28) 0.856(16) 0.788(17)
1.30 1.0093(28) 0.9907(28) 2.0183(66) 1.0046(33) 1.011(13)

Òàáë. 2.1. Êðèòè÷íi ïîêàçíèêè äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà ç êîíêóðóþ÷èìè ôåðîìà-
ãíiòíîþ âçà¹ìîäi¹þ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ i àíòèôåðîìàãíiòíîþ äèïîëü-
íîþ âçà¹ìîäi¹þ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü êîåôiöi¹íòà âçà¹ìîäi¨ δ. Ðåçóëüòàòè
ðîáîòè [51], îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî âèìiðíîãî ñêåéëiíãó íóëiâ
ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i ïiêó ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi, dν i α/ν ïîêàçàíi ó äðó-
ãîìó i ÷åòâåðòîìó ñòîâïöÿõ âiäïîâiäíî. Êðèòè÷íèé ïîêàçíèê ïèòîìî¨
òåïëî¹ìíîñòi α, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ ãiïåðñêåéëií-
ãó ç öèõ çíà÷åíü, íàâåäåíi ó òðåòüîìó òà ï'ÿòîìó ñòîâïöÿõ âiäïîâiäíî.
Øîñòèé ñòîâïåöü ìiñòèòü ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ àíàëiçó
ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (αzd).

íóëiâ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà êîðåëÿöiéíî¨ äîâæèíè

ν. Çíà÷åííÿ dν íàâåäåíî â Òàáëèöi 2.1 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü δ. Çà óìîâè, ùî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ ãiïåðñêåéëiíãó α = 2− dν âèêîíó¹òüñÿ, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè éîãî
äëÿ îòðèìàííÿ êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi α. Âiäïîâiäíi çíà÷å-

ííÿ α(δ) íàâåäåíi â òðåòüîìó ñòîâï÷èêó òàáëèöi 2.1. Îñêiëüêè α = 1 ñèãíàëiçó¹

ïðî ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó, îòðèìàíi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà α < 1 ñëóæàòü

äîêàçîì iñíóâàííÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó â ðîçãëÿíóòié îáëàñòi δ. Öåé

ðåçóëüòàò áóâ äîäàòêîâî ïiäòâåðäæåíèé FSS-àíàëiçîì ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi, ùî

ïðèâîäèòü äî ñïiââiäíîøåííÿ α/ν, ùî âêàçó¹òüñÿ â ó ÷åòâåðòîìó ñòîâï÷èêó Òà-

áëèöi (2.1) [51]. Çíîâó æ òàêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ãiïåðñêåéëiíãó,

ìîæíà îòðèìàòè çíà÷åííÿ α ïðè d = 2 ÷åðåç: α = 2α/ν
d+α/ν . Îñòàíí¹ çíà÷åííÿ âiä-

îáðàæà¹òüñÿ ÿê ôóíêöiÿ âiä δ ó ï'ÿòîìó ñòîâïöi òàáëèöi.
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Çàçíà÷èìî, ùî, õî÷à îòðèìàíi âèùå îöiíêè äëÿ α óçãîäæóþòüñÿ iç ôàçîâèì

ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó (α < 1), âîíè íå óçãîäæóþòüñÿ ÷èñåëüíî. Ïîíàä òå, ìå-

òîäè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ¨õ âèçíà÷åííÿ, íå çàáåçïå÷óþòü ¨õ áåçïîñåðåäíþ

îöiíêó, à ñêîðiøå ñïèðàþòüñÿ íà ñïiââiäíîøåííÿ ãiïåðñêåéëiíãó. Îòæå, ó íàñòó-

ïíîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä äëÿ àíàëiçó íóëiâ Ôiøåðà ìîäåëi

ç ãàìiëüòîíiàíîì (2.1), îïèñàíèé ó ðîçäiëi 1.3.1.

2.1.2. Ãóñòèíà íóëiâ Ôiøåðà

ßê âæå áóëî ñêàçàíî â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, âõiäíèìè äàíèìè äëÿ íàøîãî

àíàëiçó ñëóãóþòü êîîðäèíàòè íóëiâ Ôiøåðà, ÿêi áóëî ðîçðàõîâàíî â â [51] äëÿ

ðiçíèõ δ i L. Ç íèõ ìè îá÷èñëþ¹ìî çàëåæíiñòü êóìóëÿòèâíî¨ ôóíêöi¨ ãóñòèíè

G(r) (1.10) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü δ. Îòðèìàía òàêèì ÷èíîì òèïîâa çàëåæíiñòü G(r)

ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.1 äëÿ δ = 1. Âiäïîâiäíi êóìóëÿòèâíi ôóíêöi¨ äëÿ iíøèõ çíà÷åíü

δ ïîêàçóþòü ïîäiáíó ïîâåäiíêó. Äàëi, äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ δ, âiäïîâiäíi ôóíêöié

G(r) àïðîêñèìóþòüñÿ ñòåïåíåâèì çàêîíîì G(r) = ar2−α + b, ùî äà¹ êîíêðåòíå

çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi α. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ó

êîæíîìó âèïàäêó îòðèìàíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà b áóëè äóæå ìàëi, ùî äîçâîëèëî

âèêîðèñòîâóâàòè àíçàö (1.13). Îòðèìàíi çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ íàâåäåíî

â îñòàííüîìó ñòîâï÷èêó òàáëèöi 2.1, αzd.

� êiëüêà âèñíîâêiâ, ÿêi ìîæíà çðîáèòè ïîðiâíþþ÷è äàíi äëÿ êðèòè÷íè¨ ïî-

êàçíèêiâ ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi ç òàáëèöi 2.1. Ïåðø çà âñå âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî

ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi òðüîìà ðiçíèìè ìåòîäàìè: (i) FSS íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè

(òðåòié ñòîâïåöü òàáëèöi, îòðèìàíèé çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ ãiïåðñêåéëiíãó

äàíèõ [51]), (ii) FSS ïiêó ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi [51] (ï'ÿòà êîëîíêà òàáëèöi) i (iii)

àíàëiç ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (îñòàííÿ êîëîíêà òàáëèöi, íàøi äàíi) äà-

þòü çíà÷åííÿ α < 1 äî δ < 1, 3. Âðàõîâóþ÷è, ùî α = 1 ñëóæèòü äîêàçîì ôàçîâîãî

ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó (äèâ. ôîðìóëè (1.11) i (1.13)) ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

ïåðåõiä âiä ñìóãàñòî¨ h = 1 äî òåòðàãîíàëüíî¨ ôàçè (äèâ. ôàçîâó äiàãðàìó Ðèñ. 1.1)

âiäáóâà¹òüñÿ çà ñöåíàði¹ì ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó. Äëÿ çíà÷åíü δ ≥ 1.3
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Ðèñ. 2.1. Êóìóëÿòèâíà ãóñòèíà íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè G(r) äëÿ δ = 1.

âñi òðè ïiäõîäè ïåðåäáà÷àþòü ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó, ùî ïðèâîäèòü äî

âèñíîâêó, ùî òðèêðèòè÷íà òî÷êà çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi 1.2 < δ < 1.3.

Âñi òðè ïiäõîäè ïðèâîäÿòü äî δ-çàëåæíèõ çíà÷åíü êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ.

Öå ðîáèòü δ, ïîðÿä iç âèìiðíiñòþ ïðîñòîðó d, ãëîáàëüíîþ çìiííîþ, ùî âèçíà÷à¹

êëàñ óíiâåðñàëüíîñòi. Çàëåæíiñòü êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà α, îá÷èñëåíîãî â öüîìó

äîñëiäæåííi (αzd) âiä ïàðàìåòðó âçà¹ìîäi¨ δ, íàâåäåíà íà Ðèñ. 2.2. Çàçíà÷èìî,

îäíàê, ùî ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêiâ, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ ðiçíèõ ïiäõî-

äiâ, ðiçíÿòüñÿ. Çîêðåìà, ðåçóëüòàòè îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííî âèìiðíîãî

ñêåéëiíãó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (òðåòié ñòîâïåöü òàáëèöi) äîáðå óçãîäæóþòüñÿ

ç ðåçóëüòàòàìè àíàëiçó ãóñòèíè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (øîñòèé ñòîâïåöü òàáëè-

öi). Àëå âîíè iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ íà îñíîâi àíàëiçó

FSS ïiêó ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi [51]. Êðiì òîãî, çi ñêåéëiíãó ìàêñèìóìiâ ìàãíiòíî¨
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Ðèñ. 2.2. Çàëåæíiñòü êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà α, îá÷èñëåíîãî iç ãóñòèíè íóëiâ ñòà-
òèñòè÷íî¨ ñóìè (αzd), âiä ïàðàìåòðà âçà¹ìîäi¨ δ.

ñïðèéíÿòëèâîñòi àâòîðè îòðèìàëè ñóìíiâíó âåëè÷èíó γ/ν = 2.3193(82), òîäi ÿê

äëÿ ðåæèìó ïåðøîãî ðîäó î÷iêó¹òüñÿ γ/ν = 2 [114, 115]. Öi ðåçóëüòàòè âèìàãàþòü

ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ.

2.2. Îäíîâèìiðíà ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè

2.2.1. Ôàçîâèé ïåðåõiä ó êëàñè÷íèõ îäíîâèìiðíèõ ñèñòåìàõ

Ó ñâî¨é âiäîìié ðîáîòi 1925 ðîêó [116], çà ïðîïîçèöi¹þ Âiëüãåëüìà Ëåíöà,

Åðíñò Içiíã øóêàâ ôàçîâèé ïåðåõiä â îäíîâèìiðíié (1D) êëàñè÷íié ðiâíîâàæíié

ñèñòåìi ç êîðîòêîñòðîêîâèìè âçà¹ìîäiÿìè çà äîäàòíüî¨ òåìïåðàòóðè [117]. Íà ïðå-

âåëèêèé æàëü òàêîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó íå âäàëîñÿ çíàéòè [118]. Öå ñòàëî ïî÷à-

òêîì ïîÿâè âåëèêî¨ êiëüêîñòi ëiòåðàòóðè ç ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè êðèòè÷íèõ ÿâèù,
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âêëþ÷àþ÷è ðÿä äîñëiäæåíü ùîäî òîãî, ÷îìó â òàêèõ ñèñòåìàõ íåìîæëèâî ìàòè

ôàçîâèé ïåðåõiä [119�122]. Íèæíÿ êðèòè÷íà âèìiðíiñòü òåïåð îçíà÷à¹òüñÿ ÿê òà-

êà, íèæ÷å ÿêî¨ íå ìîæå âiäáóòèñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä ïðè ïîçèòèâíié òåìïåðàòóði

i ùîíàéìåíøå äâà ôiçè÷íi âèìiðè ïîòðiáíi äëÿ áàãàòüîõ êëàñè÷íèõ ðiâíîâàæíèõ

ìîäåëåé ç êîðîòêîñÿæíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Ëàíäàó òà Ëiôøèöü íàâåëè åâðèñòè÷íi àðãóìåíòè, íà êîðèñòü òîãî, ùî íà-

äëèøîê åíòðîïi¨ ïåðåøêîäæà¹ ôàçîâèì ïåðåõîäàì íèæ÷å âåðõíüî¨ êðèòè÷íî¨ âè-

ìiðíîñòi. Ïiçíiøå ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ áóëè ñòðîãî äîâååíi Ñàéìîíîì i Ñîêàëåì

[123]; ïiäõiä Âàí Õîâå áàçóâàâñÿ íà äîâåäåííi àíàëiòè÷íîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü ìà-

òðèöi ïåðåíîñó òà âiëüíî¨ åíåðãi¨ [120]; Ðþåëü ðîçøèðèâ öi àðãóìåíòè äàþ÷è ñòðîãi

òåîðåìè [121]. Íåùîäàâíî, Êóåñòà i Ñàí÷åç [122] ïðåäñòàâèëè áiëüø çàãàëüíi ðå-

çóëüòàòè ïðî âiäñóòíiñòü ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ ó îäíîâèìiðíèõ ñèñòåìàõ iç êîðîòêîñÿ-

æíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äëÿ òàêèõ êëàñè÷íèõ, ðiâíîâàæíèõ ìîäåëåé ç êîðîòêîñÿæíèìè

âçà¹ìîäiÿìè â îäíîìó âèìiði ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó ìîæå ñïîñòåðiãàòèñÿ

ëèøå ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði. Ñóòü ðàííiõ àðãóìåíòiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî iñíó¹

íàäëèøîê åíòðîïi¨ â îäíîâèìiðíèõ ñèñòåìàõ âiäíîñíî åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨, òàê ùî

òîíêèé áàëàíñ, ÿêèé äà¹ ôàçîâèé ïåðåõiä, íå äîñÿãà¹òüñÿ. Ðîëü äîìåííèõ ñòiíîê

â öüîìó ïðîöåñi äîñëiäæóâàëàñÿ â [124].

Ùîá óíèêíóòè îáìåæåíü îïèñàíèõ âèùå, ìîæíà ðîçãëÿäàòè âçà¹ìîäi¨ ç äî-

ñòàòíüî âåëèêèì ðàäióñîì [125�129]. Iíøèé âèõiä ïîëÿãà¹ ó ðîçãëÿäi íåðiâíîâà-

æíèõ ñèñòåì [130], à iíøi âèíÿòêè îáãîâîðþþòüñÿ â [122]. Çîêðåìà, ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ìîäåëi ç êîìïëåêñíèìè âçà¹ìîäiÿìè [131�133]. Ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ìîäåëi

ç íåãàòèâíèì ÷èñëîì íåâèäèìèõ ñòàíiâ àáî êîìïëåêñíèìè ïîëÿìè, ùî äiþòü íà

íèõ, ìîæóòü ìàòè ôàçîâèé ïåðåõiä ïðè äîäàòíiõ òåìïåðàòóðàõ [20, 21].

Êîíöåïöiÿ óíiâåðñàëüíîñòi îçíà÷à¹, ùî êðèòè÷íà ïîâåäiíêà âèçíà÷à¹òüñÿ

âèìiðíiñòþ, äiàïàçîíîì âçà¹ìîäi¨ òà ñèìåòði¹þ ñèñòåìè. Õî÷à ÷èñëî íåâèäèìèõ

ñòàíiâ r íå çìiíþ¹ æîäíîãî ç öèõ ïàðàìåòðiâ, áóëî ïîêàçàíî, ùî çi çìiíîþ r

ìîæå çìiíþâàòèñÿ ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó [22, 74, 76]. Íàïðèêëàä, äâîâèìiðíà

(2, 0)−ñòàíîâà ìîäåëü Ïîòòñà (ÿêà ¹ çâè÷àéíîþ ìîäåëëþ Içiíãà) ¹ àðõåòèïîâèì

ïðèêëàäîì íåïåðåðâíîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó, à (2, 30)−ñòàíîâà ìîäåëü âîëîäi¨ ôà-
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çîâèì ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó.

Íàø àíàëiç ïiäòâåðäæó¹, ùî ìîäåëü Ïîòòñà ç ïîçèòèâíèì ÷èñëîì íåâèäèìèõ

ñòàíiâ ïiäëÿãà¹ óñiì âèùåçãàäàíèì òåîðåìàì, òîìó ¹äèíèì ìîæëèâèì ¹ ôàçîâèé

ïåðåõiä ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði. Îäíàê, çà óìîâè, ùî çîâíiøíi ìàãíiòíi ïîëÿ

ìîæóòü áóòè êîìïëåêñíèìè, ìè îòðèìó¹ìî ôàçîâèé ïåðåõiä ïðè äîäàòíiõ òåìïå-

ðàòóðàõ [131�133]. Òàêå æ ÿâèùå ìîæíà äîñÿãòè øëÿõîì ââåäåííÿ íåãàòèâíîãî

÷èñëà íåâèäèìèõ ñòàíiâ. Õî÷à äåÿêi ç öèõ êîíöåïöié ñàìi ïî ñîái ¹ íåôiçè÷íèìè,

âîíè ìîæóòü áóòè ïîâ'ÿçàíi ç ðåàëüíèìè ôiçè÷íèìè ñèñòåìàìè êiëüêîìà öiêàâèìè

ñïîñîáàìè.

Íèçüêîðîçìiðíi ìîäåëi ïîñòiéíî ïðèâåðòàþòü óâàãó ÿê òåîðåòèêiâ, òàê i åêñ-

ïåðèìåíòàòîðiâ [122]. Íîâèé êîìáiíàòîðíèé ïiäõiä áóâ íåäàâíî âèêîðèñòàíèé äëÿ

ðîçâ'ÿçàííÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà â [134], i áóëî çàïðîïîíîâàíî çàñòîñóâàòè

öåé ìåòîä äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i. Ïåðøà åêñïåðèìåíòàëüíà ïåðåâiðêà

ðîçâ'ÿçêó Îíçàãåðà 1943 ðîêó äëÿ äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà [135] òàêîæ ç'ÿâèëàñÿ

íåùîäàâíî [136].

Ç öèõ ïðè÷èí ìè àíàëiçó¹ìî íóëi Ëi-ßíãà i Ôiøåðà îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Ïîò-

òñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè. Iñíóþòü i iíøi ñïîñîáè îòðèìàòè ôàçîâèé ïåðåõiä â

îäíîâèìiðíèõ ñèñòåìàõ. Âèõîäÿ÷è ç ïðîïîçèöié Àíäåðñîíà, [125�127], Äàéñîí [128]

äîâiâ, ùî ñèñòåìè ç âåëèêèì äiàïàçîíîì âçà¹ìîäi¨ ìîæóòü ìàòè ôàçîâi ïåðåõîäè

ïðè äîäàòíié òåìïåðàòóði, à Ôðîëiõ i Ñïåíñåð äîâåëè iñíóâàííÿ ñïîíòàííî¨ íàìà-

ãíi÷åíîñòi ïðè ìàëié äîäàòíié òåìïåðàòóði äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà ç äàëå-

êîñÿæíèìè âçà¹ìîäiÿìè. Çãîäîì, Àñîði i ñïiâàâòîðè ïîêàçàëè, ùî â îäíîâèìiðíèõ

ìîäåëÿõ ç êîðîòêîñÿæíèìè âçà¹ìîäiÿìè ç êîìïëåêñíèìè çíà÷åííÿìè êîíñòàíòè

âçà¹ìîäi¨ ìîæëèâi ôàçîâi ïåðåõîäè ïðè ïîçèòèâíèõ òåìïåðàòóðàõ [131�133]. Êóå-

ñòà i Ñàí÷åç [122] íàâåëè òðè äîäàòêîâi ïðèêëàäè ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ, ÿê ç ÷èñòî

àêàäåìi÷íîãî iíòåðåñó òàê i ÷åðåç âàæëèâiñòþ äëÿ òàêèõ ÿâèù, ÿê ïîâåðõíåâèé

ðiñò i äåíàòóðàöiÿ ÄÍÊ. Äëÿ êâàíòîâèõ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ êðèòè÷íà ðîçìiðíiñòü

òàêîæ çìåíøó¹òüñÿ ïîðiâíÿíî ç êëàñè÷íèì âiäïîâiäíèêîì [137].
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2.2.2. Ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà îäíîâèìiðíîìó

ëàíöþæêó

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè ç âçà¹ìîäi¹þ íàéáëèæ-

÷èõ ñóñiäiâ. Íà îäíîâèìiðíîìó ëàíöþæêó iç N ñïiíiâ ç ïåðiîäè÷íèìè ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè ñòàòèñòè÷íà ñóìà ìà¹ âèãëÿä

Z =
∑
s

exp
(
−βH(q,r)

)
, (2.3)

äå
∑
s
ïîçíà÷à¹ ñóìó ïî óñiõ ìîæëèâèõ ñïiíîâèõ êîíôiãóðàöiÿõ. Áåðó÷è äî óâàãè

ïåðiîäè÷íi ãðàíè÷íi óìîâè, ãàìiëüòîíiàí ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê ñóìó, êîæåí äîäà-

íîê ÿêî¨ âiäïîâiäà¹ îäíîìó çâ'ÿçêó

H(q,r) =
∑
i

Hi, äå Hi = −δsi,si+1

q∑
α=1

δsi,α − h1δsi,1 − h2δsi,q+1, (2.4)

äå ñóìóâàííÿ ïî i ïðîõîäèòü ïî óñiõN âóçëàõ ëàíöþæêà, si = 1, . . . , q, q+1, . . . , q+

r ïîòòñiâñüêà çìiííà, à h1 i h2 ïîçíà÷àþòü äâà çîâíiøíi ìàãíiòíi ïîëÿ, ùî äiþòü

íà ïåðøèé âèäèìèé i ïåðøèé íåâèäèìèé ñòàí âiäïîâiäíî. Òàêèì ÷èíîì

Z =
∑
s

∏
i

exp (−βHi) . (2.5)

Îñòàííié äîäàíîê ó (2.4) äi¹ òiëüêè íà îäèí ç r íåâèäèìèõ ñòàíiâ ÷åðåç çîâ-

íiøí¹ ïîëå h2. Òàêèì ÷èíîì, âêëàä äî åíåðãi¨ ¹ òiëüêè ÿêùî h2 6= 0. Ðåøòà r − 1

îäíàêîâèõ íåâèäèìèõ ñòàíiâ äàþòü âíåñîê òiëüêè äî åíòðîïi¨. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiçíi

ìiêðîñêîïi÷íi êîíôiãóðàöi¨ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê îäíó i òó æ ìàêðîñêîïi÷íó êîí-

ôiãóðàöiþ. Ó òåðìiíàõ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè åôåêò ïîëÿãà¹ â ìíîæåííi äåÿêèõ ÷ëåíiâ

íà (r− 1). Àíàëîãi÷íî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â [74], ìè ìîæåìî çiáðàòè âñi íåâèäè-

ìi ñòàíè â ¹äèíèé ç âiäïîâiäíîþ âàãîþ i ðîçãëÿíóòè åêâiâàëåíòíèé ãàìiëüòîíiàí

ìîäåëi Ïîòòñà ç äîìiøêîþ:

Heq
(q,r) = −

∑
i

δσi,σi+1

q∑
α=1

δσi,α − h1

∑
i

δσi,1 − h2

∑
i

δσi,q+1 − T ln(r − 1)
∑
i

δσi,q+2,

(2.6)
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äå σi = 1, . . . , q, q + 1, q + 2 íîâà ïîòòñiâñüêà çìiííà, à âñi (îêðiì îäíîãî âçäîâæ

ïîëÿ h2) íåâèäèìi ñòàíè çiáðàíi â îäèí iç âiäïîâiäíîþ âàãîþ. Ãàìiëüòîíiàí (2.6),

î÷åâèäíî, âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (2.4), àëå âiäïîâiäíi ñòàòèñòè÷íi ñóìè ¹ îäíàêîâèìè.

Îêðiì çãàäàíî¨ âèùå ìîäåëi Ïîòòñà ç äîìiøêîþ, ìîäåëëþ Ïîòòñà ç íåâè-

äèìèìè ñòàíàìè îïèñó¹òüñÿ äåêiëüêà iíøèõ ôiçè÷íèõ ìîäåëåé. Ïî-ïåðøå, (1, r)-

ñòàíîâà ìîäåëü åêâiâàëåíòíà ìîäåëi Içiíãà iç ïîëåì çàëåæíèì âiä òåìïåðàòó-

ðè, ÿêó ìîæíà ïîâ'ÿçàòè iç ìîäåëëþ Çiììà-Áðåãà äëÿ äåòàíóðàöi¨ ÄÍÊ [138].

(1, r)−ñòàíîâà ìîäåëü iç äàëåêîñÿæíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìà¹ ôàçîâèé ïåðåõiä iç ðîç-

âîðîòîì, ÿêèé äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ñïîñòåðåæåííÿìè ïåðå-

õîäiâ â ïîëiìåðàõ [15]. (2, r)−ñòàíîâà ìîäåëü Ïîòòñà áåç çîâíiøíüîãî ïîëÿ åêâiâà-
ëåíòíà ìîäåëi Áëþìå-Åìåði-Ãðiôiòñà [74, 80, 83].

2.2.3. Ìàòðèöÿ ïåðåíîñó

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîäåëi (2.4) îçíà÷èìî ìàòðèöþ ïå-

ðåíîñó T = T(si, sj) ÿê i â [139�142]

T(si, sj) = exp

[
β(δsi,sj

q∑
α=1

δsi,α + h1δsi,1 + h2δsi,q+1)

]
, (2.7)

àáî ó âèãëÿäi êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ðîçìiðó (q + r)× (q + r),

T =



yz1 1 1 · · · 1 z2 1 · · · 1
z1 y 1 · · · 1 z2 1 · · · 1
z1 1 y · · · 1 z2 1 · · · 1
... ... ... . . . ... ... ... . . . ...
z1 1 1 · · · y z2 1 · · · 1
z1 1 1 · · · 1 z2 1 · · · 1
... ... ... . . . ... ... ... . . . ...
z1 1 1 · · · 1 z2 1 · · · 1


(2.8)

äå ñòîâï÷èêè âiäïîâiäàþòü çìiííié si, à ðÿäêè - si+1. Çàëåæíiñòü âiä òåìïåðàòóðè

òà ïîëiâ òåïåð ìiñòèòüñÿ ó çìiííèõ

y = eβ, z1 = eβh1, z2 = eβh2. (2.9)
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Ïîðÿä iç çìiííîþ y äëÿ òåìïåðàòóðè ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè t = y−1 = e−β. Â

òàêîìó ïðåäñòàâëåííi áåçìåæíà äiëÿíêà 0 ≤ T < ∞ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà âiäðiçîê

0 ≤ t ≤ 1.

Òîäi ñòàòèñòè÷íó ñóìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Z =
i=N∏
i=1

∑
{si}

T(si, si+1) = SpTN =
∑
i

λNi , (2.10)

äå λi ïîçíà÷àþòü âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ïåðåíîñó T.

Äåÿêi âëàñíi çíà÷åííÿ ìîæíà çíàéòè iç ñèìåòði¨ ìàòðèöi ïåðåíîñó. Ëåãêî ïî-

êàçàòè, ùî ìàòðèöÿ (2.8) ìà¹ ï'ÿòü ðiçíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Ç îäíîãî áîêó, îñêiëü-

êè îñòàííi r ñòîâïöiâ ìàòðèöi ïðîïîðöiéíi, îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ

i ìà¹ ñòóïiíü âèðîäæåííÿ r − 1. Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè (q − 1) åëåìåíòè îñíîâ-

íî¨ äiàãîíàëi äîðiâíþþòü y, âèáèðàþ÷è λ = y − 1 ìîæíà çíàéòè q − 2 ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ. Öå çàëèøà¹ ëèøå òðè íåâiäîìi âëàñíi çíà÷åííÿ. �õ

ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ iíâàðiàíòíèõ ïåðåñòàíîâîê. Öåé ïiäõiä ïðèçâîäèòü

äî ðiâíÿííÿ äëÿ òðüîõ íåâiäîìèõ âëàñíèõ çíà÷åíü:

(r−1−λ+z2)(yz1−λ−z1)(y−λ−1)−λz1(y−λ−1)−(q−1)(yz1−λ−z1)λ = 0. (2.11)

Öå ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó à, îòæå, ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíî òî÷íî. Îñêiëüêè

ñòàòèñòè÷íà ñóìà (2.10) âèçíà÷à¹òüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè, i âñi λ áóëè çíàéäåíi,

òî ìîæíà ââàæàòè, ùî çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçàíà òî÷íî [20].

2.2.4. Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i ìàòðèöÿ ïåðåíîñó

Êðèòè÷íà ïîâåäiíêà ðiâíîâàæíî¨ ñèñòåìè ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñòàòèñòè-

÷íîþ ñóìîþ. Ó íàøîìó âèïàäêó îñòàííÿ îïèñó¹òüñÿ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðè-

öi ïåðåíîñó (2.10) i, îñêiëüêè ìè ïîêàçàëè, ùî ¨õ ìîæíà çíàéòè òî÷íî, êðèòè÷íi

âëàñòèâîñòi ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè ìîæíà, â ïðèíöèïi, òàêîæ çíà-

éòè òî÷íî. Öå äîçâîëÿ¹ íàì ðîçãëÿíóòè íóëi Ëi-ßíãà [84, 85], i íóëi Ôiøåðà [86] ó

ðîçäiëàõ 2.2.7, 2.2.8, 2.2.9.
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Çàçâè÷àé âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ïåðåíîñó íóìåðóþòü â ïîðÿäêó ñïàäàí-

íÿ ¨õ àáñîëþòíèõ âåëè÷èí |λ1|≥ |λ2|≥ |λ3|≥ . . . . Íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè òîäi

çíàõîäÿòü ç óìîâè, ùî (õî÷à á) äâà íàéáiëüøi âëàñíi çíà÷åííÿ ðiâíi ïî ìîäóëþ

[143]

|λ1|= |λ2| . (2.12)

Îñêiëüêè ìè ïåðåõîäèìî äî êîìïëåêñíèõ ïëîùèí çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, òî i âëà-

ñíi çíà÷åííÿ â òàêîìó âèïàäêó áóäóòü êîìïëåêñíèìè. Òîìó óìîâó (2.12) ìîæíà

ïåðåïèñàòè â íàñòóïíié ôîðìi

λ2 = λ1e
iφ . (2.13)

Ç ðiâíÿííÿ (2.10) ñòàòèñòè÷íà ñóìà ¹ ñóìîþ âëàñíèõ çíà÷åíü â ñòåïåíi N .

Ó íàøîìó âèïàäêó âëàñíå çíà÷åííÿ λ = 0 íå âíîñèòü æîäíîãî âíåñêó, òàê ùî

ñòàòèñòè÷íà ñóìà íàáóâà¹ âèãëÿäó Z = λN1 + λN2 + λN3 + λN4 . Ç öèõ ÷îòèðüîõ

âëàñíèõ çíà÷åíü òðè ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà (2.11), à ÷åòâåðòèé äîðiâíþ¹ y− 1. Ç

óðàõóâàííÿì íóìåðàöi¨ âëàñíèõ çíà÷åíü, ñòàòèñòè÷íà ñóìà ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà

òàêèì ÷èíîì, ùîá âèäiëèòè îñíîâíi äîäàíêè:

Z = λN1

[
1 + eiNφ +

(
λ3

λ1

)N
+

(
λ4

λ1

)N]
. (2.14)

Â ãðàíèöi âåëèêèõ çíà÷åíü N òiëüêè äâà âåäó÷i äîäàíêè â ïðàâié ñòîðîíi ðiâíÿííÿ

(2.14) äàþòü âíåñîê. Öå äà¹ óìîâó íà ôàçó φ

1 + eiNφ = 0 àáî φ =
2k − 1

N
π, k = 1 . . . N . (2.15)

Â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi çíà÷åííÿ φ îõîïëþþòü âiäðiçîê 0 ≤ φ ≤ 2π. Òî-

ìó êîîðäèíàòè íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.13)

ç ôàçîþ, çàäàíîþ ðiâíÿííÿì (2.15). Öåé ìåòîä ¹ äîðå÷íèì, êîëè âñi âëàñíi çíà-

÷åííÿ íàâåäåíi ÿâíî. Ïðîòå, êîëè âîíè çàäàíi ÿê êîðåíi ìíîãî÷ëåíà, ìîæíà ñêî-

ðèñòàòèñÿ ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì ó [144] äëÿ ìîäåëåé ç òðüîìà íåíóëüîâèìè

âëàñíèìè çíà÷åííÿìè àáî óçàãàëüíåííÿì öüîãî ïiäõîäó íà âèïàäîê ÷îòèðüîõ íå-

íóëüîâèõ âëàñíõ çíà÷åíü, ðîîçðîáëåíèì â [145].
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Ó öüîìó ìåòîäi ÷îòèðè âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ïåðåíîñó ïðåäñòàâëåíi ÿê

êîðåíi ïîëiíîìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Ó íàéáiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó öåé ïîëiíîì

ìà¹ âèãëÿä

λ4 + a3λ
3 + a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0 . (2.16)

Äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè ðiâíÿííÿ (2.16) îòðèìó¹òüñÿ ìíîæåí-

íÿì (2.11) íà [λ− (y−1)]. Âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè â òàêîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä

a0 = (y − 1)3z1(r + z2 − 1) ;

a1 = −(y − 1)2(z1(q + y − 1) + (2z1 + 1)(r + z2 − 1)) ; (2.17)

a2 = (y − 1)((z1 + 1)(q + y − 1) + (z1 + 2)(r + z2 − 1) + yz1 − 1) ;

a3 = −q − r − yz1 − 2y − z2 + 4 .

Ìåòîþ ìåòîäó ¹ îòðèìàííÿ λ− íåçàëåæíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ òåìïåðàòóðó,

ïîëÿ òà iíøi ïàðàìåòðè ìîäåëi. Äëÿ âèâåäåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

÷îòèðè ðiâíÿííÿ ç òåîðåìè Âi¹òè ðàçîì ç óìîâîþ (2.13). Âèêëþ÷àþ÷è âñi âëàñíi

çíà÷åííÿ ç öèõ ï'ÿòè ðiâíÿíü, ìè îòðèìó¹ìî

F (q, r, z1, z2, y) = F1F2(f1 + f2 + f3 + f4), (2.18)

äå

F1 = 8a2 cos2

(
φ

2

)
cos(φ)− a2

3[2 cos(φ) + 1];

F2 = 4a1[2 cos(φ)+1]

[
cos

(
φ

2

)
+ cos

(
3φ

2

)]2

−32a2a3 cos4

(
φ

2

)
cosφ+a3

3[2 cos(φ)+1]2;

i

f1 = 16a3
0

[
cos

(
φ

2

)
+ cos

(
3φ

2

)]4

;

f2 = a2
1

[
a2

2

(
a2

3 − 2a2(cos(φ) + 1)
)
− a2

1(1 + 2 cos(φ))3 +

2a1a3

(
a2(5 cos(φ) + cos(2φ) + 3)− a2

3(1 + cos(φ))

)]
;

f3 = −2a0

[
a3

2

(
8a2 cos4

(
φ

2

)
− a2

3(cos(φ) + 1)

)
+
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a2
1

(
4a2 cos2

(
φ

2

)
(7 cos(φ) + 5 cos(2φ) + cos(3φ) + 5)− a2

3(2 cos(φ) + cos(2φ))

)
+

a1a2a3

(
− 4a2 cos2

(
φ

2

)
(6 cos(φ) + cos(2φ) + 3) + a2

3(5 cos(φ) + cos(2φ) + 3)

)]
;

f4 = a2
0

[
128a2

2 cos4

(
φ

2

)
cos2(φ) + a4

3(2 cos(φ) + 1)3 −

8a2a
2
3 cos2

(
φ

2

)(
7 cos(φ) + 5 cos(2φ) + cos(3φ) + 5

)
+

8a1a3

(
cos

(
φ

2

)
+ cos

(
3φ

2

))2

(2 cos(φ) + cos(2φ) + 3)

]
.

Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ φ çàäàíå ðiâíÿííÿì (2.15) âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (2.18)

çàáåçïå÷óþòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, êîëè äâà âëàñíi çíà÷åííÿ ðiâíi ïî ìîäóëþ, àëå

íå âñi ç íèõ ¹ íóëÿìè ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Ñïðàâæíi íóëi îòðèìóþòüñÿ òiëüêè êîëè

äâà íàéáiëüøèõ âëàñíèõ çíà÷åííÿ ðiâíi çà ìîäóëåì.

Ìè àíàëiçó¹ìî íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî ìàãíiòíîãî

ïîëÿ i êîìïëåêñíî¨ òåìïåðàòóðè. Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè Ëi-ßíãà, äëÿ ôåðîìàãíi-

òíî¨ ìîäåëi Içiíãà íà d âèìiðíié ðåãóëÿðíié ðåøiòöi ìàãíiòíi íóëi ¹ ÷èñòî óÿâíèìè

[84, 85]. Öå òâåðäæåííÿ ìîæå áóòè óçàãàëüíåíå äëÿ áàãàòüîõ iíøèõ ìîäåëåé, íà-

âåäåíèõ [94]. Â êîìïëåêñíié ïëîùèíi z = e−βh− íóëi ëåæàòü íà äóçi îäèíè÷íîãî

êîëà. ×àñòî íóëi Ëi-ßíãà íàçèâàþòü �ïðîòîêðèòè÷íèìè òî÷êàìè� [143], îñêiëü-

êè âîíè ìîæóòü ñòàòè ôàêòè÷íèìè êðèòè÷íèìè òî÷êàìè. Ïðîòîêðèòè÷íà òî÷êà

íà êiíöi äóãè, ùî ëåæèòü áëèæ÷å äî äîäàòíüî¨ äiéñíî¨ îñi, íàçèâà¹òüñÿ "êðà¹ì

ßíãà-Ëi"(íàäàëi òàêîæ íàçèâàòèìåìî ïðîñòî "êðàé") [146]. Äëÿ òåìïåðàòóð âèùå

êðèòè÷íî¨, äóãà, íà ÿêié ðîçìiùåíi íóëi, ¹ âiäêðèòîþ, òîáòî íå ïåðåòèíà¹ äiéñíó

âiñü â äîäàòíié ïiâïëîùèíi. Ïðè çíèæåííi òåìïåðàòóðè äóãà çàìèêà¹òüñÿ â êî-

ëî, à êðàé äîòèêà¹òüñÿ äî äiéñíî¨ îñi ïðè äîñÿãíåííi êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè, ùî

ñèãíàëiçó¹ ïðî ôàçîâèé ïåðåõiä. Äëÿ òåìïåðàòóð, ìåíøèõ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ,

íóëi ëåæàòü íà ïîâíîìó êîëi, ùî ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü z.

Ó ðiâíÿííi (2.18) φ ïðîáiãà¹ äèñêðåòíi çíà÷åííÿ äëÿ ñêií÷åííèõ ñèñòåì çãi-

äíî ôîðìóëè (2.15). Ìàþ÷è öi äàíi, ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè ñêií÷åííîðîçìiðíèé

ñêåéëiíã äëÿ âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ (äèâ. Ðîçäië 2.2.9). Ùîá âñòàíîâè-
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òè, ÷è âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä ïðè ïîçèòèâíié àáî íåãàòèâíié òåìïåðàòóði,

ìè âèçíà÷à¹ìî êðèòè÷íó òåìïåðàòóðó, äîçâîëÿþ÷è íóëÿì Ëi-ßíãà äîòèêíóòèñÿ äî

äiéñíî¨ îñi. Öå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ òiëüêè äëÿ ñèñòåì íåñêií÷åííîãî ðîçìiðó. Â ìåæàõ

íàøîãî ïiäõîäó öå äîñÿãà¹òüñÿ ïîêëàâøè φ = 0 ó ôîðìóëi (2.18). Iíøèì ìåòîäîì

¹ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Áåðàõà-Êàõàíå-Âàéññà (ÁÊÂ) [147�149] äëÿ çíàõîäæåííÿ

êîîðäèíàò êðàþ ßíãà-Ëi â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi.

2.2.5. Ïîêàçíèê ðîçáiæíîñòi êðàþ ßíãà-Ëi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ùî ïîêàçíèê ðîçáiæíîñòi êðàþ ßíãà-Ëi íå

çìiíþ¹òüñÿ iç êiëüêiñòþ íåâèäèìèõ ñòàíiâ. Äëÿ öüîãî ìè áóäåìî ñëiäóâàòè ìåòîäó,

ðîçðîáëåíîìó ó ðîáîòàõ [144, 145].

Ïðè çáiëüøåííi ðîçìiðó ñèñòåìè, íóëi Ëi-ßíãà z1 = |z1|eiθ çàâåðøóþòüñÿ â

êîìïëåêñíié ïëîùèíi íà êðàþ ßíãà-Ëi ze1 = |ze1|eiθe. �õ ãóñòèíà g(z1) â îêîëi ze1

îïèñó¹òüñÿ ñòåïåíåâèì çàêîíîì iç ïîêàçíèêîì ðîçáiæíîñòi êðàþ ßíãà-Ëi σ [150]:

g(θ) ∝ |θ − θe|σ . (2.19)

Ó âèïàäêàõ, êîëè äëÿ äàíîãî çíà÷åííÿ T íóëi çíàõîäÿòüñÿ íà êðèâèõ (òàê çâàíi

ëiíi¨ ñèíãóëÿðíîñòåé [90�93] íà âiäìiíó âiä äâîâèìiðíèõ îáëàñòåé [96]), ôóíêöiÿ g

ìîæå áóòè çàïèñàíà äëÿ ôiêñîâàíîãî |z1|, çáåðiãàþ÷è òiëüêè çàëåæíiñòü âiä ôàçè
θ. Ïîêàçíèê σ, ÿê i iíøi êðèòè÷íi ïîêàçíèêè, õàðàêòåðèçó¹ êëàñ óíiâåðñàëüíîñòi.

Äëÿ îäíîâèìiðíèõ ìîäåëåé Içiíãà i q−ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà éîãî òî÷íå çíà÷åííÿ
äîðiâíþ¹ σ = −1

2 [84, 85, 144, 150]. Âiäîìå ùå îäíå òî÷íå çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà σ:

äëÿ ñôåðè÷íî¨ ìîäåëi σ = 1
2 íåçàëåæíî âiä òèïó âçà¹ìîäi¨ (êîðîòêî- àáî äàëåêîñÿ-

æíà) i ïðîñòîðîâî¨ âèìiðíîñòi [151].

Ãóñòèíà íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â îáëàñòi (φ, φ + ∆φ) ¹ ïðîïîðöiéíîþ äî

êiëüêîñòi íóëiâ â öié îáëàñòi, ïîäiëåíèõ íà äîâæèíó ÷àñòèíè êðèâî¨, ÿêó çàéìàþòü

öi íóëi. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî φ iñíó¹ äåÿêèé íóëü, êiëüêiñòü íóëiâ â îáëàñòi
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(φ, φ+ ∆φ) ïðîïîðöiéíà ∆φ. Òîìó ãóñòèíó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

g̃(φ, φ+ ∆φ) ∝ ∆φ∫ φ+∆φ

φ

√
(∂Rez1

∂φ )2 + (∂Imz1
∂φ )2 dφ

. (2.20)

Â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi íóëi ôîðìóþòü íåïåðåðâíó êðèâó iç ãóñòèíîþ, ÿê ôóí-

êöi¹þ φ

g̃(φ, φ+ dφ) = g(φ) ∝
1√

(∂Rez1
∂φ )2 + (∂Imz1

∂φ )2
. (2.21)

Â îêîëi êðàþ θe (ùî âiäïîâiäà¹ φ = 0) êîîðäèíàòè íóëiâ ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä

Òåéëîðà

z1(φ) ≈ ze1 +
∂2z1(0)

∂φ2
φ2 + . . . , (2.22)

Ëiíiéíèé äîäàíîê âiäñóòíié, áî ðiâíÿííÿ (2.18) ¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ φ. Ïiäñòàâëÿ-

þ÷è ðîçêëàä (2.22) ó âèðàç äëÿ ãóñòèíè (2.21) ìè îòðèìó¹ìî ïðîñòó çàëåæíiñòü

ìiæ ãóñòèíîþ íóëiâ g(φ) i ôàçîþ φ:

g(φ) ∝ |φ|−1 . (2.23)

Â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi òà áëèçüêî äî êðàþ ôàçà òà êîîðäèíàòè íóëiâ ïîâ'ÿçàíi

ñïiââiäíîøåííÿì

θ − θe ∝ |z1 − ze1| . (2.24)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä (2.22) â ïðàâié ñòîðîíi ðiâíÿííÿ (2.24) ìè îòðèìó¹ìî

φ2 ∝ (θ − θe) . (2.25)

Ñïiââiäíîøåííÿ (2.23) ðàçîì ç (2.25) âåäå äî ñòåïåíåâî¨ çàëåæíîñòi ãóñòèíè íóëiâ

ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè, ÿê ôóíêöi¨¨ ¨õ ôàçè â îêîëi êðàþ ßíãà-Ëi

g(θ) ∝ |θ − θc|−1/2 . (2.26)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîêàçíèê ðîçáiæíîñòi êðàþ ßíãà-Ëi ñòàíîâèòü σ = −1
2 . Öå

çíà÷åííÿ ñëiäó¹ ç ñèìåòði¨ íóëiâ ïðè ïiäñòàíîâöi φ→ −φ, ÿêà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ
óñiõ ìîäåëåé, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ [80, 144, 145, 152].
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2.2.6. Ñïiââiäíîøåííÿ äóàëüíîñòi

Äëÿ ïîëåãøåííÿ àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ìè ñïî÷àòêó îáãîâîðèìî

äåÿêi âëàñòèâîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi ïiçíiøå â òåêñòi.

Â ðiâíÿííi (2.11), âåëè÷èíè r i z2 âõîäÿòü òiëüêè â îäèí ìíîæíèê ÿê r+ z2.

Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìàãíiòíå ïîëå, ÿêå äi¹ íà íåâèäèìèé ñòàí, ìà¹

òàêèé æå âïëèâ, ÿê i äîäàòêîâi íåâèäèìi ñòàíè. Òîìó r+ z2−1 ìîæíà òðàêòóâàòè

ÿê êiëüêiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ, ùî çìiíþ¹òüñÿ ç òåìïåðàòóðîþ. Ç öèõ ïðè÷èí, â

äàíîìó ïiäðîçäiëi z2 çàâæäè âêëþ÷åíå â r i íiêîëè íå ïîêàçàíî ÿâíî.

Äóàëüíiñòü îçíà÷à¹, ùî ïðè ïåâíîìó óíiòàðíîìó ïåðåòâîðåííi S, ìàòðèöÿ

ïåðåíîñó çìiíþ¹òüñÿ çãiäíî iç çàêîíîì [153]

ST(y, z1)S
−1 = αTT (yD, zD1 ), (2.27)

äå yD = yD(y, z1), z
D
1 = zD1 (y, z1) ïîçíà÷àþòü çìiííi äóàëüíi äî y, z1 âiäïîâiäíî,

i TT ¹ òðàíñïîíîâàíîþ ìàòðèöåþ ïåðåíîñó. Ðiâíÿííÿ (2.27) ìîæíà ïåðåïèñàòè

÷åðåç âëàñíi çíà÷åííÿ

λ(yD, zD1 ) =
1

α(y, z1)
λ(y, z1). (2.28)

Ðiâíÿííÿ (2.28) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè, ÿêùî âëàñíi çíà÷åííÿ çàäàíi ÿâíî.

Àëå â íàøîìó âèïàäêó, êîëè âëàñíi çíà÷åííÿ çàäàíi ÿê êîðåíi ïîëiíîìà òðåòüîãî

ïîðÿäêó (2.11), ðåçóëüòóþ÷i âèðàçè äëÿ íèõ ¹ íàäòî ãðîìiçäêèìè. Ùîá ïîçáó-

òèñÿ öi¹¨ íåçðó÷íîñòi, âèâåäåìî çàëåæíîñòi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ó ïîëiíîìi (2.11). Â

íàéçàãàëüíiøîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

λ3 + A1(y, z1)λ
2 + A2(y, z1)λ+ A3(y, z1) = 0. (2.29)

Ðiâíiñòü ó (2.29) ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ ÿê äëÿ ïðÿìèõ çìiííèõ, òàê i äëÿ äóàëüíèõ.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.28) â (2.29) ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíi çàêîíè ïåðåòâîðåííÿ äëÿ

êîåôiöi¹íòiâ A1, A2, A3:

A1(y
D, zD1 ) =

1

α
A1(y, z1),

A2(y
D, zD1 ) =

1

α2
A2(y, z1), (2.30)
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A3(y
D, zD1 ) =

1

α3
A3(y, z1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ç (2.30) i âèõiäíå ñïiââiäíîøåííÿ (2.28)

äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ = y − 1 ìîæíà îòðèìàòè âèðàçè äëÿ äóàëüíèõ çìiííèõ:

α =
(y − 1)(q(z1 − 1) + (r − 1)z1 + 1)

q2 + q(2r − 1) + (r − 2)r
,

yD =
(q + r − 1)(q + r + z1 − 1)

q(z1 − 1) + (r − 1)z1 + 1
, (2.31)

zD1 =
q2 + q(2r + y − 2) + r2 − 2r − y + 1

(y − 1)(q + r − 1)
.

Öi ñïiââiäíîøåííÿ äîçâîëÿþòü çàìiíèòè ïîëå íà òåìïåðàòóðó i íàâïàêè áåç çìiíè

ïîâåäiíêè ñèñòåìè. Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó r = 0 ïåðåòâîðåííÿ (2.31) âiäòâîðþþòü

âiäîìèé ðåçóëüòàò äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà [152].

2.2.7. Íóëi Ëi-ßíãà ìîäåëåé ç ïðÿìîþ ôiçè÷íîþ ðåàëiçàöi¹þ.

Íóëi Ëi-ßíãà çâè÷àéíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî çâè÷àéíó q−ñòàíîâó ìîäåëü Ïîòòñà. Ó öüîìó âèïàäêó

êiëüêiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ i, âiäïîâiäíî, äðóãå ìàãíiòíå ïîëå ðiâíå íóëþ (r =

0 i h2 = 0). Öåé âèïàäîê ðàíiøå âæå äåòàëüíî âèâ÷àëè, òîìó íàøi ðåçóëüòàòè

ìîæíà áóäå ïîðiâíÿòè iç âèñíîâêàìè, çðîáëåíèìè â ðîáîòi [152]. Äëÿ öèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ, îäèí iç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (2.11) ñòà¹ λ = y − 1, çìåíøóþ÷è êiëüêiñòü

ðiçíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü çìåíøó¹òüñÿ äî òðüîõ. Iíøi äâà âëàñíi çíà÷åííÿ ìîæíà

çíàéòè ÿê êîðåíi ðiâíÿííÿ (2.11). Öi çíà÷åííÿ ïîâíiñòþ âiäòâîðþþòü ðåçóëüòàòè

ðîáîòè [152]. Öi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä

λ1,2 =
1

2

[
(y(z1 + 1) + q − 2)±

√
(y(1− z1) + q − 2)2 + (q − 1)4z1

]
, λ3 = y − 1.

(2.32)

Ó ðîáîòi [143] áóëî ïîêàçàíî, ùî êîîðäèíàòè êðàþ ìîæíà îòðèìàòè ç óìîâè,

ùî íàéáiëüøå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi ïåðåíîñó âèðîäæåíå. Äâà âëàñíi çíà÷å-

ííÿ (2.32) ¹ âèðîäæåíèìè, êîëè âèðàç ïiä êîðåíåì ðiâåí íóëþ.
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Ðèñ. 2.3. Íóëi Ëi-ßíãà â êîìïëåêñíié z1 = e−βh1−ïëîùèíi äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ìî-
äåëi Içiíãà (q = 2, r = 0) äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè T . Ãðàôi-
êè íàâåäåíi äëÿ ñêií÷åííîãî ðîçìiðó ñèñòåìè N , àëå â òåðìîäèíàìi÷íié
ãðàíèöi íóëi ñòàþòü íåïåðåðâíèìè. Ëiâèé ãðàôiê ïîêàçó¹ íóëi Ëi-ßíãà
ïðè äîäàòíié òåìïåðàòóði T = 1.091. Êðàé ßíãà-Ëi, âiäçíà÷åíèé ÷åð-
âîíèìè âåëèêèìè çiðêàìè, íå äîòèêà¹òüñÿ äî äîäàòíüî¨ îñi. Öå îçíà÷à¹
âiäñóòíiñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Íà ïðàâîìó ãðàôiêó íàâåäåíî íóëi ïðè
íóëüîâié òåìïåðàòóði (T = 0). Íàáëèæåííÿ íóëiâ äî äiéñíî¨ îñi â òî÷öi
z1 = 1 ïðè áåçìåæíîìó ðîçìiði ñèñòåìè N ñèãíàëiçó¹ ïðî ñïîíòàííèé
ôàçîâèé ïåðåõiä (h1 = 0).

Íà Ðèñ. 2.3 ìè íàâîäèìî ïîëîæåííÿ íóëiâ Ëi-ßíãà îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içií-

ãà. Âèïàäîê T > 0 íàâåäåíî íà ëiâîìó ãðàôiêó. Òàì êîîðäèíàòè êðàþ ¹ êîìïëå-

êñíèìè. Öå îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü ïåðåõîäó äî ñèìåòðè÷íî¨ ôàçè. Çi çìåíøåííÿì

òåìïåðàòóðè êðàé íàáëèæà¹òüñÿ äî äiéñíî¨ îñi. Ãðàíè÷íèé âèïàäîê T = 0 íàâåäå-

íî íà ïðàâîìó ãðàôiêó äëÿ ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè. Äëÿ ñèñòåìè áåçìåæíîãî ðîçìiðó

êîëî ¹ ñóöiëüíèì, à íå ñêëàäà¹òüñÿ ç îêðåìèõ òî÷îê. Â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi

íàáëèæåííÿ êðàþ äî êðèòè÷íî¨ òî÷êè (h = 0 or z = 1) ïðèçâîäèòü äî ñïîíòàí-

íîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði. Íà Ðèñ. 2.3 çîáðàæåíî òiëüêè

âèïàäîê q = 2, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà Ëi-ßíãà ïðî îäèíè÷íå êîëî. Çìiíà

êiëüêîñòi ïîòòñiâñüêèõ ñòàíiâ ïðèçâîäèòü äî çìiíè ïîëîæåííÿ íóëiâ (íå ïîêàçàíî

íà ãðàôiêó); õî÷ ¨õ ðîçòàøóâàííÿ i çàëèøà¹üñÿ êîëîâèì, àëå ðàäióñ êîëà çàëå-

æèòü âiä êiëüêîñòi ñòàíiâ ïðè äîâiëüíié äîäàòíié òåìïåðàòóði. Ïðè q < 2 ðàäióñ

êîëà ¹ ìåíøèé çà 1, à ïðè q > 2 - áiëüøèé. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïðè T = 0 âñi

ðîçòàøóâàííÿ íóëiâ Ëi-ßíãà ôîðìóþòü êîëà îäèíè÷íîãî ðàäióñó, i, ÿê íàñëiäîê,
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Ðèñ. 2.4. Ïîëîæåííÿ êðàþ íóëiâ Ëi-ßíãà â êîìïëåêñíié z1−ïëîùèíi äëÿ ìîäåëi
Ïîòòñà ç òðüîìà ðiçíèìè êiëüêîñòÿìè âèäèìèõ ñòàíiâ (q = 1.5, q = 2, q =
4, çñåðåäèíè i íàçîâíi) i áåç íåâèäèìèõ ñòàíiâ (r = 0). Êîæíà òðà¹êòîðiÿ
âiäîáðàæà¹ óâåñü ñïåêòð òåìïåðàòóðè (0 ≤ T ≤ ∞) i ïåðåòèíà¹ äiéñíó
âiñü Re z1 ïðè T = 0.

ïåðåòèíàþòü äiéñíó âiñü â òî÷öi Re z1 = 1.

Ùîá áiëüø êîìïàêòíî ïðîiëþñòðóâàòè çàëåæíiñòü êîîðäèíàò íóëiâ Ëi-ßíãà

âiä òåìïåðàòóðè òà êiëüêîñòi ñòàíiâ, çàìiñòü òîãî, ùî íàâîäèòè ïîâíi ãðàôiêè äëÿ

êîæíîãî îêðåìîãî çíà÷ííÿ, ÿê öå áóëî çðîáëåíî íà Ðèñ. 2.3, íàâåäåìî êîîðäèíàòè

êðàþ ßíãà-Ëi äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü T i q íà Ðèñ. 2.4. Áóäåìî íàçèâàòè òàêi ôiãóðè

�òðà¹êòîðiÿìè êðàþ�. Òàêi ãðàôiêè äîçâîëÿþòü íàì çîáðàçèòè áiëüøi äiàïàçîíè

çíà÷åíü q i T ïðè òîìó çáåðiãàþ÷è îñíîâíó iíôîðìàöiþ, áî ñàìå òî÷êà ïåðåòèíó

êðàþ ç äiéñíîþ âiññþ íåñå iíôîðìàöiþ ïðî ôàçîâèé ïåðåõiä. Äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü

q òðà¹êòîði¨ êðàþ ôîðìóþòü ðiçíi çàìêíåíi êðèâi. Àëå â êîæíîìó âèïàäêó äiéñíà

âiñü ïåðåòèíà¹òüñÿ ïðè T = 0, ùî â ñâîþ ÷åðãó äîâîäèòü, ùî ¹äèíèì ìîæëèâèì ¹

ôàçîâèé ïåðåõiä ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði, ÿê i áóëî çíàéäåíî áëèçüêî ñòà ðîêiâ

òîìó Åðíñòîì Içiíãîì (ó âèïàäêó q = 2) [116].
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Íóëi Ëi-ßíãà äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè

Âiäòâîðèâøè âiäîìi ðåçóëüòàòè äëÿ ìîäåëi Içiíãà íà Ðèñ. 2.3 i çâè÷àéíî¨ ìî-

äåëi Ïîòòñà íà Ðèñ. 2.4, à òàêîæ ïîêàçàâøè ÿê òðà¹êòîðiÿ çìiíþ¹òüñÿ iç çìiíîþ

q, ïåðåéäåìî äî àíàëiçó ìîäåëi ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè. ßê öå âèïëèâà¹ ç ðiâíÿí-

íÿ (2.11), çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå, ùî äi¹ íà íåâèäèìèé ñòàí, ìà¹ òàêó ñàìó äiþ

ÿê i äîäàòêîâi íåâèäèìi ñòàíè. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ äóàëüíiñòü, íå çìåíøóþ÷è

çàãàëüíiñòü, ìè ìîæåìî ïîêëàñòè h2 = 0 (÷è z2 = e−βh2 = 1) â ðiâíÿííi (2.11) i

îòðèìó¹ìî

(r−λ)(yz1−λ− z1)(y−λ−1)−λz1(y−λ−1)− (q−1)(yz1−λ− z1)λ = 0. (2.33)

Ïiäñòàâëÿþ÷è z2 = 1 â ðiâíÿííÿ (2.18), i âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä, îïèñàíèé âè-

ùå, ìîæåìî îòðèìàòè êîîðäèíàòè íóëiâ Ëi-ßíãà â êîìïëåêñíié z1−ïëîùèíi äëÿ
äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè T i ôiêñîâàíèõ q i r. Íà Ðèñ. 2.5 ìè íàâîäèìî

âiäïîâiäíèê Ðèñ. 2.3, àëå âæå äëÿ (2, 2)-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ïðè ðiçíèõ òåìïå-

ðàòóðàõ.

ßê âèäíî iç ãðàôiêó, íóëi ëÿãàþòü íà äóãè êîëà ç ðàäióñîì, ùî íå ðiâíèé

îäèíèöi i çðîñòà¹ iç òåìïåðàòóðîþ (íèæ÷i çíà÷åííÿ y) ÿê ñèñòåìà âiääàëÿ¹òüñÿ

âiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Òàêà æ ïîâåäiíêà ñïîñòåðiãàëàñü íàâiòü ó çâè÷àéíié ìîäåëi

Ïîòòñà (Ðèñ. 2.4). Âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íàâiòü ó âèïàäêó Içèíãà (q = 2)

íàÿâíiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ çìiíþ¹ ðàäióñ êîëà. Òiëüêè ïðè T = 0 íóëi ëåæàòü íà

çàìêíóòîìó êîëi îäèíè÷íîãî ðàäióñó.

Ùîá çíàéòè êðàé ßíãà-Ëi, íåîáõiäíî âèçíà÷èòè, êîëè äâî¹ íàéáiëüøèõ âëà-

ñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi ïåðåíîñó ðiâíi. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîëiíîì (2.11) òàêîæ ìà¹

âèðîäæåíi êîðåíi. Öÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî äèñêðèìiíàíò D(y, z1, z2, q, r) ðiâíÿííÿ

(2.11) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü [154]:

D(y, z1, z2, q, r) = 0 . (2.34)

Äèñêðèìiíàíò D ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiä y, z1, z2, q i r. Ïiñäñòàâëÿþ÷è z2 =

1 òà ôiêñóþ÷è êiëüêiñòü âèäèìèõ i íåâèäèìèõ ñòàíiâ (q i r âiäïîâiäíî) ìè ìîæåìî
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Ðèñ. 2.5. Íóëi Ëi-ßíãà (2, 2)−ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà â êîìïëåêñíié z1 =
e−βh1−ïëîùèíi äëÿ y = eβ = 2 (çîâíiøíÿ òðà¹êòîðiÿ), y = 4 (ñåðåäíÿ
òðà¹êòîðiÿ) i y → ∞ (âíóòðiøíÿ, çàìêíóòå êîëî, ùî âiäïîâiäà¹ T = 0)
äëÿ ñèñòåìè ðîçìiðó N = 100. Âíóòðiøí¹ êîëî ¹ iäåíòè÷íèì äî ïðàâîãî
ãðàôiêó íà Ðèñ. 2.3 äëÿ ìîäåëi Içiíãà. ßê i äëÿ ëiâîãî ãðàôiêà íà Ðèñ. 2.3,
äâi çîâíiøíi òðà¹êòîði¨ ñâiä÷àòü ïðî âiäñóòíiñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïðè
äîäàòíié òåìïåðàòóði. Êðàé ßíãà-Ëi ïîçíà÷åíî ÷åðâîíèìè çiðêàìè.

ïðîéòè ïî äiàïàçîíó çíà÷åííÿ òåìïåðàòóð (y = eβ) ùîá çíàéòè êîîðäèíàòè êðàþ.

Ùîá âiäòâîðèòè êðàé ïîâíiñòþ, ìè ïîâèííi çíàéòè âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè äëÿ

óñiõ òåìïåðàòóð â äiàïàçîíi 0 ≤ T < ∞ (àáî 1 ≤ y < ∞). Îòðèìàíèé ãðàôiê

çîáðàæåíî íà Ðèñ. 2.6. Öåé ãðàôiê ¹ âiäïîâiäíèêîì Ðèñ. 2.4 (íà íüîìó çîáðàæåíà

ìîäåëü Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè). Ç ïîðiâíÿííÿ äâîõ ãðàôiêiâ ìîæíà ñêàçàòè,

ùî äîäàâàííÿ íåâèäèìèõ ñòàíiâ ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ ïëîùi ôiãóðè, ÿêó

îêðåñëþþòü îïèñó¹ êðàé ßíãà-Ëi. Àëå, îïèñàíà âèùå ïîâåäiíêà íóëiâ Ëi-ßíãà,

îçíà÷à¹, ùî íàÿâíiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ íå çìiíþ¹ òîãî ôàêòó, ùî ôàçîâèé ïåðåõiä

âiäáóâà¹òüñÿ òiëüêè ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði..

2.2.8. Ôàçîâi ïåðåõîäè ïðè äîäàòíiõ òåìïåðàòóðàõ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çàïðîïîíó¹ìî íîâi ñïîñîáè îòðèìàòè ôàçîâi ïåðåõîäè

ïðè äîäàòíié òåìïåðàòóði â îäíîâèìiðíié êëàñè÷íié ìîäåëi ç êîðîòêîñÿæíèìè
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Ðèñ. 2.6. Òðà¹êòîði¨ êðà¨â ßíãà-Ëi â êîìïëåêñíié z1−ïëîùèíi äëÿ q = 2 i r = 0,
1, 6, 13 ðóõàþ÷èñü çñåðåäèíè i íàçîâíi. Óñi ãðàôiêè ïåðåòèíàþòü äiéñíó
âiñü â òî÷öi z1 = 1, ùî ñâiä÷èòü ïðî íàÿâíiñòü ôàçîâîãî ïåðåõîäó òiëüêè
ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði. Öåé ãðàôiê ¹ âiäïîâiäíèêîì Ðèñ. 2.4, àëå ïðè
íàÿâíîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ.

âçà¹ìîäiÿìè.

Ïî÷íåìî ç àíàëiçó íóëiâ Ëi-ßíãà ó êîìïëåêñíié z2−ïëîùèíi. Öå äàñòü íàì
ìîæëèâiñòü çðîçóìiòè, ùî íåîáõiäíî äëÿ çñóâó ôàçîâîãî ïåðåõîäó â îáëàñòü äî-

äàòíiõ òåìïåðàòóð. Ðàíiøå ìè âæå çãàäóâàëè, ùî r i z2 äàþòü âêëàä ëèøå ÿê

ñóìà. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, íàÿâíiñòü íåãàòèâíîãî çíà÷åííÿ öi¹¨ ñóìè ¹ êëþ÷îâèì äëÿ

äîñÿãíåííÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïðè äîäàòíié òåìïåðàòóði â ïîòî÷íîìó êîíòåêñòi.

Öåé ìåõàíiçì ìîæíà ôiçè÷íî iíòåðïðåòóâàòè äâîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Íåãàòèâíi

çíà÷åííÿ z2 ïðèçâîäÿòü äî êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ h2.

Âïëèâ êîìïëåêñíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi íà ôàçîâèé ïåðåõiä â îäíîìó âèìiði âæå

îáãîâîðþâàâñÿ â ðîáîòàõ [131�133]. Ó íàøîìó âèïàäêó ïîäiáíà ïîâåäiíêà äîñÿãà-

¹òüñÿ øëÿõîì çìiíè h2. Ç iíøîãî áîêó, âiä'¹ìíà êiëüêiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ r < 0,

âèõîäÿ÷è çi ñïiââiäíîøåííÿ äóàëüíîñòi, îïèñàíîãî â ïiäðîçäiëi 2.2.6, ìà¹ òàêèé

æå åôåêò. Õî÷à îáèäâi öi óìîâè ¹ åêçîòè÷íèìè, âîíè àáî ìàþòü çâ'ÿçêè ç ôiçè-

÷íèìè ñèñòåìàìè, àáî ïîòåíöiàëüíî ìîæóòü ïðîÿâëÿòèñÿ ôiçè÷íî â ìàéáóòíüîìó

[26, 87, 155].
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Íóëi â êîìïëåêñíié z2−ïëîùèíi ïðè h1 = 0

Íà ïî÷àòêó íàøèõ äîñëiäæåíü ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ iäåÿìè, ñõîæèìè äî äî-

ñëiäæåííÿ òàê çâàíèõ íóëiâ Ïîòòñà. Ó çâè÷àéíié ìîäåëi Ïîòòñà âîíè âèâ÷àþ-

òüñÿ ðîçøèðåíèì ïðåäñòàâëåííÿì Ôîðòó¨íà-Êàñòåëåéíà [156] øëÿõîì àíàëiòè÷íî-

ãî ïðîäîâæåííÿ ïîòòñiâñüêî¨ çìiííî¨ q â êîìïëåêñíó ïëîùèíó. Íóëi â êîìïëåêñíié

q−ïëîùèíi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî ÷èñëà ñòàíiâ äëÿ çà-
äàíî¨ òåìïåðàòóðè [157�159]. Õî÷à çíà÷åííÿ q íèæ÷å 2 ¹ íåôiçè÷íèìè ç òî÷êè

çîðó ñïiíîâèõ ìîäåëåé, âîíè ìîæóòü ìàòè ôiçè÷íi ïðîÿâè - íàïðèêëàä, q = 1 îïè-

ñó¹ ïåðêîëÿöiþ, q = 0 êiñòÿêîâi äåðåâà i àáåëåâó ìîäåëü äëÿ ñàìîîðãàíiçîâàíî¨

êðèòè÷íîñòi [160�163].

Ðàíiøå ìè áà÷èëè, ùî r äi¹ ïîäiáíî äî çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ h2.

Òîìó, íóëi â êîìïëåêñíié r−ïëîùèíi ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê íóëi òèïó Ëi-ßíãà
ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi z2. Ùîá îòðèìàòè íóëi ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â êîìïëåêñíié

ïëîùèíi z2, ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ q, r, h1 â ðiâíÿííÿ (2.18) àíàëîãi÷íî, ÿê i â

ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Ç iíøîãî áîêó, ìè ìîæåìî àíàëiçóâàòè ïîâåäiíêó êîîðäèíàò

êðàþ áåçïîñåðåäíüî, ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.34). Âiäïîâiäíèé ãðàôiê íàâåäåíèé

íà Ðèñ. 2.7 äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó q = 2.

Äëÿ ïîçèòèâíèõ çíà÷åíü r ¹äèíà òî÷êà ïåðåòèíó ç äiéñíîþ âiññþ z2 ðîçòàøî-

âàíà íà íåãàòèâíié ÷àñòèíi. Öå ïðîiëþñòðîâàíî íà Ðèñ. 2.7. Òðà¹êòîðiÿ ñåðåäíüîãî

êðàþ ßíãà-Ëi íà Ðèñ. 2.7 áóëà îòðèìàíà äëÿ r = 1. Çáiëüøåííÿ r ïðèçâîäèòü äî

ïåðåìiùåííÿ òðà¹êòîði¨ âëiâî; àëå ôîðìà êðàþ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ. Öå ïiä-

òâåðäæó¹ íàøó iíòåðïðåòàöiþ Ðèñ. 2.6 ïðî òå, ùî çáiëüøåííÿ r çìiùó¹ òðà¹êòîði¨

äàëi âiä ôiçè÷íîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çâîðîòíå òà-

êîæ ìà¹ ìiñöå; çìåíøåííÿ r äî íåãàòèâíîãî ÷èñëà íåâèäèìèõ ñòàíiâ ìîæå çñóíóòè

òðà¹êòîðiþ êðàþ ßíãà-Ëi ç íåãàòèâíî¨ äiéñíî¨ ïiâîñi äî ¨¨ äîäàòíüî¨ ÷àñòèíè. Öå

ïðîiëþñòðîâàíî çà äîïîìîãîþ ïðàâî¨ òðà¹êòîði¨ íà Ðèñ.2.7 äå r = −4.

Çâiñíî, ãðàôiêè iëþñòðóþòü ïîâåäiíêó â ïëîùèíi êîìïëåêñíîãî z2, ùî âiä-

ïîâiäà¹ ëèøå òîìó ïîëþ, ùî äi¹ íà åíòðîïiéíi (íåâèäèìi) ñòàíè. Ùîá ïî¹äíàòè

ç ïîïåðåäíiìè äîñëiäæåííÿìè íóëiâ Ëi-ßíãà, ñëiä äîñëiäèòè ïîâåäiíêó â ïëîùèíi
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Ðèñ. 2.7. Òðà¹êòîðiÿ êðàþ ßíãà-Ëi â êîìïëåêñíié z2−ïëîùèíi äëÿ q = 2, h1 = 0
i r = 4 (øòðèõîâà ëiíiÿ), r = 1 (ñóöiëüíà ëiíiÿ) i r = −4 (ïóíêòèðíà
ëiíiÿ). Êîæíà òî÷êà öèõ ëiíié âiäïîâiäà¹ ïåâíié òåìïåðàòóði â äiàïàçîíi
0 ≤ t ≤ 1.

êîìïëåêñíèõ h1 àáî z1.

Íóëi Ëi-ßíãà â êîìïëåêñíié z1−ïëîùèíi ç êîìïëåêñíèì çîâíiøíiì ìà-
ãíiòíèì ïîëåì, ùî äi¹ íà íåâèäèìèé ñòàí: âèïàäîê z2 < 0 (h2 ∈ C).

Âèõîäÿ÷è ç âèùåâèêëàäåíèõ ìiðêóâàíü, ìè ïðîäîâæó¹ìî ïîøóê ôàçîâèõ

ïåðåõîäiâ ïðè äîäàòíié òåìïåðàòóði â îäíîìó âèìiði äî àíàëiçó åôåêòiâ âiä'¹ìíèõ

çíà÷åíü z2 (ùî îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå h2) ÷åðåç íóëi Ëi-ßíãà

â êîìïëåêñíié ïëîùèíi h1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ñàìèé ìåòîä, ùî i ðàíiøå, ìè

ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ðiâíÿííÿ (2.18) íåãàòèâíå çíà÷åííÿ z2 i îòðèìó¹ìî íóëi Ëi-ßíãà

äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü q, r i òåìïåðàòóð t. Ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi íà Ðèñ. 2.8, ÿêèé

¹ àíàëîãîì Ðèñ. 2.3 ïðè äîäàòíiõ r i âiä'¹ìíèõ z2. Ïðè ìàëèõ òåìïåðàòóðàõ öi

íóëi ëåæàòü áëèçüêî äî êîëà îäèíè÷íîãî ðàäióñó, äèâ. Ðèñ. 2.3, àëå ïiäâèùåí-

íÿ òåìïåðàòóðè íå çàëèøà¹ íóëi Ëi-ßíãà íà îäèíè÷íîìó êîëi. Íàòîìiñòü, âîíè

íàáóâàþòü, ñêîðiøå, ìiñÿöåïîäiáíi ôîðìè. Áiëüøå òîãî, õî÷à òðà¹êòîðiÿ íóëiâ Ëi-

ßíãà �âiäêðèâà¹òüñÿ� ç ïiäâèùåííÿì òåìïåðàòóðè, ÿê íà Ðèñ. 2.3, àëå îði¹íòàöiÿ

äóã ¹ ïðîòèëåæíîþ. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî äëÿ îòðèìàííÿ ãðàôiêiâ, ïîêàçàíèõ
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íà Ðèñ. 2.8, ìè ôiêñóâàëè z2, à íå h2, ùî îçíà÷à¹, ùî çi çìiíîþ òåìïåðàòóðè t

çìiíþ¹òüñÿ i çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå.
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(c) (d)

Ðèñ. 2.8. Íóëi Ëi-ßíãà â êîìïëåêñíié z1−ïëîùèíi äëÿ (2, 2)-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîò-
òñà iç z2 = −5 ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ òåìïåðàòóðè (a) t = 0.05, (b)
t = 0.25, (c) t = 0.3 i (d) t = 0.4. Âåëèêi ÷åðâîíi çiðêè ïîçíà÷àþòü
êðàé ßíãà-Ëi. Çàãàëîì ïîâåäiíêà íóëiâ ñõîæà äî òî¨, ùî áóëà îïèñàíà â
ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi.

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó êîìïëåêñíèõ çíà÷åíü h2, ÿêi çñóâàþòü ôàçîâèé ïå-

ðåõiä äî ïîçèòèâíèõ òåìïåðàòóð, ìè ïiäñòàâèìî h1 = 0 i âèêîðèñòîâó¹ìî óìîâó

(2.34) äëÿ äèñêðèìiíàíòà, ùîá çíàéòè äâà ðiâíi i íàéáiëüøi çà ìîäóëåì âëàñíi çíà-

÷åííÿ. Öå ïðèçâîäèòü äî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êðèòè÷íîþ òåìïåðàòóðîþ i ïîëåì

h2

z2 = y − q − r ± 2i
√
q(y − 1) . (2.35)
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Ðèñ. 2.9. Çíà÷åííÿ e−βh2, äëÿ ÿêèõ ôàçîâèé ïåðåõiä â (2, 3)−ñòàíîâié ìîäåëi Ïîò-
òñà âiäáóâà¹òüñÿ ïðè äîäàòíié òåìïåðàòóði. Êîæíà òî÷êà êðèâî¨ âiäïî-
âiäà¹ ïåâíié ôiçè÷íî äîñÿæíié êðèòè÷íié òåìïåðàòóði.

Ó öüîìó ðiâíÿííi ÿê y, òàê i z2 = yh2 çàëåæàòü âiä òåìïåðàòóðè. Äëÿ ôiêñîâà-

íèõ q, r i óñiõ çíà÷åíü â äiàïàçîíi 1 ≤ y < ∞ (ùî îçíà÷à¹ äiàïàçîí òåìïåðàòóð

0 ≤ t ≤ 1 ìè ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçó¹ìî (2.35) i îòðèìó¹ìî êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ äëÿ

h2. Íà Ðèñ. 2.9 ïîáóäó¹ìî öi çíà÷åííÿ äëÿ (2, 3)−ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ó âèãëÿäi
e−βh2. Êðèâà ôîðìó¹ äâi ëiíi¨, êîæíà òî÷êà ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíié ïîçèòèâíié êðè-

òè÷íié òåìïåðàòóði. Âåðõíÿ i íèæíÿ ãiëêè âiäïîâiäàþòü êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèì

çíà÷åííÿì ïîëÿ.

Íóëi â êîìïëåêñíié z1−ïëîùèíi ïðè h2 = 0 i r < 0

Ðèñ. 2.7 ñâiä÷èòü, ùî ïðè çìåíøåííi ïàðàìåòðà r êðàé â ãîðèçîíòàëüíié

ïëîùèíi çìiùó¹òüñÿ âïðàâî. Ç óðàõóâàííÿì ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó,

äå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïåðåõiä äëÿ íåãàòèâíèõ çíà÷åíü z2 i ñïiââiäíîøåííÿ äóàëüíîñòi

ìiæ r i z2, ìè î÷iêó¹ìî îòðèìàòè ôàçîâèé ïåðåõiä äëÿ r < 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ðîçøèðåíå ïðåäñòàâëåííÿ Ôîðòóiíà-Êàñòåëåéíà, ìè çíiìà¹ìî óìîâó ïîçèòèâíîñòi

íà ÷èñëî íåâèäèìèõ ñòàíiâ r. Íà Ðèñ. 2.10 íàâåäåíi íóëi Ëi-ßíãà â ïëîùèíi êîì-

ïëåêñíîãî z1 äëÿ (2,−5)−ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòà äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè.
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Ðèñ. 2.10 ¹ àíàëîãîì Ðèñ. 2.3 i 2.5 àëå äëÿ âiä'¹ìíîãî r. Íàø ãîëîâíèé ðåçóëüòàò

ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òðà¹êòîði¨ íóëiâ ïåðåòèíàþòü äiéñíó âiñü

ïðè ïîçèòèâíèõ òåìïåðàòóðàõ äëÿ íåãàòèâíèõ çíà÷åíü r. Çîêðåìà, ëiâèé ãðàôiê

ó äðóãîìó ðÿäêó ïîêàçó¹, ùî çà âiäñóòíîñòi ïîëÿ h1 (òîáòî ïðè z1 = 1) íóëi ïåðå-

òèíàþòü äiéñíó îñü ïðè ïîçèòèâíîìó çíà÷åííi t (à ñàìå t = 0.25). Öå i ¹ øóêàíèì

ñïîíòàííèì, çà âiäñóòíîñòi ïîëÿ, ôàçîâèì ïåðåõîäîì ïðè ïîçèòèâíié òåìïåðàòóðè

â îäíîìó âèìiði. Êîðåëÿöiéíà äîâæèíà íåñêií÷åííà ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði,

àëå åíòðîïiÿ ìà¹ ðîçðèâ. Òîìó ôàçîâèé ïåðåõiä ¹ ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó. Îäíàê

íåâåëèêà ÷àñòèíà çàëåæíîñòi åíòðîïi¨ âiä òåìïåðàòóðè ìà¹ íåôiçè÷íó îáëàñòü. Öå

ìîæå áóòè íàñëiäêîì íåôiçè÷íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Àíàëîãi÷íà ïîâå-

äiíêà ðàíiøå âñòàíîâëþâàëàñÿ â ìîäåëÿõ ç êîìïëåêñíèìè âçà¹ìîäiÿìè [131�133].

Öåé çâ'ÿçîê î÷åâèäíèé, îñêiëüêè ìè ðàíiøå ïîêàçàëè, ùî íåãàòèâíi çíà÷åííÿ r

òàê ñàìî âïëèâàþòü íà ñèñòåìó ÿê êîìïëåêñíå çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå.

Êîæíà ç òðà¹êòîðié íà Ðèñ. 2.10 ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü, ó êðèòè÷íié òî÷öi.

Íåãàòèâíi çíà÷åííÿ z1 ÿâëÿþòü ñîáîþ êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ ôiçè÷íîãî ïîëÿ h1.

Çíà÷åííÿ z1 > 1 ÿâëÿþòü ñîáîþ h1 > 0 � ïîçèòèâíå ïîëå, ùî äi¹ íà ïåðøèé

ñòàí s = 1. Ïîçèòèâíi çíà÷åííÿ â äiàïàçîíi 0 < z1 < 1 âiäïîâiäàþòü íåãàòèâíèì

çíà÷åííÿì h1. Òàêi íåãàòèâíi çíà÷åííÿ çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ôàêòè÷íî

çáiãàþòüñÿ ç ïîçèòèâíèìè çîâíiøíiìè ïîëÿìè, ùî äiþòü íà iíøi (s 6= 1) ñòàíè.

Äëÿ çâè÷àéíîãî âèïàäêó Içiíãà (q = 2, r = 0) íåãàòèâíi çíà÷åííÿ çîâíiøíüîãî

ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî äiþòü, íàïðèêëàä, íà ïåðøèé ñòàí (s = 1) åôåêòèâíî ïðåä-

ñòàâëÿþòü òó æ ôiçèêó, ùî i ïîçèòèâíå çîâíiøí¹ ïîëå, ùî äi¹ íà iíøèé (s = 2)

ñòàí. Äëÿ çâè÷àéíî¨ ìîäåëi Ïîòòà ç q > 2, r = 0 íåãàòèâíi çîâíiøíi ïîëÿ ïîçáàâ-

ëÿþòü îäíîãî ç ñòàíiâ, ùî çìåíøóþòü ñèìåòðiþ âiä Zq äî Zq−1. Ó òðèâèìiðíié

òðèñòàíîâié ìîäåëi Ïîòòñà öå âïëèâà¹ íà ôàçîâó äiàãðàìó: ñëàáêi ìàãíiòíi ïîëÿ

íå çìiíþþòü ïîðÿäîê ôàçîâîãî ïåðåõîäó, â òîé ÷àñ ÿê ñèëüíå íåãàòèâíå ìàãíiòíå

ïîëå çìiíþ¹ éîãî íà êëàñ óíiâåðñàëüíîñòi òðèâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà [164].

Íà ðèñóíêó òàêîæ ïîêàçàíî, ùî, ÿê i äëÿ çâè÷àéíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà, òåîðåìà

Ëi-ßíãà ïðî êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñó ïîðóøó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëi Içiíãà ç íåãàòèâíèì

÷èñëîì íåâèäèìèõ ñòàíiâ - òðà¹êòîði¨ íóëiâ íå ¹ êðóãîâèìè.
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Ðèñ. 2.10. Íóëi Ëi-ßíãà (2,−5)-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü òåìïå-
ðàòóðè (a) t = 0.15, (b) t = 0.2, (c) t = 0.25, (d) t = 0.3 â êîìïëåêñíié
z1−ïëîùèíi äëÿ ñèñòåìè ðîçìiðó N = 256. Ãðàôiêè (a) i (b) ïîêàçóþòü
íóëi íèæ÷å òåìïåðàòóðè ñïîíòàííîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó tc = 0.25, ãðà-
ôiêè (c) i (d) ïîêàçóþòü íóëi âèùå êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè tc. Âåëèêi
÷åðâîíi çiðêè ïîçíà÷àþòü êðà¨ à ìàëi ÷îðíi íóëi Ëi-ßíãà. Äëÿ ìàëèõ
òåìïåðàòóð êðà¨ ðîçòàøîâàíi â ïîçèòèâíié ïiâïëîùèíi Re z1 > 0, òîäi
ÿê äëÿ âèñîêèõ òåìïåðàòóð êðàé ïåðåìiùà¹òüñÿ ó âiä'¹ìíó ïiâïëîùè-
íó Re z1 < 0. Öå ïåðåñêàêóâàííÿ ñòà¹òüñÿ ïðè òåìïåðàòóði íèæ÷ié çà
êðèòè÷íó tc.

Ñóêóïíiñòü òî÷îê ïåðåòèíó äëÿ ðiçíèõ òåìïåðàòóð â äiàïàçîíi 0 ≤ t ≤ 1

ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ôàçîâó äiàãðàìó. Íà Ðèñ. 2.11 ÷îðíîþ ñóöiëüíîþ ëiíi¹þ

ïîêàçàíà òàêà ôàçîâà äiàãðàìà äëÿ (2,−5) - ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà. Ñïîíòàííèé

ïåðåõiä âiäáóâà¹òüñÿ ïðè t = 0.25, z1 = 1. Àíàëîã çâè÷àéíî¨ ìîäåëi Içiíãà çíàõî-
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Ðèñ. 2.11. Ôàçîâà äiàãðàìà (2,−5)-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà. Ïëîùèíà (t, z1) äiëè-
òüñÿ íà îáëàñòi çà ìàêñèìàëüíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì. Çíà÷åííÿ z1 < 0
âiäïîâiäàþòü êîìïëåêñíèì çíà÷åííÿì ìàãíiòíîãî ïîëÿ h1, òîäi ÿê 0 <
z1 < 1 âiäïîâiäà¹ íåãàòèâíèì çíà÷åííÿì ôiçè÷íîãî ïîëÿ h1.

äèòüñÿ ïðè t = 0, z1 = 1 � òîáòî ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði, à íå äîäàòíié. Ùîá

ïðîiëþñòðóâàòè öå ïðåäñòàâëåííÿ, íà Ðèñ. 2.11 ìè äiëèìî ïëîùèíó (t, z1)− íà

îáëàñòi. Ðiçíi êîëüîðè âiäîáðàæàþòü îáëàñòi, äå ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ íàéáiëü-

øèìè çà àáñîëþòíèìè çíà÷åííÿìè. Òàì, äå âîíè çáiãàþòüñÿ, âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé

ïåðåõiä

Öiêàâèì ÿâèùåì íà Ðèñ. 2.10 ¹ ïåðåñêàêóâàííÿ êðàþ ßíãà-Ëi çi çáiëüøåí-

íÿì T (âåëèêi ÷åðâîíi çiðêè) âiä ïîçèòèâíî¨ äî íåãàòèâíî¨ ïîëîâèíè ïëîùèí. Öå

âiäáóâà¹òüñÿ íå ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði ñïîíòàííîãî ïåðåõîäó, à ïðè ìåíøîìó

çíà÷åííi T . Ïðè÷èíà öüîãî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êðà¨ íà Ðèñ. 2.10 çíàõîäÿòüñÿ íà âiä-

ñòàíi âiä äiéñíî¨ îñi i ¹ ïñåâäîêðèòè÷íèìè òî÷êàìè ç Im z1 6= 0. Ôàçîâà äiàãðàìà íà

Ðèñ. 2.11 ìà¹ íóëüîâå óÿâíå ïîëå Im z1 = 0. Ùîá äîñëiäèòè ïåðåñêàêóâàííÿ êðàþ

ßíãà-Ëi ñëiä ðîçãëÿíóòè íåíóëüîâi çíà÷åííÿ Im z1. Òðè ïðèêëàäè öüîãî çîáðàæåíi

íà Ðèñ. 2.12. Ðiçíi êîëüîðè íà ãðàôiêó ïðåäñòàâëÿþòü ðiçíi âëàñíi çíà÷åííÿ. Öå

òðè çðiçè òðèâèìiðíî¨ ôàçîâî¨ äiàãðàìè ç îñÿìè t (òåìïåðàòóðà), Re z1 and Im z1.

Öi çðiçè íàâåäåíi äëÿ ôiêñîâàíî¨ òåìïåðàòóðè, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåñêàêóâàí-

íÿ, i êîîðäèíàòàìè êðàþ. Òðè âëàñíi çíà÷åííÿ ðiâíi ïî ìîäóëþ òî÷íî â òî÷öi,

äå âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåñêàêóâàííÿ. Òàêà ïîâåäiíêà ñâiä÷èòü ïðî iñíóâàííÿ òî÷êè ç

íåçâè÷àéíèì ïîêàçíèêîì ðîçáiæíîñòi êðàþ ßíãà-Ëi [165].
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(a) (b)

(c)

Ðèñ. 2.12. Òðè çðiçè òðèâèìiðíî¨ ôàçîâî¨ äiàãðàìè. Êîæåí çðiç çàäà¹òüñÿ ïðè
ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåñêàêóâàííÿ
êðàþ: (a) - ôiêñîâàíèé Im z1, (b) - ôiêñîâàíà òåìïåðàòóðà t, (c) - ôiêñî-
âàíèé Re z1. Êîëið îáëàñòi ïðåäñòàâëÿ¹ âëàñíå çíà÷åííÿ, ÿêå ¹ íàéáiëü-
øèì çà ìîäóëåì âñåðåäèíi öi¹¨ îáëàñòi. Êîëè çóñòði÷àþòüñÿ òðè êîëüîðè
- öå òî÷êà, äå âiäáóâà¹òüñÿ ïåðåñêàêóâàíÿ êðàþ.

2.2.9. Íóëi Ôiøåðà

Íóëi Ôiøåðà çàçâè÷àé ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðè êðèòè÷íîìó çíà÷åííi çîâíiøíüî-

ãî ïîëÿ. Äëÿ ñïîíòàííîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ïîëÿ ñòàíîâèòü

h1 = 0, ùî âiäïîâiäà¹ z1 = 1. Ó öüîìó âèïàäêó îäèí ç êîðåíiâ ïîëiíîìà (2.11)

íàáóâà¹ çíà÷åííÿ λ = y − 1, òàê ùî ïîëiíîì (2.11) ìà¹ ëèøå òðè ðiçíèõ âëà-

ñíèõ çíà÷åííÿ. Íóëi Ôiøåðà ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ç óìîâè, ùî (ïðèíàéìíi) äâà

âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi ïåðåíîñó ¹ íàéáiëüøèìè çà ìîäóëåì [143]. Òàêèé ïiäõiä

äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè íóëi ñèñòåìè ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ i òàêèì ÷èíîì âèêîðèñòî-

âóâàòè òåõíiêó ñêií÷åííî ðîçìiðíîãî ñêåéëiíãó äëÿ êîîðäèíàò íóëiâ Ôiøåðà. Ó

òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi ëiíiÿ íóëiâ ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü â òî÷öi ïåðåõîäó.



64




















































































■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■

■
■

■
■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■
■

■
■

■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■■■■■■■■■■■■■■■■■■■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲

▲
▲

▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
★
★
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

★★★★
★★★

★★
★★

★★
★★
★★
★★
★★
★★
★★
★★
★★
★★
★★
★★★

★★★★
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

★
★
★
★

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Re t

Im
t

































































■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■
■■

■ ■
■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

■

▲

▲

▲

▲
▲▲▲

▲
▲

▲

▲

▲

▲▲

▲

▲

▲

▲
▲ ▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

▲

▲

▲

▲

▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲
▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

▲

▲

▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲

▲
▲▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲

▲
▲

▲ ▲ ▲
▲

▲

▲

▲

▲

▲

★

★
★★

★
★

★
★
★★

★

★

★

★
★
★
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★
★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★★

★
★

★

★

★

★

★★★★★★★★★ ★
★
★
★

★
★ ★

★

★

★

★

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

Re t

Im
t

(a) (b)

Ðèñ. 2.13. Íóëi Ôiøåðà (2, r)−ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà â êîìïëåêñíié ïëîùèíi t =
y−1 = e−β äëÿ ñèñòåìè ðîçìiðó N = 128 ÷àñòèíîê ç a) r = 0 (ñèíi
êðóæå÷êè), 1 (æîâòi êâàäðàòèêè), 2 (çåëåíi òðèêóòíèêè), 5 (÷åðâîíi
çiðî÷êè) i b) r = 0 (ñèíi êðóæå÷êè), −2 (æîâòi êâàäðàòèêè), −5 (çåëåíi
òðèêóòíèêè) , −7 (÷åðâîíi çiðî÷êè).

Êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà

Ïiäñòàâëÿþ÷è z1 = z2 = 1 â ðiâíÿííi (2.18), ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ äëÿ

êîîðäèíàò íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè â êîìïëåêñíié ïëîùèíi y ïðè çàäàíié ïàði

(q, r). Íàéáiëüø çðó÷íî âiäîáðàæàòè íóëi Ôiøåðà â êîìïëåêñíié t = y−1−ïëîùèíi.
Ó öüîìó âèïàäêó âîíè óòâîðþþòü çàìêíóòi êðèâi íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò

t = 0 (à íå ðîçáiæíi, ÿê ó âèïàäêó y → ∞) Áåçìåæíà îáëàñòü 0 ≤ T < ∞
âiäïîâiäà¹ äiëÿíöi 0 ≤ t ≤ 1. Íà Ðèñ. 2.13 (a) ïîêàçàíî êîîðäèíàòè íóëiâ Ôiøåðà

äëÿ q = 2 i r = 0, 1, 2, 5 ïðè ôiêñîâàíîìó ðîçìiði ñèñòåìè N = 128. Âèïàäîê

r = 0 âiäòâîðþ¹ ðåçóëüòàòè äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà. Äëÿ q = 2, r = 0 íóëi

ëåæàòü íà óÿâíié îñi. Ïðè çáiëüøåííiN , íàéáëèæ÷èé äî äiéñíî¨ îñi íóëü ðóõà¹òüñÿ

äî îñi i ïðè N → ∞ ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü ïðè t = 0 (T = 0), ùî çíîâó îçíà÷à¹,

ùî ¹ òiëüêè ôàçîâèé ïåðåõiä äëÿ îäíîâèìiðíèõ ñèñòåì ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði

[119, 121].

ßê âèäíî ç Ðèñ. 2.13(a), ïðèñóòíiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ çìiíþ¹ òðà¹êòîðiþ

íóëiâ Ôiøåðà. Òåïåð íóëi ìàþòü ÿê äiéñíóó, òàê i óÿâíó ÷àñòèíè, i, êðiì òîãî,
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ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ùå îäíà òî÷êà ïåðåòèíó äiéñíî¨ îñi t. Îäíàê öÿ òî÷êà ïåðåòèíó ðîç-

òàøîâàíà â íåôiçè÷íié îáëàñòi t < 0 (êîìïëåêñíi çíà÷åííÿ T ). t = 0 çàëèøà¹òüñÿ

òî÷êîþ, äå íóëi Ôiøåðà íàáëèæàþòüñÿ äî äiéñíî¨ îñi, i öå ïiäòâåðäæó¹, ùî ôàçî-

âèé ïåðåõiä ó îäíîâèìiðíié ìîäåëi Ïîòòñà íå çìiíþ¹òüñÿ iç ïðèñóòíiñòþ íåâèäèìèõ

ñòàíiâ. Êðèòè÷íi ïîêàçíèêè öüîãî ïåðåõîäó îáãîâîðþþòüñÿ ïiçíiøå.

Ðîçâèâàþ÷è öi ìiðêóâàííÿ, íà Ðèñ. 2.13 (b) ïîêàæåìî òðà¹êòîðiþ íóëiâ äëÿ

(2, r)−ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåãàòèâíèìè çíà÷åííÿìè r. Ìè íå ïîêàçó¹ìî íà

ãðàôiêó äåÿêèõ òî÷îê â îáëàñòi t > 1, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåãàòèâíèì òåìïåðàòóðàì.

ßê áà÷èìî íà ìàëþíêó, òðà¹êòîðiÿ íóëiâ Ôiøåðà ó âèïàäêó r = −5,−7

ïåðåòèíà¹ äiéñíó âiñü ïðè çíà÷åííi tc = − 1
q+r−1 . Öå îçíà÷à¹, ùî êðiì çâè÷àéíîãî

ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïåðåõiä ïðè äîäàòíié

òåìïåðàòóði â îäíîâèìiðíié ìîäåëi. Åêâiâàëåíòíå ïðåäñòàâëåííÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç

íåâèäèìèìè ñòàíàìè ÷åðåç ðiâíÿííÿ (2.6) âêàçó¹ íà òå, ùî õiìi÷íèé ïîòåíöiàë äî-

ðiâíþ¹ µ = −T log r. Òîìó íåãàòèâíå ÷èñëî íåâèäèìèõ ñòàíiâ åêâiâàëåíòíå ìîäåëi

ç êîìïëåêñíèì õiìi÷íèì ïîòåíöiàëîì. Çíîâó æ òàêè, ÷åðåç âèùåçãàäàíå ñïiââiäíî-

øåííÿ ìiæ êîìïëåêñíèì çîâíiøíiì ïîëåì i ÷àñîì äåêîãåðåíöi¨ [87], òàêà ïîâåäiíêà

äà¹ çâ'ÿçîê ç ïîâåäiíêîþ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

Êðèòè÷íi ïîêàçíèêè

Ç äîïîìîãîþ êîîðäèíàò íóëiâ Ôiøåðà ìîæíà îòðèìàòè çíà÷åííÿ êðèòè÷íèõ

ïîêàçíèêiâ. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîäè, îïèñàíi â ïiäðîçäiëi 1.3.1. Ïåð-

øèé ìåòîä - öå ñêií÷åííî ðîçìiðíèé ñêåéëiíã íóëÿ, íàéáëèæ÷îãî äî êðèòè÷íî¨

òî÷êè. Öåé ìåòîä äàñòü íàì êðèòè÷íèé ïîêàçíèê êîðåëÿöiéíî¨ äîâæèíè ν. Iíøèé

ïiäõiä äî àíàëiçó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèêîðèñòîâóâàòè

ãóñòèíó íóëiâ [95]. Öåé ìåòîä äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè íå òiëüêè êîîðäèíàòè

íàéáëèæ÷îãî íóëÿ, àëå é ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ ãóñòèíè íóëiâ. Ñêåéëiíã ôóíêöi¨

ãóñòèíè âèçíà÷à¹òüñÿ êðèòè÷íèì ïîêàçíèêîì ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi α.

Ùîá îòðèìàòè êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ç êîîðäèíàò íóëiâ ìè âèêîðèñòîâóâàëè

îáèäâi ìåòîäèêè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñèñòåìè ðîçìiðîì âiä N = 500 äî N = 1000 ç

ïðèðîñòîì ∆N = 20 q = 2 i r = 6, îòðèìàëè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ν = 0.9998(2),



66

Λ = 1.9997(2) i α = 1.002(2), ÿêi äîáðå óçãîäæóþòüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿì ãóïåð-

ñêåéëiíãó α = 2− dν. Êðiì òîãî, ïðè çìiíi q i r öi çíà÷åííÿ çàëèøàþòüñÿ ìàéæå

íåçìiííèìè ν = 1, α = 1,Λ = 2 .

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî çà âiäñóòíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ ìîæíà îòðèìàòè òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê i êðèòè÷íi ïîêàçíèêè òàêi æ, ÿê i â îäíîâèìiðíié ìîäåëi Içiíãà (ν =

1, α = 1, η = 1, γ = 1, µ = 0, β = 0, δ =∞).

2.3. Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâóâàëè àíàëiç íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè äëÿ

àíàëiçó óíiâåðñàëüíèõ âëàñòèâîñòåé äâîõ ðiçíèõ êëàñè÷íèõ ñïiíîâèõ ñèñòåì. Äëÿ

ìîäåëi Içiíãà ç äèïîëüíèìè âçà¹ìîäiÿìè ìè ïîêàçàëè, ùî ñàìà ïðèðîäà êðèòè-

÷íî¨ ïîâåäiíêè çàëåæèòü âiä ñèëè äèïîëüíî¨ âçà¹ìîäi¨. Îñòàííÿ êîíòðîëþ¹òüñÿ

ïàðàìåòðîì δ - âiäíîøåííÿì ñèëè ôåðîìàãíiòíî¨ âçà¹ìîäi¨ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ äî

ïîñòiéíî¨ äèïîëüíî¨ àíòèôåðîìàãíiòíî¨ âçà¹ìîäi¨. Ôàçîâó äiàãðàìó ìîäåëi õàðà-

êòåðèçóþòü íèçüêîòåìïåðàòóðíi àíòèôåðîìàãíiòíi (ÿê Íååëiâñüêi, òàê i ñìóãàñòi

øèðèíîþ h ôàçè) i âèñîêîòåìïåðàòóðíà òåòðàãîíàëüíà (ïàðàìàãíiòíà) ôàçè. Áóâ

ïðîâåäåíèé àíàëiç ãóñòèíè íóëiâ Ôiøåðà äëÿ îòðèìàííÿ êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà

ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi α. Ìè ïîêàçàëè, ùî â äiàïàçîíi 0.89 ≤ δ ≤ 1.2 ôàçîâèé

ïåðåõiä ìiæ h = 1 ñìóãàñòèì àíòèôåðîìàãíiòíèì îñíîâíèì ñòàíîì i òåòðàãîíàëü-

íîþ ôàçîþ ¹ ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó ç δ-çàëåæíèìè êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè.

Õî÷à çìiíà δ íå âïëèâà¹ íi íà ïðîñòîðîâó âèìiðíiñòü, íi íà ñèìåòðiþ, âîíà âèçíà-

÷à¹ êëàñ óíiâåðñàëüíîñòi. Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü δ ôàçîâèé ïåðåõiä ñòà¹ ïåðåõîäîì

ïåðøîãî ðîäó. ßê áóëî ïîêàçàíî äëÿ δ = 1.3, ïåðåõiä ìiæ h = 2 ñìóãàñòîþ ôàçîþ

i òåòðàãîíàëüíîþ ¹ ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó. Öå ãîâîðèòü ïðî òå, ùî iñíó¹ òðè-

êðèòè÷íà òî÷êà äëÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ δ, ùî ðîçäiëÿ¹ h = 1 i h = 2 ñìóãàñòi

àíòèôåðîìàãíiòíi îñíîâíi ñòàíè. Äåòàëüíiøå ïðî ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

ìîäåëi ìè ðîçïîâiìî â íàñòóïíîìó Ðîçäiëi.

Äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè ìè îòðèìàëè òî÷íèé

ðîçâ'ÿçîê. Öå òàêîæ äîçâîëèëî ïðîâåñòè àíàëiòè÷íó îáðîáêó íóëiâ ñòàòèñòè÷íî¨
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ñóìè. Ìè ïðîàíàëiçóâàëè íóëi Ôiøåðà i Ëi-ßíãà òà ïîêàçàëè, ùî iñíó¹ äâà ìî-

æëèâèõ øëÿõè çñóâó ôàçîâîãî ïåðåõîäó â îáëàñòü äîäàòíiõ òåìïåðàòóð, âñóïåðå÷

âiäîìèì òåîðåìàì. Âiä'¹ìíå ÷èñëî íåâèäèìèõ ñòàíiâ r àáî êîìïëåêñíå çîâíiøí¹

ïîëå h2, ùî äi¹ íà íåâèäèìó ïiäñèñòåìó, ïðèçâîäÿòü äî ïîäiáíîãî åôåêòó. Öå òâåð-

äæåííÿ äîäàòêîâî ïiäòâåðäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì äóàëüíîñòi, ÿêå ïîêàçó¹, ùî

îáèäâà öi ìåõàíiçìè ìàþòü îäíàêîâèé ìàòåìàòè÷íèé ïðîÿâ. Ç iíøîãî áîêó, ìè

òàêîæ ïîêàçó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïîçèòèâíèõ r i äiéñíèõ ìàãíiòíèõ ïîëiâ ôàçî-

âèé ïåðåõiä íàëåæèòü äî êëàñó óíiâåðñàëüíîñòi îäíîâèìiðíî¨ ìîäåëi Içiíãà. Çíîâó

æ òàêè, çìiíà r äîçâîëÿ¹ çñóíóòè ôàçîâèé ïåðåõiä â îäíîìó âèìiði äî ôiçè÷íî

äîñòóïíèõ òåìïåðàòóð. Áiëüøå ïðî óíiâåðñàëüíi âëàñòèâîñòi ìîäåëi Ïîòòñà ç íå-

âèäèìèìè ñòàíàìè ìè ïîãîâîðèìî ó íàñòóïíîìó Ðîçäiëi.
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ÐÎÇÄIË 3

ÓÍIÂÅÐÑÀËÜÍIÑÒÜ ÊÐÈÒÈ×ÍÎ�
ÏÎÂÅÄIÍÊÈ ÑÏIÍÎÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÍÀ

ÌÅÐÅÆÀÕ ÐIÇÍÎ� ÒÎÏÎËÎÃI�

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàçàëè, ùî òèï âïîðÿäêóâàííÿ, à îòæå i êëàñ

óíiâåðñàëüíîñòi, ìîäåëi Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ âiä-

íîøåííÿ ïàðàìåòðiâ âçà¹ìîäi¨ δ. Iñíóþòü òàêi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ δ, ÿêi ðîçäiëÿþòü

ðiçíi äiëÿíêè ôàçîâî¨ äiàãðàìè. Ó öüîìó ðîçäiëi íàñ áóäóòü öiêàâèòè ãðàíè÷íi

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè. Çîêðåìà ìè áóäåìî

ðîçãëÿäàòè äàíó ìîäåëü íà ìåðåæàõ ðiçíî¨ òîïîëîãi¨. Íàñ öiêàâèòèìóòü ïîâíèé

ãðàô i áåçìàñøòàáíà ìåðåæà. Åâêëiäîâà âèìiðíiñòü íå îçíà÷à¹òüñÿ äëÿ ãðàôó, òî-

ìó ïðèíöèï óíiâåðñàëüíîñòi ó öèõ äâîõ âèïàäêàõ ïîòðiáó¹ óçàãàëüíåííÿ. Äëÿ îáîõ

öèõ òèïiâ ìåðåæ áóäå ïðîàíàëiçîâàíèé âïëèâ íåâèäèìèõ ñòàíiâ íà êðèòè÷íó ïî-

âåäiíêó i ïîêàçàíå iñíóâàííÿ äâîõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ

rc1 i rc2, ÿêi ðîçäiëÿþòü äiëÿíêè ç ðiçíîþ êðèòè÷íiñòþ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî

ðîçäiëó âèêëàäåíi ó ïóáëiêàöiÿõ [22, 23].

3.1. Ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà ãðàôi.

Íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ.

Ïèòàííÿ ïðî ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè ¹

îäíèì ç öåíòðàëüíèõ ïèòàíü, ùî îáãîâîðþþòüñÿ â êîíòåêñòi öi¹¨ ìîäåëi. Ó öüîìó

ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî öå ïèòàííÿ äëÿ ìîäåëi íà ãðàôi, ùî îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ

ñóìiæíîñòi A: ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè Aij = 1, ÿêùî ìiæ âóçëàìè i òà j ¹

ðåáðî, i Aij = 0 ÿêùî òàêîãî ðåáðà íåìà¹. Aij ¹ ñèìåòðè÷íîþ ìàòðèöåþ ðîçìiðó
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β →∞ µi = 1 ν1i = 0 ν2i = 0 m1 = 1 m2 = 1

β → 0 µi = 1
q+r ν1i = 1

q+r ν2i = 1
q+r m1 = 0 m2 = 0

Òàáë. 3.1. Íèçüêî- i âèñîêîòåìïåðàòóðíi àñèìïòîòèêè òåðìîäèíàìi÷íèõ ñåðåäíiõ
(3.2) i ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó (3.5).

N ×N , äå N - êiëüêiñòü âóçëiâ ó ìåðåæi.

Ãàìiëüòîíiàí (q + r)-ñòàíîâî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ìà¹ âèãëÿä [74] (äèâ. òàêîæ

ðiâíÿííÿ (2.4))

H = −
∑
<i,j>

Jij

q∑
α=1

δSi,αδα,Sj − h
∑
i

δSi,1, (3.1)

äå, Jij = JAij ìàòðèöÿ êîíñòàíò çâ'ÿçêó çi ñòàëîþ J > 0, Si = 1, . . . , q, (q +

1), . . . , (q + r) ïîòòñiâñüêà çìiííà íà âóçëi i = 1, . . . , N , δa,b - ñèìâîë Êðîíåêåðà à

h - ìàãíiòíå ïîëå, ùî äi¹ íà ïåðøèé âèäèìèé ñòàí. Ïåðøà ñóìà â ïåðøîìó ÷ëåíi

îõîïëþ¹ âñi ðiçíi ïàðè ñïiíiâ. Òiëüêè ñòàíè ç Si = 1, . . . , q âíîñÿòü ñâié âíåñîê

ó ÷ëåí âçà¹ìîäi¨ â ãàìiëüòîíiàíi. Ðåøòà r ñòàíiâ íå çìiíþþòü åíåðãiþ, àëå âîíè

çáiëüøóþòü êiëüêiñòü íàÿâíèõ êîíôiãóðàöié i, îòæå, âîíè âïëèâàþòü íà åíòðîïiþ

(à òàêîæ âiëüíó åíåðãiþ).

Ùîá ïðîäîâæèòè àíàëiç â íàáäèæåííi íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ, ââå-

äåìî ëîêàëüíi òåðìîäèíàìi÷íi ñåðåäíi çíà÷åííÿ íà çàäàíîìó âóçëi i:

〈δSi,α〉 =

 µi , α = 1,
ν1i , α = 2, . . . , q,
ν2i , α = q + 1, . . . , r .

(3.2)

Òóò óñåðåäíåííÿ âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî ãàìiëüòîíiàíà (3.1)

〈. . . 〉 =
1

Z
Tr (. . . )e−βH, ç Z = Tr e−βH, (3.3)

äå β ïîçíà÷à¹ îáåðíåíó òåìïåðàòóðó à ñëiä ðàõó¹òüñÿ ïî óñiõ ìîæëèâèõ ñïiíîâèõ

êîíôiãóðàöiÿõ.

Çàóâàæèìî, ùî òðè ðiçíi òåðìîäèíàìi÷íi ñåðåäíi µi, ν1i i ν2i ¹ íåîáõiäíèìè

äëÿ âðàõóâàííÿ òðüîõ òèïiâ ñòàíiâ: âçäîâæ ìàãíiòíîãî ïîëÿ, i äëÿ ðîçðiçíåííÿ âè-

äèìèõ i íåâèäèìèõ ñòàíiâ. �õ âèñîêî- i íèçüêîòåìïåðàòóðíi àñèìïòîòèêè íàâåäåíi
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â Òàáë. 3.1. Ïðè âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ âñi ñòàíè îäíàêîâî âiðîãiäíi, òîäi ÿê ïðè

íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ íàïðÿìîê ñïîíòàííîãî ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ âèçíà÷à¹òüñÿ

íàïðÿìêîì ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Òàêà àñèìïòîòèêà ðàçîì iç óìîâîþ íîðìóâàííÿ:

µi + (q − 1)ν1i + rν2i = 1, (3.4)

äîçâîëÿ¹ ââåñòè äâà ëîêàëüíi ïàðàìåòðè ïîðÿäêó:

m1i = µi − ν1i, m2i = µi − ν2i.

Îáèäâà m1i i m2i âîëîäiþòü ñòàíäàðòíîþ òåìïåðàòóðíîþ àñèìïòîòèêîþ: âîíè ïå-

ðåòâîðþþòüñÿ â 0 êîëè β → 0 i ðiâíi îäèíèöi ïðè β →∞, äèâ. Òàáë. 3.1.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ:

µi =
m2ir +m1iq + 1−m1i

q + r
,

ν1i =
(m2i −m1i)r + 1−m1i

q + r
, (3.5)

ν2i =
(m1i −m2i)q + 1−m1i

q + r
.

Äëÿ îòðèìàííÿ ãàìiëüòîíiàíà â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ êîæåí ñèìâîë

Êðîíåêåðà ïðåäñòàâèìî ÿê ñóìó éîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ òà ìàëîãî âiäõèëåííÿ

âiä öüîãî ñåðåäíüîãî i íåõòó¹ìî äîäàíêàìè, ïðîïîðöiéíèìè äî êâàäðàòó ìàëîãî

âiäõèëåííÿ

H = −
∑
<i,j>

Jij[µi(2δ1,Sj − µj) +

q∑
α=2

(2δα,Si − ν1i)ν1j]− h
∑
i

δSi,1. (3.6)

Òîäi ñòàòèñòè÷íà ñóìà (3.3) ìàòèìå âèãëÿä

Z =
N∏
i=1

eβ
∑
j Jij(µiµj+(q−1)ν1iν1j)

(
eβ(h+2

∑
j Jijµj) + (q − 1)e2β

∑
j Jijν1j) + r

)
. (3.7)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî âiëüíó åíåðãiþ

F =
∑
<i,j>

Jij(µiµj + (q − 1)ν1iν1j)− (3.8)
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1

β

∑
i

ln
(
eβ(h+2

∑
j Jijµj) + (q − 1)e2β

∑
j Jijν1j + r

)
.

Â ïàðàäèãìi íàáëèæåííÿ ñåðåäíüîãî ïîëÿ áóäåìî ââàæàòè, ùî ìàòðèöÿ

çâ'ÿçêiâ ïðîïîðöiéíà éìîâiðíîñòi òîãî, ùî äâà âóçëè ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ

Jij =
Jkikj
Nk̄

, (3.9)

äå ki i kj ïîçíà÷àþòü ñòóïåíi âóçëiâ i i j âiäïîâiäíî, à k̄ =

∑
i ki

N
- ñåðåäíié ñòóïiíü

âóçëà â ìåðåæi.

Íàñòóïíèì êðîêîì ìè ââîäèìî ãëîáàëüíi çâàæåíi ïàðàìåòðè ïîðÿäêó m1 i

m2 çãiäíî ç ïðàâèëàìè

m1 =

∑
i kim1i∑
i ki

, m2 =

∑
i kim2i∑
i ki

. (3.10)

×åðåç ãëîáàëüíi ïàðàìåòðè ïîðÿäêó âiëüíà åíåðãiÿ âèðàæà¹òüñÿ ÿê

F (m1,m2) =
JNk̄

(q + r)2

(
(rm2 + 1 + (q − 1)m1)

2 + (q − 1)(rm2 + 1− (r + 1)m1)
2
)

− 1

β

∑
i

ln
(
eβ(h+

kiJ

q+r (m1(q−1)+1+rm2)) + (q − 1)e
βJki
q+r (m2r+1−(r+1)m1) + r

)
.

(3.11)

Â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi, êîëè ðîçìið ìåðåæi ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòiN →
∞, ñóìóâàííÿ ïî ñòóïåíþ âóçëiâ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â iíòåãðàë

F (m1,m2)

N
=

Jk̄

(q + r)2

(
(rm2 + 1 + (q − 1)m1)

2 + (q − 1)(rm2 + 1− (r + 1)m1)
2
)

− 1

β

∫ ∞
2

dkP (k) ln
(
eβ(h+ kJ

q+r (m1(q−1)+1+rm2))

+ (q − 1)e
βJk
q+r (m2r+1−(r+1)m1) + r

)
.

(3.12)

Ó ôîðìóëi (3.12) ìè ââåëè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ P (k). Ìè òàêîæ

âñòàíîâèëè íèæíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ kmin = 2. Öå ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ

óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá ìåðåæà ìàëà ãiãàíòñüêó çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó [166]. Ó íàñòó-

ïíèõ äâîõ ðîçäiëàõ öåé çàãàëüíèé ðåçóëüòàò çàñòîñó¹ìî äî äâîõ âèïàäêiâ: ïîâíîãî
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ãðàôà, äëÿ ÿêîãî ðîçïîäië âóçëiâ îïèñó¹òüñÿ δ−ôóíêöi¹þ, i áåçìàñøòàáíî¨ ìåðåæi
çi ñòåïåíåâèì ðîçïîäiëîì ñòóïåíiâ âóçëiâ.

3.2. Ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè

ñòàíàìè íà ïîâíîìó ãðàôi

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà ïîâ-

íîìó ãðàôi. Äëÿ öüîãî â ðiâíÿííi (3.12) ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ

âóçëiâ ó âèãëÿäi P (k) = δ(k − (N − 1)), à òàêîæ êîíñòàíòó âçà¹ìîäi¨ J = z
N−1 , äå

z ïåâíà êîíñòàíòà (àíàëîã êiëüêîñòi íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ äëÿ ðåãóëÿðíèõ ãðàòîê)

i δ(x) ïîçíà÷à¹ δ−ôóíêöiþ Äiðàêà. Ç óñiìà öèìè ïiäñòàíîâêàìè âiëüíà åíåðãiÿ íà

îäíó ÷àñòèíó çàïèøåòüñÿ

F (m1,m2)

N
=

z

2

(
(m1q −m1 +m2r + 1)2

(q + r)2
+

(q − 1)(−m1r −m1 +m2r + 1)2

(q + r)2

)
−

1

β
log

{
(exp

[
β

(
h+

z(m1q −m1 +m2r + 1)

q + r

)]
+

(q − 1) exp

[
βz(−m1r −m1 +m2r + 1)

q + r

]
+ r

}
. (3.13)

Äëÿ r = 0 äàíà ôîðìóëà ïîâíiñòþ âiäòâîðþ¹ âiëüíó åíåðãiþ çâè÷àéíî¨ ìî-

äåëi Ïîòòñà ÿê ôóíêöiþ îäíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m1 â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî

ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ùî äðóãîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m2 íåìà¹ â ñòàíäàðòíié ìîäåëi

Ïîòòñà. Äëÿ íå¨ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó ñïîñòåðiãà¹òüñÿ òiëüêè ïðè q ≤ 2.

Íàäàëi íàñ áóäå öiêàâèòè, ÿê íàÿâíiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ âïëèâà¹ íà òèï öüîãî

ïåðåõîäó.

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ìiíiìiçàöiÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ (3.13) âiäíîñíî äâîõ ïàðàìå-

òðiâ m1 i m2. Çîêðåìà, ñèñòåìà ðiâíÿíü, ùî âèçíà÷à¹ åêñòðåìóìè âiëüíî¨ åíåðãi¨,
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∂f/∂m1 = ∂f/∂m2 = 0, ìà¹ âèãëÿä

(q + r)
[
eβ(h+m1z) − r − 1

]
eβ(h+m1z) + re

βz(m1r+m1−m2r−1)
q+r + q − 1

= m1[q + r(r + 2)]− r(m2r + 1) , (3.14)

(q + r)
[
eβ(h+m1z) + q − 1

]
eβ(h+m1z) + re

βz(m1r+m1−m2r−1)
q+r + q − 1

= −m1r(q − 1) +m2qr + q . (3.15)

Ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü, m1(T, h), m2(T, h) äàëi àíàëiçóþòüñÿ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ¨õ

âiäïîâiäíîñòi óìîâi ñòiéêîñòi, òîáòî, ùî âîíè âiäïîâiäàþòü ìiíiìóìó âiëüíî¨ åíåð-

ãi¨, àáî ëîêàëüíèì ìiíiìóìàì ó âèïàäêó ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó. Ç öèõ ìiðêóâàíü,

i ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü (3.14), (3.15) ÷èñåëüíî çíàõîäèìî äâà

òèïè ðîçâ'ÿçêiâ ïðè íóëüîâîìó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi òà ñêií÷åííié òåì-

ïåðàòóði, à ñàìå (i) m1(T, 0) = 0, m2(T, 0) 6= 0 i (ii) m1(T, 0) 6= 0,m2(T, 0) 6= 0.

Çàóâàæèìî, ùîm2(T, 0) íiêîëè íå çíèêà¹ ïðè ñêií÷åííié òåìïåðàòóði. Òîìó òiëüêè

m1(T, 0) ¹ íàëåæíèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó, ùî âiäîáðàæà¹ ñïîíòàííó íàìàãíi÷å-

íiñòü, ÿêà ñèãíàëiçó¹ ïðî ïîÿâó ôàçîâîãî ïåðåõîäó. Äëÿ ôiêñîâàíèõ q ïåðåõiä âiä

ðîçâ'ÿçêó (i) äî (ii) âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ñêií÷åííié òåìïåðàòóði, ùî çàëåæèòü âiä r

� Tc(r).

3.2.1. Âèïàäîê q = 2

Ñïî÷àòêó, ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåííÿ ìîäåëi Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè. Â

ðîáîòàõ [74, 77, 79] áóëî çíàéäåíî, ùî 3 < rc < 4 äëÿ ñåðåäíüî-ïîëüîâî¨ âåðñi¨

ìîäåëi. Íàøîþ ìåòîþ òóò ¹ íàäàííÿ áiëüø òî÷íî¨ îöiíêè äëÿ rc ó öüîìó âèïàäêó.

Íà Ðèñ. 3.1 íàâåäåíà òåìïåðàòóðà ïåðåõîäó äëÿ q = 2 ÿê ôóíêöiÿ r äëÿ z = 4.

Êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà ¹ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ r i ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè r → ∞. Ó

öié ìåæi ñèñòåìà ñòà¹ ñèñòåìîþ íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ

äâîâèìiðíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà êâàäðàòíié ãðàòöi Tc ñïàäà¹

äëÿ âåëèêèõ (q + r) ÿê Tc ' 2/ln(q + r) [81].

ßê áóëî ïîêàçàíî â [74], r = 4 íåâèäèìèõ ñòàíiâ ¹ äîñòàòíiìè äëÿ çìiíè ôà-

çîâîãî ïåðåõîäó ìîäåëi Ïîòòñà ç q = 2 ç äðóãîãî íà ïåðøèé ðiä. Öå çàäà¹ âåðõíþ

ìåæó äëÿ ãðàíè÷íîãî âèìiðíîñòi rc(q = 2) < 4. Íà Ðèñ. 3.2 ïîêàçàíî òåìïåðàòóðíó
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Ðèñ. 3.2. Çàëåæíiñòü ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó m1 [Ðèñ. (a)] i m2 [Ðèñ. (b)] âiä îáåçðî-
çìiðåíî¨ òåìïåðàòóðè t = T/Tc äëÿ r = 0, 2, 4. Äëÿ r = 0, ìà¹ìî òiëüêè
îäèí ïàðàìåòð ïîðÿäêó, à ñàìåm1. Äiéñíî,m1(t) ¹ ôiçè÷íèì ïàðàìåòðîì
ïîðÿäêó, îñêiëüêè âií çàíóëþ¹òüñÿ ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði. Íàâïà-
êè, m2(t) íiêîëè íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü ïðè ñêií÷åííié òåìïåðàòóði.
Îäíàê, ÿêm1, òàê im2 ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ðîçðiçíåííÿ ðåæèìiâ
ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó, ÿê öå äåìîíñòðóþòü ãðàôiêè.

çàëåæíiñòü ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó äëÿ r = 0, 2, 4. Îñêiëüêè Tc çàëåæèòü âiä r, ìè âè-

êîðèñòîâó¹ìî îáåçðîçìiðåíó òåìïåðàòóðó t = T/Tc. ßê ìè âæå âiäçíà÷àëè ðàíiøå,

äëÿ r = 0 ìà¹ìî ëèøå m1(T ). Çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ r, òåìïåðàòóðíà çàëåæíiñòü

îáîõ ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêóm1,m2 õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äâîìà ðiçíèìè ðåæèìàìè. Äëÿ

r = 0, 2 ãðàôiêè ¹ áåçïåðåðâíèìè, ùî ñâiä÷èòü, ùî ôàçîâi ïåðåõîäè ¹ ïåðåõîäàìè

äðóãîãî ðîäó. Îäíàê ïðè r = 4 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñòðèáîê ïðè êðèòè÷íié òåìïå-

ðàòóði. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ ðåæèìiâ ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó ìîæíà
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âèêîðèñòîâóâàòè ÿê m1, òàê i m2. Ïðîòå âàðòî ïiäêðåñëèòè, ùî âèùå êðèòè÷íî¨

òåìïåðàòóðè m1(t) = 0, à m2(t) çíèêà¹ ëèøå äëÿ íåñêií÷åííî¨ òåìïåðàòóðè.
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Ðèñ. 3.3. Ñòðèáêè â ïàðàìåòðàõ ïîðÿäêó ∆m1 (÷åðâîíà êðèâà), ∆m2 (÷îðíà êðè-
âà) i ïðèõîâàíî¨ òåïëîòè ∆E (ñèíÿ êðèâà) ìîäåëi Ïîòòñà ïðè q = 2 ÿê
ôóíêöi¨ êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ r.

Ùîá âèçíà÷èòè ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ rc, ìè îçíà÷èìî ñòðèáêè ïàðàìåòðiâ ïî-

ðÿäêó ÿê

∆mj = lim
t→1−

mj(t)− lim
t→1+

mj(t), j = 1, 2, (3.16)

i ïðîàíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó ∆mj ÿê ôóíêöiþ r. Ïåðøà ïîÿâà íåíóëüîâîãî çíà÷åííÿ

∆mj âiäïîâiäà¹ ïîÿâi ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî ðîäó. Íà Ðèñ. 3.3 ìè íàâîäèìî

∆m1 i ∆m2 ÿê ôóíêöi¨ êiëüêîñòi íåâèäìèõ ñòàíiâ r. Ïîäiáíà ïîâåäiíêà òàêîæ

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i äëÿ ïðèõîâàíî¨ òåïëîòè ôàçîâîãî ïåðåõîäó ∆E = −∆S Tc, äå

∆S ïîçíà÷à¹ ñòðèáîê åíòðîïi¨ â òî÷öi ôàçîâîãî ïåðåõîäó:

∆S = lim
t→1−

S(t)− lim
t→1+

S(t). (3.17)

Öÿ âåëè÷èíà òàêîæ çîáðàæåíà íà Ðèñ. 3.3. Àïðîêñèìóþ÷è êðèâi ìè çíàéøëè íà-

ñòóïíi çíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ âèìiðíîñòi rc: rc = 3.629(1) ç ∆m1, rc = 3.627(2) ç ∆m2,

i rc = 3.617(3) ç ∆E. Óñåðåäíþþ÷è öi òðè çíà÷åííÿ îòðèìà¹ìî rc = 3.622(8). Öåé

ðåçóëüòàò äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ iç ãðàíèöåþ z →∞ äëÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç q = 2 âè-

äèìèìè ñòàíàìè i r íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà ãðàòöi Áåòå iç ïàðàìåòðîì ãàëóæåííÿ

z [80]: rc = limz→∞
4z

3(z−1)

(
z−1
z−2

)2

' 3.62.
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Â îêîëîi rc ñòðèáêè ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ñòåïåíåâèì

çàêîíîì:

∆m1 ∼ (r − rc)a1, ∆m2 ∼ (r − rc)a2. (3.18)

×èñåëüíi àïðîêñèìàöi¨ â äiàïàçîíi âiä r = 3.625 äî 4.0 äàþòü îöiíêè ïîêàçíèêiâ:

a1 = 0.477(10) i a2 = 0.566(15).

3.2.2. Âèïàäîê 1 ≤ q < 2

Ó ðîáîòi [167] àâòîðè äàëè ïàðàìåòðè òðèêðèòè÷íèõ i êðèòè÷íèõ ôiêñî-

âàíèõ òî÷îê ðîçâåäåíî¨ ìîäåëi Ïîòòñà â äâîõ âèìiðàõ äëÿ äiàïàçîíó çíà÷åíü q.

Íàøà ìåòà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çðîáèòè òàê ñàìî â íàáëèæåííi ñåðåäíüîãî ïîëÿ

â äiàïàçîíi 1 ≤ q < 2.

Òèïîâà ïîâåäiíêà ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó m1(t) i m2(t) äëÿ ôiêñîâàíèõ çíà-

÷åíü q ïîêàçàíà íà Ðèñ. 3.4. Íà ðèñóíêó ìè íàâîäèìî öi ôóíêöi¨ äëÿ q = 1.2 i

r = 4, 5, 6, 7, 8, 9. Äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü r, m1(t) i m2(t) ¹ ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè t,

à ïåðåõiä - äðóãîãî ðîäó. Çàóâàæèìî, ùî m1(t) çíèêà¹ ëiíiéíî êîëè òåìïåðàòóðà

t íàáëèæà¹òüñÿ äî tc = 1 çíèçó. Öå âiäïîâiäà¹ çíàéîìîìó ðåçóëüòàòó ñåðåäíüîãî

ïîëÿ äëÿ êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà ïåðêîëÿöi¨ β = 1.

Äëÿ áiëüøèõ çíà÷åíü r i, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî çíà÷åííÿ r = rc1, ñòðèá-

êè â m1(t) i m2(t) ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè t̃ < tc. Ãðàíè÷íà âèìiðíiñòü rc1, îòðèìàíà ç

ñòðèáêiâ öèõ ôóíêöié, ¹ rc1 ' 6.834(11). Íàÿâíiñòü öüîãî ñòðèáêà âêàçó¹ íà íîâèé

ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó, îäíàê âií íå âïëèâà¹ íà ðiä ôàçîâîãî ïåðåõîäó,

ùî âiäáóâà¹òüñÿ ïðè tc = 1, ÿêèé äëÿ öèõ çíà÷åíü r çàëèøà¹òüñÿ äðóãîãî ðîäó,

îñêiëüêè ïàðàìåòðè ïîðÿäêó çàëèøàþòüñÿ òàì íåïåðåðâíèìè. Ðîçðèâ ó t̃ çðîñòà¹

ç ïîäàëüøèì çáiëüøåííÿì r i, íàðåøòi, ïðè r = rc2, t̃ i tc ñïiâïàäàþòü. Ñàìå â öåé

ìîìåíò ïåðåõiä ïðè tc = 1 ñòà¹ ïåðøîãî ðîäó. Çíà÷åííÿ rc2 ¹, îòæå, ãðàíè÷íîþ

âèìiðíiñòþ (òîáòî öå çíà÷åííÿ r, ïðè ÿêîìó ôàçîâèé ïåðåõiä çìiíþ¹ ñâié ðiä).

Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ

∆m1 > 0 at m1(t→ t+c ) = 0 . (3.19)
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Ðèñ. 3.4. Çàëåæíiñòü ïåðøîãî (a) i äðóãîãî (b) ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó âiä îáåçðîçìi-
ðåíî¨ òåìïåðàòóðè t äëÿ r = 4, 5, 6, 7, 8, 9 ïðè q = 1.2. Ôàçîâèé ïåðåõiä
äðóãîãî ðîäó çìiíþ¹òüñÿ ôàçîâèì ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó ïðè çíà÷åí-
íi r, âèçíà÷åíîìó ðiâíÿííÿì (3.19). ×èñåëüíî ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ
ïðè q = 1.2, îòðèìà¹ìî rc2 ' 8.495(5). Ðèñóíîê (c): ñòðèáêè ïàðàìåòðiâ
ïîðÿäêó ∆m1 (÷åðâîíà êðèâà), ∆m2 (÷îðíà êðèâà) i ïðèõîâàíà òåïëîòà
∆E (ñèíÿ êðèâà) ÿê ôóíêöi¨ r äëÿ q = 1.2 ïðè t = t̃.

Íàÿâíiñòü ðîçðèâó â ïàðàìåòði ïîðÿäêó ïðè òåìïåðàòóði t̃ < tc ¹, íàñêiëüêè íàì

âiäîìî, íîâèì ÿâèùåì â òåîði¨ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ.

Äëÿ rc1 < r < rc2, ïàðàìåòð ïîðÿäêóm1 6= 0 â òåìïåðàòóðíîìó iíòåðâàëi t̃ <

t < tc. Ïðè t = t̃ íåìà¹ íîâîãî ñïîíòàííîãî ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ ïî âiäíîøåííþ äî

m1. Îäíàê éîãî ñòðèáîê ïðè t = t̃ ïîäiáíèé äî òîãî, ùî âiäáóâà¹òüñÿ â çâè÷àéíîìó

ôàçîâîìó ïåðåõîäi ïåðøîãî ðîäó. Àíàëîãi÷íà ïîâåäiíêà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè t = t̃

äëÿ ïèòîìî¨ òåïëîòè ïåðåõîäó ∆E i äëÿ ∆m2. Öi ôóíêöi¨ ïîêàçàíi íà Ðèñ. 3.4 (c)

òàêîæ.

Ïîâåäiíêà âiëüíî¨ åíåðãi¨ ÃiááñàG(t, h) ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè
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Ðèñ. 3.5. Òèïîâà ïîâåäiíêà âiëüíî¨ åíåðãi¨ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè
äëÿ 1 ≤ q < 2 i rc1 < r < rc2 (q = 1.2 i r = 6.96 äëÿ öüîãî ðèñóíêà);
(à): âiëüíà åíåðãiÿ Ãiááñà G(t) ïðè h = 0. Òåìïåðàòóðè t̃ i tc ïîêàçàíî
âåðòèêàëüíèìè ëiíiÿìè. Ïðè t̃ âiëüíà åíåðãiÿ ìà¹ çëàì, âií ñèãíàëiçó¹
ïðî íàÿâíiñòü ïðèõîâàíî¨ òåïëîòè (ñòðèáîê åíòðîïi¨ ïðè t̃); (b): âiëüíà
åíåðãiÿ Ãiááñà G(h) ïðè t = t̃ (âåðõíÿ êðèâà) i ïðè t = tc (íèæíÿ êðèâà).
Çëàì ó âåðõíiõ êðèâèõ ñâiä÷àòü ïðî ñòðèáîê ïàðàìåòðà ïîðÿäêó â t̃.
Çàóâàæèìî, ùî ó íèæíié êðèâié çëàì âiäñóòíié: ïàðàìåòð ïîðÿäêó ¹
áåçïåðåðâíèì ó tc; (c): Ñåðåäíüîïîëüîâà âiëüíà åíåðãiÿ F (m1) ïðè h = 0
i t < t̃, t ≈ t̃ = 0.945, t > t̃ (âiäïîâiäíî, âåðõíÿ, ñåðåäíÿ i íèæíÿ êðèâi);
(d): Ñåðåäíüîïîëüîâà âiëüíà åíåðãiÿ F (m1) ïðè h = 0 i t < tc, t = tc = 1,
t > tc. Êîëà íà Ðèñ. (c) i (d) ïîêàçóþòü ãëîáàëüíi ìiíiìóìè âiëüíî¨ åíåðãi¨.

â îáëàñòi 1 ≤ q < 2 i rc1 < r < rc2 âèñâiòëåíî íà Ðèñ. 3.5 (a), (b). Äëÿ öüîãî

ìè âèêîðèñòàëè óìîâè (3.14), (3.14) ùîá ïîçáóòèñÿ çàëåæíîñòi ñåðåäíüîïîëüîâî¨

âiëüíî¨ åíåðãi¨ âiä ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó (3.13) íà êîðèñòü çîâíiøíüîãî ïîëÿ:

G(t, h) = f(m1,m2)|m∗
1,m

∗
2
, (3.20)

äåm∗1,m
∗
2 ïîçíà÷àþòü êîîðäèíàòè ìiíiìóìó ôóíêi¨ f(m1,m2). Íà Ðèñ. 3.5 (a) ïîêà-

çàíà âiëüíà åíåðãiÿ Ãiááñà ïðè íóëüîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi G(t, h = 0) ÿê ôóíêöiÿ
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Ðèñ. 3.6. Òèïîâi ïîâåäiíêè içîòåðìi÷íèõ ñïðèéíÿòëèâîñòåé χ1 i χ2 ÿê ôóíêöi¨ îáå-
çðîçìiðåíî¨ òåìïåðàòóðè äëÿ 1 < q < 2, rc1 < r < rc2 (q = 1.2 i r = 6.96
íà öüîìó ìàëþíêó). Îêðåìi ïiêè ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïðè t̃ i tc.

îáåçðîçìiðåíî¨ òåìïåðàòóðè t. Çëàì ïðè t = t̃ ñâiä÷èòü ïðî ñòðèáîê åíòðîïi¨, îò-

æå, ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó. Ðèñ. 3.5 (b) ïîêàçó¹ âiëüíó åíåðãiþ Ãiááñà G(h) ïðè

t = t̃ (âåðõíÿ êðèâà) i ïðè t = tc (íèæíÿ êðèâà). Çíîâó æ òàêè, âåðõíÿ êðèâà

ñèãíàëiçó¹ ïðî ñòðèáîê ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ïðè t̃. Ïðîòå â íèæíié êðèâié âiäñó-

òíié ñòðèáîê: ïàðàìåòð ïîðÿäêó ¹ áåçïåðåðâíèì ïðè tc. Ñåðåäíüîïîëüîâà âiëüíà

åíåðãiÿ f(m1,m2) äàëi àíàëiçó¹òüñÿ íà Ðèñ. 3.5 (c), (d). Òàì ìè ïîêàçó¹ìî òèïîâó

ïîâåäiíêó âiëüíî¨ åíåðãi¨ ÿê ôóíêöi¨ ïåðøîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m1 ïðè h = 0 â

îáëàñòi òåìïåðàòóð â îêîëi t = t̃ (c), äå ïàðàìåòð ïîðÿäêó ñòðèáà¹ ìiæ äâîìà íå-

íóëüîâèìè çíà÷åííÿìè (ùî õàðàêòåðèçóþòü âïîðÿäêîâàíi ôàçè), i t = tc(d). Ùîá

îòðèìàòè äâîâèìiðíi ãðàôiêè, ïàðàìåòð m2 = m2(m1) áóâ âèêëþ÷åíèé ç óìîâ

ìiíiìiçàöi¨ (3.14), (3.15), à ïîòiì ïiäñòàâëåíèé â f(m1,m2):

F (m1) = f(m1,m2(m1)). (3.21)

Ðèñ. 3.5 (c) äåìîíñòðó¹ ïîâåäiíêó, õàðàêòåðíó äëÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî

ðîäó: äâà ìiíiìóìè iñíóþòü ïðè t = t̃ = 0.945, äèâ. ñåðåäíþ êðèâó. Iíàêøà ñèòó-

àöiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íà Ðèñ. 3.5 (d), òóò ¹ ¹äèíå çíà÷åííÿ m1 = 0, ùî âiäïîâiäà¹

ìiíiìóìó âiëüíî¨ åíåðãi¨ ïðè t = tc = 1.

Äëÿ êðàùîãî ðîçóìiííÿ òåìïåðàòóðíî¨ ïîâåäiíêè ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó â

îêîëèöÿõ t̃, íà Ðèñ. 3.6 ïîêàçàíî òèïîâi ãðàôiêè içîòåðìi÷íî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi

χ1 = ∂m1/∂h i χ2 = ∂m2/∂h äëÿ 1 < q < 2 i rc1 < r < rc2 (çîêðåìà, q = 1.2 i
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r = 6.96 íà öüîìó ìàëþíêó). Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äâà ðiçíèõ ïiêè, ðîçòàøîâàíèõ ïðè

t̃ i tc. Çíà÷åííÿ ñïðèéíÿòëèâîñòi áóëè îòðèìàíi øëÿõîì ÷èñåëüíî¨ îöiíêè ïîõiäíèõ

â ìåæàõ h→ 0.

Òàáë. 3.2. Ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi rc1, rc2 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü â äiàïàçîíi 1 ≤ q ≤ 2.

q rc1 rc2
1 7.334(49) 9.55(35)
1.1 7.132(7) 8.995(5)
1.2 6.834(11) 8.495(5)
1.3 6.577(5) 8.025(5)
1.4 6.268(9) 7.535(5)
1.5 5.980(6) 7.025(5)
1.6 5.658(7) 6.525(5)
1.7 5.315(5) 6.025(5)
1.8 4.914(8) 5.505(5)
1.9 4.447(9) 4.825(5)
2 3.622(8) 3.65(5)

Çíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ ðîçìiðiâ rc1 òà rc2 äëÿ ðiçíèõ q çiáðàíi â òàáëèöi 3.2.

Ìè íàâîäèìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ rc1, îòðèìàíå ÷èñåëüíî ç ïîâåäiíêè ôóíêöié ∆m1,

∆m2, i ∆E. Îöiíêà äëÿ rc2 îòðèìàíà ç ïîâåäiíêè m1 ÿê ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ r,

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.19). Ðèñ. 3.7 ïîêàçó¹ çàëåæíiñòü âiä q äëÿ rc1 i

rc2. Äëÿ âèïàäêó q = 2, äå îáèäâi ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi rc1 i rc2 ïîâèííi çáiãàòèñÿ,

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îöiíêó rc = 3.65(5), îñêiëüêè âîíà âêëþ÷à¹ â ñåáå îáèäâà

çíà÷åííÿ, íàâåäåíi â òàáëèöi. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî â îáëàñòi 1 ≤ q ≤ 2 ðiçíèöÿ â

ãðàíè÷íèõ ðîçìiðàõ äîáðå àïðîêñèìó¹òüñÿ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ: rc2−rc1 ' 2(2−q),
õî÷à ìè íå ìà¹ìî ïðîñòîãî ïîÿñíåííÿ äëÿ öüîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó q → 1, ðiâíÿííÿ (3.13) âiäîáðàæà¹ âiëüíó åíåðãiþ,

ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä äðóãîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêó m2 òiëüêè:

lim
q→1

f(m1,m2) =
z (m2r + 1)2

2(r + 1)2
− T log

(
e
h+

z(m2r+1)
r+1
T + r

)
. (3.22)

×èñåëüíî çíàõîäÿ÷è ìiíiìóì âiëüíî¨ åíåðãi¨ âiäíîñíî m2 äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè òåì-

ïåðàòóðíó ïîâåäiíêó m2(T ). Ó ñâîþ ÷åðãó, âèíèêíåííÿ ñòðèáêà â öié çàëåæíîñòi
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Ðèñ. 3.7. Ãðàíè÷íi âèìiðíîñòi rc1 (íèæíÿ êðèâà) i rc2 (âåðõíÿ êðèâà) äëÿ ìîäåëi
Ïîòòñà ïðè 1 ≤ q ≤ 2. Ïðè q = 2 îáèäâi rc1 i rc2 ñïiâïàäàþòü â ìåæàõ
ïîõèáêè: rc1 = rc2 ' 3.65(5).

ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê óìîâó äëÿ âèçíà÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ âèìiðíîñòi r = rc1.

Ãðàíè÷íó âèìiðíiñòü rc2 îöiíþ¹ìî ÷èñåëüíî ç ãðàíèöi limq→1+ rc2(q).

3.3. Ìîäåëü Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà

áåçìàñøòàíié ìåðåæi.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìîäåëü Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè

íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi. Öÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿ¹ îñîáëèâèé iíòåðåñ ç äâîõ òî÷îê

çîðó. Ç îäíîãî áîêó, áåçìàñøòàáíi ìåðåæi, ÿê ñåðåäîâèùå, äàþòü ìîæëèâiñòü âñòà-

íîâèòè, ÿê òîïîëîãiÿ âïëèâà¹ íà ôàçîâèé ïåðåõiä. Ç iíøîãî áîêó, íåâèäèìi ñòàíè

âïëèâàþòü íà êðèòè÷íiñòü ÷åðåç çìiíó åíòðîïi¨ ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì, ïî¹äíà-

ííÿ öèõ äâîõ ìåõàíiçìiâ äîçâîëÿ¹ â ðàìêàõ ¹äèíîãî ïiäõîäó âèâ÷àòè âçà¹ìîäiþ

ðiçíèõ ôîðì áåçëàäó: îäèí, ùî âèíèêà¹ ç ÷èñëà êîíôiãóðàöié âíóòðiøíiõ ñòóïåíiâ

ñâîáîäè (÷èñëî íåâèäèìèõ ñòàíiâ r) òà iíøèé, ùî âèíèêà¹ iç ñòðóêòóðíèõ íåîäíî-

ðiäíîñòåé õàáè (âóçëè iç âèñîêèì ñòóïåíåì, ðîçïîäië ñòóïåíiâ âóçëiâ îïèñó¹òüñÿ

ïîêàçíèêîì λ).

Ùîá ïðîäîâæèòè äàëi, ïiäñòàâèìî ó ôîðìóëó (3.12) ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ñòó-

ïåíÿ âóçëiâ, ùî îïèñó¹òüñÿ ñòåïåíåâèì çàêîíîì P (k) =
C

kλ
, äå C = 2λ−1(λ − 1))
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êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ i q = 2. Öå ïðèçâîäèòü äî âèðàçó äëÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨:

(3.23)
f(m1,m2) =

Jk̄

(2 + r)2

(
(rm2 + 1 +m1)

2 + (rm2 + 1− (r + 1)m1)
2
)

− 2λ−1

β

∫ ∞
2

dk

kλ
ln
(
eβ(h+ kJ

2+r (m1+1+rm2)) + e
βJk
2+r (m2r+1−(r+1)m1) + r

)
,

ç ñåðåäíiì ñòóïåíåì âóçëà k̄ =
2(λ− 1)

λ− 2
.

Ðiâíÿííÿ (3.23) äà¹ âiëüíó åíåðãiþ ÿê ôóíêöiþ äâîõ ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó

m1 i m2 ç íàáîðîì ïàðàìåòðiâ q, r, β, λ. Çàçâè÷àé â òàêîìó âèïàäêó íàñòóïíèì

êðîêîì ¹ ïðåäñòàâëåííÿ âiëüíî¨ åíåðãi¨ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó çà ïàðàìåòðà-

ìè ïîðÿäêó (âiëüíà åíåðãiÿ Ëàíäàó). Ó íàøîìó âèïàäêó äâà ïàðàìåòðè ïîðÿäêó

ðîáëÿòü öå ðîçâèíåííÿ çàíàäòî ãðîìiçäêèì äëÿ ïðÿìîãî àíàëiòè÷íîãî âèêîðèñòà-

ííÿ, òàêèì ÷èíîì ìè ïåðåõîäèìî äî ÷èñåëüíîãî àíàëiçó âiëüíî¨ åíåðãi¨. Äëÿ öüîãî

çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä ñèìïëåêñó [168]. Ïåðåâàãà öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

âií íå âèìàãà¹ çíàòè çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨, à ïîòðåáó¹ ëèøå ñïîñîáó ¨¨ ðîç-

ðàõóíêó. Ç öi¹þ ÷èñåëüíîþ ìåòîäèêîþ â íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè äi¹ìî çà ïëàíîì:

äëÿ ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü q, r i λ ìè ïðîõîäèìî ÷åðåç ïåâíó îáëàñòü òåìïåðàòóð i

ðîçðàõîâó¹ìî çíà÷åííÿm1 im2, ÿêi ìiíiìiçóþòü âiëüíó åíåðãiþ; íà îñíîâi òåìïåðà-

òóðíî¨ ïîâåäiíêè ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó ìîæíà çðîáèòè âèñíîâêè ïðî ðiä ôàçîâîãî

ïåðåõîäó, êðèòè÷íó òåìïåðàòóðè òà êðèòè÷íi ïîêàçíèêiâ.

Áóäåìî äîñëiäæóâàòè ìîäåëü Içiíãà q = 2 ç äîâiëüíèì ÷èñëîì íåâèäèìèõ

ñòàíiâ r ïîáëèçó òî÷êè ñïîíòàííîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäó (h = 0) íà áåçìàñøòàáíié

ìåðåæi. Óñi íàøi ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿ¹ìî ç àíàëiòè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, âiäîìèìè

â ãðàíèöi r = 0 [110�112]. Öåé êîíêðåòíèé âèïàäîê ìîäåëi Içiíãà íà áåçìàñøòàáíié

ìåðåæi íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòîþ ìîäåëëþ Içiíãà. Íàéáiëüøå íàñ öiêàâèòü

îáëàñòü 3 ≤ λ ≤ 5, äå ñïîñòåðiãàëèñÿ λ çàëåæíi êðèòè÷íi ïîêàçíèêè.

Äëÿ ìîäåëi Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ìîæíà

î÷iêóâàòè, ùî ïîêàçíèê ðîçïîäiëó ñòóïåíÿ âóçëà ìà¹ ïîäiáíèé åôåêò, ÿê i äëÿ

ïðîñòî¨ ìîäåëi Içiíãà. Äiéñíî, íàø àíàëiç ïiäòðèìó¹ öþ ãiïîòåçó. Çîêðåìà, äëÿ

íèçüêèõ çíà÷åíü λ ≤ 3 ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ ïðè áóäü-ÿêié ñêií-
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÷åííié òåìïåðàòóði. Îäíàê îáëàñòü λ ≥ 3 âèÿâëÿ¹ äåÿêi íåòðèâiàëüíi îñîáëèâîñòi,

ïðî ÿêi ìè äåòàëüíiøå ðîçïîâiìî íèæ÷å.

Ïî÷íåìî ç àíàëiçó êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè Tc. Â ÿêîñòi êðèòè÷íî¨ áóäåìî

ââàæàòè òåìïåðàòóðó, ïðè ÿêié ïåðøèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó m1 çàíóëþ¹òüñÿ. Ðà-

íiøå áóëî ïîêàçàíî, ùî íà ïîâíîìó ãðàôi m2 çíèêà¹ ëèøå ïðè íåñêií÷åííié òåì-

ïåðàòóði, òîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîäó ôàçîâîãî ïåðåõîäó i êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè

ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå ïåðøèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó.

Íà Ðèñ. 3.8 êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà ìîäåëi Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà

áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ïîêàçàíà ÿê ôóíêöiÿ λ äëÿ ðiçíî¨ êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòà-

íiâ r âiä 0 äî 60. Íàøi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç àíàëiòè÷íèìè

ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïðîñòî¨ ìîäåëi Içiíãà (äèâ. âåðõíþ ñóöiëüíó i ïóíêòèðíó ëiíi¨

íà Ðèñ. 3.8).

Iíøèé âèñíîâîê, ÿêèé ìîæíà çðîáèòè íà îñíîâi ãðàôiêó, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì λ. Êîëè λ çìåíøó¹òüñÿ íèæ÷å

ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ λ = 3, òî æîäíà ñêií÷åííà òåìïåðàòóðà íå ìîæå ïîðóøèòè

ñïîíòàííå óïîðÿäêóâàííÿ: ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíîþ ïðè áóäü-ÿêîìó

T . Öå âiäîáðàæà¹ òîé ôàêò, ùî äëÿ ìàëèõ λ iñíó¹ áàãàòî âóçëiâ ç âèñîêèì ñòóïåíåì

(õàáè), ùî ðîáèòü ìåðåæó ìiöíî çâ'ÿçàíîþ. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî â ãðàíèöi λ →
3 + 0 êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà çðîñòà¹ Tc →∞.

Ç iíøîãî áîêó, ç Ðèñ. 3.8 ìîæíà òàêîæ ñêàçàòè, ùî êðèòè÷íà òåìïåðàòó-

ðà çìåíøó¹òüñÿ çi çáiëüøåííÿì ÷èñëà íåâèäèìèõ ñòàíiâ. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì,

ùî r ðåãóëþ¹ åíòðîïiþ ñèñòåìè, òîáòî áiëüøi r îçíà÷àþòü áiëüøó åíòðîïiþ, ùî

ïðèçâîäèòü äî áiëüø ëåãêîãî ïîðóøåííÿ âïîðÿäêóâàííÿ. Ãðàíèöÿ r → ∞ áóäå

âiäòâîðþâàòè ðåçóëüòàòè äëÿ íåâçà¹ìîäiþ÷î¨ ñèñòåìè, òîáòî Tc = 0 [22].

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ àíàëiç ïîâåäiíêè ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó. Íåïåðåðâíi ôà-

çîâi ïåðåõîäè îïèñóþòüñÿ íåïåðåðâíèìè çàëåæíîñòÿìè ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó âiä

òåìïåðàòóðè. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ôóíêöiÿ m1(T ) ìà¹ ðîçðèâ, öå îçíà÷à¹, ùî

iñíó¹ ñòðèáîê ìiæ äâîìà ðiçíèìè ñòàíàìè ñèñòåìè, ÿêèé ìè áóäåìî àñîöiþâàòè ç

ôàçîâèì ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó. ßê ïðèêëàä íà Ðèñ. 3.9 íàâåäåíî çàëåæíîñòi

ïàðàìåòðiâ ïîðÿäêó âiä îáåçðîçìiðåíî¨ òåìïåðàòóðè t = T/Tc äëÿ ôiêñîâàíîãî
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Ðèñ. 3.8. Êðèòè÷íà òåìïåðàòóðà ìîäåëi Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà áåçìàñ-
øòàáíié ìåðåæi ÿê ôóíêöiÿ ïîêàçíèêà ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ λ äëÿ
ðiçíèõ çíà÷åíü r: r = 0, 5, 10, 15, 20, 30, 40, 50, 60 (çâåðõó âíèç). Ïóíêòèð-
íà ëiíiÿ âiäîáðàæà¹ àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ïðîñòî¨ ìîäåëi Içiíãà [110�
112].

çíà÷åííÿ λ = 3.8 i ðiçíèõ çíà÷åíü r. Äàëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çíà÷åííÿ

λ = 3.8 äëÿ iëþñòðàöi¨ òèïîâèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè, ÿêi ÿêiñíî çàëèøàþòüñÿ

îäíàêîâèìè ó âñüîìó ðåãiîíó 3 < λ < 5. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ó âèïàäêó r = 0

iñíó¹ ëèøå îäèí ïàðàìåòð ïîðÿäêó, ÿê ó ïðîñòié ìîäåëi Içiíãà. ßê âèäíî ç öèõ

ãðàôiêiâ,m2 íå çíèêà¹ ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði òà ïîâiëüíî ñïàäà¹, êîëè òåìïå-

ðàòóðà çðîñòà¹. Òàêó æ ïîâåäiíêó ñïîñòåðiãàëè íà ïîâíîìó ãðàôi ó ïîïåðåäíüîìó

ïiäðîçäiëi.

Ñèñòåìà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ôàçîâèì ïåðåõîäîì äðóãîãî ðîäó äëÿ íåâåëèêèõ

êiëüêîñòåé íåâèäèìèõ ñòàíiâ. Íàâïàêè, âåëèêà êiëüêiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ ðîáèòü

ôàçîâèé ïåðåõiä ðîçðèâíèì. Îäíàê iñíó¹ îáëàñòü, äå äâà ïåðåõîäè âiäáóâàþòüñÿ

ïðè ðiçíèõ òåìïåðàòóðàõ: ïðè íèæ÷ié òåìïåðàòóði T ∗ âiäáóâà¹òüñÿ ñòðèáîê ïàðà-

ìåòðà ïîðÿäêó (ÿêèé ìè àñîöiþ¹ìî ç ôàçîâèì ïåðåõîäîì ïåðøîãî ðîäó), à ïiçíiøå,

ïðè âèùié òåìïåðàòóði, çàëèøêîâèé ïîðÿäîê ïîâíiñòþ çíèêà¹. Ïîäiáíó ïîâåäií-

êó ìè âæå ñïîñòåðiãàëè ðàíiøå â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äëÿ ïîâíîãî ãðàôà, àëå â

îáëàñòi 1 ≤ q < 2, òîäi ÿê ãðàíè÷íèé âèïàäîê q = 2 ïîêàçàâ ðiçêå ðîçðiçíåííÿ

ìiæ öèìè ðåæèìàìè ïîâåäiíêè. Ïðè íàÿâíîñòi òîïîëîãi÷íîãî áåçëàäó, ÿê ó áåç-
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Ðèñ. 3.9. Ïàðàìåòðè ïîðÿäêó ÿê ôóíêöi¨ îáåçðîçìiðåíî¨ òåìïåðàòóðè τ = T/Tc
äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü r i ôiêñîâàíîãî λ = 3.8. Ðiçíi çíà÷åííÿ r âåäóòü äî
ðiçíèõ êðèòè÷íèõ ïîâåäiíîê.

ìàñøòàáíié ìåðåæi, çìiíþ¹òüñÿ êðèòè÷íà ïîâåäiíêà. Íàâiòü ó âèïàäêó Içiíãà âîíà

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äâîìà ãðàíè÷íèìè çíà÷åííÿìè rc1 i rc2. Íà Ðèñ. 3.10 ìè ïîêàçó-

¹ìî ôàçîâó äiàãðàìó â (T, r)− ïëîùèíi äëÿ ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ λ = 3.8. Íèæíÿ

(ñèíÿ) i âåðõíÿ (æîâòà) ëiíi¨ ÿâëÿþòü ñîáîþ ôàçîâi ïåðåõîäè ïåðøîãî i äðóãîãî

ðîäó âiäïîâiäíî.

Ëiíiÿ ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó ç ëiíi¹þ ôàçîâîãî ïåðåõîäó ïåðøîãî

ðîäó äiëÿòü ïëîùèíó (T, r)− íà òðè îáëàñòi. Ïiä íèæíüîþ (ñèíüîþ) ëiíi¹þ ñè-

ñòåìà ïåðåáóâà¹ ó âïîðÿäêîâàíîìó ñòàíi, à íàä âåðõíüîþ (æîâòîþ) ëiíi¹þ - ñòàí

ïîâíiñòþ íåâïîðÿäêîâàíèé. Â îáëàñòi ìiæ ëiíiÿìè ñèñòåìà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ çà-

ëèøêîâèì óïîðÿäêóâàííÿì. Òîìó, ïðè rc2 i Tc öi òðè ôàçè çáiãàþòüñÿ, ðîáëÿ÷è öþ

òî÷êó òðèêðèòè÷íîþ. Äâi âåðòèêàëüíi ëiíi¨ ïîçíà÷àþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ rc1 i rc2,

àáî åêâiâàëåíòíî îáëàñòi, äå ñïiâiñíóþòü äâà ôàçîâi ïåðåõîäè. Äëÿ êîæíîãî çíà-

÷åííÿ λ iñíóþòü äâà ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ rc1(λ) i rc2(λ). Öi äâà çíà÷åííÿ ïîäiëÿþòü

ïëîùèíó (r, λ)− íà òðè îáëàñòi ç ðiçíîþ êðèòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ.

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ àíàëiç âëàñòèâîñòåé ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó.

Ç ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêó ÿê ôóíêöiÿìè òåìïåðàòóðè ëåãêî çíàéòè êðèòè÷íèé ïî-

êàçíèê β, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿ:

m1 ∼
(
Tc − T
Tc

)β
. (3.24)

Îñêiëüêè ìè çíàõîäèìî ìiíiìóì âiëüíî¨ åíåðãi¨ ÷èñåëüíî, ¹äèíèì ñïîñîáîì äëÿ íàñ
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Ðèñ. 3.10. Òåìïåðàòóðà ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ T ∗ i Tc ÿê ôóíêöiÿ r äëÿ ôiêñîâàíîãî
λ = 3.8. Äâi ñóöiëüíi ëiíi¨ ïðåäñòàâëÿþòü òåìïåðàòóðè ôàçîâèõ ïåðåõî-
äiâ ïåðøîãî i äðóãîãî ðîäó. Äâi øòðèõîâi âåðòèêàëüíi ëiíi¨ ïîêàçóþòü
ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ r i îáìåæóþòü îáëàñòü ñïiâiñíóâàííÿ äâîõ ôàçîâèõ
ïåðåõîäiâ.

ïðîäîâæèòè iç âèçíà÷åííÿì (3.24) áóäå àïðîêñèìàöiÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü m1(T ).

Îñêiëüêè êðèòè÷íi ïîêàçíèêè âèçíà÷àþòüñÿ òiëüêè ïðè êðèòè÷íié òåìïåðàòóði,

ç àïðîêñèìàöi¨ áóäåìî îòðèìóâàòè òiëüêè åôåêòèâíå çíà÷åííÿ βeff . Íà Ðèñ. 3.11

ìè ïîêàçó¹ìî êðèòè÷íèé ïîêàçíèê βeff äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü r. Äëÿ ïðîñòî¨ ìîäåëi

Içiíãà â îáëàñòi, ùî íàñ öiêàâèòü, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè ¹ λ−çàëåæíèìè. Àíàëiòè÷íi
ðåçóëüòàòè íàâåäåíi â [110�112] äàþòü:

β(λ) = 1/(λ− 3) . (3.25)

Íà ãðàôiêó ðîçãëÿíåìî λ = 3.8, äëÿ ÿêîãî òåîðåòè÷íå ïåðåäáà÷åííÿ ñòàíîâèòü

β(3.8) = 1.25. Öå çíà÷åííÿ ïîêàçàíî ñóöiëüíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ ëiíi¹þ. Ìîæíà

áà÷èòè, ùî íåçàëåæíî âiä r, ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òèì

æå êðèòè÷íèì ïîêàçíèêîì. Íåçíà÷íó òåíäåíöiþ äî çáiëüøåííÿ ìîæíà ïîÿñíèòè

òèì, ùî åôåêòèâíå çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî ïîêàçíèêà ñèëüíî çàëåæèòü âiä äiëÿí-

êè, ó ÿêié ìè àïðîêñèìó¹ìî: ÷èì ìåíøèé äiàïàçîí òèì êðàùi ðåçóëüòàòè. Ïðîòå,

çi çáiëüøåííÿì r, îáëàñòü ïîâèííà ñòàòè ùå ìåíøîþ, ùî óñêëàäíþ¹ âèêîíàííÿ

÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ, áëèçüêèõ äî êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòóðè.

Íà Ðèñ. 3.12 ïîêàçàíà ôàçîâà äiàãðàìà â ïëîùèíi (r, λ). Âîíà õàðàêòåðèçó-
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Ðèñ. 3.11. Êðèòè÷íèé ïîêàçíèê β ÿê ôóíêöiÿ êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ r äëÿ
ôiêñîâàíîãî λ = 3.8. Ñóöiëüíà ëiíiÿ ïîêàçó¹ òî÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ ïðî-
ñòî¨ ìîäåëi Içiíãà β(λ = 3.8) = 1.25, äèâ. ðiâíÿííÿ (3.25).

¹òüñÿ äâîìà ëiíiÿìè rc1(λ) i rc2(λ). Íèæ÷å ïåðøîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ, ç ïiä-

âèùåííÿì òåìïåðàòóðè, ïàðàìåòð ïîðÿäêó çìiíþ¹òüñÿ íåïåðåðâíî. Íàä ëiíi¹þ

rc2(λ) âiäáóâà¹òüñÿ òiëüêè ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó, ùî îçíà÷à¹, ùî ïðè

çáiëüøåííi òåìïåðàòóðè ïàðàìåòð ïîðÿäêó çìåíøó¹òüñÿ, à ïðè Tc âií ðiçêî ïàäà¹

äî íóëÿ (äèâ. Ðèñ. 3.9 äëÿ r = 30). Ñèñòåìà ïðîõîäèòü ÷åðåç äâà ôàçîâi ïåðå-

õîäè â îáëàñòi ìiæ ëiíiÿìè. Ïðè T ∗ < Tc âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî

ðîäó, i âiäáóâà¹òüñÿ ñòðèáîê ìiæ äâîìà íåíóëüîâèìè çíà÷åííÿìè m1. Òîäi ïðè

òåìïåðàòóði ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó ïåðøèé ïàðàìåòð ïîðÿäêó çíèêà¹.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ λ, êîëè r çðîñòà¹, m1 çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè

íåïåðåðâíî äî äîñÿãíåííÿ rc1(λ). Ïîòiì ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ñòðèáîê ïàðàìåòðà ïîðÿäêó.

Ó îáëàñòi rc1(λ) < r ≤ rc2(λ) ðîçðèâ çðîñòà¹ ç r, à ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó

íàáëèæà¹òüñÿ äî ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó T ∗. Êîëè ëiíiÿ rc2(λ) ïåðåòèíà-

¹òüñÿ, äâi êðèòè÷íi òåìïåðàòóðè çáiãàþòüñÿ i çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè ôàçîâèé ïåðåõiä

ïåðøîãî ðîäó, à çàëèøêîâå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ íóëþ. Çàóâà-

æèìî, ùî â îáëàñòi λ > 4 â îêîëi òåìïåðàòóðè ôàçîâîãî ïåðåõîäó äðóãîãî ðîäó,

ïîâåäiíêà ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ¹ ñóïåðëiíiéíîþ (1/β = (λ − 3) áiëüøå îäèíèöi),
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Ðèñ. 3.12. Ôàçîâà äiàãðàìà ìîäåëi Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè. Òðè ðåãiîíè,
ïðåäñòàâëåíi òóò, âiäðiçíÿþòüñÿ êðèòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ. Ó íèæíié (ñè-
íié) îáëàñòi ñèñòåìà ìà¹ òiëüêè ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó; â îáëàñòi
ìiæ ëiíiÿìè âiäáóâàþòüñÿ ÿê ôàçîâi ïåðåõîäè ïåðøîãî, òàê i äðóãîãî ðî-
äó ïðè ðiçíèõ òåìïåðàòóðàõ; ó âåðõíié îáëàñòi (æîâòèé) âiäáóâà¹òüñÿ
òiëüêè ôàçîâèé ïåðåõiä ïåðøîãî ðîäó.

ùî ðîáèòü ðîçðiçíåííÿ ìiæ ïåðøèì i äðóãèì ðîäîì ôàçîâîãî ïåðåõîäiâ ùå ñêëà-

äíiøèì. Îñêiëüêè rc1(λ) i rc2(λ) áóëè çíàéäåíi ÷èñåëüíî, âîíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ

â r ≈ 3.62 i λ = 5, ÿê öå áóëî ïåðåäáà÷åíî äëÿ ïðîñòî¨ ìîäåëi Içiíãà íà ïîâíîìó

ãðàôi â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi.

3.4. Âèñíîâêè

Îñíîâíîþ ìåòîþ àíàëiçó, ïðåäñòàâëåíîãî â öüîìó ðîçäiëi, áóëî ðîçøèðèòè

ïîïåðåäíi äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà  ðàòêàõ ðîçãëÿ-

äàþ÷è éîãî íà ðiçíèõ ãðàôàõ (ìåðåæàõ). Iñíó¹ äåêiëüêà ïðè÷èí äëÿ òàêîãî ðîçãëÿ-

äó. Ïî-ïåðøå, äëÿ ãðàôà åâêëiäîâà âèìiðíiñòü íå âèçíà÷åíà. Öå ðîáèòü çâè÷àéíå

ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó óíiâåðñàëüíîñòi íåçàñòîñîâíèì â öüîìó âèïàäêó. Áóëî

ïîêàçàíî, ùî äëÿ ìåðåæ ðîçïîäië ñòóïåíiâ âóçëiâ ¹ âèðiøàëüíèì äëÿ âèçíà÷åí-

íÿ êëàñó óíiâåðñàëüíîñòi. Íàïðèêëàä, ìîäåëü Içiíãà íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi, äå

ðîçïîäië ñòóïåíiâ âóçëiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ñòåïåíåâèì çàêîíîì P (k) ∝ k−λ, îïèñó¹-

òüñÿ λ−çàëåæíèìè êðèòè÷íèìè ïîêàçíèêàìè [110�112]. Ïî-äðóãå, äåÿêi îá'¹êòè
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êðàùå îïèñóþòüñÿ òîïîëîãi¹þ ìåðåæi, íiæ ãðàòêè. Ïðèêëàäè âàðiþþòüñÿ âiä íà-

íî êëàñòåðiâ [100] äî ñîöiàëüíèõ ìåðåæ [7]. Áiëüø òîãî, â íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè

àíàëiçó¹ìî îäíó ç ñîöiàëüíèõ ìåðåæ.

Áóëî çíàéäåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà

ãðàôi â ðàìêàõ ïiäõîäó íåîäíîðiäíîãî ñåðåäíüîãî ïîëÿ. Öÿ ìîäåëü õàðàêòåðè-

çó¹òüñÿ äâîìà ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêó. Òiëüêè îäèí ç íèõ çíèêà¹ ïðè êðèòè÷íié

òåìïåðàòóði. Ìè çàñòîñóâàëè çàãàëüíó ôîðìóëó äëÿ äâîõ âèïàäêiâ - ïîâíèé ãðàô

i áåçìàñøòàáíà ìåðåæà.

Íà ïîâíîìó ãðàôi ïîêàçàëè, ùî â îáëàñòi 1 ≤ q < 2 ôàçîâà äiàãðàìà õàðà-

êòåðèçó¹òüñÿ äâîìà ãðàíè÷íèìè âèìiðíîñòÿìè, rc1 i rc2. Íèæ÷å rc1 ñèñòåìà ïðî-

õîäèòü ëèøå ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó. Âèùå rc2 ¹ ëèøå ôàçîâèé ïåðåõiä

ïåðøîãî ðîäó. À â îáëàñòi rc1 < r < rc2 ¹ äâà ôàçîâèõ ïåðåõîäó: ïåðøîãî ðîäó ïðè

íèæ÷ié òåìïåðàòóði i äðóãîãî ðîäó ïðè âèùié òåìïåðàòóði. Äëÿ çíà÷åíü ïàðàìå-

òðiâ, äå iñíó¹ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó, ñïîñòåðiãà¹ìî êðèòè÷íi ïîêàçíèêè

òðàäèöiéíi äëÿ òåîðié ñåðåäíüîãî ïîëÿ, à ñàìå β = 1/2. Äëÿ âèïàäêó Içiíãà q = 2

íà ïîâíîìó ãðàôi äâà ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ ïðè rc ≈ 3.62.

Íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ìè ðîçãëÿíóëè ëèøå âèïàäîê q = 2. Íà ïðîòèâàãó

âèïàäêó ïîâíîãî ãðàôà, äå iñíó¹ ëèøå îäíå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ, áóëî îòðèìàíî

λ− çàëåæíi çíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ rc1(λ) i rc2(λ). Öi âåëè÷èíè ìàþòü òå æ ñàìå

çíà÷åííÿ, ùî i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ïîâíîãî ãðàôà. Ìè òàêîæ ïîêàçàëè, ùî

ñêðiçü, äå iñíó¹ ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó, êðèòè÷íi ïîêàçíèêè çàëèøàþòüñÿ

λ-çàëåæíèìè, à êiëüêiñòü íåâèäèìèõ ñòàíiâ r íå âïëèâà¹ íà êðèòè÷íi ïîêàçíèêè.

Âðàõîâóþ÷è âñi öi ðåçóëüòàòè, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äîäàâàííÿ íåâè-

äèìèõ ñòàíiâ çìiíþ¹ åíòðîïiþ ñèñòåìè, ðîáëÿ÷è ôàçîâèé ïåðåõiä áiëüø ãîñòðèì.

Ïðîòå, ïîêè ôàçîâèé ïåðåõiä äðóãîãî ðîäó iñíó¹, éîãî óíiâåðñàëüíi âëàñòèâîñòi çà-

ëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè. Êðiì òîãî, ìåõàíiçì, ÿêèé ìè îïèñó¹ìî â öüîìó ðîçäiëi,

äîñèòü óíiêàëüíèé, äîñi éîãî íå ñïîñòåðiãàëè.
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ÐÎÇÄIË 4

ÓÍIÂÅÐÑÀËÜÍI ÒÎÏÎËÎÃI×ÍI
ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÑÊËÀÄÍÈÕ ÑÎÖIÀËÜÍÈÕ

ÌÅÐÅÆ ÍÀÐÀÒÈÂIÂ

Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäàëè ïîâåäiíêó ñïiíîâèõ ñèñòåì íà ìå-

ðåæàõ. Òàêi ìîäåëi ÷àñòî ðîçãëÿäàþòü ÿê ìîäåëi ôîðìóâàííÿ ñóñïiëüíî¨ äóìêè

(opinion formation) [7]. Ó öüîìó ðîçäiëi íàñ öiêàâèòèìóòü óíiâåðñàëüíi õàðàêòåðè-

ñòèêè òàêèõ ìåðåæ, àëå íå ó ñåíñi óíiâåðñàëüíîñòi êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè, à â ñåíñi

òîãî, ùî ¨õíi âëàñòèâîñòi íå çàëåæàòü âiä äåòàëåé áóäîâè. Çãiäíî ç íåäàâíiìè ðî-

áîòàìè [16, 17], ìè âèêîðèñòà¹ìî ïiäõiä ñêëàäíèõ ìåðåæ äî àíàëiçó çâ'ÿçêiâ ìiæ

ïåðñîíàæàìè äàâíiõ íàðàòèâiâ. Ïðåäìåòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ ìè âèáðàëè äàâíüî-

ðóñüêi áèëèíè � ¹äèíèé äîñòàòíüî îá'¹ìíèé åïîñ íà òåðåíàõ ñõiäíî ñëîâ'ÿíñüêèõ

çåìåëü. Ìè ïîêàæåìî, ùî ñîöiàëüíà ìåðåæà çâ'ÿçêiâ ìiæ ïåðñîíàæàìè áèëèí, ÿê

i àíàëîãi÷íi ìåðåæi òâîðiâ áàãàòüîõ ¹âðîïåéñüêèõ êóëüòóð [169], âîëîäi¹ íèçêîþ

õàðàêòåðíèõ îñîáëèâîñòåé. Òàêîæ, â ìåæàõ íàøîãî ìåòîäó, ñïðîáó¹ìî íàâåñòè

àðãóìåíòè ñòîñîâíî êiëüêîõ àêòóàëüíèõ ïèòàíü, ùî ñòîñóþòüñÿ çâ'ÿçêó áèëèí iç

iñòîðè÷íîþ ðåàëüíiñòþ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ

[24, 25].

4.1. Áèëèíè

Áèëèíè (àáî, ÿê ¨õ iíêîëè íàçèâàþòü, ñòàðèíè) ¹ òâîðàìè ãåðî¨÷íîãî åïîñó

ñõiäíèõ ñëîâ'ÿí. Öå íåâåëèêi ðå÷èòàòèâíî-ìåëîäiéíi åïi÷íi ïiñíi. Äîñëiäíèêè ïî-

äiëÿþòü áèëèíè íà ñîöiàëüíî-ïîáóòîâi òà âëàñíå ãåðî¨÷íi. Òàêîæ áèëèíè ìîæíà

ïîäiëèòè çà ìiñöåì äi¨: íà êè¨âñüêi, íîâãîðîäñüêi é ìîñêîâñüêi. Áèëèíè ìîñêîâ-
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ñüêîãî òà íîâãîðîäñüêîãî öèêëiâ ìàþòü ðàäøå ñîöiàëüíî-ïîáóòîâèé õàðàêòåð, íiæ

ãåðî¨÷íèé. Çîêðåìà, ìîñêîâñüêi áèëèíè îïèñóþòü ïîâåäiíêó âèùèõ âåðñòâ íàñå-

ëåííÿ i íàëåæàòü äî ïåðiîäó äðóãî¨ ïîëîâèíè XIII � XVI ñò., êîëè, ïiñëÿ çðóéíó-

âàííÿ Êè¹âà ìîíãîëî-òàòàðàìè â 1240 ðîöi, Êè¨âñüêà Ðóñü ôàêòè÷íî ïðèïèíèëà

ñâî¹ iñíóâàííÿ. Íîâãîðîäñüêèé öèêë áèëèí, õðîíîëîãi÷íî áëèçüêèé äî êè¨âñüêî-

ãî, â öåíòði óâàãè ìà¹ ïðîñòèé íàðîä - êóïöiâ, ãóñëÿðiâ ÷è ëèõâàðiâ. Íîâãîðîä

áóâ âåëèêèì òîðãiâåëüíèì âóçëîì, ÿêèé íiêîëè íå çíàâ òàòàðñüêî¨ íàâàëè. Öå âiä-

îáðàçèëîñÿ i íà òåìàòèöi íàðîäíîãî åïîñó. Áèëèíè íîâãîðîäñüêîãî òà ìîñêîâñüêîãî

öèêëó ¹ âiääàëåíi âiä áèëèí êè¨âñüêîãî öèêëó çà ìiñöåì ÷è çà ÷àñîì ïîäié. Òîìó

íåìà¹ ñåíñó ïðîâîäèòè àíàëiç óñi¹¨ ñóêóïíîñòi áèëèí, à ìîæíà îáìåæèòèñÿ àíà-

ëiçîì ñîöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè êîæíîãî öèêëó îêðåìî. Íàäàëi íàñ áóäóòü öiêàâèòè

áèëèíè êè¨âñüêîãî öèêëó, ùî îõîïëþþòü äîâîëi íåòðèâàëèé ïåðiîä ðîçêâiòó Êè¨â-

ñüêî¨ Ðóñi (êiíåöü X - ñåðåäèíà XII ñò.). Òåêñòè äëÿ àíàëiçó áóëî âçÿòî ç [170]. Êðiì

áèëèí ïðî ãåðî¨â, äî êè¨âñüêîãî öèêëó òàêîæ âiäíîñÿòü ñêîìîðîøi ïiñíi òà áèëèíè

ïðî ñâàòàííÿ. Îñêiëüêè âîíè íå ¹ òâîðàìè ãåðî¨÷íîãî õàðàêòåðó, ¨õ íå âêëþ÷åíî

ó ïîäàëüøèé àíàëiç. Çàãàëîì, ïðåäìåòîì íàøîãî äîñëiäæåííÿ ñòàëè 39 áèëèí iç

öi¹¨ çáiðêè.

Áèëèíè ïåðåõîäèëè ç ïîêîëiííÿ â ïîêîëiííÿ â óñíié ôîðìi. Ïåðøi âiäîìi íàì

çàïèñè áèëèí ñÿãàþòü 1619 ðîêó i áóëè çðîáëåíi àíãëiéöåì Ði÷àðäîì Äæåéìñîì

[171]. Öå áóëè òâîðè ç ìîñêîâñüêîãî öèêëó. Ââàæà¹òüñÿ, ùî ïåðøèì óïîðÿäíèêîì

çáiðêè áèëèí íà ïî÷àòêó XVIII ñòîëiòòÿ ñòàâ Êiðøà Äàíèëîâ. Àëå éîãî çáiðêà

ïîáà÷èëà ñâiò àæ ó 1804 ðîöi [172]. Îñíîâíà ÷àñòèíà áèëèíè áóëà çiáðàíà i çàïè-

ñàíà â ïiâíi÷íèõ îáëàñòÿõ Ðîñi¨ ó XVIII�XIX ñòîëiòòÿõ. Äîñëiäíèê áèëèí Âàñèëü

Àâåíàðióñ [173] ïîÿñíþ¹ öå òèì, ùî áiëüøiñòü íàñåëåííÿ Óêðà¨íè â òîé ÷àñ áóëà

ãðàìîòíîþ, íà âiäìiíó âiä æèòåëiâ âiääàëåíèõ ñië Ðîñiéñüêî¨ iìïåði¨, i çíàííÿ âiä

ïîêîëiííÿ äî ïîêîëiííÿ ïåðåõîäèëè âæå â ïèñüìîâié ôîðìi, à íå óñíié. Äðóãîþ

ïðè÷èíîþ ìîãëî ñëóãóâàòè òå, ùî óêðà¨íñüêèé íàðîä â öåé ÷àñ îñïiâóâàâ ïåðiîä

êîçà÷÷èíè, i öå âèòiñíèëî ç íàðîäíî¨ ïàì'ÿòi òåêñòè ñèâî¨ äàâíèíè. Öi¹¨ äóìêè ïðè-

òðèìóâàëèñÿ Ìèõàéëî Ìàêñèìîâè÷ i Ìèêîëà Êîñòîìàðîâ[174]. Çàçíà÷èìî òàêîæ,

ùî â Óêðà¨íi áèëèííi ñþæåòè çáåðåãëèñÿ â iíøèõ ôîëüêëîðíèõ æàíðàõ. Çîêðåìà,
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âiäîìi óêðà¨íñüêi íàðîäíi êàçêè ïðî Iëëþ Ìóðîìöÿ, äóìè ïðî Îëåêñiÿ Ïîïîâè÷à,

ïiñíi ïðî Äæóðèëà.

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî áèëèíè áóëè çiáðàíi íà äóæå âåëèêèõ òåðèòîðiÿõ, â

íèõ ¹ áàãàòî ñïiëüíîãî. Çîêðåìà áèëèíè, ÿêi îá'¹äíàíi ìiñöåì äi¨, òàêîæ ìàþòü

i áàãàòüîõ ñïiëüíèõ ïåðñîíàæiâ. Ñàìå öÿ âëàñòèâiñòü i äîçâîëÿ¹ íàì ðîçãëÿäàòè

ïåðñîíàæiâ áèëèí ÿê ïåâíó ñòðóêòóðó - ñîöiàëüíó ìåðåæó. Òàê äî áèëèí êè¨âñüêî-

ãî öèêëó âiäíîñÿòüñÿ òâîðè ïðî íàéâiäîìiøèõ áîãàòèðiâ: Iëëþ Ìóðîìöÿ, Äîáðèíþ

i Îëåêñiÿ Ïîïîâè÷à.

4.2. Ñîöiàëüíà ìåðåæà ïåðñîíàæiâ áèëèí

Ïiä ìåðåæåþ ïåðñîíàæiâ áèëèí (íàäàëi - ñîöiàëüíà ìåðåæà áèëèí [175])

áóäåìî ðîçóìiòè ãðàô [99], âåðøèíè ÿêîãî âiäïîâiäàþòü îêðåìèì ïåðñîíàæàì, à

ðåáðà îçíà÷àþòü çâ'ÿçêè ìiæ îêðåìèìè ïåðñîíàæàìè. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âåð-

øèí V , ¨õ êiëüêiñòü � N , à ìíîæèíó i êiëüêiñòü ðåáåð � E i L âiäïîâiäíî. Êîæåí

çâ'ÿçîê ìîæíà çàäàòè ïàðîþ âåðøèí, ÿêi âií ç'¹äíó¹. Ãðàôè ìîæóòü áóòè îði¹íòî-

âàíi i íåîði¹íòîâàíi. Â îði¹íòîâàíèõ ãðàôàõ êîæíå ðåáðî ìà¹ ñâié íàïðÿì, òîáòî

ïðè éîãî îçíà÷åííi ïàðà âåðøèí ìà¹ ñâié ïîðÿäîê. Ó íàøîìó àíàëiçi çîáðàæàòè-

ìåìî ñîöiàëüíó ìåðåæó ïåðñîíàæiâ áèëèí ó âèãëÿäi íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôó. Éîãî

ìîæíà çàäàòè ó âèãëÿäi ìàòðèöi ñóìiæíîñòi Aij. Öå ìàòðèöÿ ðîçìiðó N ×N , åëå-

ìåíò Aij ÿêî¨ ðiâíèé îäèíèöi, ÿêùî ìiæ âóçëàìè i òà j ¹ çâ'ÿçîê, i íóëþ - ÿêùî

òàêîãî çâ'ÿçêó íåìà¹. Äëÿ íåîði¹íòîâàíîãî ãðàôó ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ¹ ñèìåòðè-

÷íîþ âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi.

Òàêîæ iñíóþòü çâàæåíi ãðàôè - ãðàôè, â ÿêèõ êîæíå ðåáðî ìà¹ ñâîþ âàãó.

Äëÿ íèõ ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi íå áóäå ïðîñòî ñêëàäàòèñÿ ç íóëiâ i îäèíè÷îê, à ìà-

òèìå åëåìåíòàìè âàãó êîæíîãî ç ðåáåð [99]. Îñêiëüêè ïðîáëåìà âèçíà÷åííÿ âàãè

ñîöiàëüíîãî çâ'ÿçêó ìiæ îêðåìèìè iíäèâiäàìè íå ¹ îäíîçíà÷íîþ [175] (òèì áiëü-

øå, ÿêùî ìîâà éäå ïðî çâ'ÿçêè, îçíà÷åíi ëèøå â ìåæàõ ïåâíèõ íàðàòèâiâ), íàäàëi

ìè áóäóâàòèìåìî ñîöiàëüíó ìåðåæó ÿê íåîði¹íòîâàíèé íåçâàæåíèé ãðàô, êîæåí

çi çâ'ÿçêiâ ÿêîãî âiäîáðàæà¹ ôàêò çíàéîìñòâà ìiæ ïåðñîíàæàìè-âåðøèíàìè, ÿêi
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âií ç'¹äíó¹. Çãiäíî ìåòîäèêè, çàïðîïîíîâàíî¨ â ðîáîòàõ [16, 17, 169], ââàæàòèìåìî,

ùî äâà ïåðñîíàæi áèëèíè çíàéîìi ìiæ ñîáîþ ÿêùî âîíè äðóæàòü (ÿêùî âîíè ðîç-

ìîâëÿþòü îäèí ç îäíèì; êîëè ç òåêñòó âiäîìî, ùî âîíè çóñòði÷àëèñÿ ðàíiøå; êîëè

ïåðñîíàæi ðàçîì ïðèñóòíi â íåâåëèêié ãðóïi îñiá) àáî ÿêùî âîíè âîðîãóþòü (áåç-

ïîñåðåäíüî á'þòüñÿ ÷è ¹ â ñòàíi âiéíè). Çàóâàæèìî, ùî òàêà ìåòîäèêà óñêëàäíþ¹

ìîæëèâiñòü àâòîìàòèçàöi¨ îïðàöþâàííÿ òåêñòiâ i ñòâîðåííÿ áàçè äàíèõ.

Àíàëiç çãàäàíîãî âèùå êîðïóñó áèëèí, äîçâîëèâ ñòâîðèòè áàçó äàíèõ, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ iç 153 îêðåìèõ ïåðñîíàæiâ, ïî¹äíàíèõ çâ'ÿçêàìè äâîõ òèïiâ � äðó-

æíiìè àáî âîðîæèìè. Ðåçóëüòóþ÷ó ñîöiàëüíó ìåðåæó íàâåäåíî íà ðèñ. 4.1. Êîæåí

iç ïåðñîíàæiâ ìà¹ ñâié êîäîâèé íîìåð. Ñïèñîê íàéâàæëèâiøèõ ïåðñîíàæiâ áèëèí

ïîäàíî â Òàáë. 4.2. Äðóæíi çâ'ÿçêè ïîêàçàíi ñèíüîþ ñóöiëüíîþ ëiíi¹þ, à âîðîæi �

÷åðâîíîþ ïóíêòèðíîþ. Óñüîãî ìåðåæà íàëi÷ó¹ 320 çâ'ÿçêiâ. iç íèõ 223 çâ'ÿçêè äðó-

æíi i 105 � âîðîæi. Ñóìà äðóæíiõ i âîðîæèõ çâ'ÿçêiâ áiëüøà çà çàãàëüíó êiëüêiñòü

ðåáåð. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî êîæíà áèëèíà ñàìà ïî ñîái ¹ êîðîòêîþ iñòîði¹þ

iç êiëüêîìà ïåðñîíàæàìè. Ó ðiçíèõ áèëèíàõ òi ñàìi ïåðñîíàæi ìîæóòü áóòè ÿê

äðóçÿìè, òàê i âîðîãàìè, à äåêîëè òèï çâ'ÿçêó çìiíþ¹òüñÿ íàâiòü â ìåæàõ îäíîãî

òâîðó [17].

Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ çîáðàæåíî¨ íà Ðèñ. 4.1 ìåðåæi ¹ òå, ùî âîíà ñêëàäà¹òüñÿ

iç äåêiëüêîõ âiäîêðåìëåíèõ ôðàãìåíòiâ, îäèí iç ÿêèõ (ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó

ðèñóíêà) ñóòò¹âî áiëüøèé âiä iíøèõ. Öå òàê çâàíà íàéáiëüøà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà

(÷àñòèíà ãðàôó, â ÿêié iñíó¹ øëÿõ ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà âåðøèíàìè). Iñíóâàí-

íÿ íàéáiëüøî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ïåðñîíàæi ðiçíèõ áèëèí

ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ, à âèáðàíi òâîðè óòâîðþþòü, â ñóêóïíîñòi, öiëiñíó êàðòèíó.

Öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî áèëèíè êè¨âñüêîãî öèêëó îá'¹äíó¹ ìiñöå ïîäi¨, íàÿâ-

íiñòü áîãàòèðÿ-ïðîòàãîíiñòà i êíÿçÿ Âîëîäèìèðà. Ïîðÿä iç íàéáiëüøîþ çâ'ÿçíîþ

êîìïîíåíòîþ â ìåðåæi ïðèñóòíi îêðåìi, ñóòò¹âî ìåíøi, íå çâ'ÿçàíi îäèí ç îäíèì

ôðàãìåíòè. Âîíè âiäïîâiäàþòü îêðåìèì áèëèíàì ÷è ¨õ íåâåëèêèì ãðóïàì, ùî, õî÷

i íàëåæàòü äî êè¨âñüêîãî öèêëó, ïðîòå â íèõ íå äiþòü ïåðñîíàæi, ñïiëüíi iç ïåð-

ñîíàæàìè íàéáiëüøî¨ êîìïîíåíòè. Íàïðèêëàä, îäèí iç âiäîêðåìëåíèõ ôðàãìåíòiâ

(çiðêîïîäiáíèé ó äðóãîìó ðÿäêó çíèçó) âiäïîâiäà¹ áèëèíi ïðî Âàâèëà (âóçîë íî-



94

Ðèñ. 4.1. Ñîöiàëüíà ìåðåæà áèëèí êè¨âñüêîãî öèêëó. ×åðâîíèìè ïóíêòèðíèìè
ëiíiÿìè ïîçíà÷åíi âîðîæi çâ'ÿçêè, à ñèíiìè ñóöiëüíèìè - äðóæíi. Êîæåí
ç âóçëiâ ìà¹ ñâié êîäîâèé íîìåð. Ñïèñîê íàéâàæëèâiøèõ ïåðñîíàæiâ iç
âiäïîâiäíèìè ¨ì íîìåðàìè ïîäàíèé â Äîäàòêó (Òàáë. 4.2). Íàéáiëüøà
çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà çîáðàæåíà ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòêó ðèñóíêó. Ìåíøi
ãðàôè âiäïîâiäàþòü çà ïåðñîíàæiâ îêðåìèõ áèëèí. Òàê, ãðàô óòâîðåíèé
âóçëàìè 143 i 144 ïîçíà÷à¹ òóðèöþ iç òóðåíÿì, ÿêi îáãîâîðþþòü ðóõ
âiéñüêà, àëå íå âçà¹ìîäiþòü iç æîäíèì iç ïåðñîíàæiâ. Çiðêîïîäiáíèé ãðàô
ó äðóãîìó ðÿäêó çíèçó âiäïîâiäà¹ áèëèíi ïðî Âàâèëà (âóçîë íîìåð 9).
Ïåðñîíàæi öi¹¨ áèëèíè íå ïîâòîðþþòüñÿ ó æîäíié ç iíøèõ áèëèí.

ìåð 9). Ó íié ðîçïîâiäà¹òüñÿ, ÿê Âàâèëî ïåðåìàãà¹ àíòàãîíiñòà-öàðÿ i çàéìà¹ éîãî

ìiñöå. Ïåðñîíàæi öi¹¨ áèëèíè íå ïîâòîðþþòüñÿ ó æîäíié ç iíøèõ áèëèí. À òîìó

¨ì âiäïîâiäà¹ âiäîêðåìëåíèé ôðàãìåíò çàãàëüíî¨ ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí.
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Ìåðåæà N L 〈k〉 kmax ` `rand `max C Crand S GC rk rC
Áèëèíè (óñi) 153 320 4.18 52 2.9 3.61 6 0.57 0.03 23.7 76.5 % -0.15 0.04
Áèëèíè (âîðîæi) 98 102 2.14 17 3.63 5.76 8 0.06 0.022 4.3 51% -0.11 0.012
Áèëèíè (äðóæíi) 142 223 3.16 41 2.76 4.33 6 0.42 0.022 27.4 57% -0.115 -0.08
Áåîâóëüô (óñi) [16] 72 167 4.45 27 2.4 2.9 6 0.7 0.06 14.1 67.5% -0.10 -0.05
Áåîâóëüô (âîðîæi)
[16]

31 26 1.67 - 2.08 3.25 4 0 0.05 0 32.2% -0.20 -

Áåîâóëüô (äðóæíi)
[16]

68 140 4.12 - 2.45 2.98 6 0.69 0.06 14.0 66.1% -0.03 -

Âèêðàäåííÿ áèêà

(óñi) [16]
422 1266 6.10 168 2.8 3.3 7 0.8 0.02 47.1 98.5% -0.33 -0.30

Âèêðàäåííÿ áèêà

(âîðîæi) [16]
144 168 2.33 - 2.93 5.88 7 0.17 0.02 17.1 90.9% -0.36 -

Âèêðàäåííÿ áèêà

(äðóæíi) [16]
385 1091 5.67 - 2.84 3.43 7 0.84 0.01 101 90.9% -0.32 -

Iëiàäà (óñi) [16] 716 2684 7.40 106 3.5 3.3 11 0.6 0.01 56.6 98.7% -0.08 0.53
Iëiàäà (âîðîæi) [16] 321 361 2.25 - 4.10 7.12 9 0 0.01 0 89.4% -0.39 -
Iëiàäà (äðóæíi) [16] 664 2317 6.98 - 3.83 3.34 12 0.62 0.01 54.1 82.3% 0.10 -
Ñàãà ïðî Ãiñëi [17] 103 254 4.9 44 3.4 2.9 11 0.6 0.05 10.8 98% -

0.15(5)
0.01(7)

Ñàãà 1 [17] 132 290 4.4 31 3.9 3.3 10 0.5 0.03 12.7 97% 0.00(6) 0.08(6)
Ñàãà ïðî Åãiëÿ [17] 293 769 5.3 59 4.2 3.4 12 0.6 0.02 25.5 97% -

0.07(3)
0.28(4)

Ñàãà 2 [17] 332 894 5.4 45 5.0 3.5 16 0.5 0.02 19.0 99% 0.19(4) 0.25(4)
Ñàãà ïðî Íüÿëà [17] 575 1612 5.6 83 5.1 3.7 24 0.4 0.01 31.0 100% 0.01(2) 0.12(3)
Äà Äåðãà [169] 126 410 6.51 71 2.76 2.77 7 0.64 0.05 12.8 98.4 % -0.18 0.31
Îääiñåÿ [169] 301 1019 6.77 112 3.29 3.18 8 0.45 0.02 21.7 98.3 % -0.08 0.38
Ïiñíÿ ïðî Íiáåëóí-

ãiâ [169]
66 313 9.48 43 2.14 2.11 5 0.69 0.14 4.9 97 % -0.28 0.22

Ìàáiíîãiîí [169] 666 2427 7.29 135 3.83 3.48 11 0.48 0.01 43.6 76 % 0.19 0.37
Åïîñ ïðî Ãiëüãàìå-

øà [169]
46 81 3.52 19 2.54 3.08 5 0.46 0.08 7.0 93.5 % -0.34 0.10

Ïîïîëü-Âóõ [169] 98 409 8.35 27 2.80 2.39 6 0.55 0.09 5.2 94.9 % -0.32 -0.05
Ìiôè iíäiàíöiâ Íà-

âàõî [169]
140 283 4.04 32 3.81 3.62 9 0.44 0.03 14.0 92.1 % -0.18 0.31

Òàáë. 4.1. Õàðàêòåðèñòèêè ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí (íàøi ðåçóëüòàòè) ó ïîðiâ-
íÿííi iç õàðàêòåðèñòèêàìè ñîöiàëüíèõ ìåðåæ iíøèõ åïîñiâ, îòðèìàíè-
ìè â ðîáîòàõ [16, 17, 169]. Òóò N i L ïîçíà÷àþòü êiëüêiñòü âóçëiâ i
êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî; 〈k〉 i kmax � ñåðåäíié (4.2) i ìàêñèìàëüíèé
(4.3) ñòóïiíü âóçëà; `, `rand � cåðåäíi äîâæèíè íàéêîðîòøîãî øëÿõó (4.6)
ñêëàäíî¨ ìåðåæi i âèïàäêîâîãî ãðàôó (4.8) òàêîãî æ ðîçìiðó i ñåðåäíüî-
ãî ñòóïåíÿ; `max � äiàìåòð ìåðåæi (4.7); C, Crand � ñåðåäíié êîåôiöi¹íò
êëàñòåðíîñòi ñêëàäíî¨ ìåðåæi (4.12) i éîãî âiäïîâiäíèê äëÿ âèïàäêîâîãî
ãðàôó (4.13); S � òiñíîñâiòíiñòü (4.17); GC � ðîçìið íàéáiëüøî¨ êîìïî-
íåíòè; rk, rC � àñîðòàòèâíîñòi çà ñòóïåíåì âóçëà (4.23) i çà êîåôiöi¹íòîì
êëàñòåðíîñòi (4.24), âiäïîâiäíî. Ïðèìiòêè â äóæêàõ (óñi, âîðîæi, äðó-
æíi) îçíà÷àþòü, ùî ìåðåæi ñêëàäàþòüñÿ iç îáîõ òèïiâ çâ'ÿçêiâ, ÷è ëèøå
ç âîðîæèõ (äðóæíiõ), âiäïîâiäíî.
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Ðîçìið (êiëüêiñòü âåðøèí N i ðåáåð L) ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí ïðåäñòàâ-

ëåíèé â ïåðøîìó ðÿäêó Òàáë. 4.1 ðàçîì iç iíøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ÿêi áóäóòü

îïèñàíi íèæ÷å. Ó òàáëèöi îêðåìî ïîäàíî õàðàêòåðèñòèêè ÿê ìåðåæi, óòâîðåíî¨ âñi-

ìà çâ'ÿçêàìè, òàê i ìåðåæ óòâîðåíèõ ëèøå âîðîæèìè ÷è ëèøå äðóæíiìè çâ'ÿçêàìè

(íàäàëi � âîðîæà i äðóæíÿ ìåðåæi). Òàêîæ âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïðè óòâîðåííi äðó-

æíüî¨ ÷è âîðîæî¨ ìåðåæ ìîæóòü âèíèêàòè âóçëè, ó ÿêèõ íåìà¹ æîäíîãî çâ'ÿçêó

(içîëüîâàíi âóçëè). Ïðèðîäíî, ùî ¨õ íå áåðåòüñÿ äî ðîçãëÿäó, i, òàêèì ÷èíîì, ðîç-

ìiðè ìåðåæ ðiçíèõ òèïiâ çâ'ÿçêiâ áóäóòü ðiçíèìè. Íàïðèêëàä, âîðîæà ìåðåæà

áèëèí ìiñòèòü âñüîãî 98 âóçëiâ (âèëó÷åíî 55 içîëüîâàíèõ âóçëiâ), à ó íàéáiëüøié

çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi çíàõîäèòüñÿ 50 iç íèõ, ùî ñòàíîâèòü 51 %. À äëÿ ñîöiàëüíî¨

ìåðåæi áèëèí óñiõ çâ'ÿçêiâ ðîçìið íàéáiëüøî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ñêëàäà¹ 76.5%.

Ïîðiâíÿíî iç åïîñàìè iíøèõ íàðîäiâ áèëèíè ìàþòü íàéáiëüøó çâ'ÿçíó êîìïîíåí-

òó ìåíøîãî ðîçìiðó. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî áèëèíè íå ¹ iñòîðiÿìè îäíîãî

ñóöiëüíîãî ãåðî¨÷íîãî åïîñó, à îêðåìèìè ðîçïîâiäÿìè ïðî ãåðî¨â. Ðiçíi ðåãiîíè Êè-

¨âñüêî¨ Ðóñi îñïiâóâàëè ñâî¨õ ãåðî¨â i ñêëàäàëè ïðî íèõ ïiñíi-áèëèíè, ÿêi ìîãëè i íå

áóòè ïîâ'ÿçàíèìè iç íàéïîïóëÿðíiøèìè áîãàòèðÿìè. Ïðèêëàäîì ìîæå ñëóãóâàòè

Âàñèëü Îêóëîâè÷ (ïåðñîíàæ íîìåð 11), çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ â

ïðàâîìó âåðõíüîìó êóòêó ðèñ. 4.1.

Íàäàëi â Òàáë. 4.1 ìè ïîðiâíþâàòèìåìî îòðèìàíi õàðàêòåðèñòèêè ñîöiàëüíî¨

ìåðåæi áèëèí iç àíàëîãi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè iíøèõ òâîðiâ. Êðiì çãàäàíèõ âè-

ùå òâîðiâ Áåîâóëüô, Iëiàäà, Âèêðàäåííÿ áèêà ç Êóàëíãå (íàäàëi íàçèâàòèìåìî öþ

ìåðåæó Âèêðàäåííÿ áèêà) òà iñëàíäñüêèõ ñàã ïðî Ãiñëi, ïðî ëþäåé ç Îçåðíî¨ äîëè-

íè (íàäàëi ñàãà 1), ïðî Åãiëÿ, ïðî Íüÿëà, ïðî ëþäåé ç Ëàêñäàëÿ (íàäàëi ñàãà 2),

ó òàáëèöi çiáðàíà iíôîðìàöiÿ ïðî õàðàêòåðèñòèêè ñîöiàëüíèõ ìåðåæ iðëàíäñüêî¨

ñàãè (ñêåëè) óëàäñüêîãî öèêëó Ðóéíóâàííÿ äîìó Äà Äåðãà (íàäàëi Äà Äåðãà),

àíòè÷íî¨ ãðåöüêî¨ åïi÷íî¨ ïîåìè Îäiññåÿ, íiìåöüêîãî ñåðåäíüîâi÷íüîãî ãåðî¨÷íîãî

åïîñóÏiñíÿ ïðî Íiáåëóíãiâ, öèêëó âàëiéñüêèõ ñåðåäíüîâi÷íèõ ïîâiñòåéÌàáiíîãiîí,

øóìåðñüêîãî Åïîñó ïðî Ãiëüãàìåøà, ñâÿùåííî¨ êíèãè íàðîäó ìàéÿ Ïîïîëü-Âóõ,

ìiôiâ îäíîãî ç íàéáiëüøèõ iíäiàíñüêèõ ïëåìåí Íàâàõî. Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè âiä-

ïîâiäíà iíôîðìàöiÿ äîñòóïíà, ìè íàâîäèìî äàíi îêðåìî äëÿ ìåðåæ, óòâîðåíèõ
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äðóæíiìè çâ'ÿçêàìè, âîðîæèìè çâ'ÿçêàìè i äëÿ çàãàëüíî¨ ìåðåæi. Êiëüêiñíi äàíi

ïðî öi åïîñè âçÿòî ç ðîáîòè [169].

Ïîðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí iç ïåðåëi÷åíèìè âèùå

ðåïðåçåíòàòèâíèìè åïîñàìè ðiçíèõ íàðîäiâ ñâiòó ñëóãóâàòèìå çàäëÿ ïîøóêó óíi-

âåðñàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê åïi÷íèõ íàðàòèâiâ. Ç öi¹þ ìåòîþ â íàñòóïíîìó ðîçäiëi

ìè çíàéäåìî òàêi õàðàêòåðèñòèêè ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí, ÿê ñåðåäíié ñòóïiíü

âóçëà, êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi, âiäñòàíü ìiæ ïåðñîíàæàìè, òiñíîñâiòíiñòü, êîðåëÿ-

öi¨ ìiæ õàðàêòåðèñòèêàìè âóçëiâ, ïîñåðåäíèöòâî âóçëiâ, ñòiéêiñòü ìåðåæi äî àòàê

i ¨¨ ðîçïîäië íà ñïiëüíîòè. Êîæíó ç öèõ õàðàêòåðèñòèê ìè äåòàëüíiøå îïèøåìî

íèæ÷å. Ó Òàáë. 4.1 çiáðàíi âñi ïåðåëi÷åíi âèùå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ìåðåæ ðiçíèõ

òèïiâ çâ'ÿçêiâ ó áèëèíàõ â ïîðiâíÿííi ç íèçêîþ iíøèõ åïîñiâ.

4.3. Ìåðåæåâi õàðàêòåðèñòèêè

4.3.1. Ñòóïiíü âóçëà

Ñòóïiíü ki âóçëà i � öå êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ ÿêi ìà¹ äàíèé âóçîë. Öå ëîêàëüíà

õàðàêòåðèñòèêà âóçëà, iíøèìè ñëîâàìè � öå ÷èñëî âåðøèí, ç ÿêîþ ç'¹äíàíà äàíà,

i î÷åâèäíî, ùî òàêà ìiðà ìîæå âêàçàòè íà âàæëèâiñòü êîæíî¨ âåðøèíè. Ñòóïiíü

âóçëà i âèçíà÷àþòü çà íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ

ki =
∑
j

Aij (4.1)

äå Aij - åëåìåíòè ìàòðèöi ñóìiæíîñòi. Ìåðåæó çàãàëîì ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè

ñåðåäíiì ñòóïåíåì âóçëà

〈k〉 =
1

N

∑
i

ki , (4.2)

i ìàêñèìàëüíèì ñòóïåíåì âóçëà

kmax = max
i
ki . (4.3)

Òóò i íèæ÷å, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíàêøå, ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âñiìà âó-

çëàìè ìåðåæi. maxi â (4.3) îçíà÷à¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñåðåä óñiõ âóçëiâ. Äëÿ
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íåíàïðÿìëåíèõ ãðàôiâ

〈k〉 =
2L

N
. (4.4)

Äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó âëàñòèâîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ çi ñòóïåíåì âóçëiâ, ìåðå-

æó çðó÷íî çîáðàçèòè, ïðîìàñøòàáóâàâøè ðîçìið êðóæå÷êà, ùî âiäïîâiäà¹ êîæíié

ç âåðøèí íà ¨¨ ñòóïiíü. Òàêèì ÷èíîì, âóçëè iç áiëüøèì ñòóïåíåì áóäóòü çîáðàæà-

òèñÿ êðóæå÷êàìè áiëüøîãî äiàìåòðà. Íàéáiëüøà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà òàêî¨ ìåðåæi

çîáðàæåíà íà Ðèñ. 4.2 (à). ßê áà÷èìî ç ðèñóíêó, äåÿêi âóçëè çíà÷íî âèðiçíÿþòüñÿ

çà ðîçìiðîì. Ìàêñèìàëüíèé ñòóïiíü âóçëà ó öié ìåðåæi kmax = 52 íàáàãàòî âèùèé

âiä ñåðåäíüîãî ñòóïåíÿ 〈k〉 = 4.18, äèâ. Òàáë. 4.1. Õî÷ áèëèíè i ìiñòÿòü áàãàòî

ïåðñîíàæiâ, àëå âñå æ âîíè ¹ iñòîðiÿìè ïðî ãåðî¨â, à îòæå ñàìi ðîçïîâiäi îði¹íòî-

âàíi íà ëiäåðiâ. Çîêðåìà, ó ìåðåæi âèäiëÿþòüñÿ äåêiëüêà ãîëîâíèõ ãåðî¨â: êíÿçü

Âîëîäèìèð (ïåðñîíàæ 52), Iëëÿ Ìóðîìåöü (ïåðñîíàæ 46), Äîáðèíÿ (ïåðñîíàæ

28), Îëåêñié Ïîïîâè÷ (ïåðñîíàæ 1) � äëÿ ÿêèõ ñòóïiíü âóçëà ñèëüíî âèäiëÿ¹òüñÿ

íà ôîíi öiëî¨ ìåðåæi. Çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 4.2 (à) ãðàô ìà¹ ñòðóêòóðó, ñõîæó äî

çiðêîâîãî, òî÷íiøå äî êiëüêîõ çiðêîâèõ, ùî çðîñëèñÿ ðàçîì: ëiäåðè ïðè¹äíóþòü

äî ñåáå áàãàòî âóçëiâ iç ìàëèì ñòóïåíåì, à òàêîæ ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ íàïðÿìó.

Ïåðñîíàæ iç ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì ñòóïåíÿ âóçëà kmax = 52 çíà¹ ìàéæå ïî-

ëîâèíó âñiõ iíøèõ. Öå êíÿçü Âîëîäèìèð (ïåðñîíàæ 52), ÿêèé çãàäó¹òüñÿ ìàéæå

â êîæíié áèëèíi. Öiêàâî, ùî, çà ïðèïóùåííÿìè äåÿêèõ äîñëiäíèêiâ, êíÿçü Âîëî-

äèìèð ¹ çáiðíèì ïåðñîíàæåì [174]. Ìè ùå ïîâåðíåìîñÿ äî öüîãî ïèòàííÿ ïiçíiøå,

îáãîâîðþþ÷è â ïiäðîçäiëi 4.3.6 àñîðòàòèâíiñòü ìåðåæi.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð iìîâiðíiñòü òîãî, ùî äîâiëüíî îáðàíèé âóçîë ìåðåæi ìà¹

çàäàíèé ñòóïiíü k. Òàêà éìîâiðíiñòü çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ

p(k) i ¹ îäíi¹þ ç öåíòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ìåðåæi. Âiäîìî, ùî ðåàëüíi ñîöiàëü-

íi ìåðåæi (äèâ., íàïðèêëàä, [176, 177]) îïèñóþòüñÿ ñòåïåíåâî-ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ

p(k) ' k−λ, k >> 1. Òàêi ìåðåæi íàçèâàþòüñÿ áåçìàñøòàáíèìè [8, 175, 178�184].

Áåçìàñøòàáíi ìåðåæi âîëîäiþòü íèçêîþ óíiêàëüíèõ âëàñòèâîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ çi

øâèäêiñòþ çàãàñàííÿ ôóíêöi¨ p(k). Äóæå ÷àñòî âàæëèâi ìåðåæåâi ñòðóêòóðè ¹

áåçìàñøòàáíèìè. Êðiì çãàäàíèõ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ, áåçìàñøòàáíèìè ¹ ìåðåæi ií-
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iì'ÿ ïåðñîíàæà No Rk Rc Rb

Êíÿçü Âîëîäèìèð 52 1 1 1
Iëëÿ Ìóðîìåöü 46 2 2 2
Äîáðèíÿ 28 3 3 3
Îëåêñié Ïîïîâè÷ 1 5 4 10
Ìèõàéëî Ïîòèê 87 9 7 5
Îïðàêñiÿ 104 4 5 13
Äþê 33 7 6 15
Âàñèëü 10 8 13 7
×óðèëî 153 6 12 16
Ñîëîâié-ðîçáiéíèê 126 11 15 23
òàòàðèí 138 15 14 24
Êóäðåâàíêî 65 10 8 37
Äóíàé 32 18 11 31
iâàí Ãîñòèíèé ñèí 43 19 37 4
Ìèõàéëî 85 16 25 28
Êàëèí 49 17 16 36
Ìàòôåé 77 12 9 49
Ëóêà 71 13 10 50
Õîòåí 146 24 40 11
Ñîëîâié 125 25 42 14

Òàáë. 4.2. Äâàäöÿòü íàéâàæëèâiøèõ ïåðñîíàæiâ ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí. Ó òà-
áëèöi âêàçàíi No - íîìåð ïåðñîíàæà, ÿêèì éîãî ïîçíà÷åíî íà ðèñóíêàõ,
òà ðàíãè: Rk (çà ñòóïåíåì âóçëà k), Rc (çà öåíòðàëüíiñòþ áëèçüêîñòi
Cc), Rb (çà öåíòðàëüíiñòþ ïîñåðåäíèöòâà Cb).

òåðíåòó, www, ìåòàáîëiçìó, áàãàòî ðîçïîäiëü÷èõ, òðàíñïîðòíèõ òà ñåìàíòè÷íèõ

ìåðåæ [175, 180�184]. Íà ïðàêòèöi çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ êóìóëÿòèâíîþ ôóíêöi-

¹þ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ P (k), ïîâ'ÿçàíîþ iç p(k) ñïiââiäíîøåííÿì:

P (k) =

kmax∑
q=k

p(q) , (4.5)

äå kmax � ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñòóïåíÿ âóçëà. ßê iíòåãðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà,

òàêà ôóíêöiÿ ¹ ãëàäøîþ, íiæ p(k), i çðó÷íiøîþ äëÿ àïðîêñèìàöi¨. Äëÿ ñòåïåíåâî-

ñïàäíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó p(k) ∼ k−λ ïîêàçíèê çàãàñàííÿ êóìóëÿòèâíî¨ ôóíêöi¨

P (k) íà âåëèêèõ k ñòàíîâèòü 1− λ.

Íà ðèñ. 4.3 çîáðàæåíî êóìóëÿòèâíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ



100

(à) (á)

(â) (ã)

Ðèñ. 4.2. Íàéáiëüøà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí (äî ðîçãëÿäó
âçÿòî âñi çâ'ÿçêè � äðóæíi òà âîðîæi). Ðîçìið êîæíîãî ç âóçëiâ ïðîïîð-
öiéíèé äî: (a) ñòóïåíÿ âóçëà k; (á) öåíòðàëüíîñòi áëèçüêîñòi Cc (4.9); (â)
öåíòðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà CB (4.10); (ã) êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi C
(4.11). ßê âèäíî iç ïîðiâíÿííÿ ðèñóíêiâ (à) � (ã), ðàíã (âàæëèâiñòü) âóçëà
ó ðiçíèõ êëàñèôiêàöiÿõ ðiçíèé. Íàïðèêëàä, êíÿçü Âîëîäèìèð (ïåðñîíàæ
52) òà Iëëÿ Ìóðîìåöü (ïåðñîíàæ 46) ìàþòü íàéâèùi çíà÷åííÿ ñòóïåíÿ âó-
çëà, öåíòðàëüíîñòi áëèçüêîñòi i öåíòðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà, à îò ¨õíié
êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi ¹ ìàëèì. ×è Iâàí Ãîñòèíèé ñèí (ïåðñîíàæ 43)
ìà¹ ïîðiâíÿíî âèñîêi çíà÷åííÿ öåíòðàëüíîñòåé, àëå íèçüêi çíà÷åííÿ ñòó-
ïåíÿ âóçëà i êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi. Çíà÷åííÿ ðàíãiâ íàéâàæëèâiøèõ
ïåðñîíàæiâ íàâåäåíî ó Òàáëèöi 4.2.
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Ðèñ. 4.3. Êóìóëÿòèâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñòóïåíiâ âóçëiâ P (k) i ¨¨ àïðîêñèìàöiÿ
ñòåïåíåâèì çàêîíîì P (k) ' k1−λ iç ïîêàçíèêîì λ ' 2.36(7) (ñóöiëüíà
ëiíiÿ).

òà ¨¨ àïðîêñèìàöiþ ñòåïåíåâèì çàêîíîì. Öÿ àïðîêñèìàöiÿ âiäïîâiäà¹ ïîêàçíèêó

λ ' 2.36(7) ïðè ñòàòèñòè÷íîìó êðèòåði¨ χ2/Ndof = 0.041, ùî îçíà÷à¹ õîðîøå

óçãîäæåííÿ ìiæ äàíèìè i ãiïîòåçîþ. Òîìó ìîæíà ñêàçàòè, ùî â ìåæàõ çìiíè çíà-

÷åííÿ ñòóïåíÿ âóçëà k ñîöiàëüíà ìåðåæà áèëèí ¹ áåçìàñøòàáíîþ, ÿê i ðåàëüíi

ñîöiàëüíi ìåðåæi.

Ó [16, 17, 169] áóëî ïîêàçàíî, ùî ìåðåæi åïîñiâ Áåîâóëüô, Âèêðàäåííÿ áèêà

òà iñëàíäñüêèõ ñàã òàêîæ ¹ áàçìàñøòàáíèìè çi çíà÷åííÿìè λ = 2.2 ÷ 2.9. Çîêðå-

ìà, ìåðåæà Áåîâóëüô ìà¹ λ = 2.4(1), ùî ¹ äóæå áëèçüêèì äî íàøîãî çíà÷åííÿ.

Õàðàêòåðíî, ùî äëÿ iñëàíäñüêèõ ñàã ïîêàçíèê λ ¹ âèùèì. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî

äëÿ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ õóäîæíiõ òâîðiâ ñòåïåíåâèé ðîçïîäië ñòóïåíiâ âóçëiâ ñïî-

ñòåðiãà¹òüñÿ äóæå ðiäêî [16].

4.3.2. Âiäñòàíi ìiæ ïåðñîíàæàìè

Ðåàëüíi ñîöiàëüíi ìåðåæi, íàâiòü òi, ùî ìàþòü âåëèêó êiëüêiñòü âóçëiâ, õà-

ðàêòåðèçóþòüñÿ ìàëèìè ñåðåäíiìè âiäñòàíÿìè ìiæ âóçëàìè. Öå òàê çâàíi òiñíi

ñâiòè [185] (äèâ. äåòàëüíiøå â ïiäðîçäiëi 4.3.6). Çîêðåìà, äëÿ íèõ âiäîìèé åôåêò



102

øåñòè ñòóïåíiâ ðîçäiëåííÿ ÷è øåñòè ðóêîñòèñêàíü [186]: ñåðåäíÿ âiäñòàíü ìiæ

äâîìà äîâiëüíî îáðàíèìè ÷ëåíàìè ñóñïiëüñòâà (íà ðiâíi áåçïîñåðåäíüîãî çíàéîì-

ñòâà) ñòàíîâèòü øiñòü. Ïåðåâiðèìî, ÿêèìè ¹ òèïîâi âiäñòàíi (øëÿõè) ìiæ âóçëàìè

ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí. Ó ãðàôi øëÿõîì íàçèâàþòü ñóêóïíiñòü ðåáåð, ïî ÿêèõ

íåîáõiäíî ïðîéòè, ùîá ïîòðàïèòè iç îäíîãî âóçëà íà iíøèé. Äîâæèíà øëÿõó âèçíà-

÷à¹òüñÿ êiëüêiñòþ ïðîéäåíèõ ðåáåð. Íàéêîðîòøèé øëÿõ ç îäíîãî âóçëà äî iíøîãî

â ìåæàõ çâ'ÿçíî¨ ÷àñòèíè ãðàôó íàçèâà¹òüñÿ ãåîäåçè÷íîþ.

Ïîçíà÷èìî `ij äîâæèíó ãåîäåçè÷íî¨ ìiæ âóçëàìè i òà j. Òîäi ìîæíà îçíà÷èòè

ñåðåäíié íàéêîðîòøèé øëÿõ

` =
1

N(N − 1)

∑
i6=j

`ij, (4.6)

i ìàêñèìàëüíèé íàéêîðîòøèé øëÿõ (äiàìåòð ìåðåæi)

`max = max
ij

`ij. (4.7)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âiäñòàíåé ó (4.6), (4.7) äî ðîçãëÿäó áåðóòüñÿ óñi ãåîäåçè÷íi ó âñiõ

çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòàõ ìåðåæi. Îòðèìàíi òàêèì ÷èíîì çíà÷åííÿ ` i `max ñîöiàëü-

íî¨ ìåðåæi áèëèí íàâåäåíi â Òàáë. 4.1. ßê âèäíî iç òàáëèöi, çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî

íàéêîðîòøîãî øëÿõó ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí áëèçüêå äî ñâîãî âiäïîâiäíèêà äëÿ

ñîöiàëüíèõ ìåðåæ åïîñiâ iíøèõ íàðîäiâ. Òå ñàìå ìîæíà ñêàçàòè i ïðî äiàìåòð

ìåðåæi. Òàêîæ ç íàâåäåíî¨ òàáëèöi âèäíî, ùî öi çíà÷åííÿ ¹ íèçüêèìè. Çîêðåìà,

ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ íàéêîðîòøîãî øëÿõó ìiæ ïåðñîíàæàìè ñòàíîâèòü ëèøå 6

(äëÿ âñiõ i äëÿ äðóæíiõ çâ'ÿçêiâ). Ó ñîöiàëüíié ìåðåæi ðåàëüíîãî ñâiòó, äå êiëü-

êiñòü ëþäåé-ïåðñîíàæiâ íà ïîðÿäêè âèùà, öÿ öèôðà çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ, òîìó

ðåàëüíèé ñâiò ¹ ùå áiëüø ïîâ'ÿçàíèì. Çíà÷åííÿ `max = 8 ìåðåæi âîðîæèõ çâ'ÿçêiâ

ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí âèùå: öÿ ìåðåæà áiëüø �ðîçòÿãíóòà�. Ïîäiáíà ðèñà ñïî-

ñòåðiãà¹òüñÿ i äëÿ iíøèõ åïîñiâ, äèâ. Òàáë. 4.1.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ íàéêîðîòøîãî øëÿõó ` ìîæíà ïîðiâíÿòè iç âiäïîâiäíèì

çíà÷åííÿì `rand îá÷èñëåíèì äëÿ êëàñè÷íîãî âèïàäêîâîãî ãðàôó Åðäîøà-Ðåíi [187]

òàêîãî æ ðîçìiðó. Ãðàô Åðäîøà-Ðåíi ¹ ïðèêëàäîì ìåðåæi òiñíîãî ñâiòó: iç ðî-

ñòîì êiëüêîñòi âåðøèí ñåðåäíié íàéêîðîòøèé øëÿõ ó íüîìó çðîñòà¹ ëîãàðèôìi÷íî
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[188]. Öåé ôàêò, à òàêîæ âiäñóòíiñòü áóäü-ÿêèõ êîðåëÿöié ó ðîçòàøóâàííi âóçëiâ

ïðèâîäèòü äî íèçüêèõ çíà÷åíü ñåðåäíüî¨ äîâæèíè íàéêîðîòøîãî øëÿõó. Îñòàííþ

ìîæíà îöiíèòè çà çàäàíîþ êiëüêiñòþ âóçëiâ òà ¨õ ñåðåäíiì ñòóïåíåì [189]

`rand =
logN − γ

log〈k〉
+

1

2
= 3.23 , (4.8)

äå γ ' 0.5772 - ñòàëà Îéëåðà-Ìàñêåðîíi. Îòðèìàíi çà öi¹þ ôîðìóëîþ çíà÷åí-

íÿ `rand äëÿ òðüîõ ðiçíèõ ìåðåæ áèëèí òàêîæ íàâåäåíi â Òàáë. 4.1. ßê âèäíî iç

òàáëèöi, ïîäiáíî ÿê i äëÿ ìåðåæ iíøèõ åïîñiâ, ñåðåäíÿ íàéêîðîòøà âiäñòàíü àíà-

ëiçîâàíèõ ìåðåæ ¹ ìåíøîþ, íiæ ó âèïàäêîâèõ ãðàôiâ ç âiäïîâiäíèìè êiëüêîñòÿìè

ðåáåð i âóçëiâ.

4.3.3. Öåíòðàëüíiñòü áëèçüêîñòi

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ âiäñòàíi ìiæ ïåðñîíàæàìè, ìîæíà çíàéòè õàðà-

êòåðèñòèêó, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ öåíòðàëüíiñòü áëèçüêîñòi (àíãë. closeness centrality)

[190, 191]. Äëÿ êîæíîãî îêðåìîãî âóçëà ó ãðàôi âîíà ¹ îáåðíåíîþ äî ñóìè âiäñòà-

íåé âiä öüîãî âóçëà äî âñiõ ðåøòè âóçëiâ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè, äî ÿêî¨ íàëåæèòü

öåé âóçîë

Cc(v) =
1∑

t∈V dG(v, t)
, (4.9)

äå dG(v, t) ïîçíà÷à¹ âiäñòàíü ìiæ âåðøèíàìè v i t. Òàêèì ÷èíîì, ÷èì âèùå çíà-

÷åííÿ öåíòðàëüíîñòi áëèçüêîñòi âóçëà Cc(v), òèì áëèæ÷å çíàõîäèòüñÿ âóçîë v äî

ðåøòè âóçëiâ ìåðåæi. Äëÿ òîãî, ùîá ïîðiâíÿííÿ ìàëî ñåíñ, îáðàõóíêè ïîòðiáíî

ðîáèòè òiëüêè â ìåæàõ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìåðåæi, äå iñíó¹ øëÿõ ìiæ áóäü-ÿêèìè

äâîìà ïåðñîíàæàìè.

Íà Ðèñ. 4.2 (á) çîáðàæåíà íàéáiëüøà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi

áèëèí, ðîçìið êîæíî¨ âåðøèíè v ÿêî¨ ïðîìàñøòàáîâàíèé çà çíà÷åííÿì öåíòðàëü-

íîñòi áëèçüêîñòi Cc(v) òàê, ùî âåðøèíè-êðóæå÷êè áiëüøîãî äiàìåòðó âiäïîâiäà-

þòü ïåðñîíàæàì iç áiëüøèì çíà÷åííÿì Cc(v). Ñïèñîê íàéâàæëèâiøèõ ïåðñîíàæiâ

áèëèí iç âêàçàíèì íîìåðîì ó ñïèñêó, âïîðÿäêîâàíîìó çà çíà÷åííÿì öåíòðàëüíî-

ñòi áëèçüêîñòi (ðàíãîì Rc), íàâåäåíèé ó Òàáëèöi 4.2. Íàéáiëüøèì çíà÷åííÿì öåí-
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òðàëüíîñòi áëèçüêîñòi âîëîäiþòü êíÿçü Âîëîäèìèð (ïåðñîíàæ 52), Iëëÿ Ìóðîìåöü

(ïåðñîíàæ 46), Äîáðèíÿ (ïåðñîíàæ 28), Îëåêñié (ïåðñîíàæ 1) i êíÿãèíÿ (ïåðñî-

íàæ 104). Âiäðàçó çà íèìè éäóòü Äþê (ïåðñîíàæ 33) i Ìèõàéëî Ïîòèê (ïåðñîíàæ

87). Ìèõàéëî Ãðóøåâñüêèé âiäíîñèòü äâîõ îñòàííiõ äî ãàëèöüêî-âîëèíñüêî¨ ãðó-

ïè [192]. Äþê, çà òåêñòîì áèëèíè, ¹ ãàëèöüêèì êíÿçåì. À îáðàç Ìèõàéëà Ïîòèêà

òàêîæ ââàæà¹òüñÿ çàïîçè÷åíèì iç òåðèòîði¨ çàõiäíî¨ Óêðà¨íè, êóäè âií, íàòîìiñòü,

ïîòðàïèâ iç Áîëãàði¨, iç iñòîði¨ ïðî ñâÿòîãî Ìèõàéëà Çìi¹áîðöÿ iç Ïîòóêè [192].

Ó òåêñòàõ, ÿêi ìè áðàëè äî ðîçãëÿäó, âií ¹ áîãàòèðåì, ùî âèñòóïà¹ íà áîöi êíÿçÿ

Âîëîäèìèðà ïðîòè êîðîëÿ Ëÿõåòñüêîãî (ïåðñîíàæ 60). Çà iíøîþ âåðñi¹þ, ïðiçâè-

ùå Ïîòèê ïîõîäèòü âiä íàçâè çàõiäíîóêðà¨íñüêî¨ ði÷êè Ïîòîê, âiä ÿêî¨, çîêðåìà,

ïiøëî ïðiçâèùå êíÿçiâ Ïîòîöüêèõ [193]. Òîìó öiêàâèì ¹ òîé ôàêò, ùî êiëüêiñíèé

àíàëiç ïîêàçàâ âàæëèâiñòü ïåðñîíàæiâ iç Ãàëèöüêî-Âîëèíñüêî¨ äåðæàâè, ÿêà ñâîãî

÷àñó áóëà ïðàâîíàñòóïíèöåþ Êè¨âñüêî¨ Ðóñi.

Ç iíøîãî áîêó, öiêàâèì ¹ òå, ùî â ìåðåæi, ç ÿêî¨ âèëó÷åíî âóçëè, ùî âiäïîâiä-

àþòü êíÿçþ i êíÿãèíi íàéáiëüøå çíà÷åííÿ öåíòðàëüíîñòi áëèçüêîñòi ìà¹ Äîáðèíÿ,

à ðàíã Iëëi Ìóðîìöÿ çíèæó¹òüñÿ. Öå ìîæå ñëóãóâàòè âiäîáðàæåííÿì òîãî ôàêòó,

ùî Iëëÿ â êiëüêîõ òåêñòàõ âèñòóïà¹ îïîíåíòîì êíÿçÿ, òîäi ÿê Äîáðèíÿ çàâæäè íà

áîöi ïðàâèòåëÿ, à îòæå, i ïåðåáóâà¹ áëèæ÷å äî íüîãî.

4.3.4. Öåíòðàëüíiñòü ïîñåðåäíèöòâà

Êðiì çàçíà÷åíèõ âèùå ñòóïåíÿ ki òà öåíòðàëüíîñòi áëèçüêîñòi Cc(i), ùå îäíi-
¹þ ëîêàëüíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ, çà ÿêîþ ìîæíà ñóäèòè ïðî âàæëèâiñòü âóçëà i,

¹ öåíòðàëüíiñòü ïîñåðåäíèöòâà (àíãë. betweenness centrality). Öÿ âåëè÷èíà ïîêà-

çó¹, íàñêiëüêè âàæëèâèì ¹ äàíèé âóçîë äëÿ ïiäòðèìàííÿ çâ'ÿçêiâ ìiæ iíøèìè

âóçëàìè ìåðåæi. Íåõàé σ(j, l) � êiëüêiñòü ãåîäåçè÷íèõ ìiæ âóçëàìè j òà l, i íå-

õàé σi(j, l) � êiëüêiñòü òèõ iç íèõ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç âóçîë i. Òîäi öåíòðàëüíiñòü

ïîñåðåäíèöòâà âóçëà îçíà÷à¹òüñÿ òàê [191]:

Cb(i) =
2

(N − 1)(N − 2)

∑
j 6=l

σi(j, l)

σ(j, l)
. (4.10)
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Ïîäiáíî äî öåíòðàëüíîñòi áëèçüêîñòi, öåíòðàëüíiñòü ïîñåðåäíèöòâà îçíà÷à¹òüñÿ

íà çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìåðåæi. Òîìó N â ôîðìóëi (4.10) � öå êiëüêiñòü âóçëiâ

ó çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi, à íîðìóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ íà êiëüêiñòü âñåìîæëèâèõ ñïà-

ðåíü ìiæ öèìè âóçëàìè. Âiäòàê, çíà÷åííÿ Cb(i) = 1 âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè âñi

ãåîäåçè÷íi ïðîõîäÿòü ÷åðåç âóçîë i.

Íà ðèñ. 4.2 (â) çîáðàæåíî íàéáiëüøó çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ñîöiàëüíî¨ ìåðå-

æi áèëèí, ó ÿêié ðîçìið âóçëà çàëåæèòü âiä éîãî öåíòðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà.

Ñïèñîê íàéâàæëèâiøèõ ïåðñîíàæiâ áèëèí iç óêàçàíèì ðàíãîì Rb çà çíà÷åííÿì

öåíòðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà íàâåäåíèé ó Òàáë. 4.2. Íàéâàæëèâiøèìè ïåðñîíà-

æàìè çàëèøàþòüñÿ êíÿçü Âîëîäèìèð (ïåðñîíàæ 52), Iëëÿ Ìóðîìåöü (ïåðñîíàæ

46) i Äîáðèíÿ (ïåðñîíàæ 28), à ðàíã Îëåêñiÿ Ïîïîâè÷à (ïåðñîíàæ 1) ñóòò¹âî íèæ-

÷èé, Rb = 10 (ó ïîðiâíÿííi ç éîãî ðàíãîì çà ñòóïåíåì âóçëà ÷è öåíòðàëüíiñòþ

áëèçüêîñòi: Rk = 5, Rc = 4). ×åòâåðòèì çà çíà÷åííÿì öåíòðàëüíîñòi ¹ Iâàí Ãî-

ñòèíèé ñèí (ïåðñîíàæ 43). Âií ç'ÿâëÿ¹òüñÿ òiëüêè â îäíié áèëèíi, â ÿêié ¹ ï'ÿòü

óíiêàëüíèõ ïåðñîíàæiâ. i, îñêiëüêè Iâàí ìà¹ áåçïîñåðåäíié çâ'ÿçîê iç êíÿçåì, ÷åðåç

íüîãî ïðîõîäÿòü óñi ãåîäåçè÷íi, ùî éäóòü äî àáî âiä çãàäàíèõ ï'ÿòè âóçëiâ. Öå i

ñïðè÷èíÿ¹ éîãî âèñîêå ïîñåðåäíèöòâî.

Âóçëè ç âèñîêèì çíà÷åííÿì öåíòðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà âàæëèâi äëÿ ïiä-

òðèìàííÿ öiëiñíîñòi ìåðåæi. Íàïðèêëàä, ÿêùî ç ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí âèëó÷è-

òè ëèøå òðüîõ ïåðñîíàæiâ iç íàéâèùèì çíà÷åííÿì Cb, òî ìåðåæà ðîçïàäà¹òüñÿ íà
24 ôðàãìåíòè, íàéáiëüøèé ç ÿêèõ ìiñòèòü 72 âóçëè. Äåòàëüíiøå ñòiéêiñòü ìåðåæi

äî âèëó÷åííÿ ¨¨ îêðåìèõ ñêëàäîâèõ áóäå ïðîàíàëiçîâàíà â ïiäðîçäiëi 4.3.10.

4.3.5. Êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi

Êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi ¹ ñïåöèôi÷íîþ ìiðîþ ñêîðåëüîâàíîñòi ìåðåæi [183].

Âií âèçíà÷à¹ iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñóñiäè ïåâíîãî âóçëà òàêîæ ç'¹äíàíi ìiæ ñîáîþ.

Êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi âóçëà i çi ñòóïåíåì ki çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

Ci =
2ni

ki(ki − 1)
, (4.11)
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äå ni � êiëüêiñòü ñóñiäiâ i−ãî âóçëà, ùî ¹ òàêîæ ñóñiäàìè i ìiæ ñîáîþ. Î÷åâèäíî,

ùî ki(ki−1)/2 � ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ ìiæ ki âóçëàìè, à òîìó êîåôiöi¹íò

êëàñòåðíîñòi áóäü-ÿêîãî âóçëà ó ïîâíîìó ãðàôi (â ÿêîìó êîæåí âóçîë ç'¹äíàíèé

çi âñiìà iíøèìè) ðiâíèé 1. Âiäïîâiäíî, êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi áóäü-ÿêîãî âóçëà

ó äåðåâi (ãðàôi áåç ïåòåëü) ðiâíèé 0.

Íà ðèñ. 4.2 (ã) çîáðàæåíî íàéáiëüøó çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ñîöiàëüíî¨ ìåðå-

æi áèëèí, ó ÿêié ðîçìið âóçëà ïðîìàñøòàáîâàíèé âiäïîâiäíî äî éîãî êîåôiöi¹íòà

êëàñòåðíîñòi. ßê áà÷èìî, âàæëèâiñòü âóçëiâ çà ¨õ êîåôiöi¹íòîì êëàñòåðíîñòi ñóò-

ò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ¨õ âàæëèâîñòi çà ñòóïåíåì âóçëà (ïîð. Ðèñ. 4.2 (à) i Ðèñ. 4.2

(ã)). Âóçëè, ÿêi ìàëè âèñîêèé ñòóïiíü, ìàþòü íå òàêèé óæå é âèñîêèé êîåôiöi¹íò

êëàñòåðíîñòi: ÷èì áiëüøèé ñòóïiíü âóçëà, òèì ìåíøà iìîâiðíiñòü, ùî éîãî ñóñiäè

ç'¹äíàíi îäèí iç îäíèì. Íàïðèêëàä, êîæåí iç áîãàòèðiâ (Iëëÿ (ïåðñîíàæ 46), Äî-

áðèíÿ (ïåðñîíàæ 28), Îëåêñié (ïåðñîíàæ 1)) ìàëè áàãàòî ðiçíèõ íåçàëåæíèõ îäèí

âiä îäíîãî âîðîãiâ, ùî i ïðèçâåëî äî ìàëîãî êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi.

ßê ñëiäó¹ ç îçíà÷åííÿ (4.11), êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi � ëîêàëüíà õàðàêòå-

ðèñòèêà âóçëà. Ìåðåæó æ çàãàëîì ìîæíà õàðàêòåðèñóâàòè ñåðåäíiì çíà÷åííÿì

êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi âóçëiâ, ùî ¨¨ óòâîðþþòü:

C =
1

N

∑
i

Ci . (4.12)

×àñòî äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ìiðè êîðåëÿöi¨ ðåàëüíî¨ ìåðåæi ïîðiâíþþòü ñåðåäí¹ çíà÷åí-

íÿ êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi ç êîåôiöi¹íòîì êëàñòåðíîñòi äëÿ âèïàäêîâîãî ãðàôó

òàêîãî æ ðîçìiðó Crand. Äëÿ çàäàíî¨ êiëüêîñòi é ñåðåäíüîãî ñòóïåíÿ âóçëiâ éîãî

ìîæíà çíàéòè çi ñïiââiäíîøåííÿ

Crand =
〈k〉

N − 1
. (4.13)

Ïîðiâíþþ÷è íàâåäåíi ó Òàáë. 4.1 ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åí-

íÿ êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí iç çíà÷åííÿìè êîåôiöi¹íòà

êëàñòåðíîñòi âèïàäêîâîãî ãðàôó, ìà¹ìî ìîæëèâiñòü êiëüêiñíî õàðàêòåðèçóâàòè

ìiðó êîðåëÿöi¨ ìåðåæi áèëèí. Ìåðåæi óòâîðåíi âñiìà çâ'ÿçêàìè, òàê ñàìî ÿê i ìå-

ðåæi äðóæíiõ çâ'ÿçêiâ, � öå ñèëüíî ñêîðåëüîâàíi ñòðóêòóðè. Ïîäiáíî äî ìåðåæ
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iíøèõ åïîñiâ, ¨õ êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi áiëüø íiæ íà ïîðÿäîê ïåðåâèùó¹ çíà-

÷åííÿ êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi âèïàäêîâîãî ãðàôó òàêîãî æ ðîçìiðó. Öüîãî íå

ìîæíà ñêàçàòè ïðî êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi ìåðåæ âîðîæèõ çâ'ÿçêiâ. ßê âèäíî ç

òàáëèöi, äëÿ ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí éîãî çíà÷åííÿ íà ïîðÿäîê ìåíøå, íiæ äëÿ

ìåðåæi äðóæíiõ çâ'ÿçêiâ, i çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè ïîðiâíÿííå çi çíà÷åííÿì äëÿ

âèïàäêîâîãî ãðàôó. Öå ñïîñòåðåæåííÿ iëþñòðó¹ âèêîíàííÿ ãiïîòåçè ñòðóêòóðíîãî

áàëàíñó äëÿ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ åïîñiâ: ÿêùî äâà âóçëè-ïåðñîíàæi ïî¹äíàíi âîðî-

æèìè çâ'ÿçêàìè ç òðåòiì, òî ìàëîéìîâiðíî, ùî âîíè òàêîæ ïî¹äíàíi ìiæ ñîáîþ

âîðîæèì çâ'ÿçêîì.

Àëüòåðíàòèâíîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà ïîäiáíî äî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ êîåôiöi-

¹íòà êëàñòåðíîñòi õàðàêòåðèçó¹ íàÿâíiñòü êîðåëÿöié ó ìåðåæi, ¹ òðàíçèòèâíiñòü.

Âîíà îçíà÷à¹òüñÿ òàê [11]

CT =
3N∆

Nt
, (4.14)

äå N∆ - êiëüêiñòü çàìêíåíèõ òðèêóòíèêiâ ó ìåðåæi (êîíôiãóðàöié iç òðüîõ ïîïàð-

íî ç'¹äíàíèõ âóçëiâ), à Nt - êiëüêiñòü ç'¹äíàíèõ òðèïëåòiâ (êîíôiãóðàöié ç òðüîõ

âóçëiâ, ó ÿêèõ ç'¹äíàíèìè ¹ ëèøå äâi ïàðè). Òðàíçèòèâíiñòü âèïàäêîâîãî ãðàôó ç

N âóçëiâ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ìîìåíòè ðîçïîäiëó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåíó

ôîðìóëó [194]

CT
rand ≈

1

N

(〈k2〉 − 〈k〉)2

〈k〉3
. (4.15)

Ó Òàáë. 4.3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ òðàíçèòèâíîñòi ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí äëÿ

ðiçíèõ òèïiâ çâ'ÿçêiâ i ïîðiâíÿíî ¨¨ çíà÷åííÿ ç òðàíçèòèâíiñòþ âèïàäêîâîãî ãðàôó.

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, òðàíçèòèâíiñòü ¹ àíàëîãîì êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi,

àëå öå íå çàâæäè òàê. Ïðèêëàäîì ìîæå ñëóæèòè êîëåñîïîäiáíèé ãðàô (àíãë. wheel

graph). Äëÿ öüîãî ãðàôó â ãðàíèöi áåçìåæíîãî ðîçìiðó òðàíçèòèâíiñòü ïðÿìó¹ äî

0, à ñåðåäíié êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi � äî 1 [195]. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ âèïàäêîâîãî

ãðàôó Åðäîøà - Ðåíi çíà÷åííÿ òðàíçèòèâíîñòi é ñåðåäíüîãî êîåôiöi¹íòà êëàñòåð-

íîñòi ¹ äóæå áëèçüêèìè [196].

Ç ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó Tàáë. 4.3, ìîæíà çðîáèòè òi æ âèñíîâêè, ùî i çi

çíà÷åíü êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi. Ðiçíèöÿ ïîëÿãà¹ ó ñôåðàõ çàñòîñóâàííÿ. Òðàí-
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äðóæíi âîðîæi óñi
CT 0.25 0.08 0.23
CT
rand 0.021 0.021 0.027

rP 0.018 -0.038 0.02

Òàáë. 4.3. Çíà÷åííÿ òðàíçèòèâíîñòi CT (4.14), ¨¨ îöiíêà äëÿ âèïàäêîâîãî ãðàôó
CT
rand i ïîäiáíiñòü âóçëiâ çà Ïiðñîíîì rP äëÿ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ áèëèí

ç óðàõóâàííÿì ðiçíèõ òèïiâ çâ'ÿçêiâ. Íåãàòèâíå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà
ïîäiáíîñòi âóçëiâ çà Ïiðñîíîì ñâiä÷èòü ïðî âèêîíàííÿ ãiïîòåçè ñòðó-
êòóðíîãî áàëàíñó.

çèòèâíiñòü ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ [194], äå âîíà ¹ íàî÷íèì

ïðåäñòàâëåííÿì ãiïîòåçè ïðî ñòðóêòóðíèé áàëàíñ.

4.3.6. Òiñíîñâiòíiñòü

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, äëÿ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ áèëèí õàðàêòåðíèìè ¹ íèçüêå

çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî íàéêîðîòøîãî øëÿõó ` òà âèñîêå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòó êëà-

ñòåðíîñòi C. Ïåðøå ñïîñòåðåæåííÿ ðîáèòü ¨õ ïîäiáíèìè äî êëàñè÷íîãî âèïàäêîâî-

ãî ãðàôó, à äðóãå ñâiä÷èòü ïðî ñóòò¹âó ðîëü êîðåëÿöié ó ôîðìóâàííi öèõ ìåðåæ i

öèì óïîäiáíþ¹ ¨õ äî ðåãóëÿðíèõ ñòðóêòóð. Ðåàëüíi ñîöiàëüíi ìåðåæi íàäçâè÷àéíî

êîìïàêòíi: ç îäíîãî âóçëà íà iíøèé ìîæíà ïåðåéòè ÷åðåç ìàëó êiëüêiñòü ðåáåð.

Ìè âæå ðàíiøå çãàäóâàëè ïðî ãiïîòåçó øåñòè ðóêîñòèñêàíü [185]. Âîíà ¹ ÿñêðàâèì

âèðàæåííÿì òîãî, ùî íàø ñâiò ¹ òiñíèì. Ìåðåæà òiñíîãî ñâiòó (àíãë. small-world

network) [197] ÿêðàç i ïî¹äíó¹ ðèñè âèïàäêîâîãî ãðàôó i ðåãóëÿðíî¨ ñòðóêòóðè:

¨é ïðèòàìàííi íåâåëèêèé õàðàêòåðíèé ðîçìið (íèçüêå çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî íàé-

êîðîòøîãî øëÿõó `) òà âèñîêèé ñòóïiíü êîðåëÿöi¨ (âèñîêå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòó

êëàñòåðíîñòi C):

` ≈ `rand , C � Crand . (4.16)

Äëÿ ÷èñåëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè åôåêòó òiñíîãî ñâiòó âèêîðèñòîâóþòü òàê

çâàíó òiñíîñâiòíiñòü (àíãë. small-worldness) [198]. �¨ îçíà÷åííÿ âðàõîâó¹ îáèäâà

çàçíà÷åíi ó (4.16) åôåêòè:

S =
C/Crand

`/`rand
. (4.17)
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Ìåðåæà ¹ òiñíèì ñâiòîì, ÿêùî S > 1. Çíà÷åííÿ òiñíîñâiòíîñòi ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi

áèëèí íàâåäåíi â Òàáë. 4.1. ×èñëîâi äàíi, íàâåäåíi â òàáëèöi, ñâiä÷àòü ïðî âè-

êîíàííÿ óìîâ (4.16) äëÿ ìåðåæ âñiõ çâ'ÿçêiâ i ìåðåæ äðóæíiõ çâ'ÿçêiâ. Òàêèì

÷èíîì, ñîöiàëüíi ìåðåæi áèëèí, ïîäiáíî äî ñîöiàëüíèõ ìåðåæ iíøèõ åïîñiâ ¹ òi-

ñíèìè ñâiòàìè. ßê óæå çàçíà÷àëîñü ó ïiäðîçäiëi 4.3.5, êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi

ìåðåæi âîðîæèõ çâ'ÿçêiâ çà ïîðÿäêîì âåëè÷èíè íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êîåôiöi¹íòó

êëàñòåðíîñòi âiäïîâiäíîãî âèïàäêîâîãî ãðàôó: äðóãà ç óìîâ (4.16) äëÿ öi¹¨ ìåðåæi

íå âèêîíó¹òüñÿ, ùî ñïðè÷èíÿ¹ ïîðiâíÿíî íèæ÷å çíà÷åííÿ òiñíîñâiòíîñòi. Ñõîæi

âëàñòèâîñòi ïðîÿâëÿþòü i ìåðåæi iíøèõ åïîñiâ, ïðåäñòàâëåíèõ ó Òàáë. 4.1.

Ïîïðè òå, ùî îçíà÷åíà â (4.17) òiñíîñâiòíiñòü äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ÷èñåëüíó

îöiíêó äëÿ çàäàíî¨ ìåðåæi, ¨¨ âèêîðèñòàííÿ äëÿ ïîðiâíÿëüíîãî àíàëiçó ìà¹ ñâî¨

íåäîëiêè. Îñíîâíèì ¹ òå, ùî äëÿ âèïàäêîâîãî ãðàôó êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi Crand

çìiíþ¹òüñÿ iç ðîçìiðîì ñèñòåìè ÿê 1/N , â òîé ÷àñ, ÿê äëÿ ñêëàäíèõ ìåðåæ çíà-

÷åííÿ C ¹ ïîðiâíÿíî âèñîêèì. Áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî i äëÿ âèïàäêîâèõ ãðàôiâ, i

äëÿ ñêëàäíèõ ìåðåæ ñåðåäíÿ íàéêîðîòøà âiäñòàíü çðîñòà¹ ëîãàðèôìi÷íî iç ðîç-

ìiðîì ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî, ùî ñêëàäíi ìåðåæi âåëèêèõ ðîçìiðiâ çàâæäè ìàòèìóòü

âåëèêå çíà÷åííÿ òiñíîñâiòíîñòi. Òîìó çíà÷åííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè íå çàâæäè äà¹ òî÷íó

âiäïîâiäü, ÷è äiéñíî ìåðåæà ¹ òiñíèì ñâiòîì, ÷è íi.

4.3.7. Ñòóïåíåâà àñîðòàòèâíiñòü

Âiäîìî, ùî â ðåàëüíèõ ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ ïåðåâàæíî ç'¹äíóþòüñÿ ìiæ ñî-

áîþ ïîäiáíi çà ñòóïåíåì âóçëè [194]. i íàâïàêè, ó ñîöiàëüíèõ ìåðåæàõ ñòâîðåíèõ íà

ïiäñòàâi âèãàäàíèõ òâîðiâ (òàêèõ, íàïðèêëàä, ÿê âèãàäàíèé âñåñâiò Ìàðâåë [199]),

âóçëè íèçüêîãî ñòóïåíÿ ìàþòü òåíäåíöiþ ïðè¹äíóâàòèñÿ äî âóçëiâ âèñîêîãî ñòóïå-

íÿ � ãàáiâ. ßê ìè ïîáà÷èìî íèæ÷å, ñîöiàëüíi ìåðåæi åïi÷íèõ íàðàòèâiâ çàéìàþòü

ïðîìiæíå ïîëîæåííÿ. Êiëüêiñíîþ ìiðîþ êîðåëÿöi¨ ìiæ ñòóïåíÿìè ñóñiäíiõ âóçëiâ

¹ ñòóïåíåâà àñîðòàòèâíiñòü [194]. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäêîâî âèáðàíå ðåáðî
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ç'¹äíó¹ âóçëè çi ñòóïåíÿìè k i q, ìîæíà çàïèñàòè òàê

Φ(k, q) =
1

2L

∑
i,j

Aijδ(ki − k)δ(kj − q), (4.18)

äå δ � ñèìâîë Êðîíåêåðà à êîåôiöi¹íò 1
2 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äëÿ ñèìåòðèçàöi¨ çàïèñó ñóìè.

Òîäi éìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà êiíöi âèïàäêîâîãî ðåáðà áóäå âóçîë çi ñòóïåíåì k

ìîæíà çíàéòè ïiäñóìîâóâàííÿì çà ñòóïåíÿìè âóçëiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ íà iíøîìó

êðàþ ðåáðà

φ(k) =
∑
q

Φ(k, q) . (4.19)

Ïîçíà÷èìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çíàéòè âóçîë çi ñòóïåíåì k íà êðàþ âè-

ïàäêîâî âèáðàíîãî ðåáðà E(k) (çàóâàæèìî, ùî öÿ âåëè÷èíà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä 〈k〉,
îñêiëüêè îñòàííÿ çíàõîäèòüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿì çà âóçëàìè). Éîãî ìîæíà çíàéòè

ç ôîðìóëè

E(k) =
∑
k

kφ(k) =
〈k2〉
〈k〉

, (4.20)

òîáòî ìà¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ ñåðåäíiì ñòóïåíåì âóçëà çà âåðøèíàìè i çà ðåáðàìè.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çàïèñàòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî îòðèìàòè ðåáðî

ç âóçëàìè çi ñòóïåíÿìè k i q íà êiíöÿõ

E(kq) =
∑
k,q

kqΦ(k, q) . (4.21)

Äëÿ íåñêîðåëüîâàíî¨ ìåðåæi ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ E(kq) = E(k)E(q). Äëÿ âè-

çíà÷åííÿ ðiâíÿ ñêîðåëüîâàíîñòi ñêîðèñòà¹ìîñÿ êîåôiöi¹íòîì êîðåëÿöi¨ Ïiðñîíà,

ÿêèé ìà¹ âèãëÿä

rk =
E(kq)− E(k)E(q)

σ2
k

, (4.22)

äå σ2
k = E(k2) − E(k)2. Òàêèì ÷èíîì, àñîðòàòèâíiñòü çà ñòóïåíåì âóçëà ìîæíà

çàïèñàòè

rk =

∑
i,j Aij(ki − E(k))(kj − E(k))

E(k2)− E(k)2
. (4.23)

Ñòóïåíåâà àñîðòàòèâíiñòü ìà¹ âèãëÿä êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ Ïiðñîíà i ìîæå ïðè-

éìàòè çíà÷åííÿ −1 < rk < 1. Âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ rk < 0 ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî
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ìåðåæà ¹ äèñîðòàòèâíîþ, òîáòî ãàáè ïðè¹äíóþòüñÿ äî âóçëiâ iç íèçüêèì ñòóïå-

íåì. Çíà÷åííÿ rk > 0 õàðàêòåðèçó¹ àñîðòàòèâíà ìåðåæà, ó ÿêié ãàáè ïåðåâàæíî

ïðè¹äíóþòüñÿ äî ãàáiâ, à âóçëè ç íèçüêèì ñòóïåíåì ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ.

Çíà÷åííÿ àñîðòàòèâíîñòi ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí íàâåäåíå â Òàáë. 4.1. Çíà-

éäåíi çíà÷åííÿ rk < 0 äëÿ âñiõ òèïiâ çâ'ÿçêiâ ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî ìåðåæà ¹ äèñîð-

òàòèâíîþ. Öåé ðåçóëüòàò òàêîæ äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ ç òèì, ùî áèëèíè ¹ ðîçïîâiäÿ-

ìè ïðî ãåðî¨â: ôðàãìåíòè ìåðåæi ìàþòü çiðêîïîäiáíó ñòðóêòóðó (äèâ. Ðèñ. 4.1), ó

ÿêié ãàáè-ãåðî¨ ïîâ'ÿçàíi ç áàãàòüìà ìåíø çíà÷íèìè ïåðñîíàæàìè. Êîíòïðèêëàäà-

ìè ¹ äåÿêi ç iñëàíñüêèõ ñàã � ðîçïîâiäåé ïðî ñóñïiëüíå æèòòÿ çàãàëîì. Êîåôiöi¹íò

àñîðòàòèâíîñòi ó íèõ äîäàòíié, ùî âiäïîâiäà¹ àñîðòàòèâíîìó òèïó çâ'ÿçêiâ ìiæ

âóçëàìè ïîäiáíîãî ñòóïåíÿ.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi ó Òàáë. 4.1, ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî áiëüøiñòü ñîöiàëüíèõ

ìåðåæ åïi÷íèõ íàðàòèâiâ ¹ äèñîðòàòèâíèìè. Çàçíà÷èìî, îäíàê, ùî ÷àñîì äèñîðòà-

òèâíiñòü ìåðåæi çóìîâëåíà ñàìîþ ñïåöèôiêîþ ðîçïîâiäi � æàíðîì ÷è îñîáëèâiñòþ

ñþæåòó. Íàïðèêëàä, ïîäi¨, îïèñàíi â åïîñi Áåîâóëüô, âiäáóâàþòüñÿ ó äâîõ ðiçíèõ

ìiñöÿõ i ðîçäiëåíi òàêîæ i ÷àñîâèì iíòåðâàëîì. �õ îá'¹äíó¹ ëèøå íàÿâíiñòü ñïiëü-

íîãî ïðîòàãîíiñòà. ßê ïîêàçàíî â ðîáîòi [16], âèëó÷åííÿ ïðîòàãîíiñòà ç ìåðåæi

çìiíþ¹ õàðàêòåð ç'¹äíàíü iç äèñîðòàòèâíîãî íà (ñëàáî) àñîðòàòèâíèé. Ïîäiáíèé

åôåêò ñïîñòåðiãà¹ìî i â ñîöiàëüíié ìåðåæi áèëèí: ñòóïåíåâà àñîðòàòèâíiñòü ìåðå-

æi, ç ÿêî¨ âèëó÷åíî âóçîë, ùî âiäïîâiäà¹ êíÿçåâi Âîëîäèìèðó, ñòàíîâèòü rk ≈ 0.01,

ùî ¹ õî÷ i äóæå ìàëèì, àëå äîäàòíiì çíà÷åííÿì. Òàêèì ÷èíîì, ìåðåæà ñòà¹ ïîäi-

áíiøîþ äî ðåàëüíî¨ ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi. Öiêàâî, ùî áàãàòî äîñëiäíèêiâ ââàæàþòü

îáðàç êíÿçÿ Âîëîäèìèðà çáiðíèì, ÿêèé îá'¹äíó¹ iñòîðè÷íi ïîñòàòi Âîëîäèìèðà

Âåëèêîãî (960 � 1015), Âîëîäèìèðà Ìîíîìàõà (1053 � 1125) i, ìîæëèâî, ßðîñëàâà

Ìóäðîãî (983 � 1054) [174, 200]. Òîìó çìiíà õàðàêòåðó ç'¹äíàííÿ âóçëiâ ìåðåæi ïðè

âèëó÷åííi öüîãî ïåðñîíàæà ìîæå áóòè ùå îäíèì ïiäòâåðäæåííÿì òàêî¨ ãiïîòåçè.

Äî ïîäiáíîãî åôåêòó � çìiíè çíàêó àñîðòàòèâíîñòi � ïðèâîäèòü i çàìiíà âó-

çëà, ùî âiäïîâiäà¹ êíÿçåâi Âîëîäèìèðó, íà äåêiëüêà îêðåìèõ âóçëiâ iç îäíî÷àñíèì

âèïàäêîâèì ïåðåðîçïîäiëîì çâ'ÿçêiâ, ùî ç íèõ âèõîäÿòü. Òàê, ïîäië íà òðè âóçëè

çáiëüøó¹ çíà÷åííÿ àñîðòàòèâíîñòi äî rk ≈ 0.004, à ïîäië íà ÷îòèðè � rk ≈ 0.03.
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Òàêèì ÷èíîì, ìåðåæà ñòà¹ áiëüø ñõîæîþ äî ðåàëüíî¨ ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi.

4.3.8. Êëàñòåðíà àñîðòàòèâíiñòü

Êðiì àñîðòàòèâíîñòi çà ñòóïåíåì âóçëà, âèäiëÿþòü êëàñòåðíó àñîðòàòèâ-

íiñòü. Âîíà ¹ ìiðîþ êîðåëÿöi¨ ìiæ çíà÷åííÿìè êîåôiöi¹íòiâ êëàñòåðíîñòi ñóñiäíiõ

âóçëiâ. Âåëèêå çíà÷åííÿ êëàñòåðíî¨ àñîðòàòèâíîñòi ¹ õàðàêòåðíèì äëÿ ñîöiàëü-

íèõ ìåðåæ ðåàëüíîãî ñâiòó, à òàêîæ îçíà÷à¹ iñíóâàííÿ ñïiëüíîò ó ãðàôi [201].

Îñêiëüêè êîåôiöi¹íò êëàñòåðíîñòi ¹ ëîêàëüíîþ âåëè÷èíîþ, îçíà÷åíîþ íà âóçëi,

òî ìîæíà àíàëîãi÷íî äî (4.23) ââåñòè ôîðìóëó â ÿêié âñi õàðàêòåðèñòèêè ñòóïåíÿ

âóçëà çàìiíèòè íà âiäïîâiäíi õàðàêòåðèñòèêè êëàñòåðíîñòi

rcl =

∑
i,j Aij(Ci − E(C))(Cj − E(C))

E(C2)− E(C)2
. (4.24)

Çíà÷åííÿ êëàñòåðíî¨ àñîðòàòèâíîñòi ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí íàâåäåíî â

Òàáë. 4.1. Äëÿ âñiõ òèïiâ çâ'ÿçêiâ çíà÷åííÿ ¹ áëèçüêèìè äî 0. Öåé ðåçóëüòàò ñâiä-

÷èòü ïðî òå, ùî ïåðñîíàæi â ìåðåæi áèëèí ïðè¹äíóþòüñÿ i äî òiñíî çâ'ÿçàíèõ ãðóï,

i äî îêðåìèõ ïåðñîíàæiâ. Ó âèïàäêó ìåðåæi âñiõ çâ'ÿçêiâ îòðèìàíå çíà÷åííÿ rcl ¹

áëèçüêèì äî âiäïîâiäíîãî çíà÷åííÿ äëÿ Ñàãè ïðî Ãiñëi i Ñàãè ïðî ëþäåé ç Îçåð-

íî¨ äîëèíè. Çàãàëîì, iç äàíèõ, íàâåäåíèõ ó òàáëèöi, íå ìîæíà çðîáèòè âèñíîâêó

ïðî íàÿâíiñòü ïåâíî¨ òåíäåíöi¨ äëÿ êëàñòåðíî¨ àñîðòàòèâíîñòi ñîöiàëüíèõ ìåðåæ

åïîñiâ.

4.3.9. Ïîäiáíiñòü âóçëiâ çà Ïiðñîíîì

Ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ ìè îáãîâîðþâàëè êîðåëÿöi¨ ìiæ âëàñòèâîñòÿìè âó-

çëiâ ó ìåðåæi � àñîðòàòèâíîñòåé çà ñòóïåíåì âóçëà i çà êîåôiöi¹íòîì êëàñòåðíîñòi.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ùå îäíó âåëè÷èíó, ùî õàðàêòåðèçó¹ êîðåëÿöi¨ ó

âëàñòèâîñòÿõ ðiçíèõ âóçëiâ � ïîäiáíiñòü âóçëiâ çà Ïiðñîíîì. Öÿ õàðàêòåðèñòèêà

ìåðåæi äà¹ âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ, ñêiëüêè ¹ ñïiëüíèõ ñóñiäiâ ó âåðøèí i òà j [11] ó

ïîðiâíÿííi ç âèïàäêîâèì âèáîðîì ñóñiäiâ. Âîíà ¹ âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ äëÿ
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ñîöiàëüíèõ ìåðåæ. Íàïðèêëàä, àíàëiçóþ÷è ñòðóêòóðó ìåðåæi, ïîïóëÿðíèé ñåðâiñ

Facebook ïðîïîíó¹ ñïèñîê ëþäåé, ÿêèõ ìîæå çíàòè êîæåí iç êîðèñòóâà÷iâ. Ïîäiáíî

äåÿêi ñó÷àñíi ïîøóêîâi ñåðâiñè iíòåðíåòó ïðîïîíóþòü ñïèñîê ñòîðiíîê, ñõîæèõ íà

âèáðàíó.

Ïîäiáíiñòü âóçëiâ çà Ïiðñîíîì ¹ íîðìàëiçîâàíîþ êîâàðiàöi¹þ ìiæ âåêòîðà-

ìè Ai i Aj, ÿêi ¹ âiäïîâiäíî i-ì i j-ì ñòîâï÷èêàìè â ìàòðèöi ñóìiæíîñòi. Âîíà

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

rij =

∑
v(Aiv −N−1ki)(Ajv −N−1kj)√∑

v(Aiv −N−1ki)2
√∑

v(Ajv −N−1kj)2
. (4.25)

Âåëè÷èíà rij < 0 îçíà÷à¹, ùî äâà âóçëè ìàþòü ìåíøå ñïiëüíèõ ñóñiäiâ, íiæ ìè á

î÷iêóâàëè âiä âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè, i òîìó ìîæíà êàçàòè ïðî íåñõîæiñòü âóçëiâ,

íàòîìiñòü rij > 0 ñâiä÷èòü, ùî ñïiëüíèõ âóçëiâ ¹ áiëüøå, íiæ ïðè âèïàäêîâîìó

ç'¹äíàííi. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà ïîäiáíîñòi çà Ïiðñîíîì äëÿ âñiõ ïàð âåð-

øèí äà¹ ñåðåäíié êîåôiöi¹íò äëÿ âñi¹¨ ìåðåæi rP .

Çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî êîåôiöi¹íòà ïîäiáíîñòi âóçëiâ çà Ïiðñîíîì íàâåäåíi â

÷åòâåðòîìó ðÿäêó Òàáë. 4.3. Íåçíà÷íà ïîçèòèâíà âåëè÷èíà, ìîæå ñâiä÷èòè, ùî

ïåðåâàæíî äâà ïåðñîíàæi, ìiæ ÿêèìè ¹ çâ'ÿçîê, ìàþòü ùå ñïiëüíîãî çíàéîìîãî,

àëå äî ïîâíîãî ãðàôó íàøié ìåðåæi ùå äàëåêî (äëÿ ïîâíîãî ãðàôó rP = 1). Äëÿ

ìåðåæi âîðîæèõ çâ'ÿçêiâ çíà÷åííÿ ïîäiáíîñòi çà Ïiðñîíîì ¹ íåãàòèâíèì, ùî óçãî-

äæó¹òüñÿ ç ãiïîòåçîþ ñòðóêòóðíîãî áàëàíñó.

4.3.10. Ñòiéêiñòü

Äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ ïðî ñòðóêòóðó ñêëàäíî¨ ìåðåæi ìîæíà îòðèìàòè,

àíàëiçóþ÷è ñòiéêiñòü ìåðåæi äî âèëó÷åííÿ ¨¨ îêðåìèõ ñêëàäîâèõ (òàê çâàíèõ

àòàê). Òàêà çàäà÷à ìà¹ áàãàòî ñïiëüíîãî iç çàäà÷åþ ïðî ïåðêîëÿöiþ ãðàòêîâèõ

ñòðóêòóð [202, 203]. Àíàëîãîì ïåðêîëÿöiéíîãî êëàñòåðà ó çàäà÷i ïðî ïåðêîëÿöiþ

íà ìåðåæi âèñòóïà¹ òàê çâàíà ãiãàíòñüêà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà (äèâ., íàïðèêëàä,

[8, 180�182] äëÿ äåòàëüíiøîãî ïîðiâíÿííÿ). Äëÿ ìåðåæi ñêií÷åííîãî ðîçìiðó àíà-

ëiçóþòüñÿ çìiíè ó íàéáiëüøié çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi. Íåîäíîðiäíiñòü ìåðåæi ïðè-
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âîäèòü äî òîãî, ùî çìiíè íàéáiëüøî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ñóòò¹âî çàëåæàòü âiä

òîãî, ÿêi ñàìå âóçëè âèëó÷àþòüñÿ � çà ÿêèì ñöåíàði¹ì ïðîâîäèòüñÿ àòàêà. Íà-

ïðèêëàä, ïðèñóòíiñòü i¹ðàðõi÷íèõ ñòðóêòóð ó áåçìàñøòàáíèõ ìåðåæàõ ðîáèòü ¨õ

äóæå âðàçëèâèìè äî ñïðÿìîâàíèõ àòàê, êîëè âóçëè âèëó÷àþòüñÿ çà ¨õ âàæëèâiñòþ

� ðàíãîì çà ÿêîþñü ïåâíîþ îçíàêîþ. Ç iíøîãî áîêó, öi ìåðåæi íàäçâè÷àéíî ñòiéêi

äî âèïàäêîâîãî âèëó÷åííÿ ¨õ ñêëàäîâèõ [102, 103, 204, 205].

Íà Ðèñ. 4.4 ïîðiâíÿíî ðåçóëüòàòè ïîâåäiíêè íàéáiëüøî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè

ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí ïðè àòàêàõ, ïðîâåäåíèõ çà òðüîìà ðiçíèìè ñöåíàðiÿìè:

âèïàäêîâîìó (êîëè âóçëè ìåðåæi âèëó÷àëèñü âèïàäêîâèì ÷èíîì) i äâîìà ñïðÿ-

ìîâàíèìè (êîëè âóçëè âèëó÷àëèñü ó ïîðÿäêó çìåíøåííÿ ¨õíüîãî ñòóïåíÿ ÷è öåí-

òðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà íà êîæíîìó êðîöi). Ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi íà Ðèñ.

4.4, îòðèìàíî äëÿ ìåðåæi, óòâîðåíî¨ âñiìà çâ'ÿçêàìè: ìåðåæi ç òiëüêè äðóæíiìè

àáî òiëüêè âîðîæèìè çâ'ÿçêàìè ìè íå ðîçãëÿäà¹ìî ÷åðåç íåâåëèêó êiëüêiñòü âó-

çëiâ. ßê âèäíî ç ðèñóíêó, âèïàäêîâi àòàêè ¹ ìàëîåôåêòèâíèìè. À àòàêè, íàöiëåíi

íà ñòóïiíü âóçëà ÷è íà éîãî ïîñåðåäíèöòâî, ìàþòü ìàéæå îäíàêîâó åôåêòèâíiñòü

� ìåðåæà íàáàãàòî äî íèõ âðàçëèâiøà. Äî ïðèêëàäó, äîñòàòíüî âèêèíóòè áëèçüêî

10 âóçëiâ-ïåðñîíàæiâ, ùîá íàéáiëüøà çâ'ÿçíà îáëàñòü ñêëàäàëà áëèçüêî 10% ñâîãî

ïî÷àòêîâîãî ðîçìiðó. Ñõîæi âèñíîâêè áóëè çðîáëåíi i â [16, 17] äëÿ iíøèõ åïi÷íèõ

íàðàòèâiâ. Óñi âîíè ¹ ñòiéêèìè äî âèïàäêîâèõ àòàê, àëå ëåãêî ðóéíóþòüñÿ ïðè

ñïðÿìîâàíîìó âèëó÷åííi âóçëiâ.

4.3.11. Ñïiëüíîòè

×àñîì ó ñêëàäíié ìåðåæi ïðèñóòíi äiëÿíêè, âóçëè ó ÿêèõ áiëüøå ïîâ'ÿçàíi

ìiæ ñîáîþ, íiæ ç ðåøòîþ ãðàôó. Òàêi äiëÿíêè ïðèéíÿòî íàçèâàòè ñïiëüíîòàìè

(àíãë. communities). Äëÿ âèäiëåííÿ ñïiëüíîò ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè àëãîðèòì,

ðîçðîáëåíèé Ãiðâàí i Íüþìåíîì [206]. Çà öèì àëãîðèòìîì, ç ãðàôó âèëó÷à¹òüñÿ

ðåáðî ç íàéáiëüøèì çíà÷åííÿì öåíòðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà, à âñi âóçëè çàëè-

øàþòüñÿ íà ìiñöi. Ïiñëÿ öüîãî çíà÷åííÿ öåíòðàëüíîñòi ïîñåðåäíèöòâà óñiõ ðåáåð
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Ðèñ. 4.4. Íîðìîâàíèé ðîçìið íàéáiëüøî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi
áèëèí (âñi çâ'ÿçêè), ÿê ôóíêöiÿ âiä ÷àñòêè âèëó÷åíèõ âóçëiâ äëÿ òðüîõ
òèïiâ àòàê: âèïàäêîâà (ñèíi êðóæå÷êè), â ïîðÿäêó çìåíøåííÿ ñòóïåíÿ
âóçëiâ (÷åðâîíi òðèêóòíèêè) i â ïîðÿäêó çìåíøåííÿ öåíòðàëüíîñòi ïî-
ñåðåäíèöòâà âóçëiâ (ôiîëåòîâi ðîìáè). Âèïàäêîâi àòàêè ¹ ìàëîåôåêòèâ-
íèìè, òîäi ÿê ïiñëÿ ñïðÿìîâàíîãî âèëó÷åííÿ ëèøå 10% âóçëiâ ðîçìið
íàéáiëüøî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè çìåíøó¹òüñÿ ìàéæå â 10 ðàçiâ.

ïåðåðàõîâó¹òüñÿ i çíîâó âèëó÷à¹òüñÿ ðåáðî iç íàéáiëüøèì ïîñåðåäíèöòâîì. Ãðó-

ïè âóçëiâ, ÿêi â ðåçóëüòàòi òàêîãî ïðîöåñó âiä'¹äíóþòüñÿ âiä çàãàëüíîãî ãðàôó,

íàçèâàþòüñÿ ñïiëüíîòàìè.

Çàëèøà¹òüñÿ ïèòàííÿ, äîêè ïîòðiáíî ïðîäîâæóâàòè âèëó÷àòè çâ'ÿçêè. Ùîá

âiäïîâiñòè íà íüîãî, íåîáõiäíî ïîðàõóâàòè ìîäóëÿðíiñòü. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó áó-

äó¹òüñÿ ìàòðèöÿ Ê ðîçìiðó n × n, äå n � êiëüêiñòü ñïiëüíîò íà äàíîìó êðîöi.

Åëåìåíò est öi¹¨ ìàòðèöi ¹ âiäíîøåííÿì êiëüêîñòi çâ'ÿçêiâ ìiæ ñïiëüíîòàìè s i t

äî êiëüêîñòi çâ'ÿçêiâ ó âñüîìó ãðàôi. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî åëåìåíòè öi¹¨ ìàòðèöi

îá÷èñëþþòüñÿ íà îñíîâi âèõiäíîãî ãðàôó, à íå òîãî, ç ÿêîãî âæå âèëó÷åíî îäíå ÷è
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êiëüêà ðåáåð. Òîäi ìîäóëÿðíiñòü ìîæíà çíàéòè çà íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ

Q = Sp Ê − ||Ê2|| , (4.26)

äå ||. . . || îçíà÷à¹ ñóìó âñiõ åëåìåíòiâ âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi. Îïòèìàëüíîþ êiëüêiñòþ

ñïiëüíîò ¹ òàêà, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ìîäóëÿðíîñòi.

Çàñòîñóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó äî ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí (ó ÿêié âðàõîâàíî

óñi òèïè çâ'ÿçêiâ) äà¹ öiêàâèé ðåçóëüòàò: íàéáiëüøà çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà ðîçïàäà-

¹òüñÿ íà 15 ñïiëüíîò, à çíà÷åííÿ ìîäóëÿðíîñòi ïðè òàêîìó ðîçïîäiëi ñòàíîâèòü

Q = 0.5. ßê çàçíà÷à¹òüñÿ â [206], äëÿ ðåàëüíèõ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ 0.3 < Q < 0.7,

à çíà÷åííÿ Q < 0.3 ñâiä÷àòü, ùî ñïiëüíîòè â ìåðåæi âèäiëÿþòüñÿ ïîãàíî. Òàêèì

÷èíîì, îòðèìàíå íàìè çíà÷åííÿ ìîäóëÿðíîñòi ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí ñâiä÷èòü

ïðî ïðèñóòíiñòü ó öié ìåðåæi äîáðå îçíà÷åíèõ ñïiëüíîò, òèïîâèõ äëÿ ðåàëüíèõ

ñîöiàëüíèõ ìåðåæ. Íàéáiëüøà çi ñïiëüíîò ó ìåðåæi ïåðñîíàæiâ áèëèí íàëi÷ó¹ 36

âóçëiâ (÷åðâîíi âóçëè â öåíòði ðèñ. 4.5), ñåðåä ÿêèõ ¹ êíÿçü Âîëîäèìèð (âóçîë 52)

ç äðóæèíîþ (âóçîë 104), Îëåêñié Ïîïîâè÷ (âóçîë 1) i Äîáðèíÿ (âóçîë 28). Äðó-

ãà çà ðîçìiðîì ñïiëüíîòà íàëi÷ó¹ 22 ïåðñîíàæi � áiëüøà ãðóïà æîâòèõ âóçëiâ ó

ïðàâié ÷àñòèíi ðèñ. 4.5, ñêîíöåíòðîâàíèõ íàâêîëî Iëëi Ìóðîìöÿ (âóçîë 46). Öåé

ôàêò ìîæå ñëóæèòè äåìîíñòðàöi¹þ òîãî, ùî Iëëÿ Ìóðîìåöü i Äîáðèíÿ ç Îëåêñi-

¹ì ¹ ïðåäñòàâíèêàìè ðiçíèõ ãåíåðàöié áîãàòèðiâ [170, 173]. Iëëÿ ¹ ïðåäñòàâíèêîì

ñòàðøèõ áîãàòèðiâ, à Îëåêñié i Äîáðèíÿ - ìîëîäøèõ.

Öiêàâèì ¹ òàêîæ òå, ùî ïðîâåäåíèé àíàëiç âèäiëèâ îêðåìi ñïiëüíîòè, ñêîí-

öåíòðîâàíi íàâêîëî ×óðèëà (âóçîë 153) i Ìèõàéëà Ïîòèêà (âóçîë 87). Îáèäâà öi

ïåðñîíàæi ðàçîì iç Äþêîì (âóçîë 33) ôîðìóþòü ãðóïó ãàëèöüêî-âîëèíñüêèõ ïåð-

ñîíàæiâ [192]. Ïîÿâó öèõ ïåðñîíàæiâ â åïîñi, ùî îïèñó¹ Êè¨âñüêó Ðóñü, ìîæíà

ïîÿñíèòè òèì, ùî ïiñëÿ çðóéíóâàííÿ Êè¹âà ìîíãîëî-òàòàðàìè, ðóñüêà êóëüòóðíà

ñïàäùèíà ïåðåéøëà íà çàõiäíi çåìëi â Ãàëèöüêî-Âîëèíñüêó äåðæàâó. i âæå òóò

áèëèíè óâiáðàëè â ñåáå ÷àñòèíó ìiñöåâèõ ïåðñîíàæiâ. ßê áà÷èìî, êiëüêiñíèé àíà-

ëiç ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí òàêîæ âèäiëÿ¹ îêðåìi ñïiëüíîòè, çîñåðåäæåíi íàâêîëî
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Ðèñ. 4.5. Ïîäië ïåðñîíàæiâ äàâíüîðóñüêèõ áèëèí íà ñïiëüíîòè (äî óâàãè áåðó-
òüñÿ çâ'ÿçêè óñiõ òèïiâ). Àëãîðèòì Íüþìåíà-Ãiðâàí âèÿâëÿ¹ 15 ñïiëüíîò.
Íàéáiëüøi ç íèõ çîñåðåäæåíi íàâêîëî êíÿçÿ Âîëîäèìèðà (âóçîë 52 â öåí-
òðàëüíié ÷àñòèíi ðèñóíêà) òà Iëëi Ìóðîìöÿ (âóçîë 46 ó ïðàâié ÷àñòèíi
ðèñóíêà), ó íàñòóïíi çà ðîçìiðîì ñïiëüíîòè âèäiëÿþòüñÿ ïåðñîíàæi, çî-
ñåðåäæåíi íàâêîëî ×óðèëà (âóçîë 153) i Ìèõàéëà Ïîòèêà (âóçîë 87).

öèõ ïåðñîíàæiâ (äèâ. Ðèñ. 4.5).

4.4. Âèñíîâêè

ßê âèÿâèëîñÿ â ðåçóëüòàòi àíàëiçó, ñîöiàëüíà ìåðåæà áèëèí (äèâ. Ðèñ. 4.1)

âîëîäi¹ íèçêîþ âëàñòèâîñòåé, ñïiëüíèõ iç âëàñòèâîñòÿìè ñîöiàëüíèõ ìåðåæ iíøèõ

åïîñiâ. Öi âëàñòèâîñòi çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè äëÿ ìåðåæ, ùî õàðàêòåðèçóþòü

åïi÷íi íàðàòèâè ðiçíèõ êóëüòóð i áóëè ñòâîðåíi â ðiçíèé ÷àñ. Òàêèì ÷èíîì, åïîñè

âîëîäiþòü óíiâåðñàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî äîçâîëÿ¹ äîäàòêîâó êëàñèôiêàöiþ,

ÿêà áàçó¹òüñÿ íà ¨õ êiëüêiñíîìó àíàëiçi. Çîêðåìà, ïîäiáíî äî ñîöiàëüíèõ ìåðåæ
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iíøèõ åïîñiâ, ñîöiàëüíi ìåðåæi áèëèí âèÿâèëèñÿ ñèëüíî ñêîðåëüîâàíèìè òiñíèìè

ñâiòàìè çi çíà÷åííÿì ñåðåäíüîãî êîåôiöi¹íòó êëàñòåðíîñòi, ùî çíà÷íî ïåðåâèùó¹

âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ äëÿ êëàñè÷íîãî âèïàäêîâîãî ãðàôó Åðäîøà-Ðåíi (÷èñëîâi çíà-

÷åííÿ öi¹¨ òà iíøèõ õàðàêòåðèñòèê ïiäñóìîâàíi â Òàáë. 4.1). Îäíàê òiñíèìè ñâi-

òàìè ¹ ìåðåæi, â ÿêèõ áåðóòüñÿ äî óâàãè âñi àáî ëèøå äðóæíi çâ'ÿçêè. Ìåðåæà

âîðîæèõ çâ'ÿçêiâ ìà¹ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi é ñåðåäíüî¨ âiäñòàíi ïî-

ðiâíÿííi iç âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè äëÿ ãðàôó Åðäîøà-Ðåíi, ùî ¹ êiëüêiñíèì

ïðîÿâîì ãiïîòåçè ñîöiàëüíîãî áàëàíñó (âîðîã ìîãî âîðîãà � ìié äðóã) [105, 207].

Òîìó åôåêòè òiñíîãî ñâiòó â íié íå ïðîÿâëÿþòüñÿ. Ó öüîìó ñåíñi âèïðàâäàíèì

¹ òå, ùî ìè íàçâàëè äîñëiäæóâàíi ìåðåæi ñîöiàëüíèìè ìåðåæàìè áèëèí: ïîäiáíi

åôåêòè ¹ õàðàêòåðíèìè i äëÿ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ ðåàëüíîãî ñâiòó [16].

Ùå îäíi¹þ õàðàêòåðèñòèêîþ, ÿêà îá'¹äíó¹ ìåðåæi åïi÷íèõ íàðàòèâiâ, ¹ ¨õ

i¹ðàðõi÷íiñòü [16]. Îäíèì iç ïðîÿâiâ öi¹¨ âëàñòèâîñòi ¹ ïîäië ìåðåæi íà ñïiëüíîòè �

ãðóïè òiñíî ïîâ'ÿçàíèõ êëàñòåðiâ. Îòðèìàíå çíà÷åííÿ ìîäóëÿðíîñòi Q = 0.5 ñâiä-

÷èòü ïðî íàÿâíiñòü ó ìåðåæi áèëèí ÷iòêî îêðåñëåíèõ ñïiëüíîò. Ïîäiáíà âëàñòèâiñòü

îá'¹äíó¹ áiëüøiñòü åïîñiâ, çãàäàíèõ ó Òàáë. 4.1. I¹ðàðõi÷íiñòü ìåðåæi âèÿâëÿ¹òüñÿ

i â òîìó, ùî çíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî êîåôiöi¹íòà êëàñòåðíîñòi âóçëiâ iç ïåâíèì ñòó-

ïåíåì k îáåðíåíî ïðîïîðöiéíå äî öüîãî ñòóïåíÿ C̄(k) ∝ 1/k. Íåäîñòàòíÿ âèáiðêà

äëÿ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ áèëèí íå äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè òàêó çàëåæíiñòü.

ßê ïðàâèëî, ìåðåæi åïîñiâ, ÿê i ðåàëüíi ñîöiàëüíi ìåðåæi, ¹ áåçìàñøòàáíèìè.

Öå òâåðäæåííÿ, îäíàê, ñïðàâåäëèâå ç ïåâíèìè âèíÿòêàìè, òàêèìè ÿê, íàïðèêëàä,

Iëiàäà ÷è Ñàãà ïðî ëþäåé ç Ëàêñäàëÿ [16, 17]). Äëÿ áèëèí áåçìàñøòàáíiñòü ïðîÿâ-

ëÿ¹òüñÿ äóæå äîáðå, íà âiäìiíó âiä ìåðåæ äåÿêèõ õóäîæíiõ òâîðiâ [16]. Ñîöiàëüíi

ìåðåæi åïîñiâ ñõîæi äî ðåàëüíèõ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ ùå é òèì, ùî âèïàäêîâå óñó-

íåííÿ ¨õ ñêëàäîâèõ (âèïàäêîâi àòàêè) íå çàâäà¹ ¨ì çíà÷íî¨ øêîäè, à ñïðÿìîâàíi

àòàêè øâèäêî êëàñòåðèçóþòü ìåðåæó. Íà âiäìiíó âiä öüîãî, ìåðåæi âèãàäàíèõ

õóäîæíiõ òâîðiâ ñòiéêi ÿê äî âèïàäêîâèõ, òàê i äî ñïðÿìîâàíèõ àòàê [16].

Ñîöiàëüíi ìåðåæi áèëèí äèñîðòàòèâíi çà ñòóïåíåì âóçëiâ. Öÿ âëàñòèâiñòü

îá'¹äíó¹ áiëüøiñòü åïîñiâ, íàâåäåíèõ ó Òàáë. 4.1. Äèñîðòàòèâíiñòü íå ¹ õàðàêòåð-

íîþ äëÿ ðåàëüíèõ ñîöiàëüíèõ ìåðåæ [194]. Öiêàâî çàçíà÷èòè, ùî ìåðåæà äðóæíiõ
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çâ'ÿçêiâ, iç ÿêî¨ âèëó÷åíî âóçîë, ùî âiäïîâiäà¹ êíÿçþ Âîëîäèìèðó, ñòà¹ ñëàáî

àñîðòàòèâíîþ. Òàêèì ÷èíîì, âèëó÷åííÿ iç ìåðåæi êíÿçÿ, ÿêèé, çà ïðèïóùåííÿì

äåÿêèõ äîñëiäíèêiâ, ¹ çáiðíèì ïåðñîíàæåì [174] ðîáèòü ¨¨ ïîäiáíiøîþ äî ñîöiàëü-

íèõ ìåðåæ ðåàëüíîãî ñâiòó.

Êðiì ïåðåëi÷åíèõ âèùå óíiâåðñàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê, íàø àíàëiç íàâiâ íî-

âi àðãóìåíòè ùîäî òèõ ÷è iíøèõ ãiïîòåç ïðî ñòðóêòóðó áèëèí. Ìè âæå çãàäàëè

ïðî ïðèïóùåííÿ, ùî êíÿçü Âîëîäèìèð ¹ çáiðíèì îáðàçîì êè¨âñüêîãî êíÿçÿ, i ïðî

êiëüêiñíå ïiäòâåðäæåííÿ öüîãî ïðèïóùåííÿ. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ó ìåðåæi áåç

êíÿçÿ Âîëîäèìèðà i êíÿãèíi íàéáiëüøèì çíà÷åííÿì öåíòðàëüíîñòi áëèçüêîñòi âî-

ëîäi¹ Äîáðèíÿ � éîãî âiäñòàíü âiä ðåøòè ïåðñîíàæiâ ïîðiâíÿíà ç êíÿæîþ. Öå

ìîæå ñëóãóâàòè ïiäòâåðäæåííÿì òîãî, ùî ïðîîáðàçîì áèëèííîãî Äîáðèíi ââàæà-

þòü äÿäüêà êíÿçÿ Âîëîäèìèðà [208]. Iíøèì öiêàâèì ðåçóëüòàòîì ¹ òå, ùî àíàëiç

ñîöiàëüíî¨ ìåðåæi áèëèí âèäiëÿ¹ çà ðàíãîì ïåðñîíàæiâ ×óðèëà, Äþêà i Ìèõàéëà

Ïîòèêà. À ñàìå öèõ ïåðñîíàæiâ Ìèõàéëî Ãðóøåâñüêèé âiäíîñèòü äî ïåðñîíàæiâ

ãàëèöüêî-âîëèíñüêî¨ ãðóïè [192].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿíóëè êiëüêà õàðàêòåðíèõ ïðèêëàäiâ ïîâå-

äiíêè ñêëàäíèõ ñèñòåì: óòâîðåííÿ ïåðiîäè÷íî ïîâòîðþâàíèõ ñòðóêòóð (ïàòòåðíiâ)

â ìîäåëi Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ, âçà¹ìîâïëèâ åíåðãi¨ i åíòðîïi¨ òà óíiâåð-

ñàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê âïîðÿäêóâàííÿ ó ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè,

óíiâåðñàëüíiñòü ñîöiàëüíèõ ìåðåæ íàðàòèâiâ.

Íèæ÷å ìè iùå ðàç êîðîòêî ïåðå÷èñëèìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi áóëè îòðè-

ìàíi â òðüîõ îðèãiíàëüíèõ ðîçäiëàõ:

1. äëÿ ìîäåëi Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ, áóëî ïiäòâåðäæåíî, ùî êëàñ óíi-

âåðñàëüíîñòi çàëåæèòü âiä âiäíîøåííÿ êîíñòàíò âçà¹ìîäi¨ δ;

2. ôàçîâèé ïåðåõiä ó ìîäåëi Içiíãà ç äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ âiäáóâà¹òüñÿ çà

ñöåíàði¹ì äðóãîãî ðîäó ïðè ïåðåõîäi âiä h = 1 ñìóæêîâî¨ ôàçè äî òåòðàãî-

íàëüíî¨, à ïåðåõiä âiä h = 2 ôàçè äî òåòðàãîíàëüíî¨ - çà ñöåíàði¹ì ïåðøîãî

ðîäó;

3. áóëî îòðèìàíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ìîäåëi Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà

ëàíöþæêó i ïîêàçàíî, ùî äëÿ çîâíiøíiõ êîìïëåêñíèõ ïîëiâ h2 ∈ C ÷è

âiä'¹ìíî¨ êiëüêîñòi íåâèäèìèõ ñòàíiâ r < 0, ïåðåõiä ìîæå âiäáóâàòèñÿ ïðè

äîäàòíié òåìïåðàòóði;

4. ìîäåëü Ïîòòñà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà ïîâíîìó ãðàôi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

äâîìà ãðàíè÷íèìè âèìiðíîñòÿìè, ùî ðîçäiëÿþòü äiëÿíêè iç ðiçíîþ êðèòè-

÷íiñòþ (äèâ. Ðèñ. 3.7);

5. ìîäåëü Içiíãà ç íåâèäèìèìè ñòàíàìè íà áåçìàñøòàáíié ìåðåæi ìà¹ êðèòè-

÷íi ïîêàçíèêè çàëåæíi âiä ïîêàçíèêà çàãàñàííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñòóïåíÿ

âóçëiâ λ;
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6. ñîöiàëüíà ìåðåæà ïåðñîíàæiâ äàâíüîðóñüêèõ áèëèí âîëîäi¹ íèçêîþ ñïiëüíèõ

õàðàêòåðèñòèê i ìåðåæàìè ïåðñîíàæiâ iíøèõ òâîðiâ ¹âðîïåéñüêî¨ ñïàäùèíè,

ùî äåìîíñòðó¹ ¨õíþ óíiâåðñàëüíiñòü.



122

ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË

1. Anderson P. W. More is different // Science. 1972. Vol. 177, no. 4047.

P. 393–396.

2. Parisi G. Complex systems: a physicist’s viewpoint // Physica A: Statistical

Mechanics and its Applications. 1999. Vol. 263, no. 1-4. P. 557–564.

3. Newman M. Resource letter cs–1: Complex systems // American Journal of

Physics. 2011. Vol. 79, no. 8. P. 800–810.

4. Holovatch Y., Kenna R., Thurner S. Complex systems: physics beyond

physics // European Journal of Physics. 2017. Vol. 38, no. 2. P. 023002.

5. Thurner S. 43 Visions for Complexity. World Scientific, 2017. Vol. 3.

6. Holovatch Y. Order, disorder and criticality: advanced problems of phase tran-

sition theory. World Scientific, 2004-2018. Vol. 1-5.

7. Galam S. Sociophysics: A Physicist’s Modeling of Psycho-political Phenomena.

Springer, 2012.

8. Complex networks / Yu Holovatch, O Olemskoi, C Von Ferber, T Holovatch,

O Mryglod, I Olemskoi, V Palchykov // Journal of Physical Studies. 2006.

Vol. 10. P. 247–289.

9. Barrat A., Barthelemy M., Vespignani A. Dynamical processes on complex

networks. Cambridge university press, 2008.

10. Dorogovtsev S. N., Goltsev A. V., Mendes J. F. Critical phenomena in complex

networks // Reviews of Modern Physics. 2008. Vol. 80, no. 4. P. 1275.

11. Newman M. Networks: an introduction. Oxford university press, 2010.

12. Pescia D., Pokrovsky V. Perpendicular versus in-plane magnetization in a 2d

heisenberg monolayer at finite temperatures // Physical review letters. 1990.

Vol. 65, no. 20. P. 2599.



123

13. Tamura R., Kawashima N. First-order transition to incommensurate phase

with broken lattice rotation symmetry in frustrated heisenberg model // Jour-

nal of the Physical Society of Japan. 2008. Vol. 77, no. 10. P. 103002.

14. Stoudenmire E., Trebst S., Balents L. Quadrupolar correlations and spin freez-

ing in s= 1 triangular lattice antiferromagnets // Physical Review B. 2009.

Vol. 79, no. 21. P. 214436.

15. Competition for hydrogen-bond formation in the helix-coil transition and pro-

tein folding / Artem V Badasyan, Sh A Tonoyan, Y Sh Mamasakhlisov,

Achille Giacometti, Albert S Benight, Vladimir F Morozov // Physical Re-

view E. 2011. Vol. 83, no. 5. P. 051903.

16. Mac Carron P., Kenna R. Universal properties of mythological networks //

EPL (Europhysics Letters). 2012. Vol. 99, no. 2. P. 28002.

17. Mac Carron P., Kenna R. Network analysis of the ı́slendinga sögur–the sagas
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une dimension // Physica. 1950. Vol. 16, no. 2. P. 137–143.

121. Ruelle D. Statistical mechanics of a one-dimensional lattice gas // Communi-

cations in Mathematical Physics. 1968. Vol. 9, no. 4. P. 267–278.

122. Cuesta J. A., Sánchez A. General non-existence theorem for phase transitions

in one-dimensional systems with short range interactions, and physical exam-

ples of such transitions // Journal of statistical physics. 2004. Vol. 115, no.

3-4. P. 869–893.

123. Simon B., Sokal A. D. Rigorous entropy-energy arguments // Journal of Sta-

tistical Physics. 1981. Vol. 25, no. 4. P. 679–694.

124. Theodorakopoulos N. Phase transitions in one dimension: Are they all driven

by domain walls? // Physica D: Nonlinear Phenomena. 2006. Vol. 216, no. 1.

P. 185–190.

125. Anderson P., Yuval G. Exact results in the kondo problem: equivalence to

a classical one-dimensional coulomb gas // Physical Review Letters. 1969.

Vol. 23, no. 2. P. 89.

126. Yuval G., Anderson P. Exact results for the kondo problem: One-body theory

and extension to finite temperature // Physical Review B. 1970. Vol. 1, no. 4.

P. 1522.

127. Anderson P. W., Yuval G., Hamann D. Exact results in the kondo problem.

ii. scaling theory, qualitatively correct solution, and some new results on one-

dimensional classical statistical models // Physical Review B. 1970. Vol. 1,

no. 11. P. 4464.

128. Dyson F. J. An ising ferromagnet with discontinuous long-range order // Com-

munications in Mathematical Physics. 1971. Vol. 21, no. 4. P. 269–283.
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