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АНОТАЦIЯ

Верхоляк Т.М. Квантовi флуктуацiї та фрустрацiї у низьковимiрних спiно-

вих моделях: точнi результати i пертурбативний аналiз. — Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук (доктора наук) за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 — Фiзика

та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,

2024.

Представлена дисертацiйна робота стосується вивчення ефектiв квантових

флуктуацiй i фрустрацiй на динамiчнi та низькотемпературнi властивостi низь-

ковимiрних квантових спiнових моделей.

Розглянуто спiн-1/2 анiзотропний 𝑋𝑌 ланцюжок у поперечному (𝑧) полi з

взаємодiєю Дзялошинського-Морiя, спрямованою вздовж осi 𝑧 у спiновому про-

сторi, для вивчення впливу цiєї антисиметричної взаємодiї на 𝑧𝑧, 𝑥𝑥 i 𝑦𝑦 динамi-

чнi структурнi фактори. Використовуючи пiдхiд фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера,

аналiтично обчислюється поперечний динамiчний структурний фактор, який ви-

значається двофермiонним континуумом збуджень. Iншi динамiчнi структурнi фа-

ктори, якi визначаються багатофермiонними збудженнями, розраховано числовим

методом. У випадку iзотропного𝑋𝑋 ланцюжка взаємодiя Дзялошинського-Морiя

якiсно змiнює 𝑥𝑥 (𝑦𝑦) i 𝑥𝑦 (𝑦𝑥) динамiчнi структурнi фактори. Цi результати за-

стосовано до пояснення експериментiв з електронного спiнового резонансу. У 𝑧𝑧

динамiчних величинах,але iзотропного 𝑋𝑋 ланцюжка, ця антисиметрична взає-

модiя веде лише до перенормування взаємодiї. Навпаки, у випадку анiзотропного

𝑋𝑌 ланцюжка, 𝑧𝑧 динамiчний структурний фактор є набагато чутливiшим i має

додатковi сингулярностi ван Гова не тiльки з показником 1/2, але також з 2/3.

Дослiджено динамiчнi структурнi фактори спiн-1/2 ланцюжкiв iз взаємодi-

єю найближчих сусiдiв типу 𝑋𝑋 та Дзялошинського-Морiя, i з перiодичними та

випадковими змiнами знака цих взаємодiй. Цей особливий вид неоднорiдностi мо-

жна усунути з гамiльтонiана вiдповiдним перетворенням “повороту”. У результатi
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динамiчнi структурнi фактори перiодичних або випадкових ланцюжкiв обчислю-

ються з вiдповiдних виразiв для однорiдних ланцюжкiв. Використовуючи точнi

аналiтичнi та числовi результати для однорiдних систем проiлюстровано вплив ре-

гулярного чергування або випадкового безладу на динамiчнi структурнi фактори

таких квантових спiнових ланцюжкiв.

Перетворення Йордана-Вiгнера застосовано до дослiдження основного стану

та магнiтних властивостей двох спiн-1/2 фрустрованих моделей: 𝐽1−𝐽2 𝑋𝑋𝑍 лан-

цюжка i 𝑋𝑋𝑍 моделi на ромбiчному ланцюжку. Розглядаються рiзнi розв’язки

наближення Гартрi-Фока (або середнього поля) для трансформованого гамiль-

тонiана ланцюжка 𝐽1 − 𝐽2 𝑋𝑋𝑍. Енергiя основного стану та статичний стру-

ктурний фактор порiвнюються з додатковою точною дiагоналiзацiєю, i знайде-

но добре узгодження бiля границi моделi Маджумдара-Гоша. Показано, що не-

спiвмiрний основний стан вiдсутнiй для великих 𝐽2 у повнiстю самоузгодженому

аналiзi середнього поля. Гамiльтонiан квантової спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 моделi на ром-

бiчному ланцюжку представлено в термiнах безспiнових фермiонiв за наявностi

калiбрувального поля та розглянуто рiзнi калiбрувально-iнварiантнi способи за-

адання спiн-фермiонних перетворень. Пiсля фiксацiї вiдповiдного калiбрування

розгляд взаємодiючих доданкiв у фермiонному гамiльтонiанi базується на роз-

щепленнi типу Гартрi-Фока. Ми обговорюємо магнiтнi властивостi цiєї квантової

спiнової моделi при нульових i вiдмiнних вiд нуля температурах i аналiзуємо спра-

ведливiсть використаного наближення шляхом порiвняння з результатами методу

точної дiагоналiзацiї для скiнченних (до 36 спiнiв) ланцюжкiв.

Детально розглядається поведiнка основного стану фрустрованої кванто-

вої спiн-1/2 двоногої драбинки з взаємодiєю Гайзенберґа на щаблях та взаємо-

дiєю Iзинґа мiж спiнами на сусiднiх щаблях. За допомогою представлення ста-

нiв на зв’язках або унiтарного перетворення модель можна переформулювати як

квантовий ланцюжок Iзинґа з композитними спiнами в ефективному поперечному

та поздовжньому полi. Показано, що основний стан такої драбинки Гайзенберґа-

Iзинґа можна вивести з трьох точно розв’язних моделей: квантового ланцюжка

Iзинґа в поперечному полi, “класичного” ланцюжка Iзинґа в поздовжньому полi
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або моделi спiнового ланцюжка у полi, яке чергується в поздовжньому i попере-

чному напрямку. Ефект анiзотропiї прослiдковується шляхом розгляду квантової

двоногої драбинки з 𝑋𝑌 𝑍 взаємодiєю Гайзенберґа на щаблях та взаємодiєю Iзи-

нґа мiж спiнами на сусiднiх щаблях. Випадок повнiстю фрустрованої драбинки

Iзинґа-Гайзенберґа зi спiном 1/2, яку можна альтернативно розглядати як те-

траедричний ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа, точно розв’язується в поздовжньому

магнiтному полi, використовуючи локальне збереження повного спiну на кожно-

му щаблi та метод трансфер матрицi. В результатi, точно розраховуються фазо-

ва дiаграма основного стану, процес намагнiчування, магнетокалоричний ефект

i основнi термодинамiчнi величини. Розширення драбинки Гайзенберґа-Iзинґа на

наявнiсть зовнiшнього електричного поля дослiджено з урахуванням магнетоеле-

ктричного механiзму Кацури-Нагаоси-Балацького. Показано, що прикладене еле-

ктричне поле може контролювати квантовий фазовий перехiд мiж упорядкованою

фазою Нееля та невпорядкованою парамагнiтною фазою.

Квантова спiн-1/2 ортогонально-димерна модель в одному та двох вимiрах iз

димерною взаємодiєю Гайзенберґа та мiждимерною Iзинґовою взаємодiєю в магнi-

тному полi розглядається в межах строгого пiдходу. Одновимiрна модель зберiгає

𝑧-компоненти повного спiну на вертикальних зв’язках Гайзенберґа, i ця власти-

вiсть використовується для точного розрахунку статистичної суми за допомогою

методу матрицi переносу. Знайдено фазову дiаграму основного стану даної моделi

в магнiтному полi, а також макроскопiчне виродження вздовж iндукованих полем

переходiв, що супроводжуються стрибками намагнiченостi. Модель демонструє

два промiжнi дробовi плато на 1/4 та 1/2 намагнiченостi насичення. Показано, як

макроскопiчне виродження основного стану вiдбивається на низькотемпературнiй

поведiнцi намагнiченостi, ентропiї та питомої теплоємностi. Детально обговорю-

ється можливiсть спостереження посилення магнетокалоричного ефекту пiд час

адiабатичного розмагнiчування. Для теоретичного опису 3𝑑-4𝑓 гетеробiметалiчно-

го координацiйного полiмеру [Cu2 Dy2]𝑛 використовується спiн-1/2 ортогональний

димерний ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа з двома рiзними 𝑔-факторами для спiнiв

Iзинґа та Гайзенберґа.



4

Точнi основнi стани спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-

Сазерленда (двовимiрнiй ортогонально-димернiй ґратцi) з димерною взаємодiєю

Гайзенберґа та мiждимерною взаємодiєю Iзинґа знайдено за допомогою унiтарно-

го перетворення, що встановлює її вiдображення на ефективну класичну спiнову

модель. Модель демонструє криву намагнiченостi при нульовiй температурi лише

з двома промiжними плато на 1/3 та 1/2 намагнiченостi насичення, якi вiдповiд-

ають стрiчковому та шаховому порядку синглетiв та поляризованих триплетiв.

Використовуючи точнi результати для моделей Iзинґа-Гайзенберґа з сильни-

ми димерними взаємодiями, запропоновано пiдхiд сильного зв’язку, заснований на

теорiї збурень для 𝑋𝑌 частини мiждимерної взаємодiї. Наближенi результати для

спiн-1/2 ортогонально-димерного ланцюжка Гайзенберґа, отриманi за допомогою

такого пiдходу сильного зв’язку, є у добрiй згодi з числовими даними, отримани-

ми в рамках методу точної дiагоналiзацiї та ренормгрупи для матрицi густини.

Для спiн-1/2 моделi Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда ефективна мо-

дель взаємодiючих триплетних збуджень iз розширеним жорстким вiдштовхува-

нням отримується в рамках запропонованого пiдходу сильного зв’язку. Вiн точно

встановлює 1/8, 1/6 i 1/4 плато намагнiченостi, якi спостерiгаються в магнiтних

властивостях шаруватої сполуки SrCu2(BO3)2. Крiм цього, виявлено можливу реа-

лiзацiю квантової фази зв’язаних триплонiв при досить низьких магнiтних полях.

Зазначений пiдхiд застосовано до спiн-1/2 антиферомагнiтного тримеризованого

ланцюжка Гайзенберґа iз сильними димерними зв’язками та слабкими мономер-

димерними взаємодiями та отримано задовiльний опис його експериментальної

реалiзацiї у сполуцi Cu3(P2O6OH)2.

Спiн-1/2 та змiшаний спiн-(1,1/2) октаедричнi ланцюжки Гайзенберґа з ре-

гулярним чергуванням мономерних спiнiв i спiнових плакеток дослiджено рiзними

аналiтичними та числовими методами: варiацiйним пiдходом, методом локалiзо-

ваних магнонiв, точною дiагоналiзацiєю та ренормгрупою для матрицi густини.

Модель належить до класу плоскозонних систем i має багату фазову дiаграму

основного стану, включаючи фази зi спонтанно порушеною трансляцiйною симе-

трiєю. Крiм того, вона демонструє аномальну низькотемпературну термодинамi-
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ку поблизу квантових фазових переходiв, керованих полем. Змiшаний спiн-(1,1/2)

ланцюжок додатково характеризується появою фрагментованих кластерних фаз

Голдейна.

Двовимiрнi версiї квантових моделей на декорованих ґратках можуть де-

монструвати складнi структури в основному станi, а також температурнi фазовi

переходи за рiзних умов. Використовуючи комбiнацiю аналiтичних аргументiв,

ренормгрупи для матрицi густини, точної дiагоналiзацiї, а також квантового ме-

тоду Монте-Карло, дослiджуються властивостi спiн-1/2 антиферомагнетика Гай-

зенберґа на фрустрованiй квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, при наявностi

скiнченного магнiтного поля, якi стосуються як фазової дiаграми основного стану,

так i термодинамiчних властивостей. При промiжних полях виявлено лiнiю кван-

тового фазового переходу першого роду мiж феримагнiтною i мономер-димерною

фазами. Ця лiнiя першого порядку простягається до скiнченних температур,

закiнчуючись лiнiєю критичних точок, якi належать до класу унiверсальностi

двовимiрної моделi Iзинґа. Цi фазовi переходи можна дослiдити строго у випад-

ку спрощеної спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на квадратнiй ґратцi, декорова-

нiй ромбами, у магнiтному полi, яка розраховується за допомогою декорацiйно-

iтерацiйного перетворення та класичного моделювання Монте-Карло. Узагальне-

не декорацiйно-iтерацiйне перетворення також застосовується до гiбридної моделi

на подвiйно декорованiй квадратнiй ґратцi, яка має локалiзованi спiни Iзинґа в

центральних вузлах ґратки та незв’язанi електрони, делокалiзованi на парах деко-

рованих вузлiв. У припущеннi половинного заповнення кожної пари декорованих

вузлiв дослiджується спонтанний антиферомагнiтний дальнiй порядок моделi, а

також немонотонна залежнiсть критичної температури вiд спiввiдношення мiж кi-

нетичним доданком, одновузловим вiдштовхуванням i Iзинґовою взаємодiєю мiж

локалiзованими спiнами i незв’язаними електронами.

Ключовi слова: низьковимiрнi магнетики, динамiчнi властивостi, фрустра-

цiї, плато дробової намагнiченостi, точнi розв’язки.
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ABSTRACT

Verkholyak T.M. Quantum fluctuations and frustrations in low-dimensional

spin models: exact results and perturbative analysis. — Qualifying scientific work

on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on

the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy). —

Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Lviv, 2024.

The present thesis concerns the study of the effects of quantum fluctuations

and frustrations on the dynamic and low-temperature properties of low-dimensional

quantum spin models.

The spin-12 anisotropic 𝑋𝑌 chain in a transverse (𝑧) field with the

Dzyaloshinskii-Moriya interaction directed along 𝑧-axis in spin space is considered

to examine the effect of the Dzyaloshinskii-Moriya interaction on the 𝑧𝑧, 𝑥𝑥 and 𝑦𝑦

dynamic structure factors. Using the Jordan-Wigner fermionization approach we

analytically calculate the dynamic transverse spin structure factor which is governed

by a two-fermion excitation continuum. Other dynamic structure factors which are

governed by many-fermion excitations are calculated numerically. In the case of the

isotropic 𝑋𝑋 chain, the 𝑥𝑥 (𝑦𝑦) and 𝑥𝑦 (𝑦𝑥) dynamic structure factors show dra-

matical changes owing to the Dzyaloshinskii-Moriya interaction. Implications of our

results for electron spin resonance experiments are briefly discussed. This antisym-

metric interaction does not manifest itself crucially in the 𝑧𝑧 dynamic quantities, and

shows only the general effect of the interaction renormalization. On the contrary,

𝑧𝑧 dynamic structure factor is much more sensitive in case of the anisotropic 𝑋𝑌

chain, and may exhibit an additional van Hove singularities not only with exponent

1/2 but also with 2/3.

Dynamic structure factors of spin-1/2 chains with nearest-neighbor interac-

tions of 𝑋𝑋 and Dzyaloshinskii-Moriya type, and with periodic or random changes

in the sign of these interactions has been examined. This special kind of inhomo-
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geneity can be eliminated from the Hamiltonian by suitable transformation of the

spin variables. As a result, the dynamic structure factors of periodic or random

chains can be computed from those of the uniform chains. Using the exact ana-

lytical and precise numerical results available for the uniform systems we illustrate

the effects of regular alternation or random disorder on dynamic structure factors

of quantum spin chains.

The Jordan-Wigner transformation is applied to study the ground-state and

magnetic properties of two quantum spin-1/2 frustrated models: the 𝐽1 − 𝐽2 𝑋𝑋𝑍

chain and 𝑋𝑋𝑍 model on the diamond chain. We consider different solutions of

the mean-field approximation for the transformed Hamiltonian of the 𝐽1− 𝐽2 𝑋𝑋𝑍

chain. Ground state energy and the static structure factor are compared with com-

plementary exact diagonalization and good agreement is found near the limit of the

Majumdar-Ghosh model. It is demonstrated that an incommensurate ground state

is absent for large 𝐽2 in a fully self-consistent mean-field analysis. The Hamiltonian

of the quantum spin-12 𝑋𝑋𝑍 model on the diamond chain is represented in terms

of spinless fermions in the presence of a gauge field and different gauge-invariant

ways of assigning the spin-fermion transformation are considered. A consideration

of interaction terms in the fermionic Hamiltonian rests upon the Hartree-Fock pro-

cedure after fixing the appropriate gauge. We discuss the magnetic properties of

this quantum spin model at zero as well as non-zero temperatures and analyze the

validity of the approximation used through a comparison with the results of the

exact diagonalization method for finite (up to 36 spins) chains.

Ground-state behaviour of the frustrated quantum spin-1/2 two-leg ladder

with the Heisenberg intra-rung and Ising inter-rung interactions is examined in de-

tail. The model is transformed to the quantum Ising chain with composite spins in

an effective transverse and longitudinal field by employing either the bond-state rep-

resentation or the unitary transformation. It is shown that the ground state of the

Heisenberg-Ising ladder can be descended from three exactly solvable models: the

quantum Ising chain in a transverse field, the “classical” Ising chain in a longitudinal

field or the spin-chain model in a staggered longitudinal-transverse field. The effect
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of the anisotropy is followed by considering the quantum spin-1/2 two-leg ladder

with an 𝑋𝑌 𝑍 Heisenberg intra-rung interaction and Ising inter-rung interactions.

The case of the fully frustrated spin-1/2 Ising-Heisenberg ladder, which can be al-

ternatively viewed as an Ising-Heisenberg tetrahedral chain, is exactly solved in a

longitudinal magnetic field by taking advantage of the local conservation of the total

spin on each rung and the transfer-matrix method. As a result, the ground-state

phase diagram, magnetization process, magnetocaloric effect and basic thermody-

namic quantities for the model are rigorously calculated. An extension of the spin-

1/2 Heisenberg-Ising ladder on a presence of the external electric field is rigorously

examined by taking into account the Katsura-Nagaosa-Balatsky magnetoelectric

mechanism. It is shown that the applied electric field may control a quantum phase

transition between the Néel (stripy) ordered phase and the disordered paramagnetic

phase.

The quantum spin-1/2 orthogonal-dimer model in one and two dimensions

with the Heisenberg intra-dimer and Ising inter-dimer interactions in a magnetic

field is considered by a rigorous approach. The one-dimensional model conserves the

𝑧-component of total spin on vertical Heisenberg bonds and this property is used

to calculate exactly the partition function using the transfer-matrix method. We

have found the ground-state phase diagram of the given model in a magnetic field as

well as the macroscopic degeneracy along field-induced transitions accompanied with

the magnetization jumps. The model exhibits two intermediate fractional plateaux

at one-quarter and one-half of the saturation magnetization. It is shown how the

macroscopic degeneracy of the ground state is reflected in the low-temperature be-

havior of the magnetization, entropy and specific heat. A possibility of observing

enhanced magnetocaloric effect during the adiabatic demagnetization is discussed

in detail. The spin-1/2 Ising-Heisenberg orthogonal-dimer chain with two differ-

ent gyromagnetic factors of the Ising and Heisenberg spins is used to provide the

theoretical description of 3𝑑-4𝑓 heterobimetallic coordination polymer [Cu2Dy2]𝑛.

Exact ground states of a spin-1/2 Ising-Heisenberg model on the Shastry-

Sutherland (two-dimensional orthogonal-dimer) lattice with Heisenberg intra-dimer
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and Ising inter-dimer couplings are found by the unitary transformation establishing

a mapping correspondence with an effective classical spin model. The model exhibits

a zero-temperature magnetization curve with just two intermediate plateaus at one-

third and one-half of the saturation magnetization, which correspond to stripe and

checkerboard orderings of singlets and polarized triplets, respectively.

Using the exact results for the Ising-Heisenberg models with the strong intra-

dimer couplings, we suggested the strong-coupling approach based on the perturba-

tive treatment of 𝑋𝑌 part of the inter-dimer interaction. The approximate results

obtained from the strong-coupling approach are in excellent agreement with the

state-of-the-art numerical data obtained for the spin-1/2 Heisenberg orthogonal-

dimer chain within the exact diagonalization and density-matrix renormalization

group method. For the spin-1/2 Heisenberg model on the Shastry-Sutherland lat-

tice the effective model of interacting triplet excitations with the extended hard-core

repulsion is obtained within the suggested using this advanced type of the strong-

coupling approach. It accurately recovers 1/8, 1/6 and 1/4 magnetization plateaux

observed in the magnetic properties of the layered compound SrCu2(BO3)2. A pos-

sible existence of a striking quantum phase of bound triplons is also revealed at

low enough magnetic fields. The mentioned approach is applied to the spin-1/2

antiferromagnetic Heisenberg trimerized chain with strong intradimer and weak

monomer-dimer coupling constants, and the satisfactory description of its exper-

imental realization Cu3(P2O6OH)2 is obtained.

The spin-12 and mixed spin-(1,1/2) Heisenberg octahedral chains with regularly

alternating monomeric and square-plaquette sites is investigated using various an-

alytical and numerical methods: variational technique, localized-magnon approach,

exact diagonalization and density-matrix renormalization group method. The model

belongs to the class of flat-band systems and it has a rich ground-state phase diagram

including phases with spontaneously broken translational symmetry. Moreover, it

exhibits anomalous low-temperature thermodynamics close to continuous or dis-

continuous field-driven quantum phase transitions. The mixed spin-(1,1/2) chain

is additionally characterized by the emergent fragmentized cluster-based Haldane
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phases.

Two-dimensional versions of the quantummodels on decorated lattices may ex-

hibit complex structures in the ground state, as well as temperature phase transitions

under different conditions. Using a combination of analytical arguments, density

matrix renormalization group, exact diagonalization, as well as sign-problem-free

quantum Monte Carlo calculations, we investigate the properties of the spin-1/2

Heisenberg antiferromagnet on the frustrated diamond-decorated square lattice in

the presence of a finite magnetic field, addressing both the ground-state phase dia-

gram as well as several thermodynamic properties. At intermediate field strength,

we identify a first-order quantum phase transition line between the ferrimagnetic

and the monomer-dimer regime. This first-order line extends to finite tempera-

tures, terminating in a line of critical points that belong to the universality class

of the two-dimensional Ising model. These phase transitions are studied rigorously

in the case of a simplified spin-1/2 Ising-Heisenberg model on a diamond-decorated

square lattice by means of a decoration-iteration transformation. The generalized

decoration-iteration transformation is adopted to treat exactly a hybrid model of

doubly decorated two-dimensional lattices, which have localized Ising spins at their

nodal lattice sites and itinerant electrons delocalized over pairs of decorating sites.

Under the assumption of a half filling of each couple of the decorating sites, the

model exhibits a spontaneous antiferromagnetic long-range order. It is studied how

the critical temperature of the order phase depends on a ratio between the kinetic

term, the on-site Coulomb repulsion and the Ising-type exchange interaction.

Keywords: low-dimensional magnets, dynamic properties, frustrations, frac-

tional magnetization plateaux, exact solutions.
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24. Strečka J., Gálisová L., Verkholyak T. Insights into nature of a magnetiza-

tion plateau of 3d-4f coordination polymer [Dy2Cu2]𝑛 from a spin-1/2 Ising-

Heisenberg orthogonal-dimer chain // Condensed Matter Physics. — 2020.—

Vol. 23, no. 4.—P. 43708.
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Taras Verkholyak, Jozef Strečka, Stefan Wessel, Andreas Honecker // Phys.

Rev. B.— 2023.—Vol. 107.—P. 115143.

31. Thermal first-order phase transitions, Ising critical points, and reentrance in

the Ising-Heisenberg model on the diamond-decorated square lattice in a mag-
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Tatranské Matliare, 2012.—P. 38.
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42. Verkholyak T., Strečka J. Thermodynamics of spin-1/2 orthogonal-dimer chain

with Ising and anisotropic Heisenberg interactions // 15th Czech and Slovak

Conference on Magnetism CSMAG13 (Košice, Slovakia, June 17-21, 2013)
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У низьковимiрних магнетиках зi спiном 1/2 квантовi

ефекти вiдiграють вирiшальну роль у їх поведiнцi при низьких температурах [1].

Основний стан одновимiрних моделей зазвичай вiдповiдає невпорядкованiй фазi

квантової спiнової рiдини, яка характеризується вiдсутнiстю локального порядку,

степеневим загасанням кореляцiй i безщiлинним спектром збуджень. Ця власти-

вiсть вiдображається зокрема у появi дробових елементарних збуджень. Наявнiсть

конкурентних взаємодiй, якi є причиною фрустрацiї у магнiтних системах, при-

зводить до виникнення нових фiзичних явищ i фаз, як, наприклад, спонтанне

порушення просторової симетрiї, або плато дробової намагнiченостi у магнiтному

полi [2].

Робота присвячена теоретичному опису квантових магнiтних систем малої

просторової вимiрностi, якi мають складну структуру основного стану. Зокрема,

ми зосередилися на дослiдженнi динамiчних властивостей та особливостях їх низь-

котемпературної поведiнки. Обчислення та аналiз часових кореляцiйних функцiй

є складною проблемою у низьковимiрних квантових спiнових моделях, оскiльки

квантовi флуктуацiї зазвичай руйнують класичний порядок i призводять до появи

дробових елементарних збуджень, що проявляється у появi протяжних частотних

профiлiв у динамiчних структурних факторах i вiдповiдних динамiчних сприйня-

тливостях. Вплив анiзотропiї, антисиметричної взаємодiї Дзялошинського-Морiя

та iнших факторiв на цi характеристики важко наперед передбачити. Цi ефекти

можна спостерiгати у експериментах з електронного спiнового резонансу [3, 4]

та непружному розсiянню нейтронiв [5, 6] у вiдповiдних магнiтних матерiалах,

з яких й можна вiдтворити їхнi динамiчнi характеристики. Розрахунок та ана-

лiз частотних залежностей динамiчних структурних факторiв i сприйнятливостей
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та iнтерпретацiя вiдповiдних експериментальних даних є складною проблемою в

сучаснiй теорiї. В останнi роки прогрес числових методiв, як DMRG, тензорнi

мережi, дозволив отримати динамiчнi спектри для достатньо довгих ланцюжкiв.

З iншого боку, розвиток аналiтичних пiдходiв та отримання точних результатiв

може дати розумiння механiзмiв спостережуваних явищ.

Фрустрованi моделi залишаються гарячою темою дослiджень протягом

останнiх рокiв, оскiльки конкуренцiї взаємодiй в низьковимiрних системах мо-

жуть призводити до появи сильноскорельованих квантових фаз зi складною стру-

ктурою, як, наприклад, спонтанне порушення просторової симетрiї, дробовi плато

намагнiченостi та iнше [2]. Теоретичне дослiдження таких систем є складною про-

блемою. Для числових методiв, зокрема у випадку двовимiрних систем, ефекти

скiнченного розмiру часто стають особливо важливими при дослiдженнi систем

з сильними квантовими кореляцiями, якi слабо загасають iз вiдстанню. З iншо-

го боку, квантовий метод Монте-Карло, який дозволяє вивчення систем бiльшого

розмiру, не застосовний у випадку фрустрованих моделей через так звану “пробле-

му знаку”. Аналiтичнi ж пiдходи до систем без локального порядку, як у згаданих

моделях, потребують нових наближень. При цьому точнi результати для згада-

них моделей вiдiграють важливу роль, оскiльки дозволяють отримати прозору

картину явищ, хоч i для спрощеної моделi. На жаль, число таких результатiв є

обмеженим у випадку фрустрованих систем [7].

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України,

iз науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень. Поданi в

дисертацiї результати отриманi згiдно планiв робiт у рамках бюджетних тем НАН

України “Вплив молекулярної структури i процесiв локального впорядкування на

фiзичнi властивостi багаточастинкових систем” (2014–2018 рр., номер держреє-

страцiї 0114U001048), “Процеси впорядкування i властивостi багаточастинкових

статистичних систем: Теорiя i комп’ютерне моделювання” (2019–2023 рр., номер

держреєстрацiї 0119U100663), а також у рамках тем “Розробка сучасних теорети-

чних методiв та їх застосування до вивчення властивостей конденсованих систем”
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(2002–2006 рр., номер держреєстрацiї 0102U001794), “Розвиток i застосування ме-

тодiв аналiтичної теорiї та комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу

в iон-електронних системах” (2007–2011 рр., номер держреєстрацiї 0107U002081),

“Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i за-

стосування” (2012–2016 рр., номер держреєстрацiї 0112U003119), “Новi концепцiї

статистичного опису i їх застосування у теорiї багаточастинкових систем” (2017–

2021 рр., номер держреєстрацiї 0117U002093), гранту NATO collaborative linkage

grant № CBP.NUKR.CLG 982540 “Dynamic Probes of Low-Dimensional Quantum

Magnets” (2007–2008), грантiв Нацiональної стипендiальної програми Словацької

Республiки (2008, 2011, 2014, 2020, 2021–2022), гранту ЄС через проєкт EURI-

ZON H2020, грантова угода 871072, #EU-3025 “Frustrated quantum spin models

to explain the properties of magnets over wide temperature range” (2024), проекту

Нацiонального фонду дослiджень України № 2023.03/0063 “Фрустрованi квантовi

магнетики за рiзних зовнiшних умов” (2024).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є теоре-

тичнi дослiдження динамiчних та низькотемпературних явищ у низьковимiрних

системах за допомогою точних методiв та пертурбативних пiдходiв. Для досягне-

ння даної мети у дисертацiї необхiдно було розв’язати наступнi завдання:

1. Проаналiзувати вплив рiзного типу анiзотропiї та неоднорiдностi на динамi-

чнi властивостi 𝑋𝑌 ланцюжкiв на основi точних аналiтичного та числового

пiдходiв.

2. Застосувати перетворення Йордана-Вiгнера та наближення Гартрi-Фока для

одновимiрних фрустрованих моделей.

3. Отримати строгi результати для квантової спiнової двоногої драбинки зi

взаємодiями Гайзенберґа та Iзинґа.

4. Отримати точнi розв’язки для ортогонально-димерних моделей у одному та

двох вимiрах.

5. Пертурбативно врахувати квантову 𝑋𝑌 частину мiждимерних взаємодiй

для одно- та двовимiрних ортогонально-димерних моделей та описати вiд-
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повiднi експерименти.

6. Дослiдити низьковимiрнi моделi на декорованих ґратках у межах строгих

пiдходiв та ефективних моделей для опису низькотемпературної термодина-

мiки.

Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є низьковимiрнi моделi кван-

тових магнiтних систем, що враховують наявнiсть неоднорiдностi, анiзотропiї,

фрустрацiї, ефектiв скiнченного розмiру. Предметом дослiдження є вплив ви-

щезгаданих особливостей моделей на їхнiй основний стан, термодинамiчнi та ди-

намiчнi властивостi при низьких температурах.

Методи дослiдження. У роботi застосовується метод фермiонiзацiї на базi

перетворення Йордана-Вiгнера, що дозволяє знайти точнi результати для дина-

мiчних характеристик спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжкiв. Одновимiрнi фрустрованi моделi

(𝐽1−𝐽2 i ромбiчний ланцюжки) розраховуються методом Гартрi-Фока для гамiль-

тонiанiв безспiнових фермiонiв. Метод унiтарних перетворень використовується,

щоб звести гiбриднi моделi Iзинґа-Гайзенберґа до “класичної” форми моделi Iзи-

нґа. Моделi на декорованих ґратках, розглядаються за допомогою декорацiйно-

iтерацiйного перетворення, яке дозволяє отримати ряд строгих результатiв для

їх термодинамiчних властивостей. У випадку, коли аналiтичнi методи не були до-

ступнi, застосовувались числовi пiдходи: точна дiагоналiзацiя, метод ренормгрупи

для матрицi густини, квантовий метод Монте-Карло.

Структура та обсяг дисертацiї.

Дисертацiйна робота складається iз перелiку умовних скорочень, вступу, се-

ми роздiлiв основної частини, загальних висновкiв, списку використаних джерел

з 389 найменувань, 2 додаткiв i мiстить 96 рисункiв. Робота викладена на 300 сто-

рiнцi (зi списком використаних джерел i додатками — 352 сторiнки).

У вступi з’ясовано актуальнiсть, сформульовано мету i завдання дослiдже-

ння, вiдзначено його наукову новизну i практичне значення, визначено особистий

внесок здобувача, наведено iнформацiю про апробацiю результатiв дисертацiї.

У першому роздiлi здiйснено огляд лiтератури, де основна увага була
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зосереджена на квантових властивостях низьковимiрних систем та впливi фру-

страцiї на їхню поведiнку у магнiтному полi та при низьких температурах. Крiм

того перераховано найважливiшi теоретичнi пiдходи щодо їх опису, а також наявнi

труднощi та нерозв’язанi проблеми.

У другому роздiлi отримано точнi результати для динамiки спiн-1/2 𝑋𝑌

ланцюжкiв та вивчено вплив симетричної та антисиметричної анiзотропiї на ди-

намiчний структурний фактор моделi. Для випадку iзотропного 𝑋𝑋 ланцюж-

ка проаналiзовано змiни спектра поглинання електронного спiнового резонансу

за наявностi взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Встановлено, що антисиметрична

взаємодiя Дзялошинського-Морiя може призводити до сингулярностей ван Гова з

рiзними показниками у динамiчному структурному факторi.

У третьому роздiлi дослiджено перiодичнi та випадковi ланцюжки, де

неоднорiднiсть задається знаком обмiнної взаємодiї. Показано, що випадковiсть

обмiнної взаємодiї змiнює поведiнку 𝑥𝑦 кореляцiйних функцiй зi степеневої на

експоненцiйно загасаючу. Пояснено, як це впливає на динамiчний структурний

фактор випадкових моделей.

У четвертому роздiлi дослiджено фрустрованi квантовi драбинки, а са-

ме зигзаг драбинку i ромбiчний ланцюжок, для яких знайдено представлення

безспiнових фермiонiв на основi перетворення Йордана-Вiгнера. Для згаданого

представлення здiйснено наближення типу Гартрi-Фока та вивчено його застосов-

нiсть. Зокрема, отримано, що згадана схема опису дозволяє вiдтворити точний

результат у випадку фази синглетних димерiв та дає задовiльнi результати по-

близу неї. Також з’ясовано, що розв’язки теорiї середнього поля для фермiонних

моделей iнварiантнi вiдносно способiв задання перетворення Йордана-Вiгнера, якi

пов’язанi калiбрувальними перетвореннями.

У п’ятому роздiлi запропоновано точно розв’язну модель спiн-1/2 двоно-

гої драбинки зi взаємодiями Гайзенберґа та Iзинґа. Дослiджено фазову дiаграму

основного стану та квантовi фази, якi виникають внаслiдок фрустрацiї взаємодiй

та зовнiшнього поля. Виявлено, що гiбридна модель Iзинґа-Гайзенберґа вiдтворює

1/2 дробове плато вiдповiдної квантової моделi Гайзенберґа.
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Шостий роздiл присвячений дослiдженню спiн-1/2 ортогонально-

димерних моделей в одному i двох вимiрах. Спiн-1/2 ортогонально-димерний лан-

цюжок Iзинґа-Гайзенберґа розв’язано точно та здiйснено теоретичний опис коор-

динацiйного полiмеру [Dy2Cu2]𝑛. Використовуючи унiтарне перетворення, модель

Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда зведено до класичної моделi ти-

пу Iзинґа та отримано ряд строгих результатiв для фазової дiаграми основного

стану. Запропоновано теорiю збурень за квантовою 𝑋𝑌 частиною мiждимерної

взаємодiї для ряду одновимiрних та двовимiрних моделей з сильними димерними

взаємодiями. Продемонстровано, що така схема дає добру збiжнiсть вже у другому

порядку теорiї збурень. Теорiю збурень застосовано до теоретичного опису двови-

мiрної магнiтної сполуки SrCu2(BO3)2 зi складною послiдовнiстю дробових плато.

Аналогiчна теорiя збурень дозволила здiйснити теоретичний опис Cu3(P2O6OH)2,

магнiтоактивної сполуки зi структурою тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа.

У сьомому роздiлi розглянуто ряд одно- та двовимiрних моделей на деко-

рованих ґратках. Зокрема, вивчено квантовий октаедричний ланцюжок у випадку

спiнiв 1/2 та варiант зi змiшаними спiнами 1 i 1/2. Слiд вiдмiтити, що останнiй

випадок демонструє складну фазову дiаграму з розмаїттям квантових фаз, серед

яких особливо цiкавою є кластеризована фаза Голдейна зi збiльшеним перiодом

магнiтної елементарної комiрки внаслiдок спонтанного порушення трансляцiйної

симетрiї. Це призводить у цiй моделi до серiї дробових плато 1/9, 1/6, 1/3, 2/3.

Особливостi температурної поведiнки фрустрованих моделей проаналiзовано на

прикладi квантової спiн-1/2 моделi на квадратнiй ґратцi декорованiй ромбами.

Для моделi Гайзенберґа на такiй ґратцi встановлено лiнiї квантових фазових пере-

ходiв першого роду мiж феримагнiтною фазою Лiба-Матiса i мономер-димерною

фазою, якi закiнчуються лiнiєю критичних точок при скiнченних температурах.

У випадку модифiкованої моделi Iзинґа-Гайзенберґа отримано строгi результати

для лiнiй фазових переходiв першого роду, яка закiнчується лiнiєю критичних

точок Iзинґа. Також в строгому пiдходi вивчено термодинамiку спiн-електронної

моделi на подвiйно-декорованiй ґратцi з Iзинґовими спiнами на основних вузлах

i делокалiзованими електронами на парi декорованих вузлiв та виявлено немоно-
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тонну залежнiсть температури переходу антиферомагнiтного впорядкування вiд

iнтегралу переносу та Кулонового вiдштовхування електронiв.

Завершено виклад дисертацiйної роботи загальними висновками, в яких сти-

сло пiдсумовано основнi результати та можливостi їх практичного застосування.

Наукова новизна отриманих результатiв. Вперше отримано точнi ре-

зультати для динамiчних властивостей 𝑋𝑌 ланцюжкiв та проаналiзовано вплив

симетричної та антисиметричної анiзотропiї взаємодiї на динамiчний структурний

фактор моделi. Виявлено, що 𝑧𝑧 динамiчний структурний фактор може демон-

струвати сингулярностi ван Гова не лише з показником 1/2, а також з 2/3.

Отримано точнi результати для динамiчних структурних факторiв перiо-

дичних та випадкових ланцюжкiв, де неоднорiднiсть задається знаком обмiнної

взаємодiї, та показано, що випадковiсть змiнює загасання кореляцiй зi степенової

до експоненцiйної.

Для зигзагоподiбного та ромбiчного ланцюжкiв показано, що метод сере-

днього поля для фермiонiзованої моделi, дає точний результат для випадку, який

вiдповiдає синглет-димерному основному стану з короткосяжними кореляцiями.

Знайдено точний розв’язок для спiн-1/2 фрустрованої двоногої драбинки

Iзинґа-Гайзенберґа та дослiджено фази основного стану.

Отримано точний результат для одно- та двовимiрної ортогонально-

димерної моделi з взаємодiями Гайзенберґа та Iзинґа. Запропоновано теорiю збу-

рень для врахування квантової 𝑋𝑌 частини мiждимерної взаємодiї. Продемон-

стровано, що такий пiдхiд дає добре узгодження з точними та числовими симу-

ляцiями вже у другому порядку теорiї збурень.

Дослiджено квантовий спiн-1/2 октаедричний ланцюжок, а також його ана-

лог зi змiшаними спiнами 1 i 1/2; знайдено фазовi дiаграми моделей та встанов-

лено квантовi фази зi складною структурою.

Для моделi Гайзенберґа на ромбiчно-декорованiй квадратнiй ґратцi iденти-

фiковано лiнiї квантових фазових переходiв першого роду мiж феримагнiтною

фазою Лiба-Матiса i мономер-димерною фазою, якi закiнчуються лiнiєю крити-

чних точок при скiнченних температурах.
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Запропоновано спрощену модель Iзинґа-Гайзенберґа на ромбiчно-

декорованiй квадратнiй ґратцi, яка дозволяє знайти точний розв’язок для

лiнiй фазових переходiв першого роду та строго дослiдити лiнiю критичних

точок.

Виявлено, що спiн-електронна модель на подвiйно-декорованiй ґратцi з Iзи-

нґовими спiнами на основних вузлах i делокалiзованими електронами на парi де-

корованих вузлiв демонструє немонотонну залежнiсть вiд iнтегралу переносу та

Кулонового вiдштовхування електронiв для температури переходу до антиферо-

магнiтного впорядкування.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi в дисертацiй-

нiй роботi аналiтичнi та чисельнi результати прояснюють особливостi динамiчної

поведiнки та низькотемпературної термодинамiки квантових магнетикiв рiзного

типу у випадку анiзотропiї, регулярної чи випадкової неоднорiдностi, фрустрацiї

та зовнiшнього магнiтного поля. З практичної точки зору вони можуть бути ви-

користанi для пояснення експериментiв електронного парамагнiтного резонансу

та розсiяння нейтронiв.

Робота має також методологiчне значення. Метод розрахунку заснований

на пертурбативному врахуваннi квантової 𝑋𝑌 частини мiждимерних взаємодiй

може бути використаний для дослiджень великої кiлькостi сполук з димерною

структурою.

Результати отриманi для полiмерної координацiйної сполуки [Cu2Dy2]𝑛 та

квазiдвовимiрного магнiтного матерiалу SrCu2(BO3)2 пояснюють їх властивостi в

межах аналiтичного пiдходу.

Особистий внесок здобувача. У роботах, виконаних спiльно зi спiвавто-

рами [8–38], здобувачу належить:

• обчислення 𝑥𝑥 динамiчного структурного фактора [8, 9, 12];

• обчислення 𝑧𝑧 динамiчного структурного фактора [10, 11];

• аналiтичний розрахунок 𝑥𝑥 динамiчних структурних факторiв для регуляр-

но i випадково неоднорiдних 𝑋𝑌 ланцюжкiв [13, 14];
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• постановка задачi про метод середнього поля для фермiонiзованого гамiль-

тонiану та розрахунки в такому наближеннi [15–17];

• постановка задачi про точний розв’язок моделi Iзинґа-Гайзенберґа на дво-

ногiй драбинцi та отримання точного розв’язку [18, 19];

• аналiтичний розрахунок критичних поведiнки магнетоелектрика Iзинґа-

Гайзенберґа на двоногiй драбинцi [21];

• постановка задачi про точний розв’язок для ортогонально-димерної моделi

Iзинґа-Гайзенберґа на одно- та двовимiрних ґратках [22, 24];

• формулювання ефективної моделi для опису низькотемпературної термоди-

намiки ортогонально-димерного ланцюжка [23];

• формулювання теорiї збурень для квантової 𝑋𝑌 частини мiждимерної вза-

ємодiї для моделей з сильної взаємодiєю всерединi димерiв [25, 28, 29];

• розрахунки ефективної моделi Iзинґа для спiн-електронної моделi з декоро-

ваними вузлами [30–32];

• аналiз фазової дiаграми основного стану змiшаного октаедричного ланцюж-

ка [35];

• формулювання ефективних моделей для низькотемпературної термодинамi-

ки ромбiчного та октаедричного ланцюжкiв [33, 34, 36];

• отримання фазової дiаграми для класичного варiанту моделi Гайзенберґа на

квадратнiй ґратцi декорованiй ромбами [37];

• ефективний опис критичної поведiнки моделi Iзинґа-Гайзенберґа на квадра-

тнiй ґратцi декорованiй ромбами [37, 38].

В усiх роботах здобувач брав активну участь на всiх етапах виконання тео-

ретичних дослiджень, включаючи постановку завдання, вибiр методiв, виконання

як аналiтичних так i, особливо, числових розрахункiв, обробцi отриманих резуль-

татiв та формулюваннi висновкiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiйної

роботи доповiдались i обговорювались на таких наукових зустрiчах: 12th Czech



33

and Slovak Conference on Magnetism CSMAG04 (Košice, Slovakia, 2004); SCES’05:

Strongly Correlated Electron Systems (Vienna, Austria, 2005); STM7, Small Tri-

angle Meeting (Snina, Slovakia, 2005); Statistical Physics 2005: Modern Problems

and New Applications (Lviv, Ukraine, 2005); 13th Czech and Slovak Conference on

Magnetism CSMAG07 (Košice, Slovakia, 2007); Statistical Physics: Modern Trends

and Applications (Lviv, Ukraine, 2009); International Conference on Magnetism ICM

2009 (Karlsruhe, Germany, 2009); 14th Czech and Slovak Conference on Magnetism

CSMAG10 (Košice, Slovakia, 2010); 4-th Conference on Statistical Physics: Modern

Trends and Applications (Lviv, Ukraine, 2012); 15th Czech and Slovak Conference

on Magnetism CSMAG13 (Košice, Slovakia, 2013); 16th Czech and Slovak Conference

on Magnetism CSMAG16 (Košice, Slovakia, 2016); International Workshop Flatband

Networks in Condensed Matter and Photonics (Daejeon, South Korea, 2017); Internati-

onal 11th Workshop on Current Problems in Physics (Lviv, Ukraine, 2018); Trends in

Quantum Magnetism (Bad Honnef, Germany, 2018); 5-th Conference on Statistical

Physics: Modern Trends & Applications (Lviv, Ukraine, 2019); 17th Czech and Slovak

Conference on Magnetism CSMAG19 (Košice, Slovakia, 2019); Workshop on Quantum

Magnetism: Theoretical Challenges and Future Perspectives (Košice, Slovakia, 2019);

III Workshop on Quantum Low-Dimensional Magnetism (Belo Horizonte, Brasil, 2021);

IV Workshop on Quantum Low-Dimensional Magnetism (Maceio, Brasil, 2022); 1st

Workshop on Perspective Electron Spin Systems for Future Quantum Technologies

(Košice, Slovakia, 2022); Рiздвянi дискусiї на кафедрi теоретичної фiзики Львiв-

ського нацiонального унiверситету iм. I. Франка (2012); а також на семiнарах

Iнституту фiзики Унiверситету Дортмунда (Нiмеччина), кафедри теоретичної фi-

зики та астрофiзики Унiверситету П.Й. Шафарика у Кошицях (Словаччина) та

Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 31 статтю в наукових

журналах, внесених до перелiку наукових видань, у яких мають бути опублiкованi

матерiали дисертацiйних дослiджень [8–38], i 21 теза конференцiй [39–59].

Подяки. Висловлюю щиру подяку своєму науковому консультанту Олегу

Держку за багаторiчну пiдтримку i цiннi поради при оформленнi дисертацiї. Я
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також вдячний усiм спiвавторам своїх наукових праць, без яких ця робота не була

б можливою.

Пiдтримка гранту ЄС через проєкт EURIZON H2020, грантова угода 871072,

#EU-3025 “Frustrated quantum spin models to explain the properties of magnets

over wide temperature range”, проекту Нацiонального фонду дослiджень Украї-

ни № 2023.03/0063 “Фрустрованi квантовi магнетики за рiзних зовнiшних умов”

сприяла якнайшвидшому завершенню роботи над моєю дисертацiєю.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У цьому роздiлi проведено огляд робiт, присвячених дослiдженню низькови-

мiрних квантових моделей та вiдповiдних магнiтних кристалiв, де буде звернуто

увагу на властивостi сильноскорельованих станiв у таких системах. У першому

пiдроздiлi розглядаються моделi опису сильноскорельованих явищ у низькови-

мiрних магнетиках. Другий пiдроздiл присвячено висвiтленню магнетоактивних

сполук, в яких яскраво проявляються комплекснi квантовi ефекти в низькотем-

пературнiй поведiнцi. У третьому пiдроздiлi описано методи дослiдження низь-

ковимiрних систем з сильними кореляцiями i фрустрацiями. Завершимо огляд

перелiком проблем опису явищ у згаданих матерiалах i моделях. Зауважимо та-

кож, що перелiк фрустрованих моделей з рiзними типами взаємодiй є надзвичайно

великий (див., наприклад, [2, 60]). Не претендуючи на загальнiсть, ми оглянемо

тут моделi i явища дотичнi до дослiджень наведених у данiй дисертацiйнiй роботi.

До цього роздiлу ввiйшли матерiали оглядiв, поданих в статтях [8–38].

1.1. Низьковимiрнi моделi та сильноскорельованi
квантовi фази

Квантовi спiновi моделi локалiзованих магнiтних моментiв, якi описують ма-

гнетоактивнi дiелектрики, є найпростiшим класом сильноскорельованих систем,

що можуть демонструвати складну поведiнку [1]. Особливо цiкавими виглядають

низьковимiрнi системи, де ефекти впорядкування послаблюються низьким коор-

динацiйним числом одно- та двовимiрних ґраток. Для цих випадкiв iснує низка

строгих результатiв, якi заперечують iснування впорядкованих станiв. Найвiдо-
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мiша з них — теорема Мермiна-Вагнера, яка доводить, що неперервна симетрiя

не може бути порушена в системах з короткосяжними взаємодiями розмiрностi

𝐷 ≤ 2 [61, 62] при вiдмiнних вiд нуля температурах. Для одновимiрних систем

iснує ще строгiше твердження, що короткосяжний ґратковий газ та його спiно-

вий аналог, модель Iзинґа, також не зазнають фазових переходiв [63]. Згодом цей

результат було узагальнено на квантовi системи [64], частковим випадком яких

також можна вважати одновимiрнi квантовi спiновi моделi.

Як наслiдок вiдсутнього порядку, в одновимiрних квантових системах мо-

же реалiзуватись в основному станi стан квантової спiнової рiдини (див. недавнi

огляди [65, 66]). Квантова спiнова рiдина — це сильноскорельований стан спiнової

системи, в якому, проте, вiдсутнiй будь-який локальний порядок. Вiн фактично

вiдповiдає системi в критичному станi, що проявляється в безщiлинному спектрi

елементарних збуджень та степеневому загасаннi кореляцiй. Вiдсутнiсть локаль-

ного порядку вiдбивається на елементарних збудженнях у такому станi, якi вже

не вiдповiдають якомусь одному локальному оператору. Це сприяє появi дробових

збуджень в цьому випадку. Особливо яскраво це помiтно в динамiчних властиво-

стях невпорядкованих низьковимiрних моделей, де резонанснi моди змiнюються

протяжними профiлями, якi вiдповiдають континууму елементарних збуджень.

Саме тому особливий iнтерес у дослiдженнi низьковимiрних систем викликають

динамiчнi величини. Їх вивчення, як правило, є набагато складнiшою задачею в

порiвняннi з аналогiчними дослiдженнями статичних величин. Динамiчнi вели-

чини пов’язанi з експериментальними спостереженнями, отриманими внаслiдок

магнiтного розсiяння нейтронiв i резонансного поглинання, якi дають цiнну iн-

формацiю про магнiтну структуру матерiалiв за умови, що є надiйна теорiя для їх

iнтерпретацiї. Таким чином, теоретичний аналiз динамiчних величин для кванто-

вих спiнових ланцюжкiв є важливим як з теоретичної/академiчної, так i з експери-

ментальної/практичної точок зору. Основною характеристикою магнiтних систем

спостережуваних експериментально є динамiчний структурний фактор, який у
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випадку одновимiрних систем можна записати у такому виглядi:

𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) =
𝑁∑︁

𝑚=1

exp (−i𝜅𝑚)

∞∫︁
−∞

d𝑡 exp (i𝜔𝑡)
(︁
⟨𝑠𝛼𝑛(𝑡)𝑠𝛽𝑛+𝑚⟩ − ⟨𝑠𝛼𝑛⟩⟨𝑠𝛽𝑛+𝑚⟩

)︁
, (1.1)

де ⟨(. . .)⟩ = Tr (exp(−𝛽𝐻)(. . .)) /Tr exp (−𝛽𝐻) позначає канонiчне термодинамi-

чне середнє i 𝑠𝛼𝑛(𝑡) = exp(i𝐻𝑡)𝑠𝛼𝑛 exp(−i𝐻𝑡) — Гайзенберґове представлення опера-

тора 𝑠𝛼𝑛, а 𝐻 — гамiльтонiан системи. Згаданi динамiчнi структурнi фактори (1.1)

можна вiдтворити з експериментальних даних непружного розсiяння нейтронiв.

Так, поперечний перерiз непружного розсiяння в наближеннi Борна пов’язаний з

𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) (1.1) таким чином [5, 6]:

𝑑2𝜎

𝑑Ω𝑑𝐸
∝ 𝑘𝑓
𝑘𝑖

∑︁
𝛼,𝛽

(︂
𝛿𝛼,𝛽 −

𝑄𝛼𝑄𝛽

𝑄2

)︂
𝑆𝛼𝛽(Q, 𝜔), (1.2)

де k𝑖 (k𝑓) позначає хвильовий вектор налiтних (розсiяних) нейтронiв, а Q = k𝑓−k𝑖

— вектор розсiяння. Компоненти структурного фактора 𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) можуть бути

визначенi окремо з розсiяння поляризованих нейтронiв [67].

Електронний спiновий резонанс (ESR) — ще одна експериментальна мето-

дика, яка дозволяє встановити динамiчнi характеристики магнiтних матерiалiв

[3, 4]. В таких експериментах зразок пiддається дiї електромагнiтних хвиль су-

бмiлiметрового дiапазону i вимiрюється iнтенсивнiсть поглинання такого випро-

мiнювання. Зокрема, в конфiгурацiї Фарадея статичне магнiтне поле спрямоване

вздовж напрямку поширення електромагнiтної хвилi (виберемо вiсь 𝑧 без втрати

загальностi), а електромагнiтна хвиля, поляризована в напрямку 𝛼 ⊥ 𝑧 вiдпо-

вiдно, тодi експериментально вимiрна iнтенсивнiсть поглинання визначається як

[68]

𝐼𝛼𝛼(𝜔) ∝ 𝜔
1− exp (−𝛽𝜔)

2
𝑆𝛼𝛼(0, 𝜔). (1.3)

Таким чином, теоретичнi результати для динамiчних структурних факторiв пря-

мо пов’язанi з iнтенсивнiстю поглинання ESR 𝐼𝛼𝛼(𝜔).

Внаслiдок сильних квантових флуктуацiй властивостi основного стану

низьковимiрних магнетикiв можуть суттєво залежати вiд типiв та конфiгу-
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рацiй присутнiх взаємодiй. Насамперед, згадаємо антисиметричну взаємодiю

Дзялошинського-Морiя [69, 70], яку виявлено в багатьох магнiтних матерiалах

[71–77]. Така надобмiнна взаємодiя Dnm · [sn × sm], яка зазвичай слабша за си-

метричну взаємодiю Гайзенберґа 𝐽nm (sn · sm), виникає через спiн-орбiтальний

зв’язок за умови вiдсутностi центру iнверсiї у магнiтному кристалi [70]. Цiка-

во, що використання взаємодiї Дзялошинського-Морiя не обмежується лише суто

магнiтними системами, а може використовуватись у мiкроскопiчному механiзмi

появи магнетоелектричного ефекту [78], а також при аналiзi нерiвноважних ста-

цiонарних станiв квантових спiнових ланцюжкiв зi струмами [79, 80]. Крiм того,

взаємодiя Дзялошинського-Морiя може з’явитися при описi стохастичної кiнети-

ки процесiв адсорбцiї-десорбцiї за допомогою представлення квантових спiнiв [81]

(див. також [82]). У одновимiрних системах найпомiтнiший ефект цiєї взаємодiї

полягає у виникненнi спiральних станiв [83].

Низьковимiрнi квантовi спiновi моделi на фрустрованих ґратках, де кон-

куренцiя взаємодiй спричинена їх топологiєю, представляють об’єкти iнтенсив-

них дослiджень (див., наприклад, огляди [60, 84–86]). Застосування аналiтичних

пiдходiв до таких моделей досить складне, оскiльки взаємовплив конкурентних

взаємодiй, квантових флуктуацiй i магнiтного поля зумовлює в основному станi,

чи при досить низьких температурах рiзноманiтнiсть незвичайних квантових фаз.

Спонтанна димеризацiя, локалiзованi збудження, стрибки та плато намагнiченостi

є найбiльш типовими явищами, якi можна спостерiгати в геометрично фрустрова-

них квантових спiнових моделях та вiдповiдних магнiтних кристалах [60, 84–88].

Одним з найпростiших прикладiв одновимiрної фрустрованої моделi є спiн-1/2

𝐽1 − 𝐽2 ланцюжок Гайзенберґа, який демонструє квантовий фазовий перехiд вiд

безщiлинної трансляцiйно-iнварiантної фази квантової спiнової рiдини з алгебри-

чним загасанням спiнових кореляцiй до спонтанно димеризованого стану [89] при

𝐽2 ≈ 0, 24𝐽1 [90, 91], де 𝐽1 — взаємодiя найближчих, а 𝐽2 — наступних пiсля най-

ближчих сусiдiв. У точцi Маджумдара-Ґоша [92], тобто при 𝐽2 = 𝐽1/2, основний

стан є подвiйно виродженим димерним добутком синглетних пар на сусiднiх ву-

злах. Поблизу точки Маджумдара-Гоша iснує перехiд [93] до неспiвмiрної фази
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для бiльших 𝐽2 [90, 94]. Низькоенергетичнi польовi теорiї [90, 95] не пiдходять для

опису цього переходу, оскiльки йому вiдповiдає дуже коротка кореляцiйна дов-

жина близько сталої ґратки. Також напiвкласичнi пiдходи [96, 97] не застосовнi

до цього переходу вiд спiвмiрної до неспiвмiрної структури в 𝑠 = 1/2 𝐽1 − 𝐽2

ланцюжку, оскiльки вони не в змозi вiдтворити, наприклад, солiтонну природу

фундаментальних збуджень [98].

Iншим прикладом фрустрованої моделi, з можливим синглет-димерним ста-

ном, є спiн-1/2 модель Гайзенберґа на ромбiчному ланцюжку. Коли сусiднi спi-

ни ромбiчного ланцюжка з’єднанi через антиферомагнiтнi взаємодiї, ця модель

фактично демонструє або феримагнiтний впорядкований основний стан, або не-

впорядкованi димер-тетрамерну та мономер-димерну фази, залежно вiд величини

геометричної фрустрацiї [99]. Також доступна низка точних результатiв щодо вла-

стивостей при низьких температурах i досить сильних магнiтних полях, близьких

до значення насичення, при якому ця квантова система демонструє стрибок на-

магнiченостi до повнiстю поляризованої фази (див., наприклад, [86–88]). Точнi

результати також можна знайти для спецiального випадку ромбiчного ланцюж-

ка Iзинґа-Гайзенберґа, коли єдиною квантовою взаємодiєю є вертикальнi зв’язки

Гайзенберґа мiж спiнами. Тут можна застосувати декорацiйно-iтерацiйне пере-

творення для детального вивчення цiєї спрощеної моделi в усьому дiапазонi тем-

ператур [100]. Цi результати узагальнено на випадок змiшаного ромбiчного лан-

цюжка з вищими спiнами, для якого основнi стани було знайдено строго [101].

Квантовi фазовi переходи i скiнченно-температурнi властивостi ромбiчного лан-

цюжка зi змiшаними спiнами 1 i 1/2 були вивченi в роботах [102, 103]. Фазову

дiаграму основного стану спiн-1/2 моделi Гайзенберґа на дисторсному ромбiчно-

му ланцюжку не можна знайти точно в цiлому, але було проведено широке до-

слiдження основного стану за допомогою точної дiагоналiзацiї та деяких пертур-

бативних пiдходiв [104, 105]. Вплив обмiнної анiзотропiї на властивостi основного

стану спiну-1/2 𝑋𝑋𝑍 ромбiчного ланцюжка розглядався в роботах [106, 107], де

було теоретично передбачено явище iнверсiї. У випадку анiзотропiї легкої площи-

ни фазова дiаграма основного стану мiстить додаткову фазу Нееля як результат
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комбiнованого ефекту пов’язаного з обмiнною анiзотропiєю, геометричною фру-

страцiєю та квантовими флуктуацiями.

Характерними особливостями поведiнки фрустрованих систем у магнiтному

полi є поява дробових плато намагнiченостi. У одновимiрних квантових ланцюж-

ках Гайзенберґа вони мають задовольняти умову квантування 𝑝(𝑆𝑢 − 𝑚𝑢) ∈ Z
(𝑝 — перiод основного стану, 𝑆𝑢 i 𝑚𝑢 — загальний спiн i загальна намагнiченiсть

на елементарну комiрку, Z — набiр цiлих чисел), яка була отримана Ошiкавою,

Яманакою, Афлеком (OYA) шляхом розширення теореми Лiба-Шульца-Матiса

[108–110]. Варто зауважити, що OYA критерiй забезпечує для заданого перiоду

основного стану 𝑝 необхiдну (але не достатню) умову наявностi плато дробової

намагнiченостi. Наскiльки нам вiдомо, усi промiжнi плато квантових ланцюжкiв

Гайзенберґа, якi спостерiгалися на сьогоднiшнiй день експериментально, узгоджу-

ються з OYA правилом, якщо припустити або простий перiод 𝑝 = 1, або просто

подвоєння перiоду 𝑝 = 2. Наприклад, експериментальнi представники ромбiчного

ланцюжка Гайзенберґа зi спiном 1/2 [111, 112], тримеризованого ланцюжка Гай-

зенберґа [113, 114] i ланцюжка Гайзенберґа зi змiшаними спiнами (1/2,1) [115]

демонструють плато 1/3, експериментальнi реалiзацiї тетрамеризованого спiн-1/2

ланцюжка Гайзенберґа [116], димеризованого ланцюжка Гайзенберґа зi спiном 1/2

[117] i зi спiном 1 [118] демонструють плато 1/2, експериментальна реалiзацiя спiн-

1 драбинки Гайзенберґа [119] показує плато 1/4, тощо. З цiєї точки зору досить

цiкаво, що спiн-1/2 ортогонально-димерний ланцюжок Гайзенберґа (або, еквiва-

лентний йому, димер-плакетний ланцюжок) на перший погляд здається таким, що

суперечить правилу OYA, яке передбачає лише три його найбiльш вираженi дро-

бовi плато при 1/4 i 1/2 намагнiченостi насичення, коли перiод основного стану

не перевищує подвоєння елементарної комiрки (тобто 𝑝 = 2). На противагу цьому,

Шуленбург i Рiхтер стверджували на основi даних точної дiагоналiзацiї [120, 121],

що дана модель демонструє мiж 1/4 i 1/2 нескiнченний ряд менших дробових пла-

то на 𝑛/(2𝑛 + 2) = 1/4, 1/3, 3/8, · · · , 1/2 намагнiченостi насичення. Узгодження

цих результатiв з правилом OYA очевидне, якщо зауважити, що дана безмежна

послiдовнiсть плато вiдповiдає послiдовностi основних станiв з вiдповiдними пе-
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рiодами (𝑛+ 1) елементарної комiрки.

Квантова спiн-1/2 модель Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда [122],

яку традицiйно називають моделлю Шастри-Сазерленда, є сучасним майданчи-

ком для вивчення складної структури квантової матерiї, що виникає у двови-

мiрних магнiтних системах. Таку модель ще можна собi уявити як двовимiрний

масив взаємно ортогональних спiнових димерiв [123]. Конкуренцiя мiж антиферо-

магнiтними димерними 𝐽 i мiждимерними 𝐽 ′ взаємодiями призводить до синглет-

димерних i синглет-плакетних фаз з короткосяжними кореляцiями в основному

станi [122, 124]. Прикладання магнiтного поля викликає кiлька малих дробо-

вих плато намагнiченостi зi складним упорядкуванням локалiзованих триплонних

збуджень (див. огляд [125]). Теоретичне дослiдження моделi Шастри-Сазерленда

загалом являє собою складну проблему, яку намагалися вирiшити багатьма чи-

словими методами, такими як CORE [126], pCUTs [127–129], тензорною мережею

iPEPS [130–132] та iншi (див. огляд [123]). Крiм того, тут можлива поява зв’язаних

станiв [130, 133–137], топологiчних триплонних мод [138–140] та конденсацiї Бозе-

Айнштайна [123, 141] — все це становить актуальний науковий iнтерес. Нещодавно

числовий варiацiйний пiдхiд пролив свiтло на квантовi фази, що виникають на ме-

жi синглет-димерної фази [142].

Вивчення термодинамiчних властивостей фрустрованих систем окреслює ще

низку проблем, серед яких можна згадати температурнi фазовi переходи та кро-

совери, якi сьогоднi привертають значну увагу [143–145]. Димеризована природа

низькоенергетичних станiв у моделi Шастри-Сазерленда створює цiкаву фiзику

також при ненульових температурах, де вона демонструє лiнiї фазових переходiв

першого роду мiж синглет-димерною та синглет-плакетною фазами, яка закiн-

чується критичною точкою при скiнченнiй температурi [146]. Iнтерес до таких

переходiв походить вiд температурних дослiджень фрустрованого двошару Гай-

зенберґа, де було виявлено схожi немагнiтнi температурнi переходи [147]. Заува-

жимо також, що низькоенергетична область високого поля повнiстю фрустрованої

двошарової моделi допускає вiдображення на класичний ґратковий газ, таким чи-

ном дозволяючи в межах строгого пiдходу дослiдження його низькоенергетичної
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Рис. 1.1. Iлюстрацiя квадратної ґратки, декорованої ромбами, з позначеною еле-
ментарною комiркою (пунктирний квадрат), а також п’яти рiзних вузлiв
(круги) усерединi елементарної комiрки та двох рiзних обмiнних взаємо-
дiй 𝐽1 (тонкi чорнi лiнiї) та 𝐽2 (товстi червонi лiнiї).

термодинамiки, включаючи перехiд упорядкування при скiнченнiй температурi

[86, 148, 149].

Ще одна сильно фрустрована двовимiрна квантова спiнова система взає-

модiючих ортогональних спiнових димерiв — це антиферомагнетик Гайзенберґа

на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, показаний на рис. 1.1. На вiдмiну вiд

моделi Шастри-Сазерленда, вона мiстить, крiм димерiв (вздовж зв’язкiв 𝐽2), дода-

тковий набiр спiнiв, якi пов’язанi з iншими (димерними) спiнами лише зв’язками

𝐽1. У границi великих 𝐽2, для 𝐽1/𝐽2 → 0, цi спiни, пов’язанi виключно через

зв’язки 𝐽1, таким чином, не мають сусiднього спiна для утворення синглета, i тому

назвемо їх мономерними спiнами. Детальне дослiдження властивостей основного

стану за вiдсутностi зовнiшього магнiтного поля проведено в статтях [150–154].

Фазова дiаграма у нульовому полi демонструє три рiзнi основнi стани, як пока-

зано на рис. 1.2, що передбачає цiкавi фiзичнi ефекти також у скiнченних полях

i при скiнченних температурах. У випадку сильної димерної взаємодiї 𝐽2 основ-

ний стан є прямим добутком синглетних станiв на всiх димерах 𝐽2, тодi як решта

спiнiв (якi називають мономерними спiнами) ефективно роз’єднанi. Це призво-

дить до великої ентропiї основного стану ln(2) на елементарну комiрку в цьому

режимi (𝐽2/𝐽1 > 2), що позначається мономер-димерною (MD) фазою. З iншого

боку, для слабких 𝐽2 переважають триплетнi стани на всiх димерах 𝐽2, тодi як
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Рис. 1.2. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзен-
берґа на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, у нульовому магнiтно-
му полi, отримана з роботи [152], що мiстить фазу Лiба-Матiса (LM),
димер-тетрамерну (DT) ) i мономер-димерну (MD) фази. На iлюстрацiї
рiзних основних станiв блакитнi (помаранчевi) овали позначають спiновi
триплетнi (синглетнi) стани на димерах. Тетрамерний синглет DT-фази
зображено ромбом.

спiни мономерiв переважно орiєнтованi протилежно до поляризацiї димерiв. Це

призводить до феримагнiтного стану, схожого на феримагнiтний основний стан

моделi зi змiшаним спiном 1 та 1/2 на ґратцi Лiба [155]. Його феримагнiтна по-

ляризацiя випливає з теореми Лiба-Матiса [109] в термiнах двох рiзних пiдґраток

ґратки Лiба. Тому ця фаза також далi позначається LM. Цi двi фази MD i LM,

роздiленi додатковою димер-тетрамерною (DT) фазою (див. рис. 1.2). У цiй фазi

утворюються два рiзних типи локальних синглетiв: окрiм синглетiв 𝐽2-димерiв,

також виникають синглети на бiльших кластерах iз чотирма спiнами: а саме, се-

ред тетрамерiв, кожен з яких складається з одного димера та зв’язаних з ним його

двох сусiднiх мономерних спiнiв. DT фаза макроскопiчно вироджена, а множина

її основних станiв складається з усiх конфiгурацiй щiльно упакованих тетрамерiв,

решта 𝐽2-димерiв утворюють димернi (двовузловi) синглети.

Слiд зауважити, що поза нашою увагою залишилось чимало iнших цiкавих

моделей, як, наприклад, фрустрованi антиферомагнетики на ґратках кагоме, гi-

перкагоме, пiрохлору (див. огляди [2]), а також модель Кiтаєва на шестикутнiй

ґратцi [156], якi викликають значний iнтерес сучасних дослiджень [157–159].
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1.2. Сполуки

Неперервний прогрес у синтезi i дослiдженнi матерiалiв дозволяє виявля-

ти рiзноманiтнi класи магнiтних кристалiв [160]. Прояви континууму збуджень i

його залежнiсть вiд прикладеного поля було спостережено в магнiтних сполуках

Cs2CuCl4 [161], SrCuO2 [162]. Надобмiнна взаємодiя у багатьох кристалах призво-

дить до анiзотропiї у спiновiй взаємодiї, як, наприклад, 𝑋𝑌 анiзотропiя у сполуцi

Cs2CoCl4 [163], або взаємодiя Дзялошинського-Морiя у квазiодновимiрних мате-

рiалах K2CuSO4Cl2 i K2CuSO4Br2 [164, 165]. Також було виявлено, що спiн-1/2

ланцюжок з фрустрованою взаємодiєю наступного пiсля найближчих сусiдiв мо-

делює квазiодновимiрний матерiал CuGeO3 [160, 166].

Експериментальне виявлення фрустрованого ромбiчного ланцюжка в азу-

ритi Cu3(CO3)2(OH)2 [167], феримагнiтного ромбiчного ланцюжка в органiчнiй

системi [168], а також феромагнiтних ромбiчних ланцюжкiв у полiмерних коорди-

нацiйних сполуках Bi4Cu3V2O14 [169], Cu3(TeO3)2Br2 [170] i Cu3(N3)6(DMF)2 [171]

стимулювали ряд експериментальних [111, 172–175] i теоретичних [100, 176, 177]

дослiджень. Дослiдження залежної вiд поля кривої намагнiченостi при низьких

температурах демонструє появу дробового плато 1/3 намагнiчення насиченя в

азуритi [167] та iнших тримеризованих сполуках [113, 114, 178].

Найпоширенiше сiмейство сполук з топологiєю двоногих драбинок утворю-

ють купрати, в яких зустрiчаються обидва експериментальнi представники з до-

мiнантною взаємодiєю всерединi щаблiв як SrCu2O3 [179, 180], Cu2(C5H12N2)2Cl4
[181–183], (C5H12N)2CuBr4 [184], (5IAP)2CuBr4 [185], а також магнiтнi сполуки

з домiнантною ланцюжковою взаємодiєю, такi як KCuCl3 [186, 187], TlCuCl3,

NH4CuCl3, KCuBr3 [188]. Розумiння низькотемпературного магнетизму моделей

двоногих драбинок також має вирiшальне значення для пояснення механiзму,

який вiдповiдає за високотемпературну надпровiднiсть купратiв [189]. Крiм ку-

пратiв, ще експериментальнi представники драбинкових сполук представляють

ванадати (VO)2P2O7 [185], CaV2O5 i MgV2O5 [190], а також полiрадикал BIP-BNO

[168, 191].
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Найвiдомiшим експериментальним представником моделi Шастри-

Сазерленда є шаруватий магнiтний матерiал SrCu2(BO3)2. Перевiдкрита

Кагеямою та iн. [192], ця магнiтна сполука надала довгоочiкувану експери-

ментальну реалiзацiю фази синглетних димерiв при нульовому магнiтному полi

та кiлькох екзотичних квантових фазах, якi проявляються на низькотемпера-

турнiй кривiй намагнiченостi у виглядi серiї дробових плато намагнiченостi

[131, 193, 194]. Бiльше того, спiввiдношення мiж внутрiшньодимерними та

мiждимерними зв’язками в цiй магнiтнiй сполуцi є досить близьким до межi

фаз мiж синглет-димерною i синглет-плакетною фазами [124]. Виявляється, що

за допомогою зовнiшнього тиску можна налаштовувати спiввiдношення мiж

константами димерного та мiждимерного зв’язку через деформацiю кристала,

i це дозволяє спостерiгати за досить низьких температур фазовий перехiд мiж

синглет-димерною, синглет-плакетною i Неелевою фазами [195]. Фiзичнi прояви

цих фаз у SrCu2(BO3)2 перебувають у стадiї iнтенсивних експериментальних i

теоретичних дослiджень [196–200]. Тим не менш, навiть магнiтна поведiнка при

низьких магнiтних полях все ще не повнiстю зрозумiла. У роботi [193] дробовi

плато намагнiченостi на 1/8, 2/15, 1/6, 1/4 намагнiченостi насичення були виявле-

нi за допомогою ядерного магнiтного резонансу та вимiрювань крутного моменту

при 𝑇 = 60 mK , тодi як вимiрювання намагнiченостi в надсильних магнiтних

полях дали докази плато намагнiченостi 1/8, 1/4, 1/3, 1/2, зареєстрованих при

𝑇 = 2.4 K [131]. Взаємодiя Дзялошинського-Морiя також важлива для правиль-

ного опису магнiтних властивостей SrCu2(BO3)2 [138, 141, 201–203]. Зокрема, це

призводить до нетривiальної топологiчної зонної структури триплонiв [138]. При

скiнченних температурах до 4 K в SrCu2(BO3)2 iдентифiковано лiнiю фазових

переходiв першого роду iндукованого прикладеним тиском, який закiнчується

критичною точкою, мiж синглет-димерною i синглет-тетрамерною фазами [146].

Цiкаво, що SrCu2(BO3)2 не єдиний приклад фiзичної реалiзацiї моде-

лi Шастри-Сазерленда. Магнiтна структура (CuCl)Ca2Nb3O10 також узгоджує-

ться з моделлю Шастри-Сазерленда, але феромагнiтний характер мiждимерного

зв’язку, на жаль, запобiгає виникненню дробових плато у вiдповiдних низько-
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температурних кривих намагнiченостi [204, 205]. З iншого боку, рiдкоземельнi

тетрабориди 𝑅B4 (𝑅 = Dy, Er, Tm, Tb, Ho) створюють iнший клас магнiтних

матерiалiв, якi демонструють складну структуру дробових плато намагнiчено-

стi, притаманних анiзотропнiй моделi Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда

з сильною анiзотропiєю типу Iзинґа [206–209]. У той час як антиферомагнiтна мо-

дель Iзинґа на ґратцi Шастри-Сазерленда здатна вiдтворити лише часткове 1/3-

плато [210], можливий обмiнний зв’язок мiж локалiзованими спинами Iзинґа та

спiнами провiдних електронiв у металевих рiдкiсноземельних тетраборидах може

бути iстотним для опису їхнiх магнiтних властивостей [211].

Хоча нам наразi не вiдомо про будь-яку експериментальну реалi-

зацiю спiн-1/2 ортогонально-димерного ланцюжка Гайзенберґа, несподiва-

но виявилося, що 3𝑑-4𝑓 гетеробiметалiчний координацiйний полiмер [{

Dy(hfac)2(CH3OH)}2{Cu(dmg)(Hdmg)}2]𝑛 (H2dmg = dimethylglyoxime; Hhfac =

1,1,1,5,5,5-hexafluoropentane-2,4-dione) [212], надалi скорочено [Dy2Cu2]𝑛, забез-

печує експериментальну реалiзацiю ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-

Гайзенберґа. Насправдi, полiмерна сполука [Dy2Cu2]𝑛 демонструє своєрiдну одно-

вимiрну архiтектуру з регулярним чергуванням димерних одиниць Dy3+-Dy3+ i

Cu2+-Cu2+ магнiтних iонiв, складених ортогонально один вiдносно одного, як по-

казано на рис. 1.3 (a) [212]. Крiм того, слiд зазначити, що магнiтний iон Dy3+ являє

собою iон Крамерса з мультиплетом основного стану 6H15/2, який зазнає впливу

вiдносно сильного кристалiчного поля, i розщеплюється на вiсiм добре роздiле-

них дублетiв Крамерса [213, 214]. У зв’язку з цим магнiтну поведiнку магнiтного

iона Dy3+ iз повним кутовим моментом 𝐽 = 15/2 i пов’язаним з ним 𝑔-фактором

𝑔𝐽 = 4/3 можна апроксимувати при достатньо низьких температурах за допо-

могою класичного спiна Iзинґа з ефективним гiромагнiтним фактором 𝑔Dy = 20,

якщо нехтувати домiшкою всiх збуджених дублетiв Крамерса [213, 214]. Поверта-

ючись до магнiтної структури полiмерного комплексу [Dy2Cu2]𝑛, яка схематично

зображена на рис. 1.3 (b), вертикальний димер магнiтних iонiв Dy3+-Dy3+ можна

апроксимувати парою Iзинґових спiнiв, тодi як горизонтальний димер магнiтних

iонiв Cu2+-Cu2+ вiдповiдає парi Гайзенберґових спiнiв.
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Рис. 1.3. (a) Кристалiчна структура координацiйного полiмеру 3𝑑-4𝑓 [Dy2Cu2]𝑛
(повну хiмiчну формулу див. у текстi), адаптована вiдповiдно до криста-
лографiчних даних, наведених у поклику [212]. Великi блакитнi куль-
ки визначають кристалографiчне положення магнiтних iонiв Dy3+, тодi
як маленькi зеленi кульки позначають кристалографiчне положення ма-
гнiтних iонiв Cu2+ (кольорова схема позначення атомiв представлена в
легендi). (b) Магнiтна структура вiдповiдного ортогонально-димерного
ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа, у якiй магнiтнi iони Dy3+ розглядаються
як спiни Iзинґа, тодi як магнiтнi iони Cu2+ розглядаються як спiни Гай-
зенберґа. Константи зв’язку 𝐽I, 𝐽 ′

I i 𝐽H приписуються мiждимернiй взає-
модiї Iзинґа мiж Dy3+𝑖𝑖𝑖 та Cu2+ (суцiльнi лiнiї), димерна взаємодiя Iзи-
нґа мiж магнiтними iонами Dy3+ (штриховi лiнiї) та димерна взаємодiя
Гайзенберґа мiж Cu2+ магнiтних iонiв (пунктирнi лiнiї) вiдповiдно.

1.3. Методи

Iснує цiлий ряд аналiтичних та числових методiв, кожен з яких має свої

переваги й недолiки у застосуваннi до дослiдження низьковимiрних магнетикiв.

Насамперед слiд згадати перетворення Йордана-Вiгнера [215], яке встановлює

зв’язок з фермiонним представленням квантових спiн-1/2 моделей. Лiб, Шульц

i Матiс вперше використали це перетворення, щоб знайти точний розв’язок для

анiзотропного спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжка та ланцюжка Гайзенберґа-Iзинґа [108]. Зго-

дом цю модель було розв’язано за наявностi зовнiшнього поля у 𝑧 напрямку [216].

Узагальнення на випадок антисиметричної взаємодiї Дзялошинського-Морiя бу-
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ло здiйснено в роботах [83, 217–219]. Зокрема, у статтi [219] було показано, що

𝑋𝑌 ланцюжок з всеможливими взаємодiями мiж 𝑥 i 𝑦 компонентами сусiднiх спi-

нiв можна звести до анiзотропного 𝑋𝑌 ланцюжка з взаємодiєю Дзялошинського-

Морiя:

𝐻 =
∑︁
𝑛

(︀
𝐽𝑥𝑠𝑥𝑛𝑠

𝑥
𝑛+1 + 𝐽𝑦𝑠𝑦𝑛𝑠

𝑦
𝑛+1

)︀
+
∑︁
𝑛

𝐷
(︀
𝑠𝑥𝑛𝑠

𝑦
𝑛+1 − 𝑠𝑦𝑛𝑠

𝑥
𝑛+1

)︀
+
∑︁
𝑛

Ω𝑠𝑧𝑛. (1.4)

Тут 𝐽𝑥, 𝐽𝑦 — анiзотропнi константи обмiнної 𝑋𝑌 взаємодiї, 𝐷 — 𝑧-компонента

взаємодiї Дзялошинського-Морiя i Ω — поперечне магнiтне поле. Перетворення

Йордана-Вiгнера

𝑐1 = 𝑠−1 , 𝑐𝑛 = (−2𝑠𝑧1) (−2𝑠𝑧2) . . . (−2𝑠𝑧𝑛−1) 𝑠
−
𝑛 , 𝑛 = 2, . . . , 𝑁, (1.5)

перетворює спiновий гамiльтонiан (1.4) в таку бiлiнiйну форму Фермi

𝐻 =
∑︁
𝑛

(︂
𝐽 + i𝐷

2
𝑐+𝑛 𝑐𝑛+1 −

𝐽 − i𝐷
2

𝑐𝑛𝑐
+
𝑛+1 +

𝛾

2

(︀
𝑐+𝑛 𝑐

+
𝑛+1 − 𝑐𝑛𝑐𝑛+1

)︀
+Ω

(︂
𝑐+𝑛 𝑐𝑛 −

1

2

)︂)︂
. (1.6)

iз 𝐽 = 1
2 (𝐽

𝑥 + 𝐽𝑦), 𝛾 = 1
2 (𝐽

𝑥 − 𝐽𝑦).

Зазвичай покладають перiодичнi граничнi умови для спiнiв 𝑠𝛼𝑁+1 = 𝑠𝛼1 , тому

бiлiнiйна форма Фермi (1.6) буде перiодичною або антиперiодичною в залежностi

вiд непарного чи парного числа фермiонiв. Пiсля перетворення Фур’є

𝑐𝜅 =
1√
𝑁

∑︁
𝑛

exp (i𝜅𝑛) 𝑐𝑛, 𝑐𝑛 =
1√
𝑁

∑︁
𝜅

exp (−i𝜅𝑛) 𝑐𝜅 (1.7)

(тут 𝜅 приймає 𝑁 значень 2𝜋
𝑁 𝑛 для перiодичних граничних умов або 2𝜋

𝑁

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
для антиперiодичних граничних умов; 𝑛 = −𝑁

2 ,−𝑁
2 + 1, . . . , 𝑁2 − 1 для парних 𝑁

i 𝑛 = −𝑁−1
2 ,−𝑁−1

2 + 1, . . . , 𝑁−1
2 для непарних 𝑁) та перетворення Боголюбова до

фермi-операторiв 𝛽𝜅

𝛽𝜅 = i𝑢𝜅𝑐𝜅 + 𝑣𝜅𝑐
+
−𝜅, 𝑐𝜅 = −i𝑢𝜅𝛽𝜅 + 𝑣𝜅𝛽

+
−𝜅 (1.8)

iз

𝑢𝜅 = sgn (𝛾 sin𝜅)
1√
2

√︂
1 +

Ω + 𝐽 cos𝜅

𝜆𝜅
, 𝑣𝜅 =

1√
2

√︂
1− Ω + 𝐽 cos𝜅

𝜆𝜅
,
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𝜆𝜅 =

√︁
(Ω + 𝐽 cos𝜅)2 + 𝛾2 sin2 𝜅 (1.9)

гамiльтонiан (1.6) набуває дiагональної форми

𝐻 =
∑︁
𝜅

Λ𝜅

(︂
𝛽+
𝜅 𝛽𝜅 −

1

2

)︂
, (1.10)

Λ𝜅 = 𝐷 sin𝜅+ 𝜆𝜅. (1.11)

Тут слiд зазначити, що лише енергетичний спектр Λ𝜅 (1.11) але не коефiцiєнти

перетворення Боголюбова 𝑢𝜅, 𝑣𝜅 (1.9) залежать вiд 𝐷. Використовуючи (1.11),

можна негайно знайти що спектр є безщiлинним, коли 𝛾2 ≤ 𝐷2 i Ω2 ≤ 𝐽2+𝐷2−𝛾2,
або, коли 𝛾2 > 𝐷2 i Ω2 = 𝐽2. Таким чином, статистична сума, вiльна енергiя

та й усi iншi термодинамiчнi функцiї вiльного фермiонного газу (i вiдповiдного

спiнового ланцюжка) можуть бути легко знайденi.

Обчислення динамiчних величин у методi фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера є

нетривiальною задачею, оскiльки спiновi оператори можуть виражатись через до-

бутки багатьох фермi-операторiв, не лишень на його, але й усiх попереднiх вузлах

(див. огляд [220]). Проiлюструємо вiдомi результати на прикладi iзотропного лан-

цюжка (3.1) з 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝐽 , 𝐷 = 0. Насамперед зазначимо, що згiдно симетрiї

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) нечутливий до змiни знаку обмiнної взаємодiї 𝐽 → −𝐽 , тодi як для 𝑥𝑥 i

𝑦𝑦 структурних факторiв справедливе спiввiдношення 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) → 𝑆𝑥𝑥(𝜅∓ 𝜋, 𝜔),

𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) → 𝑆𝑥𝑦(𝜅∓ 𝜋, 𝜔). З робiт [221–224] вiдомо, що фермiонне зображення 𝑧𝑧

структурного фактора можна просто обчислити

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) =

𝜋∫︁
−𝜋

d𝜅1𝑛𝜅1
(1− 𝑛𝜅+𝜅1

) 𝛿 (𝜔 + Λ𝜅1
− Λ𝜅+𝜅1

) , (1.12)

де Λ𝜅 = Ω+𝐽 cos𝜅 — енергiя елементарних збуджень фермiонiв Йордана-Вiгнера.

Очевидно, що 𝑧𝑧 динамiчний структурний фактор (1.12) формується континуу-

мом двофермiонних (частинково-дiркових) збуджень [222–224]. Для нього можна

ввести такi характернi лiнiї в площинi 𝜅-𝜔:

𝜔(1)(𝜅)

|𝐽 | = 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜅

2
sin

(︂ |𝜅|
2

− 𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
,



50

𝜔(2)(𝜅)

|𝐽 | = 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜅

2
sin

(︂ |𝜅|
2

+ 𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
,

𝜔(3)(𝜅)

|𝐽 | = 2
⃒⃒⃒
sin

𝜅

2

⃒⃒⃒
, (1.13)

де 𝛼 = arccos (|Ω|/|𝐽 |) змiнюється вiд 𝜋/2 (коли Ω = 0) до 0 (коли |Ω| = |𝐽 |).
𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) в основному станi вiдмiнний вiд нуля для |Ω| < |𝐽 | i в обмеженiй областi

площини 𝜅-𝜔 (припускаємо |𝜅| ≤ 𝜋, 𝜔 ≥ 0) з нижньою межею 𝜔𝑙(𝜅) = 𝜔(1)(𝜅)

i верхньою межею 𝜔𝑢(𝜅) = 𝜔(2)(𝜅), якщо 0 ≤ |𝜅| ≤ 𝜋 − 2𝛼, або 𝜔𝑢(𝜅) = 𝜔(3)(𝜅),

якщо 𝜋−2𝛼 ≤ |𝜅| ≤ 𝜋. Крiм того, 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) демонструє скiнченний стрибок уздовж

середньої межi 𝜔𝑚(𝜅) = 𝜔(2)(𝜅), 𝜋− 2𝛼 ≤ |𝜅| ≤ 𝜋. Нарештi, 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) показує син-

гулярнiсть ван Гова вздовж кривої 𝜔𝑠(𝜅) = 𝜔(3)(𝜅). З пiдвищенням температури

нижня межа розмивається i остаточно зникає. Верхня межа задається 𝜔(3)(𝜅) i

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) стає незалежним вiд поля у високотемпературнiй границi.

Динамiчний структурний фактор 𝑥𝑥/𝑥𝑦 визначається багатофермiонними

збудженнями i тому є набагато складнiшою величиною (двофермiонний внесок

у 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) обговорювався в статтях [225, 226]). Проте основний стан 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) i

𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) можна легко обчислити для сильних полiв |Ω| > |𝐽 | [227]:

𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) = i sgn(Ω)𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) =
𝜋

2
𝛿 (𝜔 − |Ω| − 𝐽 cos𝜅) . (1.14)

Рiвняння (1.14) показує, що вся спектральна вага в цьому випадку зосереджена

вздовж кривої

𝜔⋆(𝜅)

|𝐽 | =
|Ω|
|𝐽 | + sgn(𝐽) cos𝜅. (1.15)

При достатньо низьких температурах (𝑘B𝑇/|𝐽 | = 0.01 . . . 0.05) з результатiв чи-

слових методiв вiдомо (див. посилання [228]), що хоча 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) i 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) апрiорi

не обмеженi певною областю в площинi 𝜅-𝜔 (i насправдi цi величини мають нену-

льовi значення по всiй площинi 𝜅-𝜔), незважаючи на це, їх значення досить малi

за межами двофермiонного континууму збуджень, розглянутого вище. Точнiше,

𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiчнi структурнi фактори показують розмитi гiлки збуджень, прибли-

зно дотримуючись границь двофермiонного континууму збуджень (див. рiвняння
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(1.13)) для 𝐽 < 0 або за цими межами, змiщеними вздовж осi 𝜅 на 𝜋 для 𝐽 > 0.

У високотемпературнiй границi отримуємо [229–232]

𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) =

√
𝜋

4|𝐽 |

(︃
exp

(︃
−(𝜔 − Ω)2

𝐽2

)︃
+ exp

(︃
−(𝜔 + Ω)2

𝐽2

)︃)︃
,

i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) =

√
𝜋

4|𝐽 |

(︃
exp

(︃
−(𝜔 − Ω)2

𝐽2

)︃
− exp

(︃
−(𝜔 + Ω)2

𝐽2

)︃)︃
, (1.16)

тобто 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiчнi структурнi фактори в цьому випадку незалежнi вiд 𝜅 i

демонструють гаусовий профiль при 𝜔 = ±Ω.

Подiбнi результати щодо динамiчних властивостей димеризованого спiн-1/2

𝑋𝑋 ланцюжка (тобто з 𝐽𝑛 = 𝐽 (1− (−1)𝑛𝛿), де 0 < 𝛿 < 1 — параметр димеризацiї,

i𝐷𝑛 = 0 у рiвняннi (3.1)) можна знайти в статтi [233] (i покликах приведених там).

Перетворення Йордана-Вiгнера допускає зображення неввзаємодiючих без-

спiнових фермiонiв лишень у випадку 𝑋𝑌 взаємодiй мiж найближчими сусiднi-

ми вузлами, як це розглянуто вище, або у випадку специфiчних багатоспiнових

взаємодiй [234]. Очевидно, що 𝑧𝑧 взаємодiя, чи взаємодiя мiж дальнiми сусiда-

ми призводить до появи у фермiонiзованому гамiльтонiанi чотирифермiонних або

складнiших доданкiв. У випадку ланцюжка Гайзенберґа Булаєвський запропону-

вав застосувати до моделi взаємодiючих фермiонiв наближення Гартрi-Фока, де

видiлялись елементарнi спарення на одному чи сусiднiх вузлах [235]. Такий пiд-

хiд був також використаний для дослiдження 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка у поздовжньому

i поперечному полях [226, 236, 237]. Крiм того, наближення типу Гартрi-Фока за-

стосовувались i до моделей зi складнiшою конфiгурацiєю взаємодiй, як двонога

драбинка [238], 𝐽1 − 𝐽2 ланцюжок [239, 240].

Метод сильного зв’язку [241], який базується на теорiї збурень для бага-

тьох частинок [242], представляє ще один потужний метод для дослiдження фру-

строваних систем. Вiн дозволяє отримати простiшi ефективнi гамiльтонiани для

низькоенергетичних збуджень, якi вже не мiстять фрустрацiй, i або допускають

точнi розв’язки, або такi моделi можна успiшно розглянути числовими методами.

В межах багаточастинкової теорiї збурень повний гамiльтонiан 𝐻 розбивається
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на iдеальну (точно-розв’язну) 𝐻(0) i збурену 𝐻(1) частини:

𝐻 = 𝐻(0) + 𝜆𝐻(1), (1.17)

де вважаємо, що власнi значення для iдеальної частини 𝐻(0)|Φ𝑖⟩ = 𝐸
(0)
𝑖 |Φ𝑖⟩ вiдо-

мi. Якщо 𝑃 є оператором проекцiї на пiдпростiр основних станiв |Φ0⟩ iдеальної

частини 𝐻(0) i 𝑄 = 1−𝑃 , розклад теорiї збурень можна формально отримати для

ефективного гамiльтонiана, що дiє в пiдпросторi спроектованому на 𝑃 :

𝐻𝑒𝑓𝑓 = 𝑃𝐻𝑃 + 𝜆2𝑃𝐻(1)𝑅𝑠

∞∑︁
𝑛=0

(︁
(𝑄𝐻(1)−𝛿𝐸0)𝑅𝑠

)︁𝑛
𝑄𝐻(1)𝑃,

𝑅𝑠 = 𝑄
1

𝐸
(0)
0 −𝐻(0)

=
∑︁
𝑚 ̸=0

|Φ𝑚⟩⟨Φ𝑚|
𝐸

(0)
0 − 𝐸

(0)
𝑚

=
∑︁
𝑚̸=0

𝑄𝑚

𝐸
(0)
0 − 𝐸

(0)
𝑚

, (1.18)

де 𝛿𝐸0 = 𝐸0−𝐸(0)
0 . Пертурбативне розвинення (1.18) все ще є точним, але його за-

звичай доводиться обривати через обчислювальнi труднощi, що виникають через

внески вищого порядку 𝐻(𝑛)
𝑒𝑓𝑓 ефективних гамiльтонiанiв . У цiй роботi ми обмежи-

мося пертурбативним розкладом другого порядку, який враховуватиме внески ну-

льового, першого та другого порядку в ефективний гамiльтонiан: 𝐻(0)
𝑒𝑓𝑓 = 𝑃𝐻(0)𝑃 ,

𝐻
(1)
𝑒𝑓𝑓 = 𝜆𝑃𝐻(1)𝑃 i 𝐻(2)

𝑒𝑓𝑓 = 𝜆2𝑃𝐻(1)𝑅𝑠𝐻
(1)𝑃 вiдповiдно.

У данiй роботi ми використовували ряд числових методiв у випадках, ко-

ли точнi результати були недосяжнi, або для того, щоб оцiнити справедливiсть

використаних наближених пiдходiв. Недавнi огляди числових методiв можна зна-

йти у [243, 244]. Найунiверсальнiшим пiдходом для фрустрованих моделей можна

вважати точну дiагоналiзацiю (див. огляд [245]), в межах якої можна розрахува-

ти власнi енергiї i стани рiзноманiтних систем скiнченного розмiру. Розмiр таких

систем може бути порядку 50 вузлiв, проте сильно залежать вiд величини спi-

нiв i наявних симетрiй у моделi. Це обмеження часто є вирiшальним у випадку,

якщо потрiбно оцiнити ефекти скiнченного розмiру. На противагу цьому метод ре-

нормгрупи для матрицi густини (DMRG) [246, 247], який є варiацiйним пiдходом

розробленим для одновимiрних систем, дозволяє отримати прецизiйнi результа-

ти для основних i низькоенергетичних збуджених станiв достатньо довгих систем
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розмiром кiлька сотень вузлiв. Згодом його було розширено на клас квантових

станiв, якi можна зобразити матричними добутками, та узагальнено на випадок

безмежних одновимiрних систем [248].

Для вивчення термодинамiчних властивостей квантових моделей у просто-

ровiй вимiрностi 𝐷 > 1 квантовий метод Монте-Карло є високоефективним,

оскiльки допускає розгляд систем достатньо великого розмiру. Серед рiзних фор-

мулювань цього методу, стохастичий розклад в ряд для квантового методу Монте-

Карло (SSE QMC) [249–251] пропонує високоефективний та об’єктивний пiдхiд до

вивчення квантових спiнових моделей. На жаль, пiд час його формулювання в тра-

дицiйному локальному базисi спiну 𝑆𝑧 введення геометричної фрустрацiї загалом

призводить до проблеми знакiв, тобто експоненцiйного падiння статистичної то-

чностi моделювання QMC при низьких температурах i великих розмiрах системи

[252–254]. Проте, у певних випадках цю проблему можна усунути, якщо викону-

вати моделювання QMC на вiдмiннному базисi вiд локального спiну 𝑆𝑧. Точнiше,

натомiсть розглядаються вiдповiднi базиснi стани пiсля розкладу гамiльтонiана на

окремi члени кластерiв iз кiлькома вузлами, таких як димери чи тримери [255–

257]. Випадок димерiв може бути використаний для повного усунення проблеми

знаку, наприклад, для повнiстю фрустрованої моделi двошару [147, 256, 258], тодi

як локальний базис спiнового тримера дозволяє уникнути проблеми знака для

повнiстю фрустрованої моделi тришару [257] у спiн-1/2 антиферомагнетику. Та-

кий пiдхiд було спецiально адаптовано до моделi Шастри-Сазерленда в димерному

базисi, щоб уникнути проблеми зi знаком у моделюваннi QMC цiєї фрустрованої

квантової спiнової системи [259].

1.4. Проблеми

Складнiсть опису низьковимiрних фрустрованих систем та розмаїття явищ,

якi виявляються у них, становить цiлий ряд задач для їх задовiльного опису.

Зокрема вплив взаємодiї Дзялошинського-Морiя, яка часто присутня в низько-

розмiрних магнiтних дiелектриках, залишається не вивченим. Хоча величина цiєї
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взаємодiї зазвичай невелика, її наявнiсть може викликати помiтнi змiни в рiзних

спостережуваних характеристиках магнiтних систем (див., наприклад, [71, 260]).

З теоретичної точки зору, хоча спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжок може бути вiдображено

на одновимiрну модель невзаємодiючих безспiнових фермiонiв, аналiз динамiчних

характеристик спiнової моделi зовсiм не тривiальний. 𝑧𝑧 спiнова кореляцiйна фун-

кцiя вiдповiдає кореляцiйнiй функцiї густина-густина для безспiнових фермiонiв

i її обчислення можна здiйснити в межах аналiтичного пiдходу [221, 224]. На

противагу цьому, iншi (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑥𝑦, 𝑦𝑥) спiновi кореляцiйнi функцiї є бiльш скла-

дними величинами через нелокальний характер спiввiдношення Йордана-Вiгнера

мiж операторами 𝑠+ та 𝑠− i операторами наародження та знищення фермiонiв.

Явнi аналiтичнi результати для них знайдено при високих температурах [229–

232] i в основному станi для сильних полiв [227]. З робiт [261–265] також вiдома

асимптотика деяких залежних вiд часу спiнових кореляцiйних функцiй в окре-

мих граничних випадках. З iншого боку, залежнi вiд часу спiновi кореляцiйнi

функцiї (i вiдповiднi динамiчнi структурнi фактори та динамiчна сприйнятли-

вiсть) можна розрахувати чисельно [228, 233, 266–268]. Попереднi дослiдження

впливу взаємодiї Дзялошинського-Морiя були обмеженi поперечними (𝑧𝑧) дина-

мiчними властивостями [218, 269], а також динамiкою кореляцiй мiж 𝑥 i 𝑦 ком-

понентами спiну при безмежнiй температурi [270]. Зокрема, поперечну динамiчну

сприйнятливiсть 𝜒𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) було знайдено при 𝜅 = 0 [218] i 𝜅 ̸= 0 [269]. Зв’язок

мiж 𝑋𝑌 ланцюжками без та з взаємодiєю Дзялошинського-Морiя на пiдставi си-

метрiї обговорювався в роботi [271]. Крiм того, наскiльки нам вiдомо, вплив вза-

ємодiї Дзялошинського-Морiя на 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑥𝑦, 𝑦𝑥 динамiчнi структурнi фактори

при скiнченних температурах ранiше не вивчався. Тут зазначимо, що динамiчнi

властивостi бiльш загальної моделi, спiн-1/2 антиферомагнiтного 𝑋𝑋𝑋 ланцюж-

ка Гайзенберґа, iз взаємодiєю Дзялошинського-Морiя були дослiдженi в статтях

[272, 273]. Таким чином, в роботi [272] показано за допомогою аргументiв симе-

трiї, що хоча взаємодiя Дзялошинського-Морiя тривiально змiнює спектр моделi,

вплив на спiновi кореляцiї та динамiчну сприйнятливiсть залишається суттєвим. У

роботi [273], спiновi кореляцiйнi функцiї та динамiчнi сприйнятливостi ланцюжка
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iз взаємодiєю Дзялошинського-Морiя виражено через такi ж величини звичай-

ного 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка. Проте, результати для останнього моделi були обмеженi

хвильовими векторами, близькими до краю зони Брилюена, малими енергiями i

низькими температурами.

Пошук задовiльних аналiтичних пiдходiв для опису фрустрованих моделей

теж залишається актуальною задачею. Перетворення Йордана-Вiгнера є ще однi-

єю технiкою, що допускає аналiтичне наближення для низьковимiрних квантових

спiнових систем (див., наприклад, огляд [274]). Його також було застосовано до

𝐽1−𝐽2 ланцюжка [239, 240], однак лише для обмеженого набору конфiгурацiй сере-

днього поля. Хоча в роботi [240] повiдомлено про неспiвмiрну фазу для бiльших 𝐽2,

ця робота не розглядала димеризованi стани i таким чином не в змозi вiдтворити

щiлину в спектрi, яка, як вiдомо, є суттєвою в цiй областi (див., наприклад, [90]).

Це мотивувало нас провести систематичне дослiдження спiн-1/2 𝐽1− 𝐽2 ланцюж-

ка з використанням перетворення Йордана-Вiгнера та врахування всiх можли-

вих конфiгурацiй середнього поля. Зауважимо, що ефекти анiзотропiї у спiн-1/2

𝐽1 − 𝐽2 ланцюжку були вивченi систематично або числовими методами [93, 275],

або використовуючи теоретико-польовий пiдхiд [89, 276, 277], але не за допомогою

пiдходiв, якi базуються на застосуваннi перетворення Йордана-Вiгнера [239, 240].

Попереднi теоретичнi пiдходи для квантових спiнових ромбiчних ланцюжкiв теж

базуються здебiльшого на числових методах, а фермiонiзацiю Йордана-Вiгнера

було застосовано в роботах [278–280]. Однак, представленi там результати не вра-

ховують фазовi множники, тому їх не можна вважати надiйними.

Iснування строгих результатiв є дуже важливим у вивченнi фрустрованих

моделей, оскiльки вони забезпечують точну iнформацiю про їх складну поведiнку.

На жаль, точнi результати для таких систем все ще обмеженi (див. огляд [281]).

Найпростiшi приклади точно розв’язних квантових спiнових моделей — це моделi

з вiдомим димеризованим [281–284] або навiть тримеризованим [285] основними

станами. Iнший приклад представляє собою фрустрованi антиферомагнетики у

сильних магнiтних полях з власними станами локалiзованих магнонiв (див., на-

приклад, огляд [86]). З iншого боку, точнi розв’язки для деяких спiн-1/2 квантових
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спiнових драбинок з багатоспiновою взаємодiєю дозволяють знайти, крiм основно-

го стану, також термодинамiчнi властивостi [286, 287]. Точно розв’язнi моделi, якi

допускають включення фрустрацiї, також можна побудувати з моделей Iзинґа, де

включено декорацiї квантових спiнiв [100, 288]. Декорацiйно-iтерацiйна процедура

дозволяє обчислити строго всi термодинамiчнi властивостi декорованих моделей,

якщо вiдомий точний розв’язок для вiдповiдної моделi Iзинґа. Вiдмiнна риса цих

моделей полягає в тому, що квантовi декорацiї вiдокремленi одна вiд одної, так

що гамiльтонiан можна розкласти на суму коммутуючих частин. Тодi власнi ста-

ни повного гамiльтонiана просто розкладаються на множники у добуток власних

станiв його комутуючих частин. Слiд, однак, зауважити, що вищезазначенi точнi

результати зазвичай отримують лише за певних обмежень накладених на пара-

метри взаємодiї, а цi моделi не пiддаються досить загальному розгляду.

Особливо цiкавими можуть бути результати, якi стосуються появи i розмiрiв

дробових плато намагнiченостi у фрустрованих спiнових моделях [125]. У одно-

вимiрних моделях можлива поява дробових плато задовольняє умовi OYA [110],

як згадувалось у пiдроздiлi 1.1. У випадку, коли в основному станi фрустрованих

моделей порушується просторова симетрiя i його перiод може бути як завгодно

великим в залежностi вiд магнiтного поля, в системi може виникати безмежна

послiдовнiсть дробових плато намагнiченостi, як це виявлено в ортогонально-

димерному ланцюжку [120]. Ситуацiя стає складнiшою у двовимiрних системах,

де немає схожого критерiю. Найвiдомiший приклад є модель Шастри-Сазерленда

[122], двовимiрний варiант ортогонально-димерної моделi, який вiдповiдає магнi-

тнiй структурi SrCu2(BO3)2 [289]. Початковi вимiрювання намагнiченостi у ви-

сокому полi для SrCu2(BO3)2 дали переконливi докази наявностi трьох значних

плато на 1/8, 1/4 i 1/3 повної намагнiченостi на додаток до очiкуваного плато при

нульовiй намагнiченостi, що вiдповiдає синглет-димерному стану [192]. Подальшi

вимiрювання обертального моменту [194], показали наявнiсть кiлькох додаткових

плато, окрiм трьох найбiльших плато згаданi ранiше. Експерименти у постiйно-

му полi, пiдтвердженi результатами ядерного магнiтного резонансу [193], встано-

вили, що послiдовнiсть плато низької намагнiченостi становить 1/8, 2/15, 1/6 i
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1/4. У надсильних магнiтних полях для SrCu2(BO3)2 було встановлено наявнiсть

надiйного плато намагнiченостi на 1/2 намагнiченостi насичення [194, 290], ши-

рина якого становить майже половину вiд зареєстрованої для найбiльшого пла-

то 1/3 [131]. Багато зусиль було спрямовано на вивчення процесу намагнiчен-

ня моделi Шастри-Сазерленда, щоб знайти розумне пояснення квантових основ-

них станiв, якi макроскопiчно проявляються як промiжнi плато намагнiченостi

[123, 126, 127, 130, 135, 193, 291]. Ефективна модель жорстких бозонiв, отримана

пертурбативно з границi невзаємодiючих ортогональних димерiв [123], а також

рiзних варiацiй неперервних унiтарних перетворень [127, 128] добре працює для

вiдносно малого спiввiдношення мiж димерною i мiждимерною взаємодiєю. З iн-

шого боку, числовi пiдходи придатнi лише для малих розмiрiв доступних систем

[126, 131]. Тому незважаючи на значнi зусилля, загальна кiлькiсть, розмiр та мi-

кроскопiчна природа деяких промiжних плато намагнiченостi остаточно не були

з’ясованi.

З експериментальної точки зору, останнi вимiрювання питомої теплоємностi

сполуки Шастри-Сазерленда SrCu2(BO3)2 [122, 123] в нульовому магнiтному полi

свiдчать про чiтку лiнiю фазових переходiв першого роду на фазовiй дiаграмi у

змiнних тиску i температури [146]. Експериментально спостережувану лiнiю пе-

реходiв першого роду, що закiнчується в критичнiй точцi класу унiверсальностi

двовимiрної моделi Iзинґа, було iдентифiковано як лiнiю спiвiснування димер-

синглетної та плакет-синглетної фаз. I справдi, недавнє теоретичне моделюван-

ня такої моделi задовiльно вiдтворило вимiрянi данi питомої теплоємностi [146].

Крiм того, виявилося, що фрустрований магнiтний матерiал SrCu2(BO3)2 вияв-

ляє в скiнченних магнiтних полях рiзноманiтнi квантовi та температурнi фазовi

переходи на фазовiй дiаграмi тиск-температура-поле, природа яких не до кiнця

зрозумiла [143, 146, 292–295]. Варто зауважити, що такi ранiше невiдомi фазовi

переходи можна зустрiти в iнших низьковимiрних фрустрованих квантових ма-

терiалах (див. недавнiй огляд [296]). Лiнiї таких немагнiтних фазових переходiв

першого роду, що закiнчуються в критичних точках Iзинґа, нещодавно були та-

кож виявленi для спiн-1/2 двошару [147, 297] та тришару [257] Гайзенберґа на
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квадратнiй ґратцi.
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РОЗДIЛ 2

ДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI СПIН-1/2 𝑋𝑌
ЛАНЦЮЖКIВ З ВЗАЄМОДIЄЮ

ДЗЯЛОШИНСЬКОГО-МОРIЯ

У цьому роздiлi отримано строгi результати для динамiчних властивостей

квантових спiнових ланцюжкiв з взаємодiєю Дзялошинського-Морiя. Тут ми ви-

користовуємо метод фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера, який доповнюється подаль-

шими аналiтичними та числовими розрахунками, щоб провести комплексний ана-

лiз впливу взаємодiї Дзялошинського-Морiя на динамiчнi структурнi фактори

спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжкiв у поперечному полi. Спочатку розглянуто спiн-1/2 iзо-

тропний 𝑋𝑌 ланцюжок в (𝑧) поперечному магнiтному полi iз взаємодiєю Дзяло-

шинського-Морiя спрямованої вздовж осi 𝑧 у спiновому просторi i вивчено вплив

цiєї взаємодiї на динамiчнi структурнi фактори 𝑧𝑧, 𝑥𝑥 (𝑦𝑦) i 𝑥𝑦 (𝑦𝑥). В той час

як взаємодiя Дзялошинського-Морiя не проявляється у 𝑧𝑧 динамiчних величинах,

𝑥𝑥 (𝑦𝑦) i 𝑥𝑦 (𝑦𝑥) динамiчнi структурнi фактори показують рiзкi змiни внаслiдок

взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Також проаналiзовано вплив цiєї взаємодiї на

результати ESR експериментiв.

В другiй частинi роздiлу розглянуто анiзотропний варiант спiн-1/2 𝑋𝑌 лан-

цюжка iз взаємодiєю Дзялошинського-Морiя у поперечному полi та вивчено вплив

вищезгаданої взаємодiї на 𝑧𝑧, 𝑥𝑥 i 𝑦𝑦 динамiчнi структурнi фактори. Оскiльки

𝑧𝑧 динамiчний структурний фактор визначається двофермiонним континуумом

збуджень, проаналiзовано одночасний вплив на нього взаємодiї Дзялошинського-

Морiя та 𝑋𝑌 анiзотропiї. Iншi динамiчнi структурнi фактори, якi керуються бага-

тофермiонними збудженнями розраховуються числовим методом. На завершення
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обговорюється як взаємодiя Дзялошинського-Морiя проявляється в динамiчних

властивостях квантових спiнових ланцюжкiв при рiзних полях i температурах.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах [8–12, 39, 40].

2.1. Симетрiї iзотропного 𝑋𝑌 ланцюжка з взаємодiєю
Дзялошинського-Морiя

Модель, яка дослiджується, задається на одновимiрнiй ґратцi з 𝑁 → ∞
спiнiв 1/2 таким гамiльтонiаном

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐽
(︀
𝑠𝑥𝑛𝑠

𝑥
𝑛+1 + 𝑠𝑦𝑛𝑠

𝑦
𝑛+1

)︀
+

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐷
(︀
𝑠𝑥𝑛𝑠

𝑦
𝑛+1 − 𝑠𝑦𝑛𝑠

𝑥
𝑛+1

)︀
−

𝑁∑︁
𝑛=1

ℎ𝑠𝑧𝑛, (2.1)

де 𝑠𝛼 — половини матриць Паулi, 𝐽 — 𝑋𝑋 обмiнна взаємодiя, 𝐷 — взаємодiя

Дзялошинського-Морiя, i ℎ — поперечне магнiтне поле. У моделi (2.1) накладаю-

ться перiодичнi граничнi умови (в аналiтичних розрахунках) i вiльнi граничнi умо-

ви (в числових розрахунках) маючи на увазi, що результати нечутливi до накладе-

них граничних умов у термодинамiчної границi 𝑁 → ∞. Спiнова модель (2.1) має

низку симетрiй, що дозволяє скоротити дiапазон параметрiв i спростити дослiдже-

ння її динамiчних властивостей. Пiсля виконання 𝜋/2-обертання всiх спiнiв навко-

ло 𝑧-осi приходимо до висновку, що 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) = 𝑆𝑦𝑦(𝜅, 𝜔) i 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) = −𝑆𝑦𝑥(𝜅, 𝜔)

i таким чином, єдинi динамiчнi структурнi фактори, якi залишилося вивчити є

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔), 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) i 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔). Слiд зазначити, що пiсля перетворення 𝑠𝑥𝑛 = 𝑠𝑥𝑛,

𝑠𝑦𝑛 = −𝑠𝑦𝑛, 𝑠𝑧𝑛 = −𝑠𝑧𝑛, приходимо до моделi (2.1) з параметрами 𝐽 , −𝐷, −ℎ i в

результатi, можна отримати такi спiввiдношення мiж динамiчними структурни-

ми факторами моделей з рiзними параметрами: 𝑆𝛼𝛼(𝜅, 𝜔)|𝐷,ℎ = 𝑆𝛼𝛼(𝜅, 𝜔)|−𝐷,−ℎ,

𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 але 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔)|𝐷,ℎ = −𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔)|−𝐷,−ℎ. Подiбне перетворення 𝑠𝑥𝑛 =

(−1)𝑛𝑠𝑥𝑛, 𝑠𝑦𝑛 = (−1)𝑛𝑠𝑦𝑛, 𝑠𝑧𝑛 = 𝑠𝑧𝑛, змiнює знаки у модельних параметрах таким

чином −𝐽 , −𝐷, ℎ; ця симетрiя означає, що 𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔)|−𝐽,−𝐷 = 𝑆𝛼𝛽(𝜅 ± 𝜋, 𝜔)|𝐽,𝐷,

𝛼, 𝛽 = 𝑥, 𝑦, 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔)|−𝐽,−𝐷 = 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔)|𝐽,𝐷. Нарештi, просторове вiдбиття визначе-

не як 𝑗 → 𝑁 − 𝑗 + 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , призводить до змiни знаку 𝐷 у гамiльтонiанi

(2.1), i отже 𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔)|𝐷 = 𝑆𝛼𝛽(−𝜅, 𝜔)|−𝐷, 𝛼, 𝛽 = 𝑥, 𝑦, 𝑧.
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У нашому дослiдженнi важливу роль вiдiграє калiбрувальне перетворення,

що усуває взаємодiю Дзялошинського-Морiя з гамiльтонiана (2.1) за рахунок пе-

ренормованої обмiнної взаємодiї𝑋𝑋 (див., наприклад, [71, 260, 271–273, 298, 299]).

Явно, це неоднорiдне перетворення повороту спiнiв записуємо у такому виглядi

𝑠𝑥𝑛 = 𝑠𝑥𝑛 cos𝜑𝑛 + 𝑠𝑦𝑛 sin𝜑𝑛, 𝑠𝑦𝑛 = −𝑠𝑥𝑛 sin𝜑𝑛 + 𝑠𝑦𝑛 cos𝜑𝑛, 𝑠𝑧𝑛 = 𝑠𝑧𝑛,

𝜑𝑛 = (𝑛− 1)𝜙, tan𝜙 =
𝐷

𝐽
. (2.2)

За допомогою перетворення (2.2) знаходимо новий гамiльтонiан (2.1)

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝐽
(︀
𝑠𝑥𝑛𝑠

𝑥
𝑛+1 + 𝑠𝑦𝑛𝑠

𝑦
𝑛+1

)︀
−

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑠𝑧𝑛, 𝐽 = sgn(𝐽)
√︀
𝐽2 +𝐷2. (2.3)

Останнiй вираз вiдповiдає моделi без взаємодiї Дзялошинського-Морiя, проте, з

перенормованою 𝑋𝑋 взаємодiєю 𝐽 . Надалi, ми використовуємо вiдомi результа-

ти для моделi (2.3), щоб розрахувати динамiчнi властивостi моделi з взаємодiєю

Дзялошинського-Морiя (2.1), застосовуючи перетворення поворотiв (2.2). В прин-

ципi, жодних нових розрахункiв (порiвняно з даними в [228, 233]) не потрiбно.

Крiм того, в пiдроздiлi 2.2 використовуються результати для 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) отриманi в

статтях [228, 233]. З цього обговорення очевидно, що взаємодiя Дзялошинського-

Морiя не може бути виявлена з вимiрювань термодинамiчних величин оскiльки

цi величини не можуть розрiзнити моделi (2.1) i (2.3) пов’язаних унiтарним пере-

творенням (2.2). Проте, як продемонстровано нижче, взаємодiю Дзялошинського-

Морiя можна визначити за деякими динамiчними величинами.

2.2. Вплив взаємодiї Дзялошинського-Морiя на
динамiчнi структурнi фактори

Оскiльки неоднорiднi спiновi повороти (2.2) не зачiпають 𝑧 компоненти спi-

нiв, вiдповiдний структурний фактор якiсно не змiниться i вiдповiдатиме тiй са-

мiй величинi для гамiльтонiану з перенормованою взаємодiєю. В результатi мо-

жна легко отримати вирази для 𝑧𝑧 динамiчного структурного фактора спiнового
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ланцюжка (2.1)

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) =

𝜋∫︁
−𝜋

d𝜅1𝑛𝜅1
(1− 𝑛𝜅1+𝜅) 𝛿 (𝜔 + Λ𝜅1

− Λ𝜅1+𝜅) ,

Λ𝜅 = −ℎ+ 𝐽 cos𝜅, 𝑛𝜅 =
1

1 + exp (𝛽Λ𝜅)
, (2.4)

який визначається континуумом двофермiонних (частинково-дiркових) збуджень

(див. рiвняння (1.12) та статтю [224]).

Властивостi двофермiонного континууму збудження були детально вивченi

в роботах [222, 224]. Цi результати знадобляться в подальшому, i тому наведемо їх

тут для зручностi. Отож, введемо наступнi характернi лiнiї континуумом двофер-

мiонних збуджень (1.13) в площинi 𝜅–𝜔, якi потрiбно скоригувати для випадку

перенормованої взаємодiї:

𝜔(1)(𝜅)√
𝐽2 +𝐷2

= 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜅

2
sin

(︂ |𝜅|
2

− 𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
, (2.5)

𝜔(2)(𝜅)√
𝐽2 +𝐷2

= 2

⃒⃒⃒⃒
sin

𝜅

2
sin

(︂ |𝜅|
2

+ 𝛼

)︂⃒⃒⃒⃒
, (2.6)

𝜔(3)(𝜅)√
𝐽2 +𝐷2

= 2
⃒⃒⃒
sin

𝜅

2

⃒⃒⃒
, (2.7)

де параметри 𝛼 = arccos
(︀
|ℎ|/

√
𝐽2 +𝐷2

)︀
змiнюються вiд 𝜋/2, коли ℎ = 0, до 0,

коли |ℎ| =
√
𝐽2 +𝐷2. В такому випадку очевидно, що взаємодiя Дзялошинського-

Морiя проявляється в поперечнiй динамiцi тривiальним чином, i таким способом

її не можна виявити в системi. Тому далi переходимо до iнших динамiчних стру-

ктурних факторiв. Використовуючи перетворення (2.2), знаходимо спiввiдношен-

ня мiж 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiчними структурними факторами моделi (2.1) (лiва сторона

рiвнянь (2.8), (2.9)) i 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiчними структурними факторами моделi (2.3)

(права сторона рiвнянь (2.8), (2.9))

𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) =
1

2
(𝑆𝑥𝑥(𝜅− 𝜙, 𝜔)|𝐽 + 𝑆𝑥𝑥(𝜅+ 𝜙, 𝜔)|𝐽

+i (𝑆𝑥𝑦(𝜅− 𝜙, 𝜔)|𝐽 − 𝑆𝑥𝑦(𝜅+ 𝜙, 𝜔)|𝐽)) , (2.8)

𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) =
1

2
(𝑆𝑥𝑦(𝜅− 𝜙, 𝜔)|𝐽 + 𝑆𝑥𝑦(𝜅+ 𝜙, 𝜔)|𝐽
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−i (𝑆𝑥𝑥(𝜅− 𝜙, 𝜔)|𝐽 − 𝑆𝑥𝑥(𝜅+ 𝜙, 𝜔)|𝐽)) . (2.9)

Надалi можна використовувати рiвняння (2.8) i (2.9) i давно вiдомi результати

для динамiки моделi (2.3), щоб дослiдити вплив взаємодiї Дзялошинського-Морiя

на 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiку. У випадку безмежної температури 𝛽 = 0 [229–232] зале-

жнi вiд часу спiновi кореляцiї 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 на рiзних вузлах обертаються в нуль i

лише автокореляцiї виживають, ⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑥𝑛+𝑚⟩|𝐽 = (1/4) cos(ℎ𝑡) exp
(︁
−𝐽2𝑡2/4

)︁
𝛿𝑚,0,

⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑦𝑛+𝑚⟩|𝐽 = (1/4) sin(ℎ𝑡) exp
(︁
−𝐽2𝑡2/4

)︁
𝛿𝑚,0. У такому разi (тобто коли вижи-

вають лише автокореляцiї) згiдно (2.2) маємо ⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑥𝑛+𝑚⟩|𝐽,𝐷 = ⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑥𝑛+𝑚⟩|𝐽 i

⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑦𝑛+𝑚⟩|𝐽,𝐷 = ⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑦𝑛+𝑚⟩|𝐽 . Цей результат для моделi (2.1), який випливає з

симетрiйних мiркувань, також було отримано ранiше прямим обчисленням [270]

(див. рiвняння (4.8) цiєї статтi)). Оскiльки 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiчнi структурнi фактори

не залежать вiд 𝜅 взаємодiя Дзялошинського-Морiя вiдповiдно до рiвнянь (2.8),

(2.9) перемасштабовує залежнiсть вiд енергiї цих динамiчних структурних факто-

рiв у високотемпературнiй границi 𝛽 = 0:

𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) =

√
𝜋

4𝐽

(︃
exp

(︃
−(𝜔 + ℎ)2

𝐽2

)︃
+ exp

(︃
−(𝜔 − ℎ)2

𝐽2

)︃)︃
(2.10)

i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) =

√
𝜋

4𝐽

(︃
exp

(︃
−(𝜔 + ℎ)2

𝐽2

)︃
− exp

(︃
−(𝜔 − ℎ)2

𝐽2

)︃)︃
. (2.11)

Таким чином, у високотемпературнiй границi 𝛽 = 0 динамiчнi структурнi факто-

ри 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 𝜅-незалежнi i демонструють одинарний пiк Гауса при 𝜔 = |ℎ|.
У випадку скiнченних температур 0 < 𝛽 < ∞ аналiтичнi вирази для дина-

мiчних структурних факторiв 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔)|𝐽 i 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔)|𝐽 моделi (2.3) не вiдомi, але

їх можна знайти числовим методом для ланцюжкiв iз кiлькома сотнями вузлiв.

Дотримуючись процедури [228, 233, 266, 267], проводимо числовi розрахунки для

ланцюжка з 𝑁 = 400 вузлiв. Розглянемо антиферомагнiтний знак обмiнної вза-

ємодiї 𝑋𝑋 i зафiксуємо енергетичнi одиницi поклавши 𝐽 = 1. Нашi результати

стосуються низької температури 𝛽 = 20 i термодинамiчної границi.

На рис. 2.1 i 2.2 показано 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) i i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔), вiдповiдно. Наведенi да-

нi стосуються репрезентативних наборiв параметрiв гамiльтонiана 𝐷 = 0, 1,
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Рис. 2.1. 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) для ланцюжка (2.1) з 𝐽 = 1, 𝐷 = 0 (рисунки злiва a, b, c) i 𝐷 = 1 (рисунки
справа d, e, f), ℎ = 0.001 (a, d), ℎ = 0.5 (b, e), ℎ = 1 (c, f) при низьких температурах
𝛽 = 20. Також наведено межi 𝜔(1)(𝜅′±𝜙) (2.5), 𝜔(2)(𝜅′±𝜙) (2.6) (крапковi та коротко-
штриховi кривi) та 𝜔(3)(𝜅′ ± 𝜙) (2.7) (штриховi кривi).

ℎ = 0.001, 0.5, 1. Як добре видно на рис. 2.1 i 2.2, 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiчнi структурнi

фактори зосередженi переважно вздовж певних лiнiй в площинi 𝜅–𝜔, якi пов’язанi

з характерними лiнiями двофермiонного континууму збуджень (2.5), (2.6), (2.7).

Нагадаємо, що у випадку 𝐷 = 0 i 𝐽 < 0 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦 динамiчнi структурнi факто-

ри зосередженi приблизно вздовж границь двофермiонного континууму збуджень

𝜔𝑙(𝜅), 𝜔𝑚(𝜅), 𝜔𝑢(𝜅) [228, 233]. У випадку 𝐷 = 0 i 𝐽 > 0 (див. лiвi панелi на рис. 2.1

i 2.2) вiдношення симетрiї, згадане вище, передбачає, що цi динамiчнi структурнi

фактори повиннi бути зосередженi приблизно вздовж лiнiй 𝜔𝑙(𝜅
′) = 𝜔𝑙(𝜅 ± 𝜋),

𝜔𝑚(𝜅
′) = 𝜔𝑚(𝜅±𝜋), 𝜔𝑢(𝜅

′) = 𝜔𝑢(𝜅±𝜋), як це добре помiтно на лiвих панелях рис.

2.1 i 2.2. За наявностi взаємодiї Дзялошинського-Морiя 𝐷 ̸= 0 ця проста вiдпо-

вiднiсть порушується, i стає все бiльш заплутаною, а саме двофермiонний конти-

нуум збудження розпадається на два континууми, “лiвий” (з межами 𝜔𝑙(𝜅
′ − 𝜙),

𝜔𝑚(𝜅
′ − 𝜙), 𝜔𝑢(𝜅

′ − 𝜙)) i “правий” (з межами 𝜔𝑙(𝜅
′ + 𝜙), 𝜔𝑚(𝜅

′ + 𝜙), 𝜔𝑢(𝜅
′ + 𝜙));
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Рис. 2.2. Додатня (a, g, c, i, e, k) та вiд’ємна (b, h, d, j, f, l) частини i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) для ланцюжка
(2.1) з 𝐽 = 1, 𝐷 = 0 (лiвi панелi a, b, c, d, e, f) i 𝐷 = 1 (правi панелi g, h, i, j, k, l),
ℎ = 0.001 (a, b, g, h), ℎ = 0.5 (c, d, i, j), ℎ = 1 (e, f, k, l) при низьких температурах
𝛽 = 20. 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) = 0 при 𝐷 = 0, ℎ = 0 (див. панелi a та b) та i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) стають
цiлком вiд’ємними у границi сильних полiв (див. панелi e, f). Також наведено межi
𝜔(1)(𝜅′±𝜙) (2.5), 𝜔(2)(𝜅′±𝜙) (2.6) (пунктирнi та коротко-штриховi кривi) та 𝜔(3)(𝜅′±𝜙)
(2.7) (штриховi кривi).
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цi континууми поєднанi операцiями симетрiї, поясненими вище. Чим бiльше 𝐷,

тим бiльше розщеплення, яке визначається значенням 𝜙. При фiксованому 𝐷 ̸= 0

i ℎ = 0 спектральна вага рiвномiрно розподiлена мiж лiвим i правим континуу-

мами, що призводить до симетрiї вiдносно 𝜅 → −𝜅 (рис. 2.1(d) i 2.2(g), 2.2(h)).

Асиметрiя вiдносно 𝜅 → −𝜅 виникає, коли поле ℎ вiдхиляється вiд нуля. Тодi

як |ℎ| збiльшується вiд 0 до
√
𝐽2 +𝐷2 спектральна вага “перемiщується” з лiвого

континууму в правий i вся спектральна вага стає зосередженою вздовж границь

правого континууму, коли |ℎ| наближається до
√
𝐽2 +𝐷2 (рис. 2.1f i 2.2k, 2.2l).

Наявнiсть взаємодiї Дзялошинського-Морiя викликає ряд специфiчних змiн, якi

добре видно на правих панелях рис. 2.1, 2.2. Наприклад, незалежнi вiд поля моди

на ±𝜋 зсуваються до ±𝜋 ∓ 𝜙. Також можна побачити помiтнi змiни в профi-

лях частоти для фiксованого значення хвильового вектора (скажiмо, 𝜅 = 0 або

𝜅 = ±𝜋).

Розглянемо також випадок нульової температури 𝛽 → ∞, для якого вiдо-

мий точний результат для сильних полiв, |ℎ| >
√
𝐽2 +𝐷2 [227]. Оскiльки основний

стан повнiстю поляризований (тобто повнiстю порожнiй/заповнений на мовi фер-

мiонiв) залежнi вiд часу спiновi кореляцiйнi функцiї ⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑥𝑛+𝑚⟩|𝐽 i ⟨𝑠𝑥𝑛(𝑡)𝑠𝑦𝑛+𝑚⟩|𝐽
можна легко обчислити [227]. Це дає такi результати для динамiчних структурних

факторiв (1.1) моделi (2.1)

𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) = −sgn(ℎ) i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) =
𝜋

2
𝛿
(︁
𝜔 − |ℎ| − 𝐽 cos(𝜅+ sgn(ℎ)𝜙)

)︁
. (2.12)

Вiдповiдно до формули (2.12) sgn (i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔)) = −sgn (ℎ) i i𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) < 0 для по-

зитивних ℎ (насправдi для ℎ >
√
𝐽2 +𝐷2) (див. низькотемпературнi данi на рис.

2.2(e), (f)). Далi, всю спектральну вагу для обох динамiчних величин зосереджено

вздовж кривої

𝜔⋆(𝜅)√
𝐽2 +𝐷2

=
|ℎ|√

𝐽2 +𝐷2
+ sgn(𝐽) cos (𝜅+ sgn(ℎ)𝜙) . (2.13)

При |ℎ| →
√
𝐽2 +𝐷2 права сторона рiвняння (2.13) перетворюється або в

2 cos2((𝜅 + sgn(ℎ)𝜙)/2), якщо 𝐽 > 0 (порiвняйте з даними про низьких темпе-

ратурах показаних на рис. 2.1(c) i 2.2(f)), або в 2 sin2((𝜅 + sgn(ℎ)𝜙)/2), якщо
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𝐽 < 0.

Розрахувавши (частково аналiтично i частково числовим методом) 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦

динамiчнi структурнi фактори моделi (2.1), можна зробити висновок, що цi дина-

мiчнi величини при скiнченних температурах виявляють ряд особливостей, а саме,

асиметрiю вiдносно 𝜅 → −𝜅 при ℎ ̸= 0, специфiчну структуру частотних профi-

лiв при фiксованих значеннях 𝜅, незалежнi вiд поля положення м’яких мод, якi

можна використовувати для однозначного визначення взаємодiї Дзялошинського-

Морiя.

2.3. Спектр електронного спiнового резонансу при
наявностi взаємодiї Дзялошинського-Морiя

Результати для динамiчних структурних факторiв можуть бути використанi

для обговорення впливу взаємодiї Дзялошинського-Морiя на поглинання енергiї

в ESR експериментах. Зауважимо, що аналогiчний аналiз ESR спектрiв у спiн-1/2

𝑋𝑋 ланцюжку було зроблено в роботi [300]. Очевидно, що його можна поширити

на випадок наявностi у моделi взаємодiї Дзялошинського-Морiя.

Розгляньмо ESR експеримент у стандартнiй конфiгурацiї Фарадея, в якому

статичне магнiтне поле, спрямоване вздовж осi 𝑧 i електромагнiтна хвиля з по-

ляризацiєю в напрямку 𝛼 ⊥ 𝑧 (скажiмо, 𝛼 = 𝑥) прикладенi до магнетика, який

описується спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжком iз взаємодiєю Дзялошинського-Морiя. У та-

кому ESR експериментi вимiрюються iнтенсивнiсть поглинання випромiнювання

𝐼(𝜔) як функцiю статичного магнiтного поля при рiзних частотах 𝜔 > 0 електро-

магнiтної хвилi, яка у рамках теорiї лiнiйного вiдгуку має вигляд (1.3), i, отже,

нашi результати для 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) можна використати для обчислення ESR поглина-

ння 𝐼(𝜔) спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка з взаємодiєю Дзялошинського-Морiя. Надалi

ми обмежуємось антиферомагнiтним знаком 𝑋𝑋 обмiнної взаємодiї 𝐽 > 0. На

рис. 2.3 показано типову залежнiсть iнтенсивностi поглинання 𝐼(𝜔) при фiксова-

нiй частотi 𝜔 у прикладеному статичному магнiтному полi ℎ, отриману числовим

методом для ланцюжка 𝑁 = 400 вузлiв. Результати стосуються низьких (гра-
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Рис. 2.3. Низькотемпературна (лiвi панелi a, b, c) i промiжна температура (правi
панелi d, e, f) iнтенсивнiсть поглинання 𝐼(𝜔) на рiзних частотах 𝜔 i магнi-
тних полях ℎ для спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка з взаємодiєю Дзялошинського-
Морiя. 𝐽 = 1, 𝐷 = 0 (a, d), 𝐷 = 0.5 (b,e), 𝐷 = 1 (c, f), 𝛽 = 5 (лiвi панелi
a, b, c), 𝛽 = 1 (правi панелi d, e, f).

фiки лiворуч) i промiжних (праворуч) температур. Вони демонструють змiни в

поглинаннi зi зростанням 𝐷 (згори до низу).

З’ясуймо вплив взаємодiї Дзялошинського-Морiя на iнтенсивнiсть поглина-

ння ESR для спiн-1/2 𝑋𝑋 антиферомагнiтного ланцюжка. У границi сильного

поля ℎ >
√
𝐽2 +𝐷2, коли всi мiжспiновi взаємодiї можна розглядати як збурення.

При нульовiй температурi згiдно (1.3), (2.12) маємо 𝐼(𝜔) ∝ (𝜋/4)𝜔𝛿 (𝜔 − ℎ− 𝐽).

Таким чином, для ℎ >
√
𝐽2 +𝐷2 i 𝛽 → ∞ резонансна лiнiя є абсолютно рiзкою i

розташована точно в ℎ+ 𝐽 . Примiтно, взаємодiя Дзялошинського-Морiя випадає



69

з iнтенсивностi поглинання! Поведiнку iнтенсивностi поглинання в межi сильного

поля для низьких i промiжних температур можна прослiдкувати з лiвих та пра-

вих панелей на рис. 2.3 вiдповiдно. Для границi безмежної температури 𝛽 = 0

отримуємо (для довiльних полiв) 𝐼(𝜔) ∝ (1/2)
(︀
𝛽𝜔2 +𝒪(𝛽2)

)︀
𝑆𝑥𝑥(0, 𝜔) з 𝑆𝑥𝑥(0, 𝜔),

визначене рiвнянням (2.10) i, отже, 𝐼 демонструє гаусовий пiк при 𝜔 = ℎ.

Проста картина, справедлива у границi сильного поля, руйнується нижче

поля насичення 0 < ℎ <
√
𝐽2 +𝐷2. У цьому випадку важливими стають мiж-

спiновi взаємодiї i ми бачимо бiльш складну поведiнку на рис. 2.3). Зокрема, при

наявностi взаємодiї Дзялошинського-Морiя польова залежнiсть iнтенсивностi по-

глинання при низьких температурах в певному дiапазонi частот може мати дво-

пiкову структуру (порiвняйте рис. 2.3(a), 2.3(b), 2.3(c)). Це, очевидно, пов’язано з

розглянутим вище розщепленням двофермiонного континууму збудження, за ха-

рактерними лiнiями якого переважно зосереджений 𝑥𝑥 динамiчний структурний

фактор.

2.4. Динамiчнi кореляцiї анiзотропного 𝑋𝑌 ланцюжка
з взаємодiєю Дзялошинського-Морiя i континуум
двофермiонних збуджень

У цьому пiдроздiлi розглядається анiзотропна версiя 𝑋𝑌 ланцюжка з вза-

ємодiєю Дзялошинського-Морiя, яка задається гамiльтонiаном (1.4). Деякi з її

динамiчних властивостей дослiджено ранiше [218, 269, 270]. Зокрема, поперечну

динамiчну сприйнятливiсть 𝜒𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) моделi (1.4) було отримано явно для 𝜅 = 0

[217] i 𝜅 ̸= 0 [269].

Для аналiтичного розрахунку 𝑧𝑧 динамiчного структурного фактора моделi

(1.4) можна розглядати тiльки перiодичнi (або тiльки антиперiодичнi) граничнi

умови для бiлiнiйної форми Фермi (1.6). Використавши спiввiдношення мiж спiна-

ми та операторами Фермi (1.5) i перетворення (1.7) i (1.8), (1.9), пiсля стандартних
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розрахункiв за допомогою теореми Вiка-Блоха-де Домiнiсiса ми приходимо до

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔)=

𝜋∫︁
−𝜋

d𝜅1
(︀(︀
𝑢2𝜅1

𝑢2𝜅1−𝜅−𝑢𝜅1
𝑢𝜅1−𝜅𝑣𝜅1

𝑣𝜅1−𝜅

)︀
𝑛𝜅1

(1−𝑛𝜅1−𝜅) 𝛿 (𝜔+Λ𝜅1
−Λ𝜅1−𝜅)

+
(︀
𝑢2𝜅1

𝑣2𝜅1−𝜅+𝑢𝜅1
𝑢𝜅1−𝜅𝑣𝜅1

𝑣𝜅1−𝜅

)︀
𝑛𝜅1

𝑛−𝜅1+𝜅𝛿 (𝜔+Λ𝜅1
+Λ−𝜅1+𝜅)

+
(︀
𝑢2𝜅1−𝜅𝑣

2
𝜅1
+𝑢𝜅1

𝑢𝜅1−𝜅𝑣𝜅1
𝑣𝜅1−𝜅

)︀
(1−𝑛−𝜅1

) (1−𝑛𝜅1−𝜅) 𝛿 (𝜔−Λ−𝜅1
−Λ𝜅1−𝜅)

+
(︀
𝑣2𝜅1
𝑣2𝜅1−𝜅−𝑢𝜅1

𝑢𝜅1−𝜅𝑣𝜅1
𝑣𝜅1−𝜅

)︀
(1−𝑛−𝜅1

)𝑛−𝜅1+𝜅𝛿 (𝜔−Λ−𝜅1
+Λ−𝜅1+𝜅)

)︀
,(2.14)

де 𝑛𝜅 = (exp (𝛽Λ𝜅) + 1)−1 — функцiя Фермi-Дiрака. Цей результат узгоджується

з вiдповiдною формулою для поперечної динамiчної сприйнятливостi 𝜒𝑧𝑧(𝜅, 𝜔),

отриманою у роботi [269].

Запровадивши функцiю

𝑓 (𝜅1, 𝜅)=

(︀
Ω+𝐽 cos

(︀
𝜅1−𝜅

2

)︀)︀ (︀
Ω+𝐽 cos

(︀
𝜅1+

𝜅
2

)︀)︀
−𝛾2 sin

(︀
𝜅1−𝜅

2

)︀
sin
(︀
𝜅1+

𝜅
2

)︀
𝜆𝜅1−𝜅

2
𝜆𝜅1+

𝜅
2

,(2.15)

динамiчний структурний фактор 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) (2.14) можна записати у компактнiй

формi

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) =

𝜋∫︁
−𝜋

d𝜅1
(︂
1 + 𝑓 (𝜅1, 𝜅)

2

(︀
1− 𝑛𝜅1−𝜅

2

)︀
𝑛𝜅1+

𝜅
2
𝛿
(︀
𝜔 − Λ𝜅1−𝜅

2
+ Λ𝜅1+

𝜅
2

)︀
+

1− 𝑓 (𝜅1, 𝜅)

4

(︀(︀
1− 𝑛𝜅1−𝜅

2

)︀ (︀
1− 𝑛−𝜅1−𝜅

2

)︀
𝛿
(︀
𝜔 − Λ𝜅1−𝜅

2
− Λ−𝜅1−𝜅

2

)︀
+ 𝑛𝜅1+

𝜅
2
𝑛−𝜅1+

𝜅
2
𝛿
(︀
𝜔 + Λ𝜅1+

𝜅
2
+ Λ−𝜅1+

𝜅
2

)︀)︀)︀
. (2.16)

У границi iзотропної𝑋𝑌 взаємодiї 𝛾 = 0 рiвняння (2.16) дає результат, отриманий

ранiше [8, 9, 12]. У границi 𝐷 = 0 (коли Λ𝜅 = 𝜆𝜅 = 𝜆−𝜅 ≥ 0) i 𝑇 = 0 (𝛽 → ∞)

рiвняння (2.16) набуває простої форми

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) =

𝜋∫︁
−𝜋

d𝜅1
1− 𝑓 (𝜅1, 𝜅)

4
𝛿
(︀
𝜔 − Λ𝜅1−𝜅

2
− Λ𝜅1+

𝜅
2

)︀
. (2.17)

Це збiгається з виразом, отриманим ранiше в роботi [224]. Легко помiтити, що

рiвняння (2.17) є загальнiшим для випадку 𝛾2 > 𝐷2 (коли Λ𝜅 > 0) i 𝑇 = 0. У

випадку 𝐷2 > 𝛾2 i 𝑇 = 0 або в найзагальнiшому випадку довiльного 𝐷 i 𝑇 > 0
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(а також у випадку 𝐷 = 0, але 𝑇 > 0, який не розглядався в роботi [224]) 𝑧𝑧

динамiчний структурний фактор виявляє новi якiснi властивостi у порiвняннi з

аналiзом, наведеним у роботi [224]. Знову 𝑧𝑧 динамiчний структурний фактор

регулюється виключно двофермiонними збудженнями як видно з рiвняння (2.16),

однак, для 𝐷2 > 𝛾2, 𝑇 = 0 або для 𝑇 > 0 вклади усiх трьох 𝛿-функцiй в рiвняннi

(2.16) стають суттєвими.

На рис. 2.4 показано градiєнтне зображення для 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) при низькiй тем-

пературi (𝛽𝐽 = 50) для кiлькох типових наборiв параметрiв (𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5,

𝐷 = 0, 0.5, 1, Ω = 0, 0.5, 1,
√
7
2 ). Для 𝛾2 > 𝐷2 (правi панелi рис. 2.4) при такiй

низькiй температурi суттєвим є тiльки один двофермiонний континуум збудження

(той, що виникає внаслiдок 𝛿
(︀
𝜔 − Λ𝜅1−𝜅

2
− Λ−𝜅1−𝜅

2

)︀
в (2.16)) тодi як у протилежно-

му випадку 𝐷2 > 𝛾2 (лiвi панелi рис. 2.4) всi три двофермiонних континууми збу-

дження дають внесок у поперечну динамiку. На рис. 2.5 продемонстровано типовi

низькотемпературнi частотнi профiлi 𝑆𝑧𝑧(0, 𝜔), 𝑆𝑧𝑧(
𝜋
2 , 𝜔), 𝑆𝑧𝑧(𝜋, 𝜔) для ланцюжка

з 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5, Ω = 0.5 та рiзних значень взаємодiї Дзялошинського-Морiя

𝐷 = 0, 0.5, 1. На рис. 2.6 показано градiєнтне зображення для 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) при се-

реднiх i високих температурах (𝛽𝐽 = 10, 1, 0.1) для ланцюжка з 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5,

𝐷 = 1, Ω = 0.5.

Надалi розглянемо 𝑧𝑧 динамiчний структурний фактор на основi аналiзу

двофермiонного континууму збуджень. Так, 𝑧𝑧 динамiчний структурний фактор

(2.16) можна переписати у компактнiй формi

𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) =
3∑︁

𝑗=1

𝑆(𝑗)
𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔),

𝑆(𝑗)
𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔) =

𝜋∫︁
−𝜋

d𝜅1𝐵(𝑗)(𝜅1, 𝜅)𝐶
(𝑗)(𝜅1, 𝜅)𝛿

(︁
𝜔 − 𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅)

)︁
, (2.18)

де запроваджено новi позначення для функцiй

𝐵(1)(𝜅1, 𝜅) = 𝐵(3)(𝜅1, 𝜅) =
1− 𝑓(𝜅1, 𝜅)

4
,

𝐵(2)(𝜅1, 𝜅) =
1 + 𝑓(𝜅1, 𝜅)

2
, (2.19)
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Рис. 2.4. Градiєнтне зображення для 𝑧𝑧 динамiчного структурного фактора
𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) (2.16) спiнового ланцюжка (1.4) з 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5 при низькiй
температурi 𝛽 = 50, для рiзної сили взаємодiї Дзялошинського-Морiя,
𝐷 = 0 (права колонка),𝐷 = 0.5 (середня колонка),𝐷 = 1 (лiва колонка),
i рiзних полiв, Ω = 0, 0.5, 1,

√
7
2 (знизу вгору).
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Рис. 2.5. Частотнi профiлi 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) на рiзних хвильових векторах 𝜅 = 0 (лiва
панель), 𝜅 = 𝜋

2 (середня панель) i 𝜅 = 𝜋 (права панель) для спiнового
ланцюжка (1.4) з 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5, 𝐷 = 0 (пунктирнi лiнiї), 𝐷 = 0.5
(пунктирнi лiнiї),𝐷 = 1 (суцiльнi лiнiї), Ω = 0.5 при низькiй температурi
𝛽 = 50.

Рис. 2.6. Динамiчний структурний фактор 𝑧𝑧 (2.16) для спiнового ланцюжка (1.4)
з 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5, 𝐷 = 1, Ω = 0.5 при рiзних температурах 𝛽 = 10 (а),
𝛽 = 1 (б) i 𝛽 = 0.1 (c).

𝐶(1)(𝜅1, 𝜅) =
(︀
1− 𝑛𝜅1−𝜅

2

)︀ (︀
1− 𝑛−𝜅1−𝜅

2

)︀
,

𝐶(2)(𝜅1, 𝜅) =
(︀
1− 𝑛𝜅1−𝜅

2

)︀
𝑛𝜅1+

𝜅
2
,

𝐶(3)(𝜅1, 𝜅) = 𝑛𝜅1+
𝜅
2
𝑛−𝜅1+

𝜅
2
, (2.20)

𝐸(1)(𝜅1, 𝜅) = Λ𝜅1−𝜅
2
+ Λ−𝜅1−𝜅

2
,

𝐸(2)(𝜅1, 𝜅) = Λ𝜅1−𝜅
2
− Λ𝜅1+

𝜅
2
,

𝐸(3)(𝜅1, 𝜅) = −Λ𝜅1+
𝜅
2
− Λ−𝜅1+

𝜅
2
. (2.21)

Вiдповiдно до рiвняння (2.18) розрiзняємо три двофермiонних континууми збу-

джень (вони вiдповiдають 𝑗 = 1, 2, 3 у рiвняннi (2.18)), якi визначають 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔).

Градiєнтнi зображення 𝑆
(𝑗)
𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔), 𝑗 = 1, 2, 3 для типового набору параметрiв,

𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5, 𝐷 = 1, Ω = 0.5, 𝛽 = 50, показано на рис. 2.7. Як видно з формул
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Рис. 2.7. Градiєнтне зображення 𝑆
(1)
𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔) (a), 𝑆(2)

𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔) (b) та 𝑆(3)
𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔) (c) для

набору параметрiв 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5, 𝐷 = 1, Ω = 0.5, 𝛽 = 50.

(2.18) i (2.19), (2.20), (2.21) особливостi розглянутого двофермiонного динамiчного

структурного фактора, який описує динамiку поперечних спiнових флуктуацiй,

визначаються функцiями 𝐵(𝑗). Ось чому на рис. 2.8 також зображено 𝑆(𝑗)
𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔)

(2.18) для того ж набору параметрiв, що й на рис. 2.7, хоча, з 𝐵(𝑗)(𝜅1, 𝜅) = 1.

Порiвнюючи рис. 2.7 i 2.8 можна вирiзнити специфiчнi (якi походять вiд функцiй

𝐵(𝑗) (2.19)) i загальнi (якi походять вiд функцiй 𝐶(𝑗) (2.20) i 𝐸(𝑗) (2.21)) власти-

востi динамiчної величини, що розглядається нижче. Вибираємо типовий набiр

Рис. 2.8. Для порiвняння 𝑆
(𝑗)
𝑧𝑧 (𝜅, 𝜔) (2.18) з 𝐵(𝑗)(𝜅1, 𝜅) = 1 для того ж набору

параметрiв, що й на рис. 2.7. a: 𝑗 = 1, b: 𝑗 = 2, c: 𝑗 = 3.

параметрiв 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5, 𝐷 = 1, Ω = 0.5 i розглянемо випадок безмежної

температури 𝑇 → ∞ (𝛽 = 0). Двофермiонний динамiчний структурний фактор

може мати ненульовi значення у площинi хвильовий вектор 𝜅 – частота 𝜔, якщо

рiвняння

𝜔 − 𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅) = 0 (2.22)

має принаймнi один розв’язок 𝜅⋆1, −𝜋 ≤ 𝜅⋆1 < 𝜋. На рис. 2.9 (панелi (a) для 𝑗 = 1,
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Рис. 2.9. До властивостей двофермiонних континуумiв збудження; 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5,
𝐷 = 1, Ω = 0.5; лiвi панелi – границя безмежної температури 𝑇 → ∞
(𝛽 = 0), правi панелi – границя нульової температури 𝑇 = 0 (𝛽 → ∞);
𝑗 = 1 (панелi a i d), 𝑗 = 2 (панелi b i e), 𝑗 = 3 (панелi c i f).

(b) для 𝑗 = 2, (c) для 𝑗 = 3) показано областi в площинi 𝜅–𝜔, у яких рiвнян-

ня (2.22) має чотири розв’язки (темно-сiрi областi), два розв’язки (сiрi областi)

або не має розв’язкiв (бiлi областi). Обмежувальнi лiнiї областей, у яких рiвня-

ння (2.22) має розв’язки складають верхню (𝜔(𝑗)
𝑢 (𝜅)) i нижню (𝜔(𝑗)

𝑙 (𝜅) ≤ 𝜔
(𝑗)
𝑢 (𝜅))

межi двофермiонного континууму збуджень, вiдповiдно. Крiм того, для деяких

областей хвильового вектора 𝜅 нижнi межi 𝜔(𝑗)
𝑙 (𝜅) можуть дорiвнювати нулю. З

iншого боку, можна знайти верхню та нижню межi двофермiонного континууму

збуджень, шукаючи максимальне та мiнiмальне значення 𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅) для 𝜅1, яке
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змiнюється вiд −𝜋 до 𝜋, тобто,

𝜔(𝑗)
𝑢 (𝜅) = max

−𝜋≤𝜅1<𝜋

{︁
𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅)

}︁
, 𝜔

(𝑗)
𝑙 (𝜅) = min

−𝜋≤𝜅1<𝜋

{︁
0, 𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅)

}︁
. (2.23)

Очевидно, що 𝜔(𝑗)
𝑢 (𝜅) i 𝜔(𝑗)

𝑙 (𝜅) ̸= 0 виникають для таких значень 𝜅1, 𝜅⋆1, якi задо-

вольняють рiвняння

𝜕

𝜕𝜅1
𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅)

⃒⃒⃒⃒
𝜅1=𝜅⋆

1

= 0. (2.24)

Крiм того, рiвняння (2.24) також виконується вздовж границi 𝜔(𝜅) мiж сiрими

i темно-сiрими областями у верхнiй (𝑗 = 1) i середнiй (𝑗 = 2) панелях у лiвiй

колонцi на рис. 2.9. З iншого боку, величини

𝑆(𝑗)(𝜅, 𝜔) =

𝜋∫︁
−𝜋

d𝜅1𝒮(𝑗)(𝜅1, 𝜅)𝛿
(︁
𝜔 − 𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅)

)︁
=
∑︁
{𝜅⋆

1}

𝒮(𝑗)(𝜅1, 𝜅)⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝜅1
𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅)

⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜅1=𝜅⋆

1

,(2.25)

де {𝜅⋆1} є розв’язками рiвняння (2.22), можуть виявляти сингулярнiсть ван Гова

уздовж лiнiї 𝜔(𝑗)
𝑠 (𝜅) = 𝐸(𝑗)(𝜅⋆1, 𝜅), де 𝜅⋆1 задовольняє рiвняння (2.24). Таким чином,

згаданi межi на панелях у лiвiй колонцi рис. 2.9 є лiнiями особливостей ван Гова.

Надалi, ми виявили це майже для всiх випадкiв 𝜕2

𝜕𝜅1
2𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅) ̸= 0 для значень

𝜅1, якi задовольняють (2.22) з 𝜔 = 𝜔
(𝑗)
𝑠 (𝜅), i це, очевидно, передбачає знайому

кореневу розбiжнiсть

𝑆(𝑗)(𝜅, 𝜔) ∝ 𝜖−
1
2 , (2.26)

коли 𝜔 наближається до 𝜔
(𝑗)
𝑠 (𝜅), 𝜖 =

⃒⃒⃒
𝜔 − 𝜔

(𝑗)
𝑠 (𝜅)

⃒⃒⃒
. однак, для 𝑗 = 2 i 𝜅 ≈

1.07844531 (див. рис. 2.9(b)) рiвняння (2.24) виконується для 𝜅1 ≈ 2.16480069

i у цiй точцi 𝜕2

𝜕𝜅1
2𝐸(2)(𝜅1, 𝜅) = 0, але 𝜕3

𝜕𝜅1
3𝐸(2)(𝜅1, 𝜅) ≈ 2.96548741 ̸= 0. В резуль-

татi, якщо 𝜔 знаходиться в 𝜖-околi 𝜔(2)
𝑠 (𝜅 ≈ 1.07844531) ≈ 0.78594502 величина

𝑆(2)(𝜅, 𝜔) (2.25) виявляє сингулярнiсть з iншим показником

𝑆(2)(𝜅 ≈ 1.07844531, 𝜔 ≈ 0.78594502± 𝜖) ∝ 𝜖−
2
3 . (2.27)

Рiзнi типи сингулярностей проiлюстровано на рис. 2.10. Зокрема, на рис. 2.10(а)

можна побачити кореневi розбiжностi (2.26), тодi як на рис. 2.10(b), крiм розбi-

жностей квадратного кореня (2.26) (суцiльнi та пунктирнi кривi) спостерiгається
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залежнiсть (2.27) (пунктирна крива). При цьому, сингулярнiсть 𝜖−
2
3 залишається

для iнших значень 𝐷, а також присутня, коли 𝐷 → 0. Для 𝐽 = 1, 𝛾 = 0.5,

𝐷 = 0, Ω = 0.5 це вiдбувається при 𝜅 ≈ 1.68213734, а 𝜔 наближається до

𝜔
(2)
𝑠 (𝜅 ≈ 1.68213734) = 0. Цiкаво, що цей факт не вдалося виявити в попередньому

дослiдженнi про динамiку 𝑧𝑧 в анiзотропному 𝑋𝑌 ланцюжку в поперечному полi

без взаємодiї Дзялошинського-Морiя [224], оскiльки це дослiдження вiдноситься

до випадку нульової температури коли в поперечнiй спiновiй динамiцi проявля-

ється лише континуум 𝑗 = 1 (див. обговорення пiсля рiвняння (2.17)). З iншого

боку, сингулярнiсть 𝜖−
2
3 важко виявити через те, що ця особливiсть має мiсце лише

при одному конкретному значеннi 𝜅 (на вiдмiну вiд сингулярностi 𝜖−
1
2 ). Проте, для

значень хвильового вектора поблизу цього конкретного значення легко вгадується

вiдтворення сингулярностi 𝜖−
2
3 (див. пунктирну криву на рис. 2.10b).

Наостанок зауважимо, що для деяких лiнiй, що характеризують двофер-

мiонний континуум збудження ми можемо дати простi аналiтичнi вирази. Таким

чином, для 𝑗 = 1 максимум/мiнiмум 𝐸(𝑗)(𝜅1, 𝜅) спостерiгається при 𝜅1 = 0 i

𝜅1 = −𝜋 i, отже, вiдповiднi граничнi лiнiї заданi 𝐸(1)(0, 𝜅) i 𝐸(1)(−𝜋, 𝜅). Ми не

знайшли простих аналiтичних виразiв для межi мiж бiлими i темно-сiрими обла-

стями i для ненульової нижньої межi (див. рис. 2.9(a)). Для 𝑗 = 3 верхня межа

визначається як 𝐸(3)(0, 𝜅) i 𝐸(3)(−𝜋, 𝜅).
Далi перейдемо до випадку нульової температури 𝑇 = 0 (𝛽 → ∞) для яких

важливим стає вплив функцiй Фермi, що входять до функцiй 𝐶(𝑗). Тут функцiї

Фермi обмежують область можливих значень 𝜅1 у рiвняннi (2.22); тепер 𝜅1 змi-

нюється лише в частинi областi мiж −𝜋 i 𝜋 де 𝐶(𝑗)(𝜅1, 𝜅) ̸= 0. На рис. 2.9 ((d) для

𝑗 = 1, (e) для 𝑗 = 2, (f) для 𝑗 = 3) показано областi в площинi 𝜅–𝜔, в яких рiвня-

ння (2.22) з урахуванням умови 𝐶(𝑗)(𝜅1, 𝜅) ̸= 0 має чотири розв’язки (темно-сiрi

областi), два розв’язки (сiрi областi), один розв’язок (свiтло-сiрi областi) або не

має розв’язкiв взагалi (бiлi областi). Верхню та нижню межi також можна знайти

з умов (2.23), коли 𝜅1 змiнюється в iнтервалi вiд −𝜋 до 𝜋, де 𝐶(𝑗)(𝜅1, 𝜅) ̸= 0. Зна-

чення 𝜅, при яких 𝜔(𝑗)
𝑙 (𝜅) = 0 вiдповiдають потенцiйним м’яким модам 𝜅𝑐 (див.

правi панелi на рис. 2.9). Двофермiоннi динамiчнi величини можуть демонструва-
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Рис. 2.10. Частотнi профiлi (2.25) (з 𝒮(𝑗)(𝜅1, 𝜅) = 1) для ланцюжка (1.4) з 𝐽 = 1,
𝛾 = 0.5, 𝐷 = 1, Ω = 0.5, 𝛽 = 0, якi iлюструють сингулярностi ван Гова
з рiзними показниками 1

2 i 2
3 . (а): 𝑆(1)(𝜅, 𝜔) (2.25) проти 𝜔 в 𝜅 = 0.5

(суцiльна лiнiя), 𝜅 = 2 (пунктирна лiнiя), 𝜅 = 3 (пунктирна лiнiя); (b):
𝑆(2)(𝜅, 𝜔) (2.25) проти 𝜔 в 𝜅 = 0.9 (суцiльна лiнiя), 𝜅 ≈ 1.07844531
(пунктирна лiнiя; низькочастотна сингулярнiсть має степеневий пока-
зник 2

3), 𝜅 = 1, 2 (пунктирна лiнiя).

ти виявленi вище сингулярностi ван Гова, якщо їх поява не заборонена функцiями

Фермi (та функцiями 𝐵(𝑗) порiвняйте рис. 2.7 i 2.8). Крiм того, уздовж меж мiж

областями площини 𝜅–𝜔, що вiдповiдає рiзним номерам розв’язку рiвняння (2.22)

двофермiоннi динамiчнi величини можуть рiзко змiнювати свої значення, демон-

струючи скiнченний стрибок (наприклад, ми маємо на увазi межу мiж сiрими та

свiтло-сiрими областями на рис. 2.9(e); див. також рис. 2.7(b) i 2.8(b)). Ми мо-

жемо записати аналiтичнi вирази для деяких характерних лiнiй, зображених на

рис. 2.9(d), 2.9(e), 2.9(f). Введемо

cos𝜅± =
−Ω𝐽 ±

√︀
(𝐷2 − 𝛾2) (𝐽2 +𝐷2 − 𝛾2 − Ω2)

𝐽2 +𝐷2 − 𝛾2
, 𝐷 sin𝜅± < 0; (2.28)

𝜅± задовольняють рiвнянню Λ𝜅± = 0. Для обраного набору параметрiв 𝐽 = 1,

𝛾 = 0.5, 𝐷 = 1, Ω = 0.5 отримуємо 𝜅+ ≈ −1, 24466864, 𝜅− ≈ −2, 67211739. Лiнiї

Λ−𝜅±−𝜅 утворюють нижню межу континууму 𝑗 = 1; лiнiї Λ𝜅±−𝜅, −Λ𝜅±+𝜅 утво-

рюють нижню межу континууму 𝑗 = 2; рядки −Λ𝜅−𝜅± утворюють нижню межу

континууму 𝑗 = 3. Режими з м’якими модами можуть виникати при значеннях

хвильового вектора −2𝜅±, −𝜅+−𝜅− (𝑗 = 1), 0, ± (𝜅+ − 𝜅−) (𝑗 = 2), 2𝜅±, 𝜅++𝜅−
(𝑗 = 3).
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Пiдкреслимо також роль функцiй 𝐵(𝑗) (2.19), якi вiдповiдають за специфiчнi

особливостi динамiчного поперечного спiнового структурного фактора 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔).

Функцiї 𝐵(𝑗)(𝜅1, 𝜅) змiнюють та ускладнюють структуру 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔) в площинi 𝜅–𝜔

(порiвняйте рис. 2.7 i рис. 2.8, 2.9(d), 2.9(e), 2.9(f) для випадку низьких температур

i рис. 2.6(с) i рис. 2.9(а), 2.9(b), 2.9(c) для випадку високих температур). Зокрема,

функцiя 𝐵(2)(𝜅1, 𝜅) видаляє м’якi моди при 𝜅 = ± (𝜅+ − 𝜅−) але не при 𝜅 = 0 (див.

рис. 2.7(b)). Крiм того, порiвнюючи рис. 2.7(a), 2.7(c) i 2.8(a), 2.8(c) видно, що

сингулярностi ван Гова вздовж лiнiй 𝜔 = 𝐸(1)(0, 𝜅), 𝜔 = 𝐸(1)(−𝜋, 𝜅) (рис. 2.7(a) i

2.8(a)) i вздовж лiнiй 𝜔 = 𝐸(3)(0, 𝜅), 𝜔 = 𝐸(3)(−𝜋, 𝜅) (рис. 2.7(c) i 2.8(c)) зникають,

оскiльки 𝐵(1)(0, 𝜅) = 𝐵(3)(0, 𝜅) = 𝐵(1)(−𝜋, 𝜅) = 𝐵(3)(−𝜋, 𝜅) = 0.

У пiдсумку, двофермiоннi динамiчнi структурнi фактори мають ненульове

значення лише в обмеженiй областi площини 𝜅–𝜔 i можуть демонструвати син-

гулярностi ван Гова не лише з показником 1/2, а й з показником 2/3. Крiм того,

при нульовiй температурi двофермiоннi динамiчнi структурнi фактори можуть

зазнавати стрибкiв, при яких їх значення рiзко зростають на скiнченну величину.

2.5. Висновки

У цьому роздiлi представлено результати комплексного дослiдження дина-

мiчних структурних факторiв спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжкiв у поперечному полi iз вза-

ємодiєю Дзялошинського-Морiя, якi охоплюють явнi аналiтичнi вирази i точнi

числовi данi. Показано, що 𝑥𝑥 (𝑦𝑦), 𝑥𝑦 (𝑦𝑥) динамiчнi величини можна вико-

ристовувати для визначення значення взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Також

проаналiзовано спектр поглинання ESR для спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка з взаємодiєю

Дзялошинського-Морiя.

Ми отримали детальнi динамiчнi структурнi фактори 𝑆𝛼𝛼(𝜅, 𝜔), 𝛼 =

𝑥, 𝑦, 𝑧 спiн-1/2 анiзотропного 𝑋𝑌 ланцюжка в поперечному полi iз взаємодiєю

Дзялошинського-Морiя. Взаємодiя Дзялошинського-Морiя призводить до нетри-

вiальних змiн в динамiчних величинах. Двофермiоннi збудження, якi виключно

керують динамiчним структурним фактором 𝑧𝑧, утворюють три континууми збу-
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джень i всi вони проявляються навiть при нульовiй температурi для достатньо

великої константи взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Двофермiоннi динамiчнi ве-

личини мають ненульовi значення в обмеженiй областi площини 𝜅–𝜔; вони можуть

демонструвати сингулярностi ван Гова не лише з показником 1/2, а й 2/3. Крiм

того, вони можуть зазнавати скiнченних стрибкiв при нульовiй температурi. Хо-

ча динамiчнi структурнi фактори 𝑥𝑥 i 𝑦𝑦 включають багатофермiоннi збудження,

двофермiоннi збудження домiнують у їх поведiнцi при низьких температурах: при

низьких температурах цi величини демонструють кiлька розмитих гiлок збудже-

ння, якi вiдповiдають конкретним лiнiям двофермiонних континуумiв збуджень.

Взаємодiя Дзялошинського-Морiя чiтко проявляється у профiлях частота–

хвильовий вектор, що дає змогу визначити величину цiєї взаємодiї шляхом вимi-

рювання динамiчних структурних факторiв. Динамiчнi структурнi фактори мо-

жна отримати з поперечного перерiзу розсiяння нейтронiв.

В останнi роки, слiдуючи прогресу в матерiалознавствi, помiтно зрiс iнте-

рес до сполук, магнiтна структура яких вiдповiдає квантовим спiновим ланцюж-

кам. Деякi з цих сполук є доброю реалiзацiєю одновимiрної спiн-1/2 𝑋𝑋 мо-

делi (наприклад, Cs2CoCl4 було запропоновано як можливий квазiодновимiрний

𝑋𝑌 -подiбний магнетик) [163, 226, 301]. Динамiчнi експерименти є важливим iн-

струментом для дослiдження цих сполук. Розсiяння нейтронiв, ESR, ядерний ма-

гнiтний резонанс (див., наприклад, статтю [302]) тощо дають експериментальнi

дослiдження динамiчних властивостей, якi необхiдно порiвняти з теоретичними

прогнозами. Тому строгi результати, отриманi в цьому роздiлi, дозволяють зрозу-

мiти в рамках простої моделi, як взаємодiя Дзялошинського-Морiя проявляється

у величинах, доступних для експериментального дослiдження.
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РОЗДIЛ 3

ДИНАМIКА ДЕЯКИХ РЕГУЛЯРНО-НЕОДНОРIДНИХ
ТА ВИПАДКОВИХ СПIН-1/2 𝑋𝑌 ЛАНЦЮЖКIВ

У цьому роздiлi дослiджено динамiчнi структурнi фактори спiн-1/2 лан-

цюжкiв iз взаємодiями найближчих сусiдiв типу 𝑋𝑋 та Дзялошинського-Морiя,

i з перiодичними i випадковими змiнами знаку цих взаємодiй. Цей особливий вид

неоднорiдностi можна усунути з гамiльтонiана вiдповiдним перетворенням спiно-

вих змiнних. У результатi динамiчнi структурнi фактори перiодичних або випад-

кових ланцюжкiв можна обчислити з однорiдних ланцюжкiв. Використовуючи

точнi аналiтичнi та числовi результати, доступнi для однорiдних систем, проiлю-

стровано наслiдки регулярного чергування або випадкового безладу на динамiчнi

структурнi фактори квантових спiнових ланцюжкiв.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах [13, 14, 42].

3.1. Точно розв’язний 𝑋𝑋 ланцюжок з перiодичною
або випадковою змiною знаку взаємодiї

Ми розглядаємо гамiльтонiан неоднорiдної одновимiрної спiн-1/2 𝑋𝑋 моде-

лi iз бiлiнiйною взаємодiєю мiж найближчими сусiдами, який можна точно дослi-

дити за допомогою перетворення Йордана-Вiгнера [108, 216]:

𝐻 =
∑︁
𝑛

(︀
𝐽𝑛
(︀
𝑠𝑥𝑛𝑠

𝑥
𝑛+1 + 𝑠𝑦𝑛𝑠

𝑦
𝑛+1

)︀
+𝐷𝑛

(︀
𝑠𝑥𝑛𝑠

𝑦
𝑛+1 − 𝑠𝑦𝑛𝑠

𝑥
𝑛+1

)︀
+ Ω𝑠𝑧𝑛

)︀
, (3.1)

де 𝐽𝑛 — обмiнна𝑋𝑋 взаємодiя мiж сусiднiми вузлами 𝑛 i 𝑛+1,𝐷𝑛 — 𝑧-компонента

взаємодiї Дзялошинського-Морiя мiж цими вузлами, Ω — зовнiшнє поперечне ма-

гнiтне поле. Сума в (3.1) береться за всiма 𝑁 вузлами; граничнi умови (перiодичнi
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або вiдкритi) не є iстотними для розглянутих нижче величин, якi обчислюються

в термодинамiчнiй границi 𝑁 → ∞.

Динамiчнi структурнi фактори моделi (1.1), якi вiдтворюються в ESR екс-

периментах та непружному розсiяннi нейтронiв, мiстять важливу iнформацiю про

мiкроскопiчний стан спiнової моделi (3.1). Згiдно симетрiї 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) = 𝑆𝑦𝑦(𝜅, 𝜔),

𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) = −𝑆𝑦𝑥(−𝜅, 𝜔), тому у подальшому можна зосередитися лише на обчи-

сленнi 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔), 𝑆𝑥𝑦(𝜅, 𝜔) i 𝑆𝑧𝑧(𝜅, 𝜔). Крiм того, модель (3.1) передбачає вiдсу-

тнiсть намагнiченостi перпендикулярно до прикладеного поля ⟨𝑠𝑥𝑛⟩ = ⟨𝑠𝑦𝑛⟩ = 0, i,

отже, другий член у дужках у рiвняннi (1.1) можна опустити, якщо 𝛼, 𝛽 = 𝑥, 𝑦.

В наступних параграфах ми використаємо вiдомi результати для однорiдних

спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжкiв (див. роздiл 1.3), щоб дослiдити динамiчнi властивостi

квантових спiнових ланцюжкiв з рiзними типами перiодично змiнних або випад-

ково розподiлених обмiнних взаємодiй.

3.2. Динамiчний структурний фактор ланцюжкiв з
неоднорiднiстю у знаку взаємодiї

Спочатку розглянемо спiнову модель (3.1), припускаючи 𝐽𝑛 = 𝜆𝑛𝐽 з 𝜆𝑛 =

±1 i 𝐷𝑛 = 0, тобто обмiнна взаємодiя мiж спiнами на вузлах 𝑛 i 𝑛 + 1 може

бути або антиферомагнiтною, якщо 𝜆𝑛𝐽 > 0, або феромагнiтною, якщо 𝜆𝑛𝐽 < 0

залежно вiд заданої послiдовностi {𝜆1, . . . , 𝜆𝑁}. Якщо здiйснити калiбрувальне

перетворення

𝑠𝑥𝑛 → 𝑠𝑥𝑛 = 𝜆1𝜆2 . . . 𝜆𝑛−1𝑠
𝑥
𝑛,

𝑠𝑦𝑛 → 𝑠𝑦𝑛 = 𝜆1𝜆2 . . . 𝜆𝑛−1𝑠
𝑦
𝑛,

𝑠𝑧𝑛 → 𝑠𝑧𝑛 = 𝑠𝑧𝑛, (3.2)

початковий гамiльтонiан𝐻 перетворюється на гамiльтонiан 𝐻̃ однорiдної моделi з

обмiнною константою 𝐽𝑛 ≡ 𝐽 (з точнiстю до несуттєвого граничного доданка). Ве-

личини, що вiдносяться до перетвореної (однорiдної) моделi, видiляємо тильдою.

Очевидно, що 𝑧𝑧 динамiчна структурний фактор, як i всi термодинамiчнi величи-
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ни, iнварiантнi вiдносно калiбрувального перетворення (3.2), i тому не залежать

вiд неоднорiдної послiдовностi знакiв {𝜆1, . . . , 𝜆𝑁}. На противагу цьому, 𝑥𝑥 i 𝑥𝑦

динамiчнi структурнi фактори насправдi залежать вiд конфiгурацiї {𝜆1, . . . , 𝜆𝑁}.
Нижче, ми окремо розглянемо випадки перiодичних послiдовностей i випадкових

послiдовностей знакiв.

3.2.1. Перiодичнi ланцюжки

Почнiмо з випадку перiоду 𝑝 = 2, тобто {𝜆𝑛} = {1,−1, 1,−1, . . .}. Пiсля

перетворення (3.2) отримуємо 𝑠𝛼2𝑗−1 = (−1)𝑗+1𝑠𝛼2𝑗−1, 𝑠𝛼2𝑗 = (−1)𝑗+1𝑠𝛼2𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . .

(тут i до кiнця роздiлу 𝛼, 𝛽 = 𝑥, 𝑦). В результатi, вiдповiдно до означення (1.1),

динамiчнi структурнi фактори моделi з перiодом 2 матимуть такий вигляд:

𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) =
1

2
𝑆𝛼𝛽

(︁
𝜅+

𝜋

2
, 𝜔
)︁
+

1

2
𝑆𝛼𝛽

(︂
𝜅+

3𝜋

2
, 𝜔

)︂
, (3.3)

де динамiчнi структурнi фактори 𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) стосуються однорiдного ланцюжка з

обмiнною константою 𝐽 . Цi розрахунки можна легко поширити на спiновi лан-

цюжки бiльших перiодiв. Наприклад, для 𝑝 = 3 з {𝜆𝑛} = {1, 1,−1, 1, 1,−1, . . .}
пiсля виконання аналогiчних розрахункiв отримуємо замiсть рiвняння (3.3) такий

результат:

𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) =
4

9
𝑆𝛼𝛽

(︁
𝜅+

𝜋

3
, 𝜔
)︁
+

1

9
𝑆𝛼𝛽 (𝜅+ 𝜋, 𝜔) +

4

9
𝑆𝛼𝛽

(︂
𝜅+

5𝜋

3
, 𝜔

)︂
. (3.4)

Щоб проiлюструвати вплив регулярного змiнного знака обмiнної взаємо-

дiї на 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) наводимо на рис. 3.1 цю величину, яка розраховується згiдно з

рiвняннями (3.3), (3.4). Очевидно, що у високотемпературнiй границi внаслiдок

незалежностi вiд 𝜅 у 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) (див. рiвняння (1.16)) регулярне чергування зна-

кiв обмiнної взаємодiї не проявляється у динамiчному структурному факторi 𝑥𝑥.

Однак за низьких температур це може призвести до досить заплутаної залежностi

вiд частоти та хвильового вектора (див. рис. 3.1). Цiкаво, що можна вiдтворити

послiдовнiсть {𝜆𝑛} знаючи кiлькiсть м’яких мод 𝜅0 i їх положення. У границi

𝑇 = 0 i |Ω| > |𝐽 | ми можемо пiдставити рiвняння (1.14) у праву частину рiвнянь
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Рис. 3.1. 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) для спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка з перiодичною послiдовнiстю
обмiнних взаємодiй {𝐽,−𝐽, 𝐽,−𝐽, . . .}, 𝐽 = 1 (a) i {𝐽, 𝐽,−𝐽, 𝐽, 𝐽,−𝐽, . . .} з
𝐽 = 1 (b) та з 𝐽 = −1 (c) для Ω = 0.25 при низькiй температурi, 𝛽 = 20.

(3.3), (3.4), щоб довести, що спектральна вага зосереджена вздовж кривих якi

випливають з рiвняння (1.15) пiсля вiдповiдних змiщень вздовж осi 𝜅.

3.2.2. Випадковi ланцюжки

Тепер перейдемо до випадку випадково розподiлених знакiв обмiнних вза-

ємодiй, припускаючи, що {𝜆𝑛} є послiдовнiстю незалежних випадкових величин,

кожна з таким бiмодальним розподiлом ймовiрностей

𝑝(𝜆𝑛) = 𝑝𝛿(𝜆𝑛 + 1) + (1− 𝑝)𝛿(𝜆𝑛 − 1), (3.5)
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де 0 ≤ 𝑝 ≤ 1. Нас цiкавитимуть випадково-усередненi величини i позначимо сере-

днє за всiма реалiзацiями випадковостi як (. . .) =
∏︀

𝑛

∫︀∞
−∞ d𝜆𝑛𝑝(𝜆𝑛)(. . .). Зауважи-

мо, що випадковi ланцюжки такого типу, фактично, для бiльш загальної 𝑋𝑋𝑍

взаємодiї дослiджувалися i ранiше [303, 304].

Застосувавши калiбрувальне перетворення (3.2) та усереднивши за розподi-

лом (3.5), знаходимо

⟨𝑠𝛼𝑗 (𝑡)𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩ = (1− 2𝑝)|𝑚|⟨𝑠𝛼𝑗 (𝑡)𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩. (3.6)

Запровадивши кореляцiйну довжину 𝜉 = −1/ ln |1− 2𝑝|, вираз (3.6) можна пере-

писати у компактнiй формi

⟨𝑠𝛼𝑗 (𝑡)𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩ =

⎧⎨⎩ exp
(︁
− |𝑚|

𝜉

)︁
⟨𝑠𝛼𝑗 (𝑡)𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩, 0 ≤ 𝑝 ≤ 1

2 ,

(−1)𝑚 exp
(︁
− |𝑚|

𝜉

)︁
⟨𝑠𝛼𝑗 (𝑡)𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩, 1

2 ≤ 𝑝 ≤ 1.
(3.7)

В результатi, усередненi за випадковими конфiгурацiями динамiчнi структурнi

фактори зображаються у такому виглядi

𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) =
∑︁

𝑚=0,±1,±2,...

exp

(︂
−i𝜅𝑚− |𝑚|

𝜉

)︂ ∞∫︁
−∞

d𝑡 exp (i𝜔𝑡) ⟨𝑠𝛼𝑗 (𝑡)𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩, (3.8)

де 0 ≤ 𝑝 ≤ 1/2. Якщо 1/2 ≤ 𝑝 ≤ 1, множник (−1)𝑚 (див рiвняння (3.7)) потрi-

бно взяти до уваги у рiвняннi (3.8) i отриманий вираз 𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) для 1/2 ≤ 𝑝 ≤ 1

вiдповiдає 𝑆𝛼𝛽(𝜅∓ 𝜋, 𝜔) в рiвняннi (3.8). Ми використовуємо рiвняння (3.8), щоб

обчислити 𝑆𝛼𝛽(𝜅, 𝜔) через вiдомi результати для часових кореляцiйних функцiй

⟨𝑠𝛼𝑗 (𝑡)𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩ однорiдного ланцюжка з обмiнною константою 𝐽 , отриманими аналi-

тично чи числовим методом [228, 266, 267] (див. рис. 3.2).

У випадку 𝑇 = 0, |Ω| > |𝐽 |, коли 𝑥𝑥 динамiчний структурний фактор

𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) задається рiвнянням (1.14), можна отримати точнi аналiтичнi вирази

[13]. Тут ми розглянемо детальнiше випадок 𝑇 ̸= 0 та поля меншi за критичне

|Ω| < 𝐽 , де вираз (3.8) потрiбно розрахувати числовим методом (див. рис. 3.2).

У випадку 𝑝 = 1/2 кореляцiйна довжина 𝜉 → 0, а, отже, лише автокореляцiйна

функцiя дає вклад у 𝜅-незалежний 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) i форма частотної залежностi для
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Рис. 3.2. 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) для спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка з випадковим знаком взаємодiї 𝐽 =
1, Ω = 0.01 (лiвi панелi, a . . . e), Ω = 0.25 (правi панелi, f . . . j), 𝛽 = 20:
згори до низу 𝑝 = 0.1 (𝜉 ≈ 4.48), 𝑝 = 0.25 (𝜉 ≈ 1.44), 𝑝 = 0.5 (𝜉 = 0),
𝑝 = 0.75 (𝜉 ≈ 1.44), 𝑝 = 0.9 (𝜉 ≈ 4.48).
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будь-якого 𝜅 визначається 𝑆𝑥𝑥(0, 𝜔) =
∫︀∞
−∞ d𝑡 exp (i𝜔𝑡) ⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑥𝑗 ⟩ (𝜅-незалежнi сму-

ги поблизу частот, якi домiнують у автокореляцiйнiй функцiї).

Вiдзначаємо деякi подiбностi до числових результатiв на спiн-1/2 ланцюж-

ку Iзинґа у випадковому поперечному полi [305]. Зокрема, горизонтальнi (𝜅-

незалежнi) смугастi вiзерунки на рис. 3.2 нагадують результати роботи [305] для

сильного безладу. Це слiд було очiкувати, оскiльки для достатньо сильного без-

ладу виживають лише локальнi кореляцiї i призводять до 𝜅-незалежного динамi-

чного структурного фактора.

Схему представлену тут також можна легко адаптувати до складнi-

ших моделей, де змiшуються чергування та випадковiсть. Наприклад, на ма-

гнетоактивну сполуку (CH3)2CHNH3Cu(Cl𝑥Br1−𝑥)3 з випадковою феромагнiтно-

антиферомагнiтною взаємодiєю можна подивитись як на випадковий квантовий

ланцюжок Гайзенберґа зi спiном 1/2 [306],

𝐻 =
∑︁
𝑛

(𝐽2𝑛−1𝑠⃗2𝑛−1 · 𝑠⃗2𝑛 + 𝐽2𝑛𝑠⃗2𝑛 · 𝑠⃗2𝑛+1) , (3.9)

де 𝐽2𝑛−1 = 𝐽 – слабка однорiдна обмiнна взаємодiя, 𝐽2𝑛 = 2𝜆2𝑛𝐽 – сильний обмiн-

ний зв’язок з випадковим знаком, а {𝜆2𝑛} — послiдовнiсть незалежних випад-

кових величин, кожна з бiмодальним розподiлом ймовiрностей (3.5). Якщо ми

обмежимося iзотропною взаємодiєю 𝑋𝑌 мiж спiнами в (3.9), випадковiсть можна

виключити з гамiльтонiана дещо модифiкованим калiбрувальним перетворенням

𝑠𝛼2𝑛−1 = 𝑠𝛼2𝑛−1

∏︀𝑛−1
𝑚=1 𝜆2𝑚, 𝑠𝛼2𝑛 = 𝑠𝛼2𝑛

∏︀𝑛−1
𝑚=1 𝜆2𝑚, 𝑛 = 2, 3 . . ., остаточно отримуючи

гамiльтонiан димеризованого ланцюжка 𝑋𝑋 з перiодично змiнними обмiнними

зв’язками 𝐽, 2𝐽, 𝐽, 2𝐽 . . .. Випадково усередненi динамiчнi структурнi фактори мо-

жна розрахувати аналогiчно до рiвнянь (3.6) – (3.8).

3.3. 𝑋𝑌 ланцюжки з неоднорiднiстю у знаку взаємодiї
Дзялошинського-Морiя

Тепер розглянемо спiнову модель (3.1), поклавши 𝐽𝑛 = 𝐽 i 𝐷𝑛 = 𝜆𝑛𝐷 з

𝜆𝑛 = ±1. Зазначимо, що випадок 𝐽𝑛 = 𝜆𝑛𝐽 , 𝐷𝑛 = 𝐷 можна проаналiзувати
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на основi наведених нижче результатiв пiсля використання унiтарного перетво-

рення, розглянутого в роботi [307]. Взаємодiю Дзялошинського-Морiя 𝐷𝑛 можна

виключити з гамiльтонiана (3.1) (з точнiстю до несуттєвого граничного додан-

ку) за допомогою неоднорiдного перетворенням поворотiв у спiновому просторi

[12, 71, 272, 273, 298], яке у нашому випадку матиме такий вигляд

𝑠𝑥𝑛 → 𝑠𝑥𝑛 = cos𝜑𝑛𝑠
𝑥
𝑛 + sin𝜑𝑛𝑠

𝑦
𝑛,

𝑠𝑦𝑛 → 𝑠𝑦𝑛 = − sin𝜑𝑛𝑠
𝑥
𝑛 + cos𝜑𝑛𝑠

𝑦
𝑛,

𝑠𝑧𝑛 → 𝑠𝑧𝑛 = 𝑠𝑧𝑛, (3.10)

де 𝜑𝑛 =
∑︀𝑛−1

𝑚=0 𝜙𝑚, 𝜙0 — довiльний кут, який зазвичай вважається нульовим i

tan𝜙𝑚 = 𝐷𝑚/𝐽 , 𝑚 = 1, 2 . . .. В результатi приходимо до гамiльтонiана 𝐻̃ без

взаємодiї Дзялошинського-Морiя, однак, з перенормованою обмiнною взаємодiєю

𝐽𝑛 = sgn(𝐽)
√︀
𝐽2 +𝐷2

𝑛. У однорiдному випадку, коли 𝐷𝑛 = 𝐷, унiтарне пере-

творення (3.10) було використано в останнiх дослiдженнях динамiки квантових

спiнових ланцюжкiв [12, 272, 273].

Тут зупинимось детальнiше на випадку наявностi в гамiльтонiанi взаємо-

дiї Дзялошинського-Морiя з випадковим знаком 𝐷𝑛 = 𝜆𝑛𝐷, де послiдовнiсть

незалежних випадкових змiнних {𝜆𝑛} задається бiмодальним розподiлом (3.5).

Для окремої реалiзацiї знакiв взаємодiї Дзялошинського-Морiя неоднорiдностi 𝐷𝑛

з гамiльтонiану можна позбутися перетворенням повороту (3.10) з 𝜙𝑚 = 𝜆𝑚𝜙,

𝜙 = arctan(𝐷/𝐽). В результатi, отримуємо однорiдну модель 𝐻̃, де залишається

лише 𝑋𝑋 обмiнна взаємодiя з константою 𝐽 = sgn(𝐽)
√
𝐽2 +𝐷2. Насамперед,

потрiбно знайти часову кореляцiйну функцiю усереднену за випадковими конфi-

гурацiями

⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑥𝑗+𝑚⟩ = cos (𝜑𝑗+𝑚 − 𝜑𝑗)⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑥𝑗+𝑚⟩ − sin (𝜑𝑗+𝑚 − 𝜑𝑗)⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑦𝑗+𝑚⟩. (3.11)

Зауваживши, що

cos ((𝜆1+ . . .+𝜆𝑚)𝜙) =
1

2
(𝑝 exp (−i𝜙) + (1− 𝑝) exp (i𝜙))𝑚

+
1

2
(𝑝 exp (i𝜙) + (1− 𝑝) exp (−i𝜙))𝑚
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=
(︀
cos2 𝜙+ (1− 2𝑝)2 sin2 𝜙

)︀𝑚
2 cos (𝑚 arctan ((1− 2𝑝) tan𝜙)) ,

sin ((𝜆1+ . . .+𝜆𝑚)𝜙) =
(︀
cos2 𝜙+(1−2𝑝)2sin2 𝜙

)︀𝑚
2 sin (𝑚 arctan ((1−2𝑝) tan𝜙))(3.12)

i запровадивши позначення 𝜉𝐷 = −1/ ln
√︀

cos2 𝜙+ (1− 2𝑝)2 sin2 𝜙, 𝜙𝐷 =

arctan ((1− 2𝑝) tan𝜙), зображаємо такi усередненi кореляцiйнi функцiї у компа-

ктнiй формi

⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑥𝑗+𝑚⟩=exp

(︂
−|𝑚|
𝜉𝐷

)︂(︀
cos (𝑚𝜙𝐷) ⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑥𝑗+𝑚⟩− sin (𝑚𝜙𝐷) ⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑦𝑗+𝑚⟩

)︀
.(3.13)

Використовуючи рiвняння (3.13), можна легко отримати 𝑥𝑥 динамiчний структур-

ний фактор, усереднений за випадковими конфiгурацiями

𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) =
∑︁

𝑚=0,±1,±2,...

exp

(︂
−i𝜅𝑚− |𝑚|

𝜉𝐷

)︂ ∞∫︁
−∞

d𝑡 exp (i𝜔𝑡)

×
(︀
cos (𝑚𝜙𝐷) ⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑥𝑗+𝑚⟩ − sin (𝑚𝜙𝐷) ⟨𝑠𝑥𝑗 (𝑡)𝑠𝑦𝑗+𝑚⟩

)︀
. (3.14)

У правiй сторонi рiвняння (3.14) маємо кореляцiйну функцiю однорiдного 𝑋𝑋

ланцюжка з обмiнною константою sgn(𝐽)
√
𝐽2 +𝐷2. Тепер можна використати

рiвняння (3.14), щоб розрахувати 𝑆𝑥𝑥(𝜅, 𝜔) для моделi з випадковою взаємо-

дiєю Дзялошинського-Морiя, використовуючи вiдомi результати для ⟨𝑠𝛼𝑗 𝑠𝛽𝑗+𝑚⟩
[228, 266]. Визначальною вiдмiннiстю для випадкової конфiгурацiї 𝐷𝑛 є те, що

на вiдмiну вiд попереднього випадку випадкових 𝐽𝑛 кореляцiйна довжина 𝜉𝐷 не

обертається в нуль при рiвноймовiрному розподiлi знакiв 𝑝 = 1/2.

3.4. Висновки

У цьому роздiлi, розглянуто ряд неоднорiдних (перiодичних або випадко-

вих) спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжкiв, щоб вивчити їх динамiчнi властивостi. Цi моде-

лi вирiзняються можливiстю усунення неоднорiдностi зi спiнового гамiльтонiана

вiдповiдним унiтарним перетворенням (див. рiвняння (3.2), (3.10)) i, отже, зада-

чу можна звести до вiдомої просторово однорiдної моделi. Точнi аналiтичнi та

точнi числовi данi використовуються далi для аналiзу динамiчних структурних
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факторiв перiодичних та випадкових спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжкiв. Розглянутi моделi

демонструють досить складну поведiнку, яку можна пояснити вiдповiдними вла-

стивостями базової однорiдної моделi. Таким чином, для перiодичних ланцюжкiв

лише вiдповiдно видозмiненi характеристичнi кривi рiвняння (1.13), (1.15) видно

у складнiй картинi, що вiдображається динамiчним структурним фактором при

низьких температурах. Продемонстровано, що у розглянутих випадках спостере-

жувана складнiсть має просте походження. Слiд також наголосити, що знайдено

точнi аналiтичнi результати для динамiчних структурних факторiв деяких перiо-

дичних/випадкових квантових спiнових ланцюжкiв. У випадку прямих числових

розрахункiв для випадкових квантових спiнових ланцюжкiв, це означало б ве-

лику кiлькiсть обчислень динамiчних величин для рiзних реалiзацiй випадкових

параметрiв i подальше усереднення за цими реалiзацiями.

Цiкаво вiдзначити, що вплив температури та випадкових взаємодiй на 𝑥𝑥

i 𝑥𝑦 динамiчнi структурнi фактори рiзнi. Хоча в обох випадках лише автокоре-

ляцiйна функцiя визначає динамiчний структурний фактор (для достатньо висо-

кої температури або достатньо сильної випадковостi), при високих температурах

динамiчний структурний фактор 𝜅-незалежний i демонструє Гаусовi пiки (див.

рiвняння (1.16)). Це пов’язано з Гаусовим загасанням часової автокореляцiйної

функцiї [229–232], яке вiдрiзняється вiд повiльного просторового загасання авто-

кореляцiйної функцiї при низьких температурах.

Моделi спiнових ланцюжкiв, якi обговорюються тут, очевидно, мають до-

сить особливий вигляд, i пошук строгих результатiв для iнших типiв неоднорi-

дностi мiжспiнових взаємодiй, де змiнюються не лише знаки, а й їхнi абсолютнi

значення є важливими. Проте, для загальнiших моделей цi методи не застосовнi,

i повиннi бути використанi iншi методи або наближення як, наприклад, у роботах

[305, 308]. Розглянутi тут спецiальнi моделi можуть бути кориснi для тестування

наближених методiв застосовних до ширшого класу систем.
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РОЗДIЛ 4

ФРУСТРОВАНI КВАНТОВI ДРАБИНКИ I
ФЕРМIОНIЗАЦIЯ ЙОРДАНА-ВIГНЕРА

У цьому роздiлi дослiджено основний стан одновимiрних фрустрованих спi-

нових моделей базуючись на перетвореннi Йордана-Вiгнера та подальшому набли-

женнi Гартрi-Фока для фермiонiзованого гамiльтонiану (що вiдповiдає наближен-

ню середнього поля для фермiонних систем). У випадку спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 зигзаг

драбинки [15] вивчено квантовий фазовий перехiд до спонтанно димеризованої

фази. При цьому, основний стан, енергiя i статичний структурний фактор порiв-

нюються з результатами точної дiагоналiзацiї: отримано добру згоду з числовими

даними поблизу границi моделi Маджумдара-Гоша. Проаналiзовано фазову дiа-

граму основного стану в рамках теорiї середнього поля. Зокрема, ми показуємо,

що неспiвмiрний основний стан вiдсутнiй для великих значень взаємодiї мiж на-

ступними пiсля найближчих сусiдiв при повнiстю самоузгодженому аналiзi сере-

днього поля.

У випадку спiн-1/2 ромбiчного ланцюжка аналiзуються рiзнi калiбрувально-

iнварiантнi способи завдання спiн-фермiонного перетворення [16, 17]. Доданки,

якi вiдповiдають взаємодiї у фермiонному гамiльтонiанi, розглядаються в межах

процедури Гартрi-Фока пiсля вибору вiдповiдного калiбрування. Ми дослiджуємо

магнiтнi властивостi цiєї моделi квантового спiну при нульовiй, а також ненульовiй

температурах i аналiзуємо достовiрнiсть використаного наближення, порiвнюючи

його з результатами методу точної дiагоналiзацiї для скiнченних (до 36 спiнiв)

ланцюжкiв.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах [15–17, 41, 43, 44, 46].
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4.1. Основний стан спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 зигзаг драбинки:
фермiонiзацiя Йордана-Вiгнера та наближення
Гартрi-Фока

Розглянемо фрустрований спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 ланцюжок 𝐿 спiнiв (𝐿→ ∞):

𝐻 =
𝐿∑︁
𝑙=1

𝐽1(𝑠
𝑥
𝑙 𝑠

𝑥
𝑙+1 + 𝑠𝑦𝑙 𝑠

𝑦
𝑙+1 +Δ𝑠𝑧𝑙 𝑠

𝑧
𝑙+1) + 𝐽2(𝑠

𝑥
𝑙 𝑠

𝑥
𝑙+2 + 𝑠𝑦𝑙 𝑠

𝑦
𝑙+2 +Δ𝑠𝑧𝑙 𝑠

𝑧
𝑙+2), (4.1)

де 𝐽1 (𝐽2) > 0 — антиферомагнiтнi взаємодiї мiж найближчими i наступними

пiсля найближчих сусiдами, Δ — анiзотропiя обмiнної взаємодiї i 𝑠𝛼𝑙 — спiн-1/2

оператори. Пiсля перетворення Йордана-Вiгнера [215] спiновий гамiльтонiан (4.1)

зображається моделлю взаємодiючих безспiнових фермiонiв:

𝐻 =
𝐿∑︁
𝑙=1

(︂
𝐽1
2
𝑐+𝑙 𝑐𝑙+1 +

𝐽2
2
𝑐+𝑙 𝑐𝑙+2 − 𝐽2𝑐

+
𝑙 𝑐

+
𝑙+1𝑐𝑙+1𝑐𝑙+2 + ℎ.𝑐.

)︂
+ Δ𝐽1

(︂
𝑐+𝑙 𝑐𝑙 −

1

2

)︂(︂
𝑐+𝑙+1𝑐𝑙+1−

1

2

)︂
+Δ𝐽2

(︂
𝑐+𝑙 𝑐𝑙 −

1

2

)︂(︂
𝑐+𝑙+2𝑐𝑙+2−

1

2

)︂
. (4.2)

Перший доданок вiдповiдає 𝑋𝑌 взаємодiї найближчих сусiдiв, а решта доданкiв,

якi мiстять взаємодiю мiж фермiонами, є або 𝑋𝑌 взаємодiєю наступних сусi-

дiв, або 𝑧𝑧 частиною рiзних взаємодiй. Iнтегровнiсть моделi руйнується внаслiдок

появи чотирифермiонних доданкiв, тому ми вдаємося до наближення середнього

поля, де враховано всi парнi кореляцiї типу ⟨𝑐+𝑛 𝑐𝑚⟩ у факторизацiї таких доданкiв:

𝑔𝑙 = ⟨𝑠𝑧𝑙 ⟩ = ⟨𝑐+𝑙 𝑐𝑙⟩ −
1

2
,

𝐴𝑙 = ⟨𝑐+𝑙 𝑐𝑙+1⟩ = ⟨𝑐+𝑙+1𝑐𝑙⟩,
𝐷𝑙 = ⟨𝑐+𝑙 𝑐𝑙+2⟩ = ⟨𝑐+𝑙+2𝑐𝑙⟩. (4.3)

Цi спарення пов’язанi з одновузловими, сусiднiми та наступними пiсля найближ-

чих сусiдiв спiновими кореляцiйними функцiями. Далi проводимо самоузгоджене

визначення цих спарень згiдно статтi [239], де, однак, було розглянуто лише випа-

док 𝑔𝑙 = 𝐷𝑙 = 0. Таким чином, розглядаємо усi можливi фази у цьому наближеннi:

i) парамагнiтна (homogeneous) [235]: 𝐴𝑙 = 𝐴 = − 1
𝜋 , 𝑔𝑙 = 𝐷𝑙 = 0
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ii) однорiдна антиферомагнiтна (AFM+uni.): 𝑔𝑙 = (−1)𝑙𝑔, 𝐴𝑙 = 𝐴, i 𝐷𝑙 = 𝐷

iii) знакозмiнна антиферомагнiтна (AFM+stag.): на противагу ii) 𝐷𝑙 знакозмiн-

не, тобто 𝐷𝑙 = (−1)𝑙𝐷

iv) знакозмiннi перескоки мiж найближчими вузлами (dimer): 𝐴𝑙 = 𝐴+ (−1)𝑙𝛿.

Самоузгодженi рiвняння для фази iv) обговорюються нижче. Тут ми лише за-

значимо, що в усiх випадках однорiдний внесок у кореляцiю наступних пiсля

найближчих сусiдiв 𝐷𝑙 вiдсутнiй. Знакозмiнна складова 𝐷𝑙 iндукується антифе-

ромагнiтним впорядкуванням i прямує до нуля при 𝑔 → 0. Таким чином, даний

пiдхiд середнього поля не годиться для розгляду границi двох слабкозв’язаних

ланцюжкiв (𝐽1 → 0), де кореляцiя мiж наступними пiсля найближчих сусiдiв стає

найсильнiшою.

Для випадку iv) пiсля перетворення Фур’є середньопольовий гамiльтонiан

має такий вигляд

𝐻 =
∑︁

−𝜋<𝑘≤𝜋

𝑒𝑘 𝑐
+
𝑘 𝑐𝑘 +

𝑖𝑓𝑘
2
(𝑐+𝑘±𝜋𝑐𝑘 − 𝑐+𝑘 𝑐𝑘±𝜋) , (4.4)

де 𝑒𝑘 = (𝐽1 − 2𝐴(Δ𝐽1 − 2𝐽2)) cos(𝑘), 𝑓𝑘 = 2𝛿(Δ𝐽1 + 2𝐽2) sin(𝑘). Його можна дiаго-

налiзувати за допомогою унiтарного перетворення

𝑐𝑘 =
1 + 𝑖√

2
(cos(𝛼𝑓

𝑘/2) 𝜂𝑘 − sin(𝛼𝑓
𝑘/2) 𝜂𝑘±𝜋) ,

𝑐𝑘±𝜋 =
1− 𝑖√

2
(sin(𝛼𝑓

𝑘/2) 𝜂𝑘 + cos(𝛼𝑓
𝑘/2) 𝜂𝑘±𝜋) ,

де cos𝛼𝑓
𝑘 = 𝑒𝑘/

√︀
𝑒2𝑘+𝑓

2
𝑘 . Це призводить до моделi вiльних фермiонiв

𝐻 =
∑︁

−𝜋
2<𝑘≤𝜋

2

𝜆𝑘
(︀
𝜂+𝑘 𝜂𝑘 − 𝜂+𝑘±𝜋𝜂𝑘±𝜋

)︀
(4.5)

з таким спектром 𝜆𝑘 =
√︀
𝑒2𝑘 + 𝑓 2𝑘 . Параметри 𝐴, 𝛿 знаходимо з умов самоузгодже-

ння:

𝐴 = − 1

2𝜋

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝑑𝑘 cos(𝑘)
𝑒𝑘√︀
𝑒2𝑘 + 𝑓 2𝑘

,



94

𝛿 =
1

2𝜋

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝑑𝑘 sin(𝑘)
𝑓𝑘√︀
𝑒2𝑘 + 𝑓 2𝑘

. (4.6)

Наближення середнього поля для енергiї основного стану отримано з вiдповiдних

значень для фермiонного гамiльтонiана (4.2), включаючи спарення лише до ква-

дратичного порядку. Для фази димера iv) енергiя основного стану на вузол має

такий вигляд

𝑒 = 𝐽1𝐴− (Δ𝐽1 − 2𝐽2)𝐴
2 − (Δ𝐽1 + 2𝐽2)𝛿

2 . (4.7)

Зазначимо, що параметр порядку димера [90] 𝑑=⟨𝑆⃗2𝑖−1𝑆⃗2𝑖⟩ − ⟨𝑆⃗2𝑖𝑆⃗2𝑖+1⟩ вiдповiдає

4(𝐴− 1)𝛿 у нашому наближеннi.

Досi ми припускали, що самоузгодженi параметри в методi середнього по-

ля дiйснi. Проте, вiдомо, що анiзотропiя легкої площини Δ < 1 iндукує хiральну

фазу для великих 𝐽2 [95, 309]. Iснування такої хiральної фази було ранiше пе-

ревiрено числовим методом в iншiй моделi драбинки [310]. Параметр хiрального

порядку 𝜅𝑙 = 𝑠𝑥𝑙 𝑠
𝑦
𝑙+1− 𝑠

𝑦
𝑙 𝑠

𝑥
𝑙+1 вiдповiдає уявнiй частинi спарення фермiонiв на най-

ближчих вузлах ℑm𝐴𝑙. Отже, для опису такого порядку потрiбно припустити, що

елементарне спарення є комплексним. Це змiнює енергiю основного стану:

𝑒 = 𝐽1𝐴𝑅 − (Δ𝐽1 − 2𝐽2)𝐴
2
𝑅 − (Δ𝐽1 + 2𝐽2)𝛿

2
𝑅

−(Δ𝐽1 + 2𝐽2)𝐴
2
𝐼 − (Δ𝐽1 − 2𝐽2)𝛿

2
𝐼 , (4.8)

де 𝐴𝑅(𝐼) — дiйсна (уявна) частина 𝐴, i 𝛿𝑅(𝐼) — дiйсна (уявна) частина 𝛿. Очевидно,

що для великих 𝐽2/𝐽1 вiдмiнне вiд нуля 𝐴𝐼 знижує енергiю основного стану на

вiдмiну вiд 𝛿𝐼 . Ми розглянули всi можливi розв’язки середнього поля з вiдмiнними

вiд нуля 𝐴𝑅, 𝐴𝐼 i 𝛿𝑅, проте виявили, що числовий розв’язок цих рiвнянь не мiстить

комплексних значень.

Модель Маджумдара-Гоша [92] 𝐽2 = 𝐽1/2 дозволяє перевiрити узгодженiсть

наближення середнього поля. У цiй точцi основний стан є подвiйно виродженим i

складається синглетних пар на сусiднiх вузлах
∏︀𝑁/2

𝑙=1 [2𝑙∓1, 2𝑙], де [2𝑙∓1, 2𝑙] позна-

чає окремий синглет. Це можна пов’язати з фермiонним представленням, нагадав-

ши, що 𝑆𝑧 = +1/2(−1/2) на вузлi 𝑙 вiдповiдає заповненому (порожньому) вузлу 𝑙.
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Рис. 4.1. Енергiя основного стану на вузол я к функцiя 𝐽2/𝐽1 для 𝐽1 − 𝐽2 𝑋𝑌
ланцюжка (верхня панель) i Гайзенберґового ланцюжка (нижня панель):
кола — точна дiагоналiзацiя екстрапольована на безмежнi системи; лiнiї
вiдповiдають рiзним середньопольовим розв’язкам для основного стану.

Звiдси випливає, що (𝑐+2𝑙∓1− 𝑐+2𝑙)|0⟩ створює синглетний зв’язок на сусiднiх вузлах

2𝑙 ∓ 1, 2𝑙 i стани Маджумдара-Гоша можна представити як
∏︀𝑁/2

𝑙=1 (𝑐
+
2𝑙∓1 − 𝑐+2𝑙)|0⟩.

Як наслiдок, цей точний стан також можна отримати як розв’язок середнього

поля. Для 𝐽2 = 𝐽1/2 конфiгурацiя iv) i вираз (4.6) дає 𝐴 = −1/4, 𝛿 = ±1/4.

Пiдставляючи цей розв’язок в середньопольовий гамiльтонiан, отримаємо:

𝐻 =

𝑁/2∑︁
𝑙=1

𝐽1(1 + Δ)

2
(𝜂

(𝑡)+
𝑙 𝜂

(𝑡)
𝑙 − 𝜂

(𝑠)+
𝑙 𝜂

(𝑠)
𝑙 ) +

𝑁𝐽1Δ

8
, (4.9)

де 𝜂(𝑡)𝑙 = 1√
2
(𝑐2𝑙∓1+𝑐2𝑙), 𝜂

(𝑠)
𝑙 = 1√

2
(𝑐2𝑙∓1−𝑐2𝑙) для 𝛿 = ±1

4 . 𝜂
(𝑠)+
𝑙 i 𝜂(𝑠)𝑙 (𝜂(𝑡)+𝑙 i 𝜂(𝑡)𝑙 ) наро-

джують i знищують синглет (триплет) на найближчих сусiдах. Це демонструє, що

розв’язок середнього поля у фермiонному представленнi є станом Маджумдара-

Гоша
∏︀𝑁/2

𝑙=1 𝜂
(𝑠)+
𝑙 |0⟩ з енергiю основного стану на один спiн 𝑒 = −𝐽1(2 + Δ)/8.

На рис. 4.1 показано результати числового розв’язку самоузгодженого рiв-

няння для конфiгурацiй i)-iv). Можна переконатись, що всi розв’язки iснують
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для додатних 𝐽2. Щоб перевiрити справедливiсть цих результатiв, ми виконали

точну дiагоналiзацiю гамiльтонiана (4.1) для 𝐿 ≤ 32 вузлiв з подальшою екстрапо-

ляцiю скiнченного розмiру за допомогою алгоритма Ванден-Брока-Шварца [311]

для бiльшостi випадкiв, 𝐿 = 12, 16, 32. Екстрапольованi результати для енергiї

основного стану на вузол показано кружками на рис. 4.1. Помилки оцiнюються

як меншi за розмiр символiв. Для 𝐽2 = 0 нашi екстрапольованi значення збiгаю-

ться краще нiж 10−6𝐽1 з точними результатами [312] 𝑒/𝐽1 = −1/𝜋 ≈ −0.318310 i

1/4− ln(2) ≈ −0.443147 для Δ = 0 i 1 вiдповiдно.

Окрiм точного основного стану для моделi Маджумдара-Гоша, ми можемо

порiвняти розв’язок наближення середнього поля з iншими вiдомими результа-

тами. Розпочнемо з 𝑋𝑌 моделi зi взаємодiєю лише найближчих сусiдiв (Δ = 0,

𝐽2 = 0), де перетворення Йордана-Вiгнера допускає точний розв’язок [108, 312].

Для малих 𝐽2/𝐽1 результати всiх самоузгоджених розв’язкiв дуже близькi (верх-

ня панель рис. 4.1) i всi параметри порядку ростуть дуже повiльно. Фактично,

детальний аналiз (4.6) для 𝐴, 𝛿 показує, що 𝐽2 > 𝐽2,dim = −Δ𝐽1/2 є умовою не-

нульового розв’язку для 𝛿. Наближений розв’язок для невеликих 𝐽2− 𝐽2,dim вище

цiєї точки дає

𝛿 ≈ 𝑎

𝑒(𝐽2 − 𝐽2,dim)
exp

(︂
− 𝜋𝑎

4(𝐽2 − 𝐽2,dim)

)︂
, (4.10)

де 𝑎 = 𝐽1 − 4
𝜋(𝐽2 + 𝐽2,dim). Щiлина у спектрi збуджень виникає при 𝑘 = 𝜋/2 i

зростає як 4(𝐽2−𝐽2,dim)𝛿. Зауважимо, що близько до критичної точки 𝐽2𝑐 результат

пiдходу бозонiзацiї має схожу форму [89, 90] 𝛿 ∼ exp
(︁
− const𝐽1

(𝐽2−𝐽2𝑐)

)︁
i щiлину, яка

пропорцiйна до 𝛿2.

Для отримання фазової дiаграми порiвнюються енергiї основного стану всiх

фаз. У режимi слабкої фрустрацiї, розв’язок “AFM+stag.” має найменшу енергiю i

в певний момент 𝛼𝑐 = 𝐽2𝑐/𝐽1 перетинається з розв’язком для димерної фази (див.

рис. 4.1 для Δ = 1). Це можна ототожнити з фазовим переходом першого роду.

Зауважте, що при Δ = 1 “AFM+uni.” i димерний розв’язок перетинаються дуже

близько до числової оцiнки критичної точки [89] 𝐽2 = 𝐽1/6. Врахування розв’язку

“AFM+stag.” змiщує точку перетину, що забезпечує добру згоду з числовими ре-
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суцiльна лiнiя — результат наближення середнього поля, кола — резуль-
тат точної дiагоналiзацiї [275].
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Рис. 4.3. Щiлина у спектрi збуджень середньопольового гамiльтонiану як функцiя
𝐽2/𝐽1 для 𝐽1 − 𝐽2 𝑋𝑌 ланцюжка (верхня панель) i Гайзенберґового лан-
цюжка (нижня панель).

зультатами [91] 𝐽2𝑐 ≈ 0.242𝐽1 для Δ = 1. На рис. 4.2 ця точка перетину показана

як функцiя анiзотропiї Δ. Хоча критичне значення 𝐽2 дуже близьке до числових

результатiв для Δ ≈ 1, положення точки перетину зменшується зi зменшенням

Δ, тодi як данi точної дiагоналiзацiї [93, 275] виявляють збiльшення 𝐽2𝑐.
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Щiлини у спектрi збуджень для рiзних розв’язкiв середнього поля зображе-

но на рис. 4.3. Розв’язок “uniform” завжди безщiлинний i не вiдображається тут.

Розв’язок “dimer” i “AFM+stag.” має максимум щiлини бiля точки Маджумдара-

Гоша, що узгоджується з числовими даними [90]. Положення мiнiмуму в спе-

ктрi збудження розв’язку “dimer” переходить вiд 𝑘 = ±𝜋/2 до 𝑘 = 0 на точцi

Маджумдара-Гоша. Мiнiмум розв’язку “AFM+stag.” змiщується безперервно для

𝐽2 > 𝐽1/2.

Статичний структурний фактор 𝑆𝑧𝑧(𝑞)=
∑︀𝐿

𝑙=1 exp(𝑖𝑞𝑙)⟨𝑠𝑧𝑛𝑠𝑧𝑛+𝑙⟩ можна вира-

зити через чотирифермiонну кореляцiйну функцiю. Для стану димера ми отри-

муємо такий результат у середньопольовому наближеннi:

𝑆𝑧𝑧(𝑞) =
1

4
− 1

4𝜋

𝜋∫︁
0

𝑑𝑘
𝑒𝑘𝑒𝑘+𝑞 + 𝑓𝑘𝑓𝑘+𝑞√︁

(𝑒2𝑘 + 𝑓 2𝑘 )(𝑒
2
𝑘+𝑞 + 𝑓 2𝑘+𝑞)

. (4.11)

У границi моделi Маджумдара-Гоша вiдтворюється точний результат

𝑆𝑧𝑧(𝑞) = 1
4(1 − cos(𝑞)) [94]. Результат (4.11) для 𝑧𝑧 статичного структурного фа-

ктора при 𝐽2/𝐽1 = 5/11 показано на рис. 4.4 суцiльною лiнiєю у порiвняннi з

числовими результатами (вiдкритi символи). Обидва пiдходи дають широкий ма-

ксимум на межi зони Брилюена 𝑞 = ±𝜋, що означає антиферомагнiтнi кореляцiї з

короткою кореляцiйною довжиною [90, 94]. Невеликi вiдхилення спостерiгаються

при 𝑞 = ±𝜋, де числове значення сильно залежить вiд розмiру системи.

4.2. Магнiтнi властивостi спiн-1/2 𝑋𝑋 ромбiчного
ланцюжка

Iншим прикладом фрустрованої моделi з основним станом на основi сингле-

тних димерiв є спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 модель Гайзенберґа на ромбiчному ланцюжку (див.

рис. 4.5). Як було зазначено у роздiлi 1, експериментальнi реалiзацiї вiдповiда-

ють здебiльшого дисторсному варiанту моделi, в якому взаємодiї вздовж сторiн

ромба є рiзними. Тут ми також розглядаємо квантову спiн-1/2 𝑋𝑋 модель на

дисторсному ромбiчному ланцюжку, схематично зображену на рис. 4.5, з таким
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Рис. 4.4. Структурний фактор 𝑆𝑧𝑧(𝑞) як функцiя 𝑞 для 𝐽1 − 𝐽2 𝑋𝑌 ланцюж-
ка (верхня панель) i Гайзенберґового ланцюжка (нижня панель) при
𝐽2 = 5𝐽1/11. Лiнiя — результат середньопольового розв’язку для ди-
мерної фази; символи — данi точної дiагоналiзацiї для систем рiзних
розмiрiв вiд 20 до 32 вузлiв.

гамiльтонiаном:

𝐻𝑥𝑥 =
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︂
(𝐽2𝑠

+
2,𝑙𝑠

−
3,𝑙 + 𝐽1(𝑠

+
1,𝑙𝑠

−
2,𝑙 + 𝑠+3,𝑙𝑠

−
1,𝑙+1)

+𝐽3(𝑠
+
1,𝑙𝑠

−
3,𝑙 + 𝑠+2,𝑙𝑠

−
1,𝑙+1) + h.c.) − 2ℎ

3∑︁
𝑝=1

(︂
𝑠+𝑝,𝑙𝑠

−
𝑝,𝑙 −

1

2

)︂]︂
, (4.12)

де 𝑁 — число комiрок, 𝑠±𝑝,𝑙 = 𝑠𝑥𝑝,𝑙± 𝑖𝑠𝑦𝑝,𝑙 — оператори пiднiмання i опускання спiна,

𝑠𝑧𝑝,𝑙 = 𝑠+𝑝,𝑙𝑠
−
𝑝,𝑙 − 1

2 , 𝑠
𝛼
𝑚,𝑙 (𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) — звичайнi декартовi компоненти спiн-1/2

операторiв перший iндекс якого вiдповiдає пiдґратцi, а другий — комiрцi. ℎ —

зовнiшнє магнiтне поле (покладаємо 𝑔𝜇𝐵 = 1). Надалi розрiзнятимемо двi моделi:

дисторсний (𝐽1 ̸= 𝐽3) i симетричний (𝐽1 = 𝐽3) ромбiчнi ланцюжки.
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Рис. 4.5. Рiзнi способи задати перетворення Йордана-Вiгнера на ромбiчному лан-
цюжку видiленi товстими лiнiями. Випадок i) (панель a) i випадок ii)
(панель b), див. основний текст.

4.2.1. Рiзнi способи фермiонiзацiї для спiн-1/2 𝑋𝑋 ромбiчного

ланцюжка

Перетворення Йордана-Вiгнера можна однозначно визначити на лiнiйно-

му ланцюжку [108, 216], де всi вузли послiдовно пронумеровано. Однак ромбi-

чний ланцюжок складається з трьох пiдґраток, i iснує принаймнi два iдентичних

способи розташування її вузлiв як одновимiрної послiдовностi, як показано на

рис. 4.5. Випадок i) встановлює такий порядок вузлiв . . . , (3, 𝑙 − 1), (1, 𝑙), (2, 𝑙),

(3, 𝑙), (1, 𝑙 + 1), . . . а випадок ii) вiдповiдає iншому вибору порядку . . . , (2, 𝑙 − 1),

(1, 𝑙), (3, 𝑙), (2, 𝑙), (1, 𝑙 + 1), . . . .

Дотримуючись стандартної процедури, можна визначити нелокальне пере-

творення Йордана-Вiгнера, яке вводить новi оператори Фермi шляхом множення

операторiв опускання та пiднiмання спiна на множники Йордана-Вiгнера (−2𝑠𝑧𝑙,𝑚)
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по вiдношенню до всiх попереднiх спiнiв [108, 216]. Для випадку i) маємо:

𝑠−1,𝑙=𝑎1,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑎+𝑝,𝑖𝑎𝑝,𝑖

]︃
,

𝑠−2,𝑙=𝑎2,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

(︃
𝑎+1,𝑙𝑎1,𝑙+

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑎+𝑝,𝑖𝑎𝑝,𝑖

)︃]︃
,

𝑠−3,𝑙=𝑎3,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

(︃
𝑎+1,𝑙𝑎1,𝑙+𝑎

+
2,𝑙𝑎2,𝑙+

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑎+𝑝,𝑖𝑎𝑝,𝑖

)︃]︃
,

𝑠𝑧𝑛,𝑙 = 𝑠+𝑛,𝑙𝑠
−
𝑛,𝑙 −

1

2
= 𝑎+𝑛,𝑙𝑎𝑛,𝑙 −

1

2
. (4.13)

Доданки спiнової взаємодiї, якi з’являються в гамiльтонiанi (4.12), також можна

переписати за допомогою рiвнянь (4.13) у фермiонному представленнi: 𝑠+1,𝑙𝑠
−
2,𝑙 =

𝑎+1,𝑙𝑎2,𝑙, 𝑠
+
2,𝑙𝑠

−
3,𝑙 = 𝑎+2,𝑙𝑎3,𝑙, 𝑠

+
1,𝑙𝑠

−
3,𝑙 = 𝑎+1,𝑙e

𝑖𝜋𝑎+2,𝑙𝑎2,𝑙𝑎3,𝑙, 𝑠+2,𝑙𝑠
−
1,𝑙+1 = 𝑎+2,𝑙e

𝑖𝜋𝑎+3,𝑙𝑎3,𝑙𝑎1,𝑙+1,

𝑠+3,𝑙𝑠
−
1,𝑙+1 = 𝑎+3,𝑙𝑎1,𝑙+1. Звiдси випливає, що фермiонне представлення гамiльтонiана

спiн-1/2 𝑋𝑋 ромбiчного ланцюжка записується у такiй формi:

𝐻𝑥𝑥 =
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︂
(𝐽2𝑎

+
2,𝑙𝑎3,𝑙 + 𝐽1(𝑎

+
1,𝑙𝑎2,𝑙 + 𝑎+3,𝑙𝑎1,𝑙+1)

+ 𝐽3(𝑎
+
1,𝑙e

𝑖𝜋𝑎+2,𝑙𝑎2,𝑙𝑎3,𝑙+𝑎
+
2,𝑙e

𝑖𝜋𝑎+3,𝑙𝑎3,𝑙𝑎1,𝑙+1) +h.c.)−2ℎ
3∑︁

𝑝=1

(︂
𝑎+𝑝,𝑙𝑎𝑝,𝑙−

1

2

)︂]︂
.(4.14)

У такiй нумерацiї (1, 𝑙), (3, 𝑙) i (2, 𝑙), (1, 𝑙 + 1) не є найближчими сусiдами. Отже,

вiдповiднi взаємодiї мiстять фазовi множники в термiнах перескокiв, якi додають

фермiонну взаємодiю до моделi, i руйнують її iнтегровнiсть. Наклавши перiодичнi

граничнi умови у розглянутiй моделi, 𝑠±𝑁,𝑙𝑠
∓
1,𝑚 трансформуються у багатофермiон-

нi доданки. Такими граничними умовами можна знехтувати пiсля виконання пе-

ретворення Йордана-Вiгнера, оскiльки вони не впливають на статичнi властивостi

у термодинамiчнiй границi [108, 216].

Розглядаючи впорядкування вузлiв ii), перетворення Йордана-Вiгнера слiд

задавати таким чином:

𝑠−1,𝑙=𝑎̃1,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑎̃+𝑝,𝑖𝑎̃𝑝,𝑖

]︃
,
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𝑠−2,𝑙=𝑎̃2,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

(︃
𝑎̃+1,𝑙𝑎̃1,𝑙+𝑎̃

+
3,𝑙𝑎̃3,𝑙+

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑎̃+𝑝,𝑖𝑎̃𝑝,𝑖

)︃]︃
,

𝑠−3,𝑙=𝑎̃3,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

(︃
𝑎̃+1,𝑙𝑎̃1,𝑙+

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑎̃+𝑝,𝑖𝑎̃𝑝,𝑖

)︃]︃
. (4.15)

Отже, отримуємо iнше фермiонне представлення спiнового гамiльтонiану (4.12):

𝐻𝑥𝑥 =
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︂
(𝐽2𝑎̃

+
2,𝑙𝑎̃3,𝑙 + 𝐽3(𝑎̃

+
1,𝑙𝑎̃3,𝑙 + 𝑎̃+2,𝑙𝑎̃1,𝑙+1)

+ 𝐽1(𝑎̃
+
1,𝑙e

𝑖𝜋𝑎̃+3,𝑙𝑎̃3,𝑙𝑎̃2,𝑙+𝑎̃
+
3,𝑙e

𝑖𝜋𝑎̃+2,𝑙𝑎̃2,𝑙𝑎̃1,𝑙+1) +h.c.)−2ℎ
3∑︁

𝑝=1

(︂
𝑎̃+𝑝,𝑙𝑎̃𝑝,𝑙−

1

2

)︂]︂
.(4.16)

Гамiльтонiан (4.16) вiдрiзняється вiд попередньо фермiонiзованої форми (4.14):

фермiоннi перескоки, якi не мiстили фермiонної взаємодiї ранiше, тепер набули

фазових множникiв, i навпаки. Спiльною рисою обох гамiльтонiанiв є те, що вони

мiстять взаємодiю лише в окремих членах, i тому вклади рiзних взаємодiй уже не

розглядатимуться однаковим чином.

Використовуючи (4.13), (4.15), можна знайти зв’язок операторiв 𝑎𝑝,𝑚 i 𝑎̃𝑝,𝑚
через калiбрувальне перетворення:

𝑎1,𝑙=𝑎̃1,𝑙,

𝑎2,𝑙=𝑎̃2,𝑙 exp (𝑖𝜋𝑎̃
+
3,𝑙𝑎̃3,𝑙), 𝑎̃2,𝑙=𝑎2,𝑙 exp (𝑖𝜋𝑎

+
3,𝑙𝑎3,𝑙),

𝑎3,𝑙=𝑎̃3,𝑙 exp (𝑖𝜋𝑎̃
+
2,𝑙𝑎̃2,𝑙), 𝑎̃3,𝑙=𝑎3,𝑙 exp (𝑖𝜋𝑎

+
2,𝑙𝑎2,𝑙). (4.17)

А отже, гамiльтонiани (4.14) i (4.16) описують iдентичну фiзичну систему. Оче-

видно, що можна отримати i загальнiше калiбрувальне перетворення для фермi-

операторiв 𝑐𝑥:

𝑐𝑥 = e𝑖
∑︀

𝑦 ̸=𝑥 𝛼𝑥𝑦𝑛𝑦𝑐𝑥, (4.18)

де 𝑥, 𝑦 — загальнi iндекси, якi можуть включати iндекси комiрок i пiдґраток.

Якщо 𝛼𝑥𝑦 = 𝛼𝑦𝑥 + 2𝜋𝑛, новi оператори 𝑐𝑥 задовольняють комутацiйним спiввiд-

ношенням Фермi.
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Зафiксувавши калiбрування у перетвореннi (4.18), розгляньмо частковий

випадок:

𝑐1,𝑙 = 𝑎1,𝑙,

𝑐2,𝑙 = e𝑖
𝜋
2 𝑎

+
3,𝑙𝑎3,𝑙𝑎2,𝑙, 𝑎2,𝑙 = e−𝑖𝜋2 𝑐

+
3,𝑙𝑐3,𝑙𝑐2,𝑙,

𝑐3,𝑙 = e𝑖
𝜋
2 𝑎

+
2,𝑙𝑎2,𝑙𝑎3,𝑙, 𝑎3,𝑙 = e−𝑖𝜋2 𝑐

+
2,𝑙𝑐2,𝑙𝑐3,𝑙. (4.19)

Це дає фермiонiзований гамiльтонiан у найбiльш симетричнiй формi:

𝐻𝑥𝑥=
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︃
(𝐽1(𝑐

+
1,𝑙e

−𝑖𝜋2 𝑐
+
3,𝑙𝑐3,𝑙𝑐2,𝑙 + 𝑐+3,𝑙e

𝑖𝜋2 𝑐
+
2,𝑙𝑐2,𝑙𝑐1,𝑙+1) (4.20)

+𝐽3(𝑐
+
1,𝑙e

𝑖𝜋2 𝑐
+
2,𝑙𝑐2,𝑙𝑐3,𝑙+𝑐

+
2,𝑙e

−𝑖𝜋2 𝑐
+
3,𝑙𝑐3,𝑙𝑐1,𝑙+1)+𝐽2𝑐

+
2,𝑙𝑐3,𝑙+h.c.)−2ℎ

3∑︁
𝑝=1

(︂
𝑐+𝑝,𝑙𝑐𝑝,𝑙−

1

2

)︂]︃
.

Також можна легко знайти спiн-фермiонне перетворення, що веде до пред-

ставлення (4.19):

𝑠−1,𝑙=𝑐1,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑐+𝑝,𝑖𝑐𝑝,𝑖

]︃
, (4.21)

𝑠−2,𝑙=𝑐2,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

(︃
1

2
𝑐+3,𝑙𝑐3,𝑙+𝑐

+
1,𝑙𝑐1,𝑙+

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑐+𝑝,𝑖𝑐𝑝,𝑖

)︃]︃
,

𝑠−3,𝑙=𝑐3,𝑙exp

[︃
−𝑖𝜋

(︃
−1

2
𝑐+2,𝑙𝑐2,𝑙+𝑐

+
1,𝑙𝑐1,𝑙+

3∑︁
𝑝=1

𝑙−1∑︁
𝑖=1

𝑐+𝑝,𝑖𝑐𝑝,𝑖

)︃]︃
.

Отже, рiвняння (4.21) представляють загальнiше формулювання перетворення

Йордана-Вiгнера для спiнових драбинок:

𝑠+𝑥 = 𝑐+𝑥 e𝑖𝜋𝜑𝑥, 𝜑𝑥 =
∑︁
𝑦 ̸=𝑥

𝜙𝑥,𝑦𝑐
+
𝑦 𝑐𝑦 (4.22)

з умовою 𝜙𝑥,𝑦 = 𝜙𝑦,𝑥 ± 1 [238]. Тут 𝑥, 𝑦 — такi ж загальнi iндекси, як i було

наведено вище.

Звернемо увагу також на деякi граничнi випадки моделi. Якщо 𝐽1 = 0 або

𝐽3 = 0, модель перетворюється у точно розв’язний 𝑋𝑋 тримеризований ланцю-

жок [313–315]. Дiйсно, якщо 𝐽3 = 0 (або 𝐽1 = 0), пiсля перетворення Йордана-

Вiгнера (4.13) (або (4.15)) ми отримуємо гамiльтонiан (4.14) (або (4.16)) у виглядi
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вiльних фермiонiв. Якщо 𝐽2 = 0, але 𝐽1 ̸= 0, 𝐽3 ̸= 0, неможливо знайти таку

форму перетворення Йордана-Вiгнера, що дозволяє уникнути взаємодiї мiж фер-

мiонами в перетвореному гамiльтонiанi. Тому розгляд моделей з 𝐽1 ̸= 0, 𝐽3 ̸= 0

вимагає подальших наближень, навiть якщо 𝐽2 = 0.

Для подальшого розгляду корисно нагадати, що спiновий стан | ↓⟩𝑛 (| ↑⟩𝑛)
вiдповiдає порожньому |0⟩𝑛 (заповненому |1⟩𝑛 = 𝑐+𝑛 |0⟩𝑛) фермiонному стану. Та-

ким чином, намагнiченiсть на спiн у 𝑧-напрямку пов’язана з фермiонними сере-

днiми у такий спосiб:

𝑚𝑧=
1

3𝑁

3∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=1

⟨︀
𝑠𝑧𝑝,𝑙
⟩︀
=

1

3𝑁

3∑︁
𝑝=1

𝑁∑︁
𝑙=1

⟨
𝑐+𝑝,𝑙𝑐𝑝,𝑙

⟩
−1

2
. (4.23)

4.2.2. Наближення Гартрi-Фока для дисторсного ромбiчного

ланцюжка

Якщо вузли (2, 𝑙) i (3, 𝑙) змiщуються зi своїх симетричних позицiй, прихо-

димо до дисторсного ромбiчного ланцюжка, де лише деякi спiновi взаємодiї вiд-

рiзняються один вiд одного. Без втрати загальностi можна накласти 𝐽1 > 𝐽3

i вибрати таке фермiонне представлення гамiльтонiана (4.14), де взаємодiї мiж

фермiонами з’являться лише вздовж слабших зв’язкiв. Останнi доданки роз-

глядаються пертурбативно. Використовуючи алгебру операторiв Фермi, тобто

exp(𝑖𝜋𝑎+𝑝,𝑙𝑎𝑝,𝑙) = 1− 2𝑎+𝑝,𝑙𝑎𝑝,𝑙, можна переписати (4.14) у такiй формi:

𝐻𝑥𝑥 =
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︂
(𝐽2𝑎

+
2,𝑙𝑎3,𝑙 + 𝐽1(𝑎

+
1,𝑙𝑎2,𝑙 + 𝑎+3,𝑙𝑎1,𝑙+1)+𝐽3(𝑎

+
1,𝑙(1−2𝑎+2,𝑙𝑎2,𝑙)𝑎3,𝑙

+ 𝑎+2,𝑙(1−2𝑎+3,𝑙𝑎3,𝑙)𝑎1,𝑙+1)+h.c.)− 2ℎ
3∑︁

𝑝=1

(︂
𝑎+𝑝,𝑙𝑎𝑝,𝑙 −

1

2

)︂]︂
. (4.24)

Застосувавши наближення Гартрi-Фока або середнього поля [226, 236, 316], який

зберiгає кореляцiї мiж сусiднiми вузлами, наприклад,

𝑎+1,𝑙𝑎
+
3,𝑙𝑎3,𝑙𝑎2,𝑙 ≈ −𝑎+1,𝑙𝑎3,𝑙𝐴1−𝐴3𝑎

+
3,𝑙𝑎2,𝑙+𝐴3𝐴1+𝑎

+
1,𝑙𝑎2,𝑙𝑛2+𝐴2𝑎

+
3,𝑙𝑎3,𝑙−𝐴2𝑛2, (4.25)
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приходимо до квадратичної форми за фермi-операторами:

𝐻𝑥𝑥 ≈ 1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︁(︀
(𝐽2 + 4𝐽3𝐴2)𝑎

+
2,𝑙𝑎3,𝑙 + (𝐽1 + 2𝐽3𝐴1)(𝑎

+
1,𝑙𝑎2,𝑙 + 𝑎+3,𝑙𝑎1,𝑙+1)

+𝐽3(1− 2𝑛2)(𝑎
+
1,𝑙𝑎3,𝑙 + 𝑎+2,𝑙𝑎1,𝑙+1) + h.c.

)︀
− 2ℎ𝑎+1,𝑙𝑎1,𝑙

−2(ℎ+ 𝐽3𝐴3)(𝑎
+
2,𝑙𝑎2,𝑙 + 𝑎+3,𝑙𝑎3,𝑙)

]︁
+𝑁𝑒0. (4.26)

Тут введено новi позначення: 𝐴1 = ⟨𝑎+2,𝑙𝑎3,𝑙⟩, 𝐴2 = ⟨𝑎+1,𝑙𝑎2,𝑙⟩ = ⟨𝑎+3,𝑙𝑎1,𝑙+1⟩, 𝐴3 =

⟨𝑎+1,𝑙𝑎3,𝑙⟩ = ⟨𝑎+2,𝑙𝑎1,𝑙+1⟩, 𝑛2 = ⟨𝑎+2,𝑙𝑎2,𝑙⟩ = ⟨𝑎+3,𝑙𝑎3,𝑙⟩, 𝑒0 = 3ℎ
2 − 4𝐽3𝐴1𝐴2 + 4𝐽3𝑛2𝐴3. В

елементарних спареннях 𝐴2, 𝐴3 використано iнварiантнiсть початкового гамiль-

тонiану вiдносно просторової iнверсiї.

Пiсля перетворення Фур’є,

𝑎𝑝,𝜅 =
1√
𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

e−𝑖𝑙𝜅𝑎𝑝,𝑙, 𝑎𝑝,𝑙 =
1√
𝑁

∑︁
𝜅

e𝑖𝑙𝜅𝑎𝑝,𝜅,

𝜅 = 2𝜋𝑚/𝑁, 𝑚 = −𝑁
2
+ 1, . . . ,

𝑁

2
(для парних𝑁),

𝑚 = −𝑁 − 1

2
, . . . ,

𝑁 − 1

2
(для непарних𝑁),

гамiльтонiан можна представити у матричнiй формi

𝐻𝑥𝑥 =
∑︁
𝜅

3∑︁
𝑝,𝑞=1

ℋ𝑝,𝑞(𝜅)𝑎
+
𝑝,𝜅𝑎𝑞,𝜅 +𝑁𝑒0, (4.27)

ℋ11(𝜅) = −ℎ,ℋ22(𝜅) = ℋ33(𝜅) = −ℎ− 2𝐴3𝐽3,

ℋ12(𝜅)=ℋ*
21(𝜅)=

1

2
(𝐽1+2𝐽3𝐴1+𝐽3(1−2𝑛2)e−𝑖𝜅),

ℋ13(𝜅)=ℋ*
31(𝜅)=

1

2
(𝐽3(1−2𝑛2)+(𝐽1+2𝐽3𝐴1)e−𝑖𝜅),

ℋ23(𝜅) = ℋ32(𝜅) =
1

2
(𝐽2 + 4𝐴2𝐽3),

та звести до дiагональної форми:

𝐻𝑥𝑥 =
∑︁
𝑝,𝜅

Λ𝑝(𝜅)𝜂
+
𝑝,𝜅𝜂𝑝,𝜅 +𝑁𝑒0 (4.28)

за допомогою унiтарного перетворення 𝜂𝑝,𝜅 =
∑︀3

𝑞=1 𝑢𝑝,𝑞(𝜅)𝑎𝑞,𝜅 де 𝑢𝑝,𝑞(𝜅) — унiтар-

на матриця. Загалом, це вiдповiдає задачi на пошук власних значень та власних
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векторiв 3× 3 матрицi. В результатi, модель наближено представляється як вiль-

ний фермiонний газ i його термодинамiчнi та кореляцiйнi функцiї можна легко

обчислити. Проте елементарнi спарення, якi входять до параметрiв гамiльтонiана,

невiдомi i їх потрiбно знайти самоузгоджено:

𝑛2=⟨𝑎+2,𝑙𝑎2,𝑙⟩=
∑︁
𝜅

∑︁
𝑝

|𝑢2,𝑝(𝜅)|2⟨𝜂+𝑝,𝜅𝜂𝑝,𝜅⟩,

𝐴1=⟨𝑎+2,𝑙𝑎3,𝑙⟩=
∑︁
𝜅

∑︁
𝑝

𝑢*2,𝑝(𝜅)𝑢3,𝑝(𝜅)⟨𝜂+𝑝,𝜅𝜂𝑝,𝜅⟩,

𝐴2=⟨𝑎+1,𝑙𝑎2,𝑙⟩=
∑︁
𝜅

∑︁
𝑝

𝑢*1,𝑝(𝜅)𝑢2,𝑝(𝜅)⟨𝜂+𝑝,𝜅𝜂𝑝,𝜅⟩,

𝐴3=⟨𝑎+1,𝑙𝑎3,𝑙⟩=
∑︁
𝜅

∑︁
𝑝

𝑢*1,𝑝(𝜅)𝑢3,𝑝(𝜅)⟨𝜂+𝑝,𝜅𝜂𝑝,𝜅⟩. (4.29)

Тут ⟨. . . ⟩ позначає термодинамiчне середнє гамiльтонiану (4.28), а для iдеального

газу Фермi ⟨𝜂+𝑝,𝜅𝜂𝑝,𝜅⟩ = 1/(exp(𝛽Λ𝑝(𝜅))+1) — функцiя Фермi-Дiрака. Таким чином,

початкова задача статистичної механiки для спiнової моделi перетворюється на

розв’язок системи рiвнянь (4.29). Ми розв’язали рiвняння чисельно, а потiм ви-

користали формули для вiльного фермiонного газу розрахувати термодинамiку

та статичнi властивостi моделi. Зокрема, рiвняння (4.23) можна використовувати

для розрахунку повної намагнiченостi.

Для 𝑇 = 0 ⟨𝜂+𝑝,𝜅𝜂𝑝,𝜅⟩ стає сходинковою функцiєю Гевiсайда i пiдсумовува-

ння в (4.29) обмежується тими значеннями 𝜅, якi задовольняють Λ𝑝(𝜅) ≤ 0. Це

спрощує розрахунок характеристик основного стану моделi. Результати для на-

магнiченостi основного стану показанi на рис. 4.6. Варто зауважити що точний

результат вiдтворюється для однорiдного [108, 216] i тримеризованого [314, 315]

спiн-1/2 𝑋𝑋 ланцюжка в окремих випадках 𝐽1 = 𝐽2 = 1, 𝐽3 = 0 i 𝐽1 = 1, 𝐽2 = 2,

𝐽3 = 0, як це показано на рис. 4.6. Iншим окремим випадком, який пiддається

точному розрахунку, є границя димер-мономерної фази 𝐽2 = 2, 𝐽1 = 𝐽3 = 1 (див.

рис. 4.6b). Намагнiченiсть тут має схiдчасту форму, а рiвняння Гартрi-Фока (4.29)

— такi розв’язки для елементарних спарень: 𝑛2 = 1
2 , 𝐴1 = −1

2 , 𝐴2 = 𝐴3 = 0 для

ℎ < 𝐽2
2 . Пiдставляючи отриманi розв’язки для 𝐽2 = 2, 𝐽1 = 𝐽3 = 1 в рiвнян-
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Рис. 4.6. Намагнiченiсть в основному станi як функцiя зовнiшнього поля для
дисторсного ромбiчного ланцюжка: 𝐽1 = 1, 𝐽3 = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.
(a) 𝐽2 = 1. У вкладцi наведено результати наближення Гартрi-Фока
i точної дiагоналiзацiї для 𝑁 = 24, 30, 36 (сходинкоподiбнi лiнiї) для
𝐽3 = 0.25, 0.5. b) 𝐽2 = 2. Вкладка демонструє порiвняння результатiв
наближення Гартрi-Фока i точної дiагоналiзацiї для 𝑁 = 24, 30, 36 (схо-
динкоподiбнi лiнiї) для 𝐽3 = 0.5.

ня (4.26), приходимо до наближеного гамiльтонiану у формi:

𝐻𝑥𝑥 =
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︂
𝐽2(𝑐

+
2,𝑙𝑐3,𝑙 + 𝑐+3,𝑙𝑐2,𝑙)− 2ℎ

(︂
𝑐+1,𝑙𝑐1,𝑙 + 𝑐+2,𝑙𝑐2,𝑙 + 𝑐+3,𝑙𝑐3,𝑙 −

3

2

)︂]︂
.(4.30)

Його можна дiагоналiзувати унiтарним перетворенням: 𝜂𝑠,𝑙 = 1√
2
(𝑐2,𝑙−𝑐3,𝑙), 𝜂𝑡,𝑙 =

1√
2
(𝑐2,𝑙+𝑐3,𝑙), 𝜂𝑚,𝑙 = 𝑐1,𝑙, в результатi якого отримуємо

𝐻𝑥𝑥 =
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︂
𝐽2(𝜂

+
𝑡,𝑙𝜂𝑡,𝑙−𝜂+𝑠,𝑙𝜂𝑠,𝑙)− 2ℎ

(︂
𝜂+𝑡,𝑙𝜂𝑡,𝑙+𝜂

+
𝑠,𝑙𝜂𝑠,𝑙+𝜂

+
𝑚,𝑙𝜂𝑚,𝑙−

3

2

)︂]︂
. (4.31)

Її основний стан можна легко знайти в такому виглядi:

|𝐺𝑆⟩ =
∏︀

𝑙
1√
2
(𝑐+2,𝑙 − 𝑐+3,𝑙)|0⟩ =

∏︀
𝑙 |↓⟩1,𝑙[2, 𝑙; 3, 𝑙], якщо ℎ < 0,

|𝐺𝑆⟩ =
∏︀

𝑙
1√
2
𝑐+1,𝑙(𝑐

+
2,𝑙 − 𝑐+3,𝑙)|0⟩ =

∏︀
𝑙 | ↑⟩1,𝑙[2, 𝑙; 3, 𝑙], якщо ℎ > 0. Тут [2, 𝑙; 3, 𝑙]

представляє стан синглетного димера мiж спiнами на вузлах (2, 𝑙) i (3, 𝑙).

Очевидно, що гамiльтонiан (4.31) справдi представляє модель нескорельованих

синглетних димерiв, створених мiж спiнами на вузлах (2, 𝑙) i (3, 𝑙), якi роздiленi

через вiльнi мономернi спiни, що знаходяться на вузлах (1, 𝑙), i, таким чином,

кореляцiї мiж синглетними димерами вiдсутнi.
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Для промiжних значень 𝐽3 можна отримати лише наближенi результати.

Щоб зрозумiти, наскiльки добре розроблений пiдхiд працює, порiвняємо його з

результатами точної дiагоналiзацiї скiнченних ланцюжкiв до 36 спiнiв, зображе-

них на вставках до рис. 4.6. Наближенi результати досить точнi для достатньо

сильних полiв ℎ, i вiдтворюють плато 1/3 для ромбiчних ланцюжкiв. Тому ме-

тод Гартрi-Фока можна вважати надiйним навiть у випадку сильної фрустрацiї

(𝐽3 ∼ 𝐽1). Однак для малого поля пiдхiд Гартрi-Фока може викликати штучний

стрибок намагнiченостi для 𝐽3 = 0.25, 0.5, 0.75, якщо порiвняти його результати з

даними методу точної числової дiагоналiзацiї (див. рис. 4.6(a)).

Плато 1/3 на кривiй намагнiченостi можна зрозумiти з формули (4.23) як

iнтеграл густини станiв. Наближене представлення оригiнальної спiнової моделi

(4.12) є фермiонною моделлю з трьома типами фермiонiв. Таким чином, енер-

гетичний спектр складається з трьох смуг, роздiлених щiлинами. Зовнiшнє поле

вiдiграє роль хiмiчного потенцiалу фермiонiв, який може змiстити їхнiй рiвень

Фермi в область мiж двома зонами. Така ситуацiя вiдповiдає 1/3-плато намагнi-

ченостi. Очевидно, що всi елементарнi спарення не змiнюються уздовж плато.

Отже, ширина плато дорiвнює величинi щiлини, якщо крива намагнiченостi не

виявляє стрибкiв.

Вплив взаємодiї 𝐽3 на процес намагнiчення в основному станi легко зрозу-

мiти з рис. 4.7. Бачимо, що для початково однорiдного ланцюжка (𝐽2 = 𝐽1 = 1)

додавання фрустрованої взаємодiї 𝐽3 зазвичай спричиняє появу промiжного плато

намагнiченостi при 𝑚 = 1/3, яке стає тим ширшим, чим сильнiшою є взаємодiя 𝐽3
(див. рис. 4.7a). Як правило, взаємодiя 𝐽3 збiльшує ширину плато намагнiченостi

також у випадку початкового тримеризованого ланцюжка. Цiкаво вiдзначити, що

верхнє критичне поле для 1/3-плато намагнiченостi у випадку 𝐽1 = 1, 𝐽2 = 2 не

демонструє помiтної залежностi вiд 𝐽3.

Слiд зазначити, що фазова дiаграма основного стану анiзотропного дистор-

сного ромбiчного ланцюжка була дослiджена ранiше [106, 317, 318]. У цiй загаль-

нiшiй моделi можна знайти так званi областi iнверсiї, де фаза Нееля стає основним

станом у просторi параметрiв з переважною 𝑋𝑌 частиною взаємодiї, а фаза спi-
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Рис. 4.7. Фазова дiаграма основного стану дисторсного ромбiчного ланцюжка в
наближеннi Гартрi-Фока. Лiва (права) панель вiдповiдає випадку 𝐽1 = 1,
𝐽2 = 1 (𝐽1 = 1, 𝐽2 = 2).

нової рiдини навпаки з’являється в областi параметрiв з переважною Iзинґовою

взаємодiєю. Порядок Нееля, розглянутий у роботах [106, 317, 318] пов’язаний з

антиферомагнiтним упорядкуванням спiнових блокiв (s3,𝑙−1 + s1,𝑙 + s2,𝑙), i таким

чином вiдповiдає 6 спiнам в магнiтнiй комiрцi. Здається, ця фаза зникає в чистiй

границi 𝑋𝑌 моделi (див. рис. 2 статтi [318]), принаймнi це вiрно для 𝐽1 ≫ 𝐽2, 𝐽3.

Оскiльки, ми не розглядали можливiсть подвоєння елементарної магнiтної комiр-

ки в нашому пiдходi, ми не можемо перевiрити, чи iснує така фаза. Крiм того,

фаза спiнової рiдини, знайдена в роботi [318] для ℎ = 0 не вiдтворюється в нашому

пiдходi, що можна вiднести до недолiкiв його середньопольового характеру.

4.2.3. Наближення Гартрi-Фока для симетричного ромбiчного

ланцюжка

Далi розглянемо випадок симетричного ромбiчного ланцюжка, коли взає-

модiї вздовж сторiн ромба однаковi 𝐽1 = 𝐽3. Для цього скористаємось фермiон-

ним представленням (4.20) спiнового гамiльтонiана, який є симетричним вiдносно

цих зв’язкiв. У фермiонному гамiльтонiанi при розщепленнi зберiгаємо всi чле-

ни, якi вiдповiдають кореляцiям мiж сусiднiми вузлами. Оскiльки коефiцiєнти

гамiльтонiана (4.20) є комплексними, елементарнi спарення також можуть набу-
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вати комплексних значень. Подiбно до попереднього пiдроздiлу вводимо наступнi

позначення:

𝐴1 = ⟨𝑐+2,𝑙𝑐3,𝑙⟩,
𝐴2 = ⟨𝑐+1,𝑙𝑐2,𝑙⟩ = ⟨𝑐+1,𝑙+1𝑐3,𝑙⟩,
𝐴3 = ⟨𝑐+1,𝑙𝑐3,𝑙⟩ = ⟨𝑐+1,𝑙+1𝑐2,𝑙⟩. (4.32)

Тут ми додатково використали iнварiантнiсть початкового спiнового гамiльто-

нiана вiдносно просторового вiдображення. Iнварiантнiсть вiдносно перестановки

другої та третьої пiдґраток, дає нам такi зв’язки мiж рiзними спареннями:𝐴2 = 𝐴*
3

(𝐴𝑅
2 = 𝐴𝑅

3 , 𝐴𝐼
2 = −𝐴𝐼

3). Тут 𝐴𝑅
𝑝 (𝐴𝐼

𝑝) — дiйсна (уявна) частина 𝐴𝑝. Гамiльтонiан в

межах отриманого наближення матиме такий вигляд:

𝐻𝑥𝑥 =
1

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[𝐽2+4𝐽1(𝐴
𝑅
2 +𝐴

𝐼
2)](𝑐

+
2,𝑙𝑐3,𝑙+𝑐

+
3,𝑙𝑐2,𝑙)+𝐽

𝑅
1

(︁
(𝑐+1,𝑙+𝑐

+
1,𝑙+1)(𝑐2,𝑙+𝑐3,𝑙)+h.c.

)︁
+ 𝑖𝐽 𝐼

1

(︁
(𝑐+1,𝑙+1−𝑐+1,𝑙)(𝑐2,𝑙−𝑐3,𝑙)−h.c.

)︁
−2(ℎ𝑐+1,𝑙𝑐1,𝑙+ℎ2𝑐

+
2,𝑙𝑐2,𝑙+ℎ2𝑐

+
3,𝑙𝑐3,𝑙)]+𝑁𝑒0,

(4.33)

де 𝐽𝑅
1 = 𝐽1(1 − 𝑛2 + 𝐴𝑅

1 ), 𝐽 𝐼
1 = 𝐽1(𝑛2 + 𝐴𝑅

1 ), ℎ2 = ℎ − 2𝐽1(𝐴
𝑅
2 − 𝐴𝐼

2), 𝑒0 = 3ℎ
2 −

4𝐽1𝐴
𝑅
1 (𝐴

𝑅
2 + 𝐴𝐼

2) + 4𝐽1𝑛2(𝐴
𝑅
2 − 𝐴𝐼

2).

Пiсля перетворення Фур’є записуємо його у матричнiй формi:

𝐻𝑥𝑥 =
∑︁
𝜅

3∑︁
𝑝,𝑞=1

ℋ𝑝,𝑞(𝜅)𝑎
+
𝑝,𝜅𝑎𝑞,𝜅 +𝑁𝑒0 (4.34)

ℋ11(𝜅) = −ℎ,
ℋ22(𝜅) = ℋ33(𝜅) = −ℎ− 2𝐽1(𝐴

𝑅
2 − 𝐴𝐼

2),

ℋ12(𝜅)=ℋ*
21(𝜅)=

1

2

√︁
(𝐽𝑅

1 )
2+(𝐽 𝐼

1 )
2(e−𝑖𝜑+e𝑖(𝜑−𝜅)),

ℋ13(𝜅)=ℋ*
31(𝜅)=

1

2

√︁
(𝐽𝑅

1 )
2+(𝐽 𝐼

1 )
2(e𝑖𝜑+e−𝑖(𝜑+𝜅)),

ℋ23(𝜅) = ℋ32(𝜅) =
1

2
(𝐽2 + 4𝐽1(𝐴

𝑅
2 + 𝐴𝐼

2)), (4.35)

де 𝐽1 =
√︁
(𝐽𝑅

1 )
2 + (𝐽 𝐼

1 )
2, tan𝜑 = 𝐽 𝐼

1/𝐽
𝑅
1 .
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Рис. 4.8. Залежнiсть вiд зовнiшнього поля намагнiченостi симетричного ромбi-
чного ланцюжка в основному станi: 𝐽1 = 1 (a) результати наближен-
ня Гартрi-Фока порiвнюються з даними точної дiагоналiзацiї у вкладцi
для 𝐽2 = 0, 1, 1.75; (b) результати для точної дiагоналiзацiї скiнченних
ланцюжкiв 𝑁 = 30, 36 спiнiв з 𝐽2 = 0, 0.5, 1, 1.75.

Подiбно до попереднього пiдроздiлу, задачу переписано як вiльний фермiон-

ний газ. Гамiльтонiан (4.33) або (4.34) мiстить невiдомi спарення 𝑛2, 𝐴1, 𝐴2. Цi

спарення потрiбно знайти з набору самоузгоджених рiвнянь iдентичних до (4.29).

Результати для намагнiченостi основного стану представлено на рис. 4.8.

Надалi ми приймемо 𝐽1 = 1. Неважко помiтити, що намагнiченiсть для 𝐽2 = 2𝐽1

вiдповiдає точному результату мономер-димерної фази. Слiдуючи аргументам по-

переднього пiдроздiлу, можна показати, що наближення Гартрi-Фока вiдтворює

цю фазу, яка є точною у цьому випадку. Зрозумiло, що для 𝐽2 ≥ 2𝐽1 крива на-

магнiченостi все ще має схiдчасту форму i вiдповiдає точному результату. Для

промiжних значень 𝐽2 ми також отримуємо добрий збiг з даними точної дiагона-

лiзацiї, i навiть вiдтворюємо стрибок намагнiченостi для промiжних полiв. Однак

наближенi результати для намагнiченостi у слабких полях показують помiтну рi-

зницю з даними точної дiагоналiзацiї. Крiм того, для 𝐽2 ≳ 0.86𝐽1 ми отримуємо

некоректну ненульову намагнiченiсть навiть для нульових полiв ℎ. Добре вiдо-

мо, що, якщо 0.909 < 𝐽2/𝐽1 < 2, синглетна димер-тетрамерна фаза є основним

станом iзотропного ромбiчного ланцюжка [99]. Ця фаза зберiгається i в моделi

з анiзотропiєю легкої площини [106]. Елементарна магнiтна комiрка в цьому ви-
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падку подвоюється. Тому в даному пiдходi, де подвоєння елементарної комiрки

не враховується, ця фаза не з’являється. При бiльших полях димер-тетрамерний

порядок руйнується, залишаючи лише стан синглетних димерiв на вертикальних

зв’язках (див. рис. 4.8(b)). Оскiльки елементарна магнiтна комiрка у цiй фазi

не подвоєна, ми отримуємо чудову згоду мiж наближеними i даними точними

дiагоналiзацiї (див. вставку на рис. 4.8(a)). Нашi данi точної дiагоналiзацiї та-

кож збiгаються з попереднiми результатами для ромбiчного 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка з

анiзотропiєю типу легкої площини [106, 317, 318]. Модель з анiзотропiєю легкої

площини в нульовому полi характеризується фазою спiнової рiдини для 𝐽2 ≲ 𝐽1

(див. рис. 3 у статтi [106]) на противагу iзотропної моделi, де феримагнiтний по-

рядок зберiгається в основному станi [99]. Данi точної дiагоналiзацiї вказують

на неперервне зростання намагнiченостi основного стану з полем для 𝐽2 ≲ 𝐽1.

Зазвичай це ознака безщiлинного спектра збудження i фази спiнової рiдини. Для

сильнiших зв’язкiв 𝐽2 отримуємо плато нульової намагнiченостi та дуже рiзке зро-

стання намагнiченостi до плато 1/3 при деякому критичному полi (ℎ ≈ 0.168𝐽1

для 𝐽2 = 1.75𝐽1). Фазу з плато нульової намагнiченостi можна iдентифiкувати як

синглетну димер-тетрамерну фазу, i критичне поле як поле, яке руйнує тетрамери

в основному станi. З фазової дiаграми основного стану, представленої на рис. 4.9,

робимо висновок, що розглянутий пiдхiд Гартрi-Фока не в змозi вiдтворити син-

глетну димер-тетрамерну фазу з нульовим плато намагнiченостi, яке з’являється

в тонкiй областi малих полiв i 1 ≲ 𝐽2/𝐽1 ≤ 2 вiдповiдно до даних точної дiагоналi-

зацiї. Проте, як тiльки магнiтна комiрка бiльше не подвоюється, фазова дiаграма

основного стану добре узгоджується з точними даними дiагоналiзацiї.

З порiвняння результатiв попереднього пiдроздiлу бачимо, що обидвi форму-

ли з рiзним калiбруванням дають тi самi результати для властивостей основного

стану, що свiдчить про калiбрувальну iнварiантнiсть моделi навiть у наближеннi

Гартрi-Фока.

Результати точної дiагоналiзацiї також показують деякi ознаки другого

плато при 2/3 насиченої намагнiченостi. Зауважимо, що розвинутий тут пiдхiд

Гартрi-Фока не може вiдтворити таку поведiнку. Щоб отримати його, потрiбно
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Рис. 4.9. Дiаграма основного стану у площинi ℎ−𝐽2 для симетричного ромбiчного
ланцюжка з 𝐽1 = 𝐽3 = 1 у наближеннi Гартрi-Фока.

розглянути можливiсть подвоєння елементарної магнiтної комiрки в процедурi

розв’язку що не було припущено в рiвняннях (4.32) i (4.33).

4.3. Вплив 𝑋𝑋𝑍 анiзотропiї на основний стан
ромбiчного ланцюжка

Далi розглянемо загальнiший випадок 𝑋𝑋𝑍 моделi на ромбiчному ланцюж-

ку. Його гамiльтонiан можна записати як 𝐻 = 𝐻𝑥𝑥+𝐻𝑧𝑧, де 𝐻𝑥𝑥 задано рiвнянням

(4.1),

𝐻𝑧𝑧=
Δ

2

𝑁∑︁
𝑙=1

[︂
(𝐽2𝑠

𝑧
2,𝑙𝑠

𝑧
3,𝑙+𝐽1(𝑠

𝑧
1,𝑙𝑠

𝑧
2,𝑙+𝑠

𝑧
3,𝑙𝑠

𝑧
1,𝑙+1)+𝐽3(𝑠

𝑧
1,𝑙𝑠

𝑧
3,𝑙+𝑠

𝑧
2,𝑙𝑠

𝑧
1,𝑙+1))

]︂
. (4.36)

Тут Δ — параметр анiзотропiї 𝑋𝑋𝑍 обмiнної взаємодiї. Як зауважено вище, фер-

мiонне представлення 𝑧𝑧 взаємодiї мiстить чотирифермiонний доданок, який ми

в подальшому розглядатимемо в дусi наближення Гартрi-Фока. Всi взаємодiючi

доданки факторизуються, зберiгаючи усi парнi кореляцiї мiж найближчими су-

сiдами ⟨𝑐+𝑝,𝑙𝑐𝑞,𝑚⟩. Таким чином, гамiльтонiан стає бiлiнiйною формою в термiнах

операторiв Фермi. Її можна дiагоналiзувати за допомогою перетворень Фур’є та

Боголюбова, та розрахувати термодинамiку i фермiоннi кореляцiйнi функцiї. Ре-

зультат параметрично залежить вiд невiдомих елементарних спарень ⟨𝑐+𝑝,𝑙𝑐𝑞,𝑚⟩, якi

потрiбно знайти самоузгоджено. Розв’язуючи самоузгоджене рiвняння, ми зна-
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Рис. 4.10. Намагнiченiсть в залежностi вiд зовнiшнього поля при 𝑇 = 0: a) 𝐽1 =
𝐽3 = 1, 𝐽2 = 1.75; b) 𝐽1 = 1, 𝐽2 = 1.25, 𝐽3 = 0.45. Схiдчастi штрихованi
лiнiї вiдповiдають даним точної дiагоналiзацiї для 30 спiнiв, суцiльнi
лiнiї — результат самоузгодженого пiдходу, пунктирнi лiнiї позначають
стрибки намагнiченостi.

йшли, що мономер-димерна фаза [99] вiдтворюється в основному станi симетри-

чного ромбiчного ланцюжка. Дiйсно, якщо 𝐽2 ≥ 2𝐽1 i зовнiшнє поле 0 < ℎ <

𝐽1Δ+ 𝐽2(1 + Δ)/2, отримуємо розв’язки для елементарних спарень: ⟨𝑐+1,𝑙𝑐1,𝑙⟩ = 1,

⟨𝑐+2,𝑙𝑐2,𝑙⟩ = ⟨𝑐+3,𝑙𝑐3,𝑙⟩ = 1/2, ⟨𝑐+1,𝑙𝑐2,𝑙⟩ = ⟨𝑐+1,𝑙𝑐3,𝑙⟩ = 0, ⟨𝑐+2,𝑙𝑐3,𝑙⟩ = −1/2. Це визначає

основний стан вiдповiдної фермiонної моделi |𝐺𝑆⟩ =
∏︀

𝑙 𝑐
+
1,𝑙(𝑐

+
2,𝑙 − 𝑐+3,𝑙)/

√
2|0⟩, де

|0⟩ позначає вакуумний стан. Використавши спiввiдношення мiж фермiонними та

спiновими станами, можна побачити, що це вiдповiдає мономер-димернiй фазi на

мовi спiнiв (див. також обговорення вище). Результати для симетричного ромбi-

чного ланцюжка нижче межi, де реалiзується мономер-димерна фаза, показано

на рис. 4.10(a). Вони демонструють чудову згоду з точними даними дiагоналiзацiї

за винятком областi невеликих полiв, де наше наближення типу середнього по-

ля дає ненульову намагнiченiсть. Як приклад дисторсного ланцюжка, ми вибрали

набiр параметрiв, який використовувався ранiше для азуриту [319]. На рис.4.10(b)

ми отримуємо добру згоду з 𝑋𝑋 границею моделi. Зокрема, крива намагнiчено-

стi показує 1/3-плато та нульову намагнiченiсть у нульовому полi. Проте, для

iзотропної взаємодiї Гайзенберґа невiдповiднiсть мiж наближеними та точними

результатами швидко зростають нижче верхнього критичного поля. Данi точної

дiагоналiзацiї для Δ = 1 показують злам на кривiй намагнiченостi при 2/3 нама-
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гнiченостi насичення. Це може бути ознакою того, що у цьому випадку магнiтна

комiрка подвоюється. Як обговорювалося вище, щоб описати таку поведiнку, не-

обхiдно розглядати також неоднорiднi елементарнi спарення.

Сформульоване вище наближення також перевiрено у порiвняннi з точними

результатами для ромбiчного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа, якi отриманi за допо-

могою декорацiйно-iтерацiйної процедури [100]. Це особливий випадок анiзотро-

пного ромбiчного ланцюжка, де спiни на вертикальному зв’язку пов’язанi взаємо-

дiєю Гайзенберґа, тодi як всi iншi взаємодiї є типу Iзинґа. Розглянута тут модель

вiдповiдає роботi [100], якщо покласти 𝐽𝑥,𝑦
1 = 𝐽𝑥,𝑦

3 = 0, 𝐽𝑥,𝑦
2 = Δ𝐽2, 𝐽𝑧

1 = 𝐽𝑧
3 = 𝐽1,

𝐽𝑧
2 = 𝐽2. Залежно вiд спiввiдношення мiж взаємодiями, анiзотропiєю та зовнi-

шнiм полем система може перебувати у рiзних фазах: |FRI⟩ = ∏︀𝑙 | ↓1,𝑙⟩| ↑2,𝑙↑3,𝑙⟩,
|FRU⟩ =

∏︀
𝑙 | ↑1,𝑙⟩(| ↑2,𝑙↓3,𝑙⟩ − | ↓2,𝑙↑3,𝑙⟩)/

√
2, |SPP⟩ =

∏︀
𝑙 | ↑1,𝑙⟩| ↑2,𝑙↑3,𝑙⟩. У рам-

ках нашого пiдходу Гартрi-Фока вiдтворюється фазова дiаграма основного стану

та всi межi фаз. Згаданий стани у фермiонному представленнi мають вигляд:

|FRI⟩ =∏︀𝑙 𝑐
+
2,𝑙𝑐

+
3,𝑙|0⟩, |FRU⟩ =

∏︀
𝑙 𝑐

+
1,𝑙(𝑐

+
2,𝑙 − 𝑐+3,𝑙)/

√
2|0⟩, |SPP⟩ =∏︀𝑙 𝑐

+
1,𝑙𝑐

+
2,𝑙𝑐

+
3,𝑙|0⟩.

4.4. Висновки

У цьому роздiлi, ми розглянули застосування перетворення Йордана-

Вiгнера у комбiнацiї з наближення Гартрi-Фока для фермiонiзованого гамiльтонiа-

ну фрустрованих спiн-1/2 ланцюжкiв. Для випадку 𝐽1−𝐽2 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка прове-

дено повний аналiз можливих станiв такого середньопольового пiдходу i виявлено,

що димеризований стан має найменшу енергiю для 𝐽2 бiльших за певне критичне

значення. Енергiї основного стану добре узгоджуються з точними даними дiагона-

лiзацiї, i ми навiть вiдновлюємо точний результат у точцi Маджумдара-Гоша [92].

Розташування критичної точки отримується з рiвностi енергiй антиферомагнiтно

впорядкованого стану i димерного стану. Це дає добру згоду з числовими резуль-

татами для Δ ≈ 1, але неправильно вiдображає залежнiсть вiд анiзотропiї при

малих її значеннях. Ця невiдповiднiсть може бути зумовлена такими причинами:

по-перше, спiн-спiновi кореляцiї повиннi загасати за степеневим законом нижче
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𝐽2𝑐 [89], тодi як теорiя середнього поля розглядає цю фазу як антиферомагнiтно

впорядковану; по-друге, у сценарiї середнього поля маємо перехiд першого роду,

а не фазовий перехiд безмежного порядку встановлений ранiше [90]. Лише при

Δ = 0 ми знаходимо 𝐽2𝑐 = 𝐽2,dim = 0 i вiдтворюємо фазовий перехiд безмежного

порядку до димеризованого стану (4.10).

Крiм того, розраховано 𝑧𝑧 статичний структурний фактор для димеризова-

ної фазиу наближеннi середнього поля. Результат збiгається з точним для точки

Маджумдара-Гоша, а також знайдено задовiльну згоду з числовими результатами

для димерної фази нижче точки Маджумдара-Гоша.

Слiд зазначити, що запропонований пiдхiд має проблеми для великих 𝐽2.

Зокрема, димерний стан у теорiї середнього поля не виявляє жодної неспiвмiр-

ностi, про що сигналiзує, наприклад, зсув максимумiв статичного структурного

фактора поза межею точки Маджумдара-Гоша [94]. Примiтно, що вiдсутнiсть

неспiвмiрностi є особливою властивiстю димерного розв’язку середнього поля,

яка призводить до зникнення перескокiв наступних пiсля найближчих сусiдiв у

фермiоннiй картинi. Отже, для опису потрiбнi альтернативнi пiдходи у областi

𝐽2 > 𝐽1/2.

Даний пiдхiд було також застосовано до спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 моделi на ромбiчно-

му ланцюжку, який у найзагальнiшому випадку може бути дисторсним. В остан-

ньому випадку ми застосували наближення Гартрi-Фока для фермiонного пред-

ставлення моделi, який розглядає взаємодiю фермiонiв уздовж слабших зв’язкiв.

Для симетричного ромбiчного ланцюжка запропоновано узагальнення перетво-

рення Йордана-Вiгнера та знайдено повнiстю симетричне фермiонне представле-

ння спiнової моделi. Доведено, що наближення Гартрi-Фока вiдтворює точний

результат для мономер-димерної фази в основному станi симетричного ромбi-

чного ланцюжка (𝐽2 ≥ 2𝐽1). Крiм того, ми виявили, що розв’язок наближення

Гартрi-Фока для симетричного ромбiчного ланцюжка є iнварiантними вiдносно

калiбрувальних перетворень. Нашi результати також показують добрий збiг з да-

ними точної дiагоналiзацiї вiдтворення магнiтних властивостей при високих по-

лях або малих фрустрацiях. Пiдсумовуючи нашi висновки, розроблений пiдхiд
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для ромбiчного 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка вiдтворює плато на кривiй намагнiченостi на

1/3 намагнiчення насичення та додатковий пiк на кривiй теплоємностi. На мовi

фермiонiв плато 1/3 спричинене щiлиною мiж двома фермiонними зонами. Коли

вона стає достатньо широкою, температурна залежнiсть теплоємностi набуває ви-

разної двопiкової структури. Зазначимо, що обидвi ознаки характернi для азуриту

[173, 175, 319, 320].

Як i у попередньому випадку зигзаг ланцюжка, виявлено деякi вади пiдходу

Гартрi-Фока. Вiн перестає бути справедливим для 𝐽1 ∼ 𝐽2 ∼ 𝐽3. У цьому випадку

середнi поля призводять до ненульової намагнiченостi в нульових полях, а стрибок

намагнiченостi зберiгається i при малих температурах.
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РОЗДIЛ 5

СПIН-1/2 ДВОНОГА ДРАБИНКА ЗI ВЗАЄМОДIЯМИ
ГАЙЗЕНБЕРҐА ТА IЗИНҐА

У цьому роздiлi отримано ряд строгих результатiв для драбинок зi змiшаним

типом взаємодiй Гайзенберґа та Iзинґа. Таку модель можна перетворити на кван-

товий ланцюжок Iзинґа з композитними спiнами в ефективному поперечному та

поздовжньому полях, використовуючи або представлення станiв на зв’язках, або

унiтарне перетворення. Показано, що основний стан такої драбинки Гайзенберґа-

Iзинґа походить вiд трьох точно розв’язних моделей: квантового ланцюжка Iзинґа

в поперечному полi, “класичного” ланцюжка Iзинґа в поздовжньому полi або моде-

лi невзаємодiючих спiнiв у “стрибаючому” поздовжньо-поперечному полi. Остання

модель вiдповiдає фазi з чергуванням синглетних i триплетних зв’язкiв на щаблях

двоногої драбинки, що з’являється при помiрних значеннях зовнiшньої магнiтного

поля i, отже, призводить до дробового плато на половинi намагнiченостi насиче-

ння.

Окремо розглянуто випадок тетраедричного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа,

який є не що iнше, як випадок повнiстю фрустрованої двоногої драбинки Iзинґа-

Гайзенберґа. Завдяки локальному збереженню повного спiна на кожному щаблi,

модель можна звести до “класичного” вигляду та розв’язати методом матрицi пе-

реносу [321]. Розраховано фазову дiаграму основного стану, процес намагнiчення,

магнетокалоричний ефект i основнi термодинамiчнi величини моделi.

На завершення, дослiджено магнетоелектричний ефект у спiн-1/2 драбинцi

Гайзенберґа-Iзинґа у присутностi зовнiшнього електричного та магнiтного полiв та

з урахуванням механiзму Кацури-Нагаоси-Балацького. Показано, що прикладене
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електричне поле може контролювати квантовий фазовий перехiд мiж упорядко-

ваною фазою Нееля та невпорядкованою парамагнiтною фазою. Порядок Нееля

зникає вiдповiдно до степеневого закону з критичним показником типу Iзинґа

1/8, електрична поляризацiя демонструє слабку сингулярнiсть, а дiелектрична

сприйнятливiсть демонструє логарифмiчну розбiжнiсть для цього конкретного

квантового фазового переходу. Зовнiшнє електричне поле може викликати фазо-

вий перехiд першого роду, що супроводжується рiзкими стрибками дiелектричної

поляризацiї та сприйнятливостi, якщо припустити, що зовнiшнє магнiтне поле

стає ненульовим.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах [18–21, 47, 48, 50].

5.1. Унiтарне перетворення до димерного базису у
моделi двоногої драбинки

Задамо спiн-12 двоногу драбинку Гайзенберґа-Iзинґа через такий гамiльтонi-

ан (див. також рис. 5.1):

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
𝐽1(s1,𝑖 · s2,𝑖)Δ + 𝐽2(𝑠

𝑧
1,𝑖𝑠

𝑧
1,𝑖+1 + 𝑠𝑧2,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖+1)

+𝐽3(𝑠
𝑧
2,𝑖𝑠

𝑧
1,𝑖+1 + 𝑠𝑧1,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖+1)− ℎ(𝑠𝑧1,𝑖 + 𝑠𝑧2,𝑖)

]︁
, (5.1)

де (s1,𝑖 · s2,𝑖)Δ = 𝑠𝑥1,𝑖𝑠
𝑥
2,𝑖 + 𝑠𝑦1,𝑖𝑠

𝑦
2,𝑖 + Δ𝑠𝑧1,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖, 𝑠𝛼𝑙,𝑖 компоненти спiн-12 оператора, пер-

ший iндекс позначає номер ланцюжка, другий — порядковий номер вузла, 𝐽1 —

𝑋𝑋𝑍 взаємодiя Гайзенберґа мiж спiнами на одному щаблi, 𝐽2 — Iзинґова вза-

ємодiя мiж сусiднiми спiнами одного ланцюжка, 𝐽3 — перехресна (дiагональна)

Iзинґова взаємодiя мiж наступними пiсля найближчих сусiдiв з рiзних щаблiв,

ℎ — зовнiшнє магнiтне поле. Ми також накладаємо перiодичнi граничнi умови

вздовж ланцюжкiв s1,𝑁+1 ≡ s1,1, s2,𝑁+1 ≡ s2,1. Константи взаємодiй 𝐽2 i 𝐽3 мо-

жна помiняти мiсцями шляхом перенумерацiї вузлiв, а також їх знаки можуть

бути одночасно змiненi на протилежний поворотами спiну. Отже, гамiльтонiани

𝐻(𝐽2, 𝐽3), 𝐻(𝐽3, 𝐽2) i 𝐻(−𝐽2,−𝐽3) в нульовому полi мають однаковi власнi значе-

ння, i вiдповiднi моделi є термодинамiчно еквiвалентними.
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Неважко переконатися, що 𝑧-проекцiя повного спiну на щаблi 𝑆𝑧
𝑖 = 𝑠𝑧1,𝑖+𝑠

𝑧
2,𝑖

комутує iз загальним гамiльтонiаном [𝑆𝑧
𝑖 , 𝐻] = 0 i, отже, є збережною величиною.

Тому для подальшої зручностi доцiльно скористатися перевагами представлення

станiв на димерах, яке було спочатку запропоновано Лiбом, Шульцем та Матi-

сом для ланцюжка Гайзенберґа-Iзинґа [108]. Введемо базис станiв на зв’язку, що

складається з чотирьох векторiв стану:

|𝜑𝑖0,0⟩ =
1√
2
(|↓1,𝑖↑2,𝑖⟩ − |↑1,𝑖↓2,𝑖⟩), |𝜑𝑖1,0⟩ =

1√
2
(|↓1,𝑖↑2,𝑖⟩+ |↑1,𝑖↓2,𝑖⟩),

|𝜑𝑖1,−⟩ =
1√
2
(|↑1,𝑖↑2,𝑖⟩ − |↓1,𝑖↓2,𝑖⟩), |𝜑𝑖1,+⟩ =

1√
2
(|↑1,𝑖↑2,𝑖⟩+ |↓1,𝑖↓2,𝑖⟩). (5.2)

Цi стани є власними на зв’язку Гайзенберґа мiж двома спiнами, розташованими

на 𝑖-ому щаблi, тобто |𝜑𝑖0,0⟩ — стан синглетного зв’язку, |𝜑𝑖1,0⟩, |𝜑𝑖1,±⟩ є триплетни-

ми станами. Слiдуючи [108], можна видiлити два пiдпростори: i) |𝜑𝑖0,0⟩, |𝜑𝑖1,0⟩, ii)

|𝜑𝑖1,+⟩, |𝜑𝑖1,−⟩. Перший i другий пiдпростори вiдповiдають (𝑆𝑧
𝑖 )

2 = 0 i (𝑆𝑧
𝑖 )

2 = 1

вiдповiдно, i гамiльтонiан можна дiагоналiзувати окремо в кожному пiдпросторi.

Можна ввести iндекс пiдпростору на 𝑖-му вузлi: 𝑛𝑖 = 0(1), якщо даний стан зна-

ходиться в пiдпросторi з (𝑆𝑧
𝑖 )

2 = 0 ((𝑆𝑧
𝑖 )

2 = 1), охопленим станами |𝜑𝑖0,0⟩, |𝜑𝑖1,0⟩
(|𝜑𝑖1,−⟩, |𝜑𝑖1,+⟩). Вiдповiдно до [108] стани на зв’язку також називатимемо чистими

(домiшковими) станами для 𝑛𝑖 = 0(1). Якщо запровадити псевдоспiновi позначе-

ння для станiв |𝜑𝑖0,0⟩ = |↓⟩𝑖0, |𝜑𝑖1,0⟩ = |↑⟩𝑖0, дiю спiн-12 операторiв у пiдпросторi 𝑛𝑖 = 0

можна виразити через новi оператори пiднiмання та опускання:

𝑠𝑧1,𝑖 = −1

2
(𝑎+𝑖 + 𝑎𝑖) = −𝑠𝑥𝑖 , 𝑠𝑧2,𝑖 =

1

2
(𝑎+𝑖 + 𝑎𝑖) = 𝑠𝑥𝑖 ,

J1 J1

J2

J2

J3 J3

s1,1 s s s s1,2 1,i 1,i+1 1,N

s2,1 s s s s2,2 2,i 2,i+1 2,N

Рис. 5.1. Спiн-12 двонога драбинка Iзинґа-Гайзенберґа. Товстi (тонкi) лiнiї позна-
чають Гайзенберґовi (Iзинґовi) зв’язки.
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(s1,𝑖 · s2,𝑖)Δ = 𝑎+𝑖 𝑎𝑖 −
2 + Δ

4
= 𝑠𝑧𝑖 −

Δ

4
. (5.3)

Оператори 𝑎+𝑖 , 𝑎𝑗 задовольняють алгебрi Паулi ({𝑎𝑖, 𝑎+𝑖 } = 0, {𝑎𝑖, 𝑎𝑖} = {𝑎+𝑖 , 𝑎+𝑖 } =

0, [𝑎𝑖, 𝑎𝑗] = [𝑎𝑖, 𝑎
+
𝑗 ] = [𝑎+𝑖 , 𝑎

+
𝑗 ] = 0 для 𝑖 ̸= 𝑗), i 𝑠𝑥𝑖 = (𝑎+𝑖 + 𝑎𝑖)/2 — новий псевдоспi-

новий оператор.

Аналогiчно можна розглянути псевдоспiнове представлення в iншому пiд-

просторi 𝑛𝑖 = 1 (|𝜑𝑖1,−⟩ = |↓⟩𝑖1, |𝜑𝑖1,+⟩ = | ↑⟩𝑖1) i знайти дiю спiнових операторiв

там:

𝑠𝑧1,𝑖 =
1

2
(𝑎+𝑖 + 𝑎𝑖) = 𝑠𝑥𝑖 , 𝑠𝑧2,𝑖 =

1

2
(𝑎+𝑖 + 𝑎𝑖) = 𝑠𝑥𝑖 , (s1,𝑖 · s2,𝑖)Δ =

Δ

4
. (5.4)

Поєднавши (5.3), (5.4), знаходимо загальнi вирази для псевдоспiнового представ-

лення цих операторiв, якi справедливi в обох пiдпросторах:

𝑠𝑧1,𝑖 = (2𝑛𝑖 − 1)𝑠𝑥𝑖 , 𝑠𝑧2,𝑖 = 𝑠𝑥𝑖 , (s1,𝑖 · s2,𝑖)Δ = (1− 𝑛𝑖)𝑠
𝑧
𝑖 +

Δ

4
(2𝑛𝑖 − 1). (5.5)

Ефективний гамiльтонiан можна переписати в термiнах нових операторiв:

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︁
𝐽1(1− 𝑛𝑖)𝑠

𝑧
𝑖 − 2ℎ𝑛𝑖𝑠

𝑥
𝑖 +

𝐽1Δ

4
(2𝑛𝑖 − 1)

+ [4𝐽2𝑛𝑖𝑛𝑖+1 − 2(𝐽2 − 𝐽3)(𝑛𝑖 + 𝑛𝑖+1 − 1)] 𝑠𝑥𝑖 𝑠
𝑥
𝑖+1

}︁
. (5.6)

Варто зазначити, що рiвняння (5.5) можна розглянути як деяке нелiнiйне

спiнове перетворення вiд 𝑠𝛼1,𝑖, 𝑠𝛼2,𝑖 до нових операторiв 𝑠′𝛼1,𝑖, 𝑠′
𝛼
2,𝑖, де наприклад

𝑠′𝑧1,𝑖 = (𝑛𝑖 − 1
2), 𝑠

′𝛼
2,𝑖 = 𝑠𝛼𝑖 . Перетворення може бути згенероване таким унiтарним

оператором:

𝑈 =
𝑁∏︁
𝑖=1

exp
[︁
−𝑖𝜋

2
(𝑠𝑥1,𝑖 + 𝑠𝑥2,𝑖)

]︁
exp

(︀
𝑖𝜋𝑠𝑥1,𝑖𝑠

𝑥
2,𝑖

)︀
exp

(︁
−𝑖𝜋

2
𝑠𝑦2,𝑖

)︁
exp

(︀
𝑖𝜋𝑠𝑧2,𝑖

)︀
. (5.7)

Вирiшальним є другий множник, який вносить нелiнiйнiсть. Iншi складовi — це

повороти в спiновому просторi, вони використовуються для налаштування пере-

творених операторiв до форми (5.5). Остаточно, спiновi оператори перетворюю-

ться таким чином:

𝑈𝑠𝑥1,𝑖𝑈
+ = 𝑠𝑥1,𝑖, 𝑈𝑠𝑦1,𝑖𝑈

+ = 2𝑠𝑦1,𝑖𝑠
𝑥
2,𝑖, 𝑈𝑠𝑧1,𝑖𝑈

+ = 2𝑠𝑧1,𝑖𝑠
𝑥
2,𝑖,
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𝑈𝑠𝑥2,𝑖𝑈
+ = 2𝑠𝑥1,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖, 𝑈𝑠𝑦2,𝑖𝑈

+ = −2𝑠𝑥1,𝑖𝑠
𝑦
2,𝑖, 𝑈𝑠𝑧2,𝑖𝑈

+ = 𝑠𝑥2,𝑖. (5.8)

Перетворений гамiльтонiан має вигляд квантового ланцюжка Iзинґа з компози-

тними спiнами в ефективному поздовжньому та поперечному магнiтних полях:

𝑈𝐻𝑈+ =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︂
𝐽1
2

(︀
1− 2𝑠𝑧1,𝑖

)︀
𝑠𝑧2,𝑖 +

𝐽1Δ

2
𝑠𝑧1,𝑖 +

[︁
𝐽2(4𝑠

𝑧
1,𝑖𝑠

𝑧
1,𝑖+1 + 1)

+ 2𝐽3(𝑠
𝑧
1,𝑖+1 + 𝑠𝑧1,𝑖)

]︁
𝑠𝑥2,𝑖𝑠

𝑥
2,𝑖+1 − ℎ(1 + 2𝑠𝑧1,𝑖)𝑠

𝑥
2,𝑖

}︂
. (5.9)

Пряма вiдповiднiсть 𝑠𝑧1,𝑖 = 𝑛𝑖− 1
2 , 𝑠

𝛼
2,𝑖 = 𝑠𝛼𝑖 вказує на еквiвалентнiсть мiж гамiльто-

нiанами (5.6) i (5.9). Слiд зазначити, що такий вигляд представлень залишається

справедливим також у випадку асиметричної драбинки, коли обидвi дiагональнi

(перехреснi) взаємодiї Iзинґа вiдрiзняються одна вiд одної.

5.2. Основний стан спiн-1/2 двоногої драбинки зi
взаємодiями Гайзенберґа та Iзинґа

Гамiльтонiан (5.6) можна переписати у симетричнiй формi:

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︁
𝐽1(1− 𝑛𝑖)𝑠

𝑧
𝑖 − 2ℎ𝑛𝑖𝑠

𝑥
𝑖 +

𝐽1Δ

4
(2𝑛𝑖 − 1)

+ [2(𝐽2 + 𝐽3)𝑛𝑖𝑛𝑖+1 + 2(𝐽2 − 𝐽3)(1− 𝑛𝑖)(1− 𝑛𝑖+1)] 𝑠
𝑥
𝑖 𝑠

𝑥
𝑖+1

}︁
. (5.10)

Таким чином, ефективна модель розпадається на 𝑖-му щаблi на два незалежнi

ланцюжки за умови, що два сусiднi зв’язки знаходяться в рiзних пiдпросторах,

тобто 𝑛𝑖 ̸= 𝑛𝑖+1. Однорiднi гамiльтонiани, коли всi 𝑛𝑖 = 0 або всi 𝑛𝑖 = 1, мають

такий вигляд:

𝐻0 =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
𝐽1

(︁
𝑠𝑧𝑖 −

Δ

4

)︁
+ 2(𝐽2 − 𝐽3)𝑠

𝑥
𝑖 𝑠

𝑥
𝑖+1

]︁
, (5.11)

𝐻1 =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
2(𝐽2 + 𝐽3)𝑠

𝑥
𝑖 𝑠

𝑥
𝑖+1 − 2ℎ𝑠𝑥𝑖 +

𝐽1Δ

4

]︁
. (5.12)

Якщо всi зв’язки знаходяться в чистих станах (𝑛𝑖 = 0), отримуємо ефективний га-

мiльтонiан ланцюжка Iзинґа в поперечному полi, що точно розв’язується в рамках
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фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера [216, 322]. Якщо всi зв’язки знаходяться в домiшко-

вих станах (𝑛𝑖 = 1), приходимо до ланцюжка Iзинґа в поздовжньому полi, який

можна розв’язати методом матрицi переносу (див., наприклад, [321]). Вiдповiдно,

енергiя основного стану моделi в пiдпросторi 𝑛𝑖 = 0 вiдповiдає енергiї основного

стану поперечного ланцюжка Iзинґа [322]:

𝑒00 = lim
𝑁→∞

𝐸0
0(𝑁)

𝑁
= −(𝐽1 + |𝐽2 − 𝐽3|)

𝜋
E(
√︀
1− 𝛾2)− 𝐽1Δ

4
, (5.13)

де 𝛾 = 𝐽1−|𝐽2−𝐽3|
𝐽1+|𝐽2−𝐽3| i E(𝜅) =

𝜋
2∫︁

0

d𝜃
√︀
1− 𝜅2 sin2 𝜃 — повний елiптичний iнтеграл другого

роду.

Енергiя основного стану моделi в пiдпросторi 𝑛𝑖 = 1 вiдповiдає енергiї основ-

ного стану ефективного ланцюжка Iзинґа в поздовжньому полi:

𝑒10 = lim
𝑁→∞

𝐸1
0(𝑁)

𝑁
=

{︂
𝐽1Δ
4 + 𝐽2+𝐽3

2 − |ℎ|, якщо |ℎ| > (𝐽2 + 𝐽3),
𝐽1Δ
4 − 𝐽2+𝐽3

2 , якщо |ℎ| ≤ (𝐽2 + 𝐽3).
(5.14)

Верхнiй (нижнiй) варiант вiдповiдає феромагнiтно (антиферомагнiтно) впорядко-

ваному стану, як основному стану при досить сильних (слабких) магнiтних полях.

5.2.1. Фазова дiаграма основного стану за вiдсутностi магнiтного

поля

Якщо зовнiшнє поле дорiвнює нулю (ℎ = 0), то основний стан завжди вiд-

повiдає однорiднiй конфiгурацiї зв’язку. Для доведення достатньо показати, що

нерiвнiсть 𝐸0
0(𝑁1)+𝐸

0
0(𝑁2) ≥ 𝐸0

0(𝑁1+𝑁2) виконується для будь-якого скiнченного

поперечного ланцюжка Iзинґа з вiльними кiнцями. Тут 𝐸0
0(𝑁) позначає енергiю

основного стану гамiльтонiана:

𝐻0(𝑁) = 2(𝐽2 − 𝐽3)
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑠𝑥𝑖 𝑠
𝑥
𝑖+1 + 𝐽1

𝑁∑︁
𝑖=1

(︁
𝑠𝑧𝑖 −

Δ

4

)︁
. (5.15)
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Дiйсно, два незалежнi ланцюжки розмiром 𝑁1 i 𝑁2 можна представити таким

гамiльтонiаном:

𝐻0(𝑁1, 𝑁2) = 2(𝐽2−𝐽3)
𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑠𝑥𝑖 𝑠
𝑥
𝑖+1+2(𝐽2 − 𝐽3)

𝑁1+𝑁2−1∑︁
𝑖=𝑁1+1

𝑠𝑥𝑖 𝑠
𝑥
𝑖+1+𝐽1

𝑁1+𝑁2∑︁
𝑖=1

(︁
𝑠𝑧𝑖−

Δ

4

)︁
= 𝐻0(𝑁1 +𝑁2)− 2(𝐽2 − 𝐽3)𝑠

𝑥
𝑁1
𝑠𝑥𝑁1+1. (5.16)

Якщо 𝐸0
0(𝑁) i |𝜓𝑁

0 ⟩ є найменшим власним значенням i власним станом 𝐻0(𝑁),

тодi 𝐸0
0(𝑁1, 𝑁2) = 𝐸0

0(𝑁1) + 𝐸0
0(𝑁2) i |𝜓𝑁1,𝑁2

0 ⟩ = |𝜓𝑁1
0 ⟩|𝜓𝑁2

0 ⟩ є найменшим вла-

сним значенням i власним станом 𝐻0(𝑁1, 𝑁2). Безпосереднiм розрахунком можна

показати, що

𝐸0
0(𝑁1)+𝐸

0
0(𝑁2) = ⟨𝜓𝑁1,𝑁2

0 |𝐻0(𝑁1 +𝑁2)|𝜓𝑁1,𝑁2

0 ⟩
− 2(𝐽2−𝐽3)⟨𝜓𝑁1

0 |𝑠𝑥𝑁1
|𝜓𝑁1

0 ⟩⟨𝜓𝑁2
0 |𝑠𝑥𝑁1+1|𝜓𝑁2

0 ⟩≥𝐸0
0(𝑁1+𝑁2).(5.17)

Тут ми використали ⟨𝜓𝑁1
0 |𝑠𝑥𝑁1

|𝜓𝑁1
0 ⟩ = 0 для будь-якого скiнченного ланцюжка

[108, 322], i що найменше середнє значення оператора 𝐻0(𝑁1 +𝑁2) досягається в

його основному станi.

Прямим розрахунком легко показати, що ця ж властивiсть справедлива для

ланцюжка Iзинґа з вiльними кiнцями в нульовому поздовжньому полi, тобто,

𝐸1
0(𝑁1 +𝑁2) = 𝐸1

0(𝑁1) + 𝐸1
0(𝑁2) +

|𝐽2 + 𝐽3|
2

≤ 𝐸1
0(𝑁1) + 𝐸1

0(𝑁2). (5.18)

Тепер доведемо, що основний стан усiєї моделi може вiдповiдати лише однiй

з однорiдних конфiгурацiй станiв на зв’язках. З рiвняння (5.10) очевидно, що

ефективний гамiльтонiан не мiстить взаємодiї мiж спiнами двох сусiднiх щаблiв,

якщо вони знаходяться в рiзних пiдпросторах. Це означає, що ефективна модель

розпадається на двi незалежнi частини на кожнiй межi (доменнiй стiнцi) мiж

чистими i домiшковими станами. Таким чином, драбинку Гайзенберґа-Iзинґа для

будь-якої заданої конфiгурацiї зв’язкiв можна розглядати як набiр незалежних

ланцюжкiв двох видiв i рiзних розмiрiв. Тодi енергiя основного стану будь-якої

навмання обраної конфiгурацiї зв’язку буде такою:

𝐸 = 𝐸0
0(𝑁1) + 𝐸0

0(𝑁2) + · · ·+ 𝐸1
0(𝑀1) + 𝐸1

0(𝑀2) + . . .
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≥ 𝐸0
0(𝑁1 +𝑁2 + . . . ) + 𝐸1

0(𝑀1 +𝑀2 + . . . ) (5.19)

З рiвнянь (5.17) i (5.18) цiлком очевидно, що одна однорiдна конфiгурацiя, яка

вiдповiдає стану з меншою енергiєю, нiж iнша, має бути вiдповiдно до нерiвностi

(5.19) найнижчим енергетичним станом (тобто основним станом). Таким чином,

модель демонструє в основному станi квантовий фазовий перехiд першого роду ко-

ли найменшi власнi енергiї в обох пiдпросторах стають однаковими 𝑒10 = 𝑒00. Крiм

того, може з’явитися бiльш яскравий (неперервний) квантовий фазовий перехiд

другого роду при |𝐽1| = |𝐽2−𝐽3| в основному станi, який властивий чистому кван-

товому спiновому ланцюжку [322]. З цiєї точки зору драбинка Гайзенберґа-Iзинґа

може показати рiзноманiтнiсть квантових фазових переходiв на його фазовiй дi-

аграмi.

Фазова дiаграма основного стану спiн-12 драбинки Гайзенберґа-Iзинґа в ну-

льовому магнiтному полi показана на рис. 5.2. Вона вiдображає симетрiї моделi,

тобто є iнварiантною щодо перестановки Iзинґових взаємодiй 𝐽2 i 𝐽3, а також щодо

одночасної змiни знакiв 𝐽2 i 𝐽3. Загалом на малюнку 5.2 можна розпiзнати п’ять

рiзних основних станiв:

1. Квантовий парамагнiтний (QPM) стан для 𝑒00 < 𝑒10 i |𝐽1| > |𝐽2 − 𝐽3|:
еквiвалентний поперечний ланцюжок Iзинґа (5.11) знаходиться в щiлинн-

ному невпорядкованому станi без спонтанної намагнiченостi ⟨𝑠𝑥𝑖 ⟩ = 0 i не-

нульовою намагнiченiстю ⟨𝑠𝑧𝑖 ⟩ ̸= 0, iндуковану ефективним поперечним по-

лем. Для оригiнальної драбинки Гайзенберґа-Iзинґа це означає, що сингле-

тнi димери домiнують на щаблях Гайзенберґа в основному станi. Хоча кожен

зв’язок може мати антиферомагнiтний порядок, взаємодiя вздовж ланцюж-

кiв руйнує його i призводить до невпорядкованого квантового парамагнiтно-

го стану.

2. Стан стрiчкоподiбного впорядкування вздовж ланцюжкiв (SL) для

𝑒00 < 𝑒10 i |𝐽1| < 𝐽3 − 𝐽2: еквiвалентний поперечний ланцюжок Iзинґа демон-

струє спонтанне феромагнiтне впорядкування з ⟨𝑠𝑥𝑖 ⟩ ̸= 0. Завдяки спiввiд-

ношенням (5.3) i (5.4) для драбинки Гайзенберґа-Iзинґа ⟨𝑠𝑧1,𝑖⟩ = ⟨𝑠𝑧1,𝑖+1⟩ =
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Рис. 5.2. Фазовi дiаграми основного стану для спiн-12 двоногої драбинки
Гайзенберґа-Iзинґа за вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля (ℎ =
0). Пунктирними (суцiльними) лiнiями позначенi лiнiї квантових фазо-
вих переходiв першого (другого) роду, пунктирними лiнiями позначено
синглет-димерний стан на щаблях. (a) 𝐽1 = 1, Δ = 0.0 (червонi), 1.0 (си-
нi), 1.5 (зеленi) (вiд товстих до тонких лiнiй); (b) 𝐽2 = 1, Δ = 1. Товстi
i штриховi (синi) лiнiї — межi основних станiв драбинки Гайзенберґа-
Iзинґа, тонкi лiнiї з символами вказують на мiжфазну межу в драбинцi
Гайзенберґа [323], а прямi штрихованi лiнiї вiдповiдають межам фаз в
Iзинґовiй драбинцi.

−⟨𝑠𝑧2,𝑖⟩ = −⟨𝑠𝑧2,𝑖+1⟩ ≠ 0. Цей результат означає, що драбинка Гайзенберґа-

Iзинґа демонструє феромагнiтний порядок уздовж ланцюжкiв i антиферома-

гнiтний порядок уздовж щаблiв, тобто намагнiченостi ланцюжкiв протиле-

жнi. Намагнiченiсть у шаховому порядку як вiдповiдний параметр порядку

в цiй фазi вiдмiнна вiд нуля, i вона демонструє очевидне квантове зменше-

ння намагнiченостi, що визначається як: 𝑚𝑧
𝑆𝐿 = 1

2𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1(⟨𝑠𝑧1,𝑖⟩ − ⟨𝑠𝑧2,𝑖⟩) =

1
2 [1− 𝐽2

1/(𝐽2 − 𝐽3)
2]

1
8 . Тут ми використали результат для спонтанного нама-

гнiчення поперечного ланцюжка Iзинґа [322].

3. Стан Нееля для 𝑒00 < 𝑒10, i |𝐽1| < 𝐽2 − 𝐽3: ефективний поперечний лан-

цюжок Iзинґа володiє спонтанним антиферомагнiтним порядком з ⟨𝑠𝑥𝑖 ⟩ =

(−1)𝑖𝑚𝑥 ̸= 0. Отже, для драбинки Гайзенберґа-Iзинґа отримуємо ⟨𝑠𝑧1,𝑖⟩ =
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−⟨𝑠𝑧1,𝑖+1⟩ = −⟨𝑠𝑧2,𝑖⟩ = ⟨𝑠𝑧2,𝑖+1⟩ ≠ 0. Звiдси випливає, що найближчi спi-

ни як вздовж ланцюжкiв, так i щаблiв демонструють переважно антифе-

ромагнiтне впорядкування. Залежнiсть шахової намагнiченостi як вiдпо-

вiдного параметра порядку є цiлком аналогiчною попередньому випадку

𝑚𝑧
𝐴𝐹 = 1

2𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1(−1)𝑖(⟨𝑠𝑧1,𝑖⟩ − ⟨𝑠𝑧2,𝑖⟩) = 1

2 [1− 𝐽2
1/(𝐽2 − 𝐽3)

2]
1
8 .

4. Стан стрiчкоподiбного впорядкування вздовж щаблiв (SR) для 𝑒10 <

𝑒00, 𝐽2 > 0, 𝐽3 > 0: модель демонструє класичне впорядкування в цiй фазi з

антиферомагнiтно впорядкованими найближчими сусiднiми спiнами вздовж

ланцюжкiв i феромагнiтно впорядкованими найближчими сусiднiми спiнами

вздовж щаблiв.

5. Феромагнiтний (FM) стан для 𝑒10 < 𝑒00, 𝐽2 < 0, 𝐽3 < 0: основний стан

вiдповiдає iдеальному повнiстю поляризованому феромагнiтному спiновому

стану.

Результати, показанi на рис. 5.2(a), вказують на те, що драбинка

Гайзенберґа-Iзинґа знаходиться в невпорядкованiй фазi QPM щоразу, коли вiд-

носна сила обох взаємодiй Iзинґа 𝐽2 i 𝐽3 є досить малою порiвняно з взаємодiєю

Гайзенберґа всерединi щаблiв 𝐽1. Крiм того, варто вiдзначити, що фаза QPM зво-

диться до набору повнiстю некорельованих синглетних димерiв, розмiщених на

всiх щаблях вздовж спецiальної лiнiї 𝐽2 = 𝐽3 до 𝑒00 < 𝑒10, яка зображена на рис. 5.2

пунктирними лiнiями. За цiєї спецiальної умови спiн-спiнова кореляцiя всерединi

ланцюжка представляє єдину ненульову парну кореляцiйну функцiю, а всi iншi

короткочаснi спiн-спiновi кореляцiї зникають i/або змiнюють свiй знак на спе-

цiальнiй лiнiї 𝐽2 = 𝐽3. Слiд зауважити, що повнiстю iдентичний основний стан

також можна знайти в симетричнiй двоногiй драбинцi Гайзенберґа з 𝐽2 = 𝐽3 (див.

рис. 5.2(b)). Для порiвняння синглет-димерний стан ланцюжка є точним основним

станом симетричної драбинки Гайзенберґа-Iзинґа з Δ = 1 для 𝐽1 > 𝐽2, тодi як

вiдповiдної драбинки Гайзенберґа цей факторизований стан залишається основ-

ним для 𝐽1 > 1.4015𝐽2 [324, 325] (ця горизонтальна лiнiя для ясностi не показана

на рис. 5.2(b), оскiльки вона точно збiгається з межею основного стану драбинки
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Рис. 5.3. Залежнiсть вiд взаємодiї Iзинґа 𝐽2: (a) параметрiв порядку; (b) найближ-
чої сусiдньої спiн-спiнової кореляцiйної функцiї вздовж ланцюжкiв для
𝐽1 = 1, Δ = 1 i трьох рiзних значень перехресної Iзинґової взаємодiї
𝐽3 = 0, 0.6, 1.2.

Гайзенберґа-Iзинґа, витягнутої на бiльший простiр параметрiв). Слiд, однак, пiд-

креслити, що короткосяжнi спiн-спiновi кореляцiї стають вiдмiнними вiд нуля в

QPM вiдразу, як 𝐽2 ̸= 𝐽3, навiть якщо ця фаза все ще зберiгає свою невпорядко-

вану природу з переважаючим характером синглетних димерiв на щаблях. Щоб

пiдтвердити це твердження, залежностi параметрiв порядку вiд нульової темпе-

ратури та спiн-спiнову кореляцiю найближчого сусiда вздовж гiлок наведено на

рис. 5.3. Вiдповiднi параметри порядку, очевидно, зникають у QPM, тодi як ко-

реляцiйна функцiя найближчих сусiдiв змiнює свiй знак при перетинi спецiальної

лiнiї 𝐽2 = 𝐽3.

Крiм цього, драбинка Гайзенберґа-Iзинґа зазнає квантового фазового пере-

ходу другого роду вiд невпорядкованої QPM фази до спонтанно впорядкованої

фази Нееля або SL, якi переважно з’являються в областi параметрiв, де одна з

Iзинґових взаємодiй 𝐽2 i 𝐽3 є антиферомагнiтною, а iнша – феромагнiтною. Значне

квантове зменшення параметрiв шахового порядку передбачає очевидний кванто-

вий характер обох фаз Нееля, а також SL, у яких все ще домiнує антиферомагнi-

тна кореляцiя на щаблях (див. рис. 5.3). Таким чином, головна вiдмiннiсть мiж
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двома квантовими фазами з далеким порядком проявляється в характерi кореля-

цiї найближчих сусiдiв вздовж ланцюжкiв, яка є феромагнiтною у фазi SL, але

антиферомагнiтною у фазi Нееля. Неперервне зникнення параметрiв порядку, зо-

бражених на рис. 5.3(a), є прямим доказом квантового фазового переходу другого

роду мiж невпорядкованою фазою QPM i впорядкованою фазою SL (або Нееля),

що також супроводжується слабо-сингулярною поведiнкою кореляцiйної функцiї

найближчих сусiдiв, видiленою на рис. 5.3(b) чорними крапками. Тут слiд за-

значити, що 𝑧𝑧 кореляцiйну функцiю драбинки Гайзенберґа-Iзинґа можна легко

вивести з результату для 𝑥𝑥 кореляцiйної функцiї поперечного ланцюжка Iзинґа,

розрахованої в [322]. Достатньо сильнi взаємодiї Iзинґа 𝐽2 i 𝐽3 можуть руйнувати

антиферомагнiтну кореляцiю вздовж щаблiв i призводять до наявностi FM або

SR станiв в залежностi вiд того, чи є обидвi взаємодiї Iзинґа феромагнiтними чи

антиферомагнiтними вiдповiдно.

Нарештi, детальне порiвняння фазових дiаграм основного стану двоногих

драбинок Гайзенберґа, Гайзенберґа-Iзинґа i Iзинґа, якi зображенi на рис. 5.2(b),

показує їх спiльнi риси. Межа роздiлу фаз мiж класично впорядкованими фазами

SR i трьома квантовими фазами (QPM, SL, Нееля) драбинки Гайзенберґа-Iзинґа

досить точно слiдують за межею фаз першого порядку мiж фазою типу Голдейна

та димеризованою фазою чистої драбинки Гайзенберґа, отриманої за допомогою

високотемпературних рядiв i точної дiагоналiзацiї [323]. Звичайно, фундаменталь-

на вiдмiннiсть полягає в характерi фаз SR i Голдейна, оскiльки перша фаза де-

монструє класичний дальнiй порядок, на противагу топологiчному порядку чистої

квантової фази типу Голдейна з ненульовим параметром порядку рядка [326] не-

зважаючи на те, що феромагнiтна кореляцiя всерединi схiдцiв є спiльною для

обох фаз. Рiзниця мiж основними станами двоногих драбинок Гайзенберґа-Iзинґа

i Гайзенберґа стає набагато менш вираженою в областi параметрiв iз сильною

взаємодiєю всерединi щаблiв 𝐽1, що викликає квантовi фази в основному станi

обох цих моделей. У випадку достатньо сильної фрустрацiї 𝐽2 ∼ 𝐽3 основний стан

драбинки Гайзенберґа-Iзинґа формує невпорядковану фазу QPM, тодi як анти-

феромагнiтний або феромагнiтний (Неельовий або SL) дальнiй порядок виникає
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вздовж ланцюжкiв, якщо дiагональний зв’язок 𝐽3 є набагато слабшим або сильнi-

шим, нiж взаємодiя 𝐽2. Зауважимо, що квантовi фази Нееля i SL мають декiлька

спiльних рис (наприклад, переважаючi антиферомагнiтнi кореляцiї вздовж ща-

блiв) iз невпорядкованою фазою QPM, з якою вони межують на лiнiї квантових

фазових переходiв другого роду, заданих системою рiвнянь: 𝐽3 = 𝐽2 − 𝐽1 (для

𝐽3 < 𝐽2) i 𝐽3 = 𝐽2 + 𝐽1 (для 𝐽3 > 𝐽2). Не можна виключати, що цi квантово

впорядкованi фази можуть стати основним станом чистої драбинки Гайзенберґа,

оскiльки вони також передбаченi наближенням середнього поля для операторiв

зв’язку [327, 328], але не були знайденi бiльшiстю числових методiв. Тому не-

обхiднi подальшi числовi дослiдження драбинок Гайзенберґа, щоб прояснити це

невирiшене питання.

5.2.2. Фазова дiаграма основного стану в магнiтному полi

Якщо взяти до уваги зовнiшнє поле ℎ, нерiвнiсть для основних станiв

ланцюжка Iзинґа в поздовжньому полi (5.18) загалом справедлива лише для

𝐽1+𝐽2 ≤ 0 або 𝐽1+𝐽2 ≥ 2|ℎ|. Тому необхiдно змiнити процедуру пошуку основних

станiв всерединi областi, де порушується спiввiдношення (5.18). У цьому випад-

ку можна використати метод, запропонований Шастри та Сазерлендом [122, 329],

щоб знайти основнi стани всерединi цiєї областi параметрiв. Представимо наш

ефективний гамiльтонiан (5.10) у такiй формi:

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖,𝑖+1,

𝐻𝑖,𝑖+1 =
1

2

𝑖+1∑︁
𝑙=𝑖

{︁
𝐽1(1− 𝑛𝑙)𝑠

𝑧
𝑙 − 2ℎ𝑛𝑙𝑠

𝑥
𝑙 +

𝐽1Δ

4
(2𝑛𝑙 − 1)

}︁
+ [2(𝐽2 + 𝐽3)𝑛𝑖𝑛𝑖+1 + 2(𝐽2 − 𝐽3)(1− 𝑛𝑖)(1− 𝑛𝑖+1)] 𝑠

𝑥
𝑖 𝑠

𝑥
𝑖+1. (5.20)

Далi, можна застосувати варiацiйний принцип, беручи до уваги, що 𝐸0 ≥∑︀𝑁
𝑙=1𝐸0(𝑙, 𝑙 + 1), де 𝐸0(𝑙, 𝑙 + 1) — найменша енергiя 𝐻𝑙,𝑙+1.

Щоб знайти найнижчий власний стан кожної конфiгурацiї зв’язку, досить

знайти власнi енергiї 𝐻𝑙,𝑙+1:
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• 𝑛𝑖 = 𝑛𝑖+1 = 0, 𝐸0,0
0 (𝑖, 𝑖+ 1) = −1

2

√︀
𝐽2
1 + (𝐽2 − 𝐽3)2 − 𝐽1Δ

4 ;

• 𝑛𝑖 = 𝑛𝑖+1 = 1,

𝐸1,1
0 (𝑖, 𝑖+ 1) =

{︂
𝐽1Δ
4 + 𝐽2+𝐽3

2 − |ℎ|, якщо |ℎ| > (𝐽2 + 𝐽3) (FM),
𝐽1Δ
4 − 𝐽2+𝐽3

2 , якщо |ℎ| ≤ (𝐽2 + 𝐽3) (AF).

• 𝑛𝑖 = 0, 𝑛𝑖+1 = 1 (𝑛𝑖 = 1, 𝑛𝑖+1 = 0), 𝐸0,1
0 (𝑖, 𝑖+ 1) = 𝐸1,0

0 (𝑖, 𝑖+ 1) = −𝐽1
4 − |ℎ|

2 .

Фазу, яка вiдповiдає змiннiй конфiгурацiї зв’язкiв 𝑛𝑖 = 0, 𝑛𝑖+1 = 1, надалi будемо

називати фазою шахових зв’язкiв (SB). Слiд зазначити, що у фазi SB не iснує

жодних кореляцiй мiж спiнами з рiзних щаблiв, а загальна енергiя походить вiд

спiн-спiнових взаємодiй мiж ланцюжками та енергiї Зеемана повнiстю поляризо-

ваних щаблiв [330]. З порiвняння 𝐸0,1
0 (𝑖, 𝑖 + 1) i 𝐸1,1

0 (𝑖, 𝑖 + 1) легко побачити, що

власна енергiя фази SB 𝐸0,1
0 (𝑖, 𝑖 + 1) завжди має меншу енергiю нiж найменша

власна енергiя повнiстю поляризованого стану 𝐸1,1
0 (𝑖, 𝑖+ 1) всерединi смуги:

𝐽2 + 𝐽3 −
𝐽1(1 + Δ)

2
≤ |ℎ| ≤ 𝐽2 + 𝐽3 +

𝐽1(1 + Δ)

2
. (5.21)

Звертаємо увагу, що феромагнiтне впорядкування переважає для зовнiшнiх полiв

над цiєю смугою |ℎ| ≥ 𝐽2+ 𝐽3+
𝐽1(1+Δ)

2 , тодi як антиферомагнiтне впорядкування

стає найнижчим енергетичним станом пiд цiєю смугою |ℎ| ≤ 𝐽2 + 𝐽3 − 𝐽1(1+Δ)
2 .

Якщо порiвняти вiдповiднi власнi енергiї SB фази 𝐸0,1
0 (𝑖, 𝑖+1) та однорiдної

фази 𝐸0,0
0 (𝑖, 𝑖 + 1) (𝑛𝑖 = 𝑛𝑖+1 = 0), отримуємо iншу умову, що 𝐸0,1

0 (𝑖, 𝑖 + 1) стає

нижчим за 𝐸0,0
0 (𝑖, 𝑖+ 1), якщо лише

|ℎ| ≥
√︁
𝐽2
1 + (𝐽2 − 𝐽3)2 −

𝐽1(1−Δ)

2
. (5.22)

Це означає, що фаза SB iз загальною енергiєю 𝐸0,1
0 = −𝑁(𝐽1+2|ℎ|)/4 стає основ-

ним станом всерединi областi, обмеженої умовами (5.21) i (5.22). Найнижче поле,

яке робить фазу SB домiнуючою, також можна знайти як:

|ℎ𝑚𝑖𝑛| =
𝐽1(1 + Δ)

2
. (5.23)

Подiбним чином можна також знайти умову, за якої енергiя феромагнiтного

стану однорiдної домiшкової конфiгурацiї стає найменшою, якщо зовнiшнє поле
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перевищує граничне значення:

|ℎ| ≥ 1

2

[︂
𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽1Δ+

√︁
𝐽2
1 + (𝐽2 − 𝐽3)2

]︂
, (5.24)

тодi як умова на антиферомагнiтний стан однорiдної домiшкової конфiгурацiї є

незалежна вiд зовнiшнього поля:

𝐽1Δ+
√︁
𝐽2
1 + (𝐽2 − 𝐽3)2 ≤ (𝐽2 + 𝐽3). (5.25)

Варто зауважити, що неможливо знайти основний стан поза межами (5.22), (5.24),

(5.25) за допомогою варiацiйного принципу. Однак у додатку статтi [18] показано,

що конфiгурацiя зв’язку, яка вiдповiдає основному стану, не може перевищувати

перiоду два. Тому основний стан потрiбно шукати лише серед станiв, якi вiдпо-

вiдають таким конфiгурацiям зв’язку: усi 𝑛𝑖 = 0; усi 𝑛𝑖 = 1; 𝑛2𝑖−1 = 0, 𝑛2𝑖 = 1

(𝑛2𝑖−1 = 1, 𝑛2𝑖 = 0). У цьому вiдношеннi можливi двi фази всерединi смуги, за-

даної (5.21). Основний стан драбинки Гайзенберґа-Iзинґа утворює фазу SB, якщо

𝑒0,10 < 𝑒00:

|ℎ| ≥ 2(𝐽1 + |𝐽2 − 𝐽3|)
𝜋

E(
√︀

1− 𝛾2)− 𝐽1(1−Δ)

2
. (5.26)

Побудовано декiлька фазових дiаграм основного стану на рис. 5.4-5.6 для

ненульового магнiтного поля. Найцiкавiшою особливiстю є те, що фаза SB може

стати основним станом для магнiтного поля ℎ ≥ 𝐽1(1+Δ)
2 , яке є достатньо сильним,

щоб порушити синглетний стан димера на щаблях. З рис. 5.4 можна помiтити,

що фаза SB дiйсно межує з синглет-димерною фазою на щаблях i замiнює фа-

зу QPM на фазовiй дiаграмi основного стану. Таким чином, зовнiшнє магнiтне

поле може викликати появу iншої своєрiдної квантової фази SB з трансляцiйно

порушеною симетрiєю, тобто чергуванням синглетних i повнiстю поляризованих

триплетних зв’язкiв на щаблях двоногої драбинки. Звiдси випливає, що фаза SB

виникає при помiрних значеннях зовнiшнього магнiтного поля i, отже, призводить

до наявностi промiжного плато намагнiченостi на половинi намагнiченостi насиче-

ння. Це цiлком зрозумiло з рис. 5.5(a), 5.6(a) що драбинка Гайзенберґа-Iзинґа без
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Рис. 5.4. Фазова дiаграма основного стану двоногої драбинки Гайзенберґа-Iзинґа
у площинi 𝐽2 − 𝐽3 для 𝐽1 = 1, Δ = 1 i двох рiзних значень зовнiшнiх
полiв: (a) ℎ = 1.0; (b) ℎ = 1.1.
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Рис. 5.5. Фазова дiаграма основного стану двоногої драбинки Гайзенберґа-Iзинґа
у площинi 𝐽2 − ℎ для 𝐽1 = 1, Δ = 1 i двох рiзних значень перехресних
взаємодiй: (a) 𝐽3 = 0; (b) 𝐽3 = 1.
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Рис. 5.6. Фазова дiаграма основного стану двоногої драбинки Гайзенберґа-Iзинґа
у площинi 𝐽1 − ℎ для 𝐽2 = 1, Δ = 1 i двох рiзних значень перехресної
взаємодiї: (a) 𝐽3 = 0; (b) 𝐽3 = 1. Для порiвняння, (b) зображає червоними
лiнiями фазову дiаграму двоногої драбинки Гайзенберґа вiдтвореної зi
статтi [331].

фрустрованої дiагональної взаємодiї Iзинґа 𝐽3 = 0 демонструє 1/2 плато намагнi-

ченостi лише для окремого випадку антиферомагнiтної взаємодiї Iзинґа всерединi

ланцюжка 𝐽2 > 0. З iншого боку, плато дробової намагнiченостi, притаманне фа-

зi SB, суттєво стабiлiзується фрустрацiєю, спричиненою ненульовою перехресною

взаємодiєю Iзинґа 𝐽3 ̸= 0 i, отже, область плато може навiть поширюватися на вiд-

носно вузьку область феромагнiтної Iзинґової взаємодiї 𝐽2 < 0 (див. рис. 5.5(b)).

Слiд зазначити, що аналогiчний механiзм виникнення плато намагнiченостi

також було передбачено для спiн-12 двоногої драбинки Гайзенберґа за допомогою

методiв точної дiагоналiзацiя та DMRG [329, 331–334]. Тому завершимо наше до-

слiдження порiвнянням вiдповiдних фазових дiаграм основного стану двоногих

драбинок Гайзенберґа-Iзинґа та Гайзенберґа за наявностi зовнiшнього магнiтного

поля, якi наведенi на рис. 5.6. Згiдно з цим графiком, обидвом моделям при-

таманний однаковий процес намагнiчування у границi сильного зв’язку взаємодiї

Гайзенберґа 𝐽1 ≳ 1.5, де можна спостерiгати два наступних iндукованих полем пе-
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реходи в такому порядку QPM-SB-FM, i, отже, намагнiченiсть виявляє два рiзких

стрибки при вiдповiдних полях переходу. З iншого боку, принциповi вiдмiнностi

можна виявити у вiдповiдному процесi намагнiчення драбинок Гайзенберґа-Iзинґа

та Гайзенберґа у границi слабкого зв’язку взаємодiї 𝐽1. При малих полях квантова

топологiчна фаза Голдейна становить основний стан драбинки Гайзенберґа на про-

тивагу до класичної фази SR, яка є основним станом драбинки Гайзенберґа-Iзинґа

при низьких полях. Крiм того, драбинка Гайзенберґа-Iзинґа все ще демонструє

плато намагнiченостi, що вiдповiдає фазi SB при промiжних значеннях магнiтно-

го поля в цьому просторi параметрiв, тодi як у чистiй Гайзенберґовiй драбинцi

можна спостерiгати неперервне зростання намагнiченостi через наявнiсть безщi-

линної рiдинної фази Латинджера при помiрних полях. Нарештi, також варто

вiдзначити, що поля насичення в бiк феромагнiтної фази також вiдрiзняються

для драбинок Гайзенберґа-Iзинґа та Гайзенберґа в границi слабкого зв’язку Гай-

зенберґової взаємодiї на щаблях.

5.3. Точний розв’язок для тетраедричного ланцюжка

Частковим випадком розглянутою вище драбинки є спiн-1/2 ланцюжок

Iзинґа-Гайзенберґа, який складається з тетраедрiв зi спiльними ребрами, що вклю-

чають взаємодiї Гайзенберґа та Iзинґа. Як схематично показано на рис. 5.7(a),

зв’язок Гайзенберґа приписується всiм спiльним ребрам, якi мають сусiднi тетра-

едри, тодi як усi iншi ребра схематично представляють взаємодiю Iзинґа. Гамiль-

тонiан спiн-1/2 тетраедричного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа визначається як

ℋ̂ =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︀
𝐽𝑥(𝜎̂

𝑥
1,𝑖𝜎̂

𝑥
2,𝑖 + 𝜎̂𝑦1,𝑖𝜎̂

𝑦
2,𝑖) + 𝐽𝑧𝜎̂

𝑧
1,𝑖𝜎̂

𝑧
2,𝑖 (5.27)

+ 𝐽1(𝜎̂
𝑧
1,𝑖 + 𝜎̂𝑧2,𝑖)(𝜎̂

𝑧
1,𝑖+1 + 𝜎̂𝑧2,𝑖+1)− ℎ(𝜎̂𝑧1,𝑖 + 𝜎̂𝑧2,𝑖)

]︀
,

де 𝜎̂𝛼𝛾,𝑖 позначає спiн-1/2 оператор Паулi, верхнiй iндекс 𝛼 ∈ {𝑥, 𝑦, 𝑧} позначає

його просторову складову, а нижнiй iндекс 𝛾 = 1, 2 визначає заданий ланцюжок

(див. рис. 5.7(b)). Параметри 𝐽𝑥 i 𝐽𝑧 позначають просторово анiзотропну 𝑋𝑋𝑍

взаємодiю Гайзенберґа, що виникає на ребрах, спiльних для сусiднiх тетраедрiв,
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Рис. 5.7. (a) Схематичне зображення спiн-12 тетраедричного ланцюжка Iзинґа-
Гайзенберґа. Товстi (синi) лiнiї представляють 𝑋𝑋𝑍 зв’язок Гайзенбер-
ґа (𝐽𝑥, 𝐽𝑧), тодi як тонкi (червонi) лiнiї вiдповiдають зв’язку Iзинґа 𝐽1;
(b) тетраедричний ланцюжок також можна розглядати як фрустровану
двоногу драбинку з однаковими взаємодiями Iзинґа вздовж ланцюжкiв
i дiагоналей.

параметр 𝐽1 позначає взаємодiю Iзинґа, приєднану до всiх iнших (не спiльних)

країв, а ℎ — доданок Зеемана, пов’язаний з наявнiстю поздовжнього магнiтного

поля. Надалi наша увага буде обмежена лише окремим випадком моделi з анти-

феромагнiтними взаємодiями 𝐽𝑥 > 0, 𝐽𝑧 > 0 i 𝐽1 > 0, де виникають найцiкавiшi

фiзичнi особливостi, такi як спiнова фрустрацiя, плато намагнiченостi тощо.

Як було показано ранiше [335], досить зручно переписати гамiльтонiан (5.27)

за допомогою просторових складових повного спiну 𝑆𝛼
𝑖 = 𝜎̂𝛼1,𝑖 + 𝜎̂𝛼2,𝑖 на ребрi.

Використавши спiновi тотожностi (𝑆𝛼
𝑖 )

2 = 1
2 + 2𝜎̂𝛼1,𝑖𝜎̂

𝛼
2,𝑖, гамiльтонiан (5.27) для

тетраедричного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа набуває такого вигляду:

ℋ̂ =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂
𝐽1𝑆

𝑧
𝑖 𝑆

𝑧
𝑖+1 +

𝐽𝑥
2
𝑆2
𝑖 +

𝐽𝑧 − 𝐽𝑥
2

(︁
𝑆𝑧
𝑖

)︁2
− ℎ𝑆𝑧

𝑖

]︂
− 𝑁

4
(2𝐽𝑥 + 𝐽𝑧). (5.28)

Гамiльтонiан (5.28) повнiстю виражається через повний спiновий момент 𝑆2
𝑖 та

його 𝑧 -просторову компоненту 𝑆𝑧
𝑖 , яка вiдповiдає збереженим величинам iз чiтко

визначеними квантовими числами 𝑆𝑖(𝑆𝑖 + 1) та 𝑆𝑧
𝑖 = −𝑆𝑖,−𝑆𝑖 + 1, . . . , 𝑆𝑖 вiдпо-
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вiдно. Звiдси випливає, що гамiльтонiан вихiдної моделi (5.27) вiдображається у

гамiльтонiан (5.28) деякої класичної моделi спiнового ланцюжка, оскiльки кван-

тове спiнове число для повного спiна на спiльному ребрi дорiвнює 𝑆𝑖 = 0 або

1. Цiлком очевидно з рiвняння (5.28), що взаємодiя Iзинґа 𝐽1 i зовнiшнє магнi-

тне поле ℎ безпосередньо визначають ефективну взаємодiю найближчих сусiдiв

i ефективне поле у моделi з композитними спiнами. Крiм того, 𝑋𝑋𝑍 взаємодiя

Гайзенберґа визначає ефективну одноiонну анiзотропiю 𝐽𝑧−𝐽𝑥
4 , що дiє в триплетно-

му секторi композитного спiну 𝑆𝑖 = 1, а також змiщує енергiю мiж синглетним та

триплетними секторами. Враховуючи все це, гамiльтонiан спiн-1/2 тетраедрично-

го ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа можна повнiстю дiагоналiзувати та переписати

у виглядi

ℋ = ℋ0 +
𝑁∑︁
𝑖=1

ℋ𝑖, (5.29)

який розбивається на доданок постiйної енергiї ℋ0 = −𝑁
4 (2𝐽𝑥+𝐽𝑧) i суму симетри-

чних виразiв ℋ𝑖, що включають лише власнi значення двох наступних складених

спiнiв 𝑆𝑖 та 𝑆𝑖+1

ℋ𝑖 = 𝐽1𝑆
𝑧
𝑖 𝑆

𝑧
𝑖+1 +

𝐽𝑥
4
[𝑆𝑖(𝑆𝑖 + 1) + 𝑆𝑖+1(𝑆𝑖+1 + 1)]

+
𝐽𝑧 − 𝐽𝑥

4

[︁
(𝑆𝑧

𝑖 )
2 + (𝑆𝑧

𝑖+1)
2
]︁
− ℎ

2
(𝑆𝑧

𝑖 + 𝑆𝑧
𝑖+1). (5.30)

Слiд зазначити, що дiагоналiзований гамiльтонiан (5.30) ланцюжка з композитни-

ми спiнами може бути прямо використаний для отримання усiх основних станiв,

загального спектру збудження, i, крiм того, це також передбачає можливiсть за-

стосування методу матрицi переносу [321] для отримання точних результатiв для

термодинамiчних величин. Пiдставляючи ефективний гамiльтонiан (5.29) у ви-

значення статистичної суми, справдi отримуємо спiввiдношення для статистичної

суми спiн-1/2 тетраедричного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа:

𝒵 = Tr e−𝛽ℋ̂ = e−𝛽ℋ0

∑︁
{𝑆𝑖}

𝑁∏︁
𝑖=1

e−𝛽ℋ𝑖 (5.31)



138

= e−𝛽ℋ0

∑︁
{𝑆𝑖}

𝑁∏︁
𝑖=1

𝑇 (𝑆𝑖, 𝑆
𝑧
𝑖 ;𝑆𝑖+1, 𝑆

𝑧
𝑖+1) = e−𝛽ℋ0Tr𝑇𝑁 ,

де 𝛽 = 1/(𝑘B𝑇 ), 𝑘B — постiйна Больцмана, 𝑇 — абсолютна температура, сума∑︀
{𝑆𝑖} пробiгає всi можливi значення повного набору квантових спiнових чисел

{𝑆𝑖} i вираз 𝑇 (𝑆𝑖, 𝑆
𝑧
𝑖 ;𝑆𝑖+1, 𝑆

𝑧
𝑖+1) позначає матрицю переносу

𝑇 (𝑆𝑖, 𝑆
𝑧
𝑖 ;𝑆𝑖+1, 𝑆

𝑧
𝑖+1) = ⟨𝑆𝑖, 𝑆

𝑧
𝑖 |e−𝛽ℋ𝑖|𝑆𝑖+1, 𝑆

𝑧
𝑖+1⟩

=

⎛⎜⎜⎝
1 𝑥𝑦𝑤 𝑥2 𝑥𝑦𝑤−1

𝑥𝑦𝑤 𝑥2𝑦2𝑧𝑤2 𝑥3𝑦𝑤 𝑥2𝑦2𝑧−1

𝑥2 𝑥3𝑦𝑤 𝑥4 𝑥3𝑦𝑤−1

𝑥𝑦𝑤−1 𝑥2𝑦2𝑧−1 𝑥3𝑦𝑤−1 𝑥2𝑦2𝑧𝑤−2

⎞⎟⎟⎠ (5.32)

з 𝑥 = e−
𝛽𝐽𝑥
4 , 𝑦 = e−

𝛽𝐽𝑧
4 , 𝑧 = e−𝛽𝐽1 i 𝑤 = e

𝛽ℎ
2 . Тепер достатньо знайти найбiльше

власне значення матрицi переносу (5.32), щоб отримати точний вираз для стати-

стичної суми, вiльної енергiї та загальної термодинамiки. Одне з чотирьох вла-

сних значень матрицi переносу (5.32) дорiвнює нулю (𝜆0 = 0), оскiльки її перший

i третiй рядки є лiнiйно залежними, а iншi три власнi значення можна знайти,

розв’язуючи кубiчне рiвняння

𝜆3 − 𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆+ 𝑐 = 0 (5.33)

з коефiцiєнтами

𝑎 = 1 + e−𝛽𝐽𝑥 + 2e−𝛽𝐽1−𝛽
2 (𝐽𝑥+𝐽𝑧) cosh(𝛽ℎ),

𝑏 = 2(−1 + e−𝛽𝐽1)(1 + e−𝛽𝐽𝑥)e−
𝛽
2 (𝐽𝑥+𝐽𝑧) cosh(𝛽ℎ)− 2e−𝛽(𝐽𝑥+𝐽𝑧) sinh(2𝛽𝐽1),

𝑐 = 2(1 + e−𝛽𝐽𝑥)e−𝛽(𝐽𝑥+𝐽𝑧)[sinh(2𝛽𝐽1)− sinh(𝛽𝐽1)]. (5.34)

Дотримуючись стандартної процедури, можна легко знайти ще три власнi значе-

ння {𝜆1, 𝜆2, 𝜆3} матрицi перенесу як коренi кубiчного рiвняння (5.33). У термо-

динамiчнiй границi 𝑁 → ∞ вiльна енергiя на елементарну комiрку визначається

лише найбiльшим власним значенням 𝜆max = max{𝜆1, 𝜆2, 𝜆3} серед трьох коренiв

кубiчного рiвняння (5.33)

𝑓 = −𝛽−1 lim
𝑁→∞

1

𝑁
ln𝒵 = −2𝐽𝑥 + 𝐽𝑧

4
− 𝛽−1 ln𝜆max. (5.35)
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Одновузлову намагнiченiсть, нормовану вiдносно її значення насичення (𝑚𝑠 =

1/2), можна отримати диференцiюванням вiльної енергiї вiдносно зовнiшнього

магнiтного поля, що еквiвалентно диференцiюванню логарифма найбiльшого вла-

сного значення матрицi перенесу, який легко виконати за допомогою рiвняння

(5.33)
𝑚

𝑚𝑠
= −𝜕𝑓

𝜕ℎ
=
𝜕 ln𝜆max

𝜕(𝛽ℎ)
=

𝑎ℎ𝜆max − 𝑏ℎ
3𝜆2max − 2𝑎𝜆max + 𝑏

. (5.36)

Тут ми запровадили новi позначення

𝑎ℎ = 2e−𝛽𝐽1−𝛽
2 (𝐽𝑥+𝐽𝑧) sinh(𝛽ℎ),

𝑏ℎ = 2(−1 + e−𝛽𝐽1)(1 + e−𝛽𝐽𝑥)e−
𝛽
2 (𝐽𝑥+𝐽𝑧) sinh(𝛽ℎ). (5.37)

Iншi важливi термодинамiчнi величини, як-от ентропiя чи питома теплоєм-

нiсть, також можуть бути легко обчисленi з точного виразу (5.35) для приведеної

вiльної енергiї, використовуючи стандартнi термодинамiчнi спiввiдношення

𝑆 = −𝜕𝑓

𝜕𝑇
, 𝐶 = 𝑇

𝜕𝑆

𝜕𝑇
. (5.38)

Для простоти надалi увагу буде придiлено лише окремому випадку дослi-

джуваного спiнового ланцюжа з iзотропною взаємодiєю Гайзенберґа 𝐽𝑥 = 𝐽𝑧 = 𝐽

на ребрi, який iлюструє всi характернi особливостi бiльш загальної моделi з анi-

зотропною 𝑋𝑋𝑍 взаємодiєю 𝐽𝑥 ̸= 𝐽𝑧.

5.3.1. Фазова дiаграма основного стану

Дiагональну форму гамiльтонiана (5.30) можна досить просто використати

для отримання всiх можливих основних станiв тетраедричного ланцюжка Iзинґа-

Гайзенберґа зi спiном 1
2 . В результатi можна виявити лише чотири рiзнi основнi

стани: стан синглетних димерiв (SD), суперантиферомагнiтний (SA) стан, стан

шахового зв’язку (SB) i феромагнiтний (FM) стан, якi однозначно задаються на-

ступними власними векторами

|SD⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

1√
2
(|↑1,𝑖↓2,𝑖⟩ − |↓1,𝑖↑2,𝑖⟩) ,
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Рис. 5.8. Фазова дiаграма основного стану спiн-12 тетраедричного ланцюжка
Iзинґа-Гайзенберґа в площинi 𝐽1/𝐽 − ℎ/𝐽 для iзотропного зв’язку Гай-
зенберґа (𝐽𝑥 = 𝐽𝑧 = 𝐽), який включає стан синглетних димерiв (SD) на
щаблях, суперантиферомагнiтний (SA), шаховий зв’язок (SB) i ферома-
гнiтний (FM) основнi стани.

|SA⟩ =
𝑁/2∏︁
𝑖=1

|↑1,2𝑖−1↑2,2𝑖−1⟩ ⊗ |↓1,2𝑖↓2,2𝑖⟩,

|SB⟩ =
𝑁/2∏︁
𝑖=1

|↑1,2𝑖−1↑2,2𝑖−1⟩⊗
|↑1,2𝑖↓2,2𝑖⟩−|↓1,2𝑖↑2,2𝑖⟩√

2
,

|FM⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

|↑1,𝑖↑2,𝑖⟩. (5.39)

Фазова дiаграма основного стану, що включає всi доступнi основнi стани, зображе-

на на рис. 5.8. Стан SD з усiма зв’язками Гайзенберґа (на щаблях) у синглетному

станi стає основним у просторi параметрiв, обмеженим такими умовами: 𝐽1 < 𝐽 i

ℎ < 𝐽 . Якщо умови 𝐽1 > 𝐽 i ℎ < 2𝐽1−𝐽 виконуються, основний стан утворюється

двократно виродженим SA впорядкуванням спiнiв з регулярним чергуванням пов-

нiстю поляризованих смуг Гайзенберґа в протилежних напрямках. Очевидно, що

сумарна намагнiченiсть основних станiв SD i SA дорiвнює нулю. Поки виконую-

ться оберненi умови 𝐽1 < 𝐽 , ℎ > 𝐽 або 𝐽1 > 𝐽 , ℎ > 2𝐽1−𝐽 , двократно вироджений

стан SB з регулярним чергуванням синглетних димерiв i поляризованих трипле-

тiв виникає в результатi iндукованого полем переходу з основного стану SD або

SA. Згiдно з цим, спiн-12 тетраедричний ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа повинен
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Рис. 5.9. Тривимiрний графiк намагнiченостi, нормований вiдносно значення на-
сичення вiд температури та магнiтного поля для iзотропної взаємодiї
Гайзенберґа (𝐽𝑥 = 𝐽𝑧 = 𝐽) i двох рiзних значень спiввiдношення взаємо-
дiї: (a) 𝐽1/𝐽 = 0.5 ; (b) 𝐽1/𝐽 = 1.5.

демонструвати на кривiй намагнiченостi при нульовiй температурi промiжне пла-

то на половинi намагнiчення насичення через магнiтну структуру з порушенням

симетрiї основного стану SB, в якому половина щаблiв Гайзенберґа поляризова-

на зовнiшнiм магнiтним полем. Нарештi, модель, що дослiджується, демонструє

перехiд до повнiстю поляризованого основного стану FM, як тiльки досягається

поле насичення ℎ = 2𝐽1 + 𝐽 .

Крiм того, макроскопiчне виродження на межах мiж рiзними фазами мо-

же бути виявлено на вiдповiдних iндукованих полем переходах. На межi SA-SB

кожен другий щабель може залишатися у двох рiзних станах (синглетному та

повнiстю поляризованому), що призводить до макроскопiчного виродження 2𝑁/2.

Виродженi стани на границях SD-SB i SB-FM можуть бути описанi ефективною

одновимiрною моделлю жорсткого димера з використанням процедури аналогi-

чної до описанiй в роботi [86]. Як наслiдок, макроскопiчне виродження становить

((1+
√
5)/2)𝑁 для цього випадку. Воно призводить до залишкової ентропiї основ-

ного стану, яка буде бiльш детально розглянута в роздiлi 5.3.3.
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Рис. 5.10. Дiаграма iнтенсивностi у площинi температура-магнiтне поле: (a)
𝐽1/𝐽 = 0.5; (b) 𝐽1/𝐽 = 1.5. Лiнiї позначають iзоентропи для рiзних
значень ентропiї. Бiлi лiнiї вiдповiдають окремим випадкам з найбiль-
шим магнетокалоричним ефектом.

5.3.2. Процес намагнiчування

Перейдемо до детального розгляду процесу намагнiчення, щоб перевiрити

наявнiсть промiжного плато на половинi намагнiченостi насичення, що вiдповiда-

ло б iндукованiй полем стабiлiзацiї основного стану SB. На рис. 5.9 показано три-

вимiрний графiк намагнiченостi як функцiї безрозмiрного магнiтного поля та тем-

ператури для двох альтернативних варiантiв спiввiдношення взаємодiї 𝐽1/𝐽 = 0.5

i 1.5, рухаючи спiновий ланцюжок у межi нульового поля до основного стану SD i

SA вiдповiдно. Як можна бачити, кривi низькотемпературної намагнiченостi чiтко

свiдчать про наявнiсть половинного плато намагнiченостi, незалежно вiд того, чи

є стан SD або SA вiдповiдним основним станом нульового поля. Схiдчаста крива

намагнiченостi з крутим збiльшенням намагнiченостi, що спостерiгається поблизу

вiдповiдних перехiдних полiв, зазвичай згладжується пiдвищенням температури,

тодi як термiчно викликане згладжування вiдбувається швидше для квантового

стану SD, нiж для класичного, але подвiйно виродженого стану SA.

5.3.3. Магнiтне охолодження

Нещодавно було продемонстровано, що кiлька фрустрованих спiнових си-

стем можуть проявляти посилений магнетокалоричний ефект пiд час адiабати-
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чного розмагнiчування, що може мати практичне значення для низькотемпера-

турного магнiтного охолодження [336–339]. У зв’язку з цим, дослiдимо також адiа-

батичне розмагнiчування спiн-1/2 тетраедричного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа

в адiабатичних (iзоентропiйних) умовах. Рисунок 5.10 iлюструє типовi iзентро-

пiйнi змiни температури при змiнi зовнiшнього магнiтного поля для двох рiзних

сценарiїв намагнiченостi, розглянутих ранiше. Послiдовнiсть двох iндукованих

полем переходiв FM→SB→SD при зменшеннi магнiтного поля вiдображається

у вiдповiдних змiнах температури, показаних на рис. 5.10(a). З цього рисунка

цiлком очевидно, що найбiльш помiтний магнетокалоричний ефект можна вияви-

ти, якщо ентропiю вибрано достатньо близько до значення 𝑆 = 𝑁𝑘B ln(
1+

√
5

2 ),

за якого температура нескiнченно швидко зникає, коли зовнiшнє поле наближа-

ється до одного з двох перехiдних полiв. Iнший окремий випадок, показаний на

рис. 5.10(b), вiдображає iншу можливу послiдовнiсть двох iндукованих полем пе-

реходiв FM→SB→SA, яка демонструє посилений магнетокалоричний ефект за

умови збереження ентропiї або близько до значення 𝑆 = 𝑁𝑘B ln(
1+

√
5

2 ) або 1
2 ln(2).

Попереднє значення 𝑆 = 𝑁𝑘B ln(
1+

√
5

2 ) забезпечує ефективне охолодження в околi

переходу FM→SB, тодi як останнє значення 𝑆 = 𝑁𝑘B
1
2 ln(2) забезпечує ефектив-

не охолодження поблизу переходу SB→SA. Оптимальнi значення ентропiї для

ефективного охолодження узгоджуються з вiдповiдними виродженнями основно-

го стану, про якi повiдомлялося ранiше для вiдповiдних iндукованих полем пере-

ходiв.

5.4. Модель магнетоелектрика на драбинцi

Точно розв’язну модель двоногої драбинки запропоновану у цьому роздiлi

можна поширити на ширший клас задач. Зокрема, тут ми розглядаємо магнето-

електричний ефект на базi цiєї моделi.

Хоча раннi дослiдження магнетоелектричного ефекту (МЕЕ) вiдносяться

до 19-го столiття [340], це явище викликає новий дослiдницький iнтерес головним

чином через його широкий потенцiал застосування в сучасних технологiях [341].
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Залежнiсть намагнiченостi вiд електричного поля i електричної поляризацiї вiд

магнiтного поля можна описати кiлькома альтернативними механiзмами. Вiдпо-

вiдно до механiзму Кацури-Нагаоси-Балацького (KNB) [78] дiелектрична поляри-

зацiя p𝑖,𝑗 пов’язана зi спiновим струмом j𝑖,𝑗 мiж парою сусiднiх спiнiв s𝑖 i s𝑗 таким

чином:

p𝑖,𝑗 ∝ e𝑖,𝑗 × j𝑖,𝑗, (5.40)

де e𝑖,𝑗 — одиничний вектор, що вказує вiд 𝑖-го до 𝑗-го вузла ґратки, а спi-

новий струм j𝑖,𝑗 ∝ s𝑖 × s𝑗 пропорцiйний антисиметричному члену взаємодiї

Дзялошинського-Морiя [69, 70] з припущенням, що два сусiднi спiни пов’язанi

через iзотропну обмiнну взаємодiю.

Отже, розглянемо квантову спiн-1/2 драбинку Гайзенберґа-Iзинґа, визначе-

ну через гамiльтонiан:

ℋ =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
𝐽𝐻 s1,𝑖 · s2,𝑖 + 𝐽𝐼

(︀
𝑠𝑧1,𝑖𝑠

𝑧
1,𝑖+1 + 𝑠𝑧2,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖+1

)︀
−ℎ

(︀
𝑠𝑧1,𝑖 + 𝑠𝑧2,𝑖

)︀
− 𝐸

(︀
𝑠𝑦1,𝑖𝑠

𝑥
2,𝑖 − 𝑠𝑥1,𝑖𝑠

𝑦
2,𝑖

)︀]︁
, (5.41)

де s𝑙,𝑖 ≡ (𝑠𝑥𝑙,𝑖, 𝑠
𝑦
𝑙,𝑖, 𝑠

𝑧
𝑙,𝑖) представляє спiн-1/2 оператор для 𝑖-го вузла 𝑙-го ланцюжка

(𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 ; 𝑙 = 1, 2), параметр 𝐽𝐻 > 0 позначає антиферомагнiтну взаємодiю

Гайзенберґа мiж спiнами на одному щаблi, 𝐽𝐼 > 0 (𝐽𝐼 < 0) позначає антиферо-

магнiтну (феромагнiтну) взаємодiю Iзинґа всерединi ланцюжкiв, а 𝑁 позначає

загальну кiлькiсть щаблiв драбинки за перiодичних граничних умов s𝑙,𝑁+1 ≡ s𝑙,1.

Нарештi, останнi два члени в рiвняннi (5.41) представляють стандартний член

Зеемана, пов’язаний з магнiтним полем ℎ, прикладеним уздовж осi 𝑧, i енергi-

єю системи в електричному полi 𝐸, прикладеним уздовж осi 𝑦, що впливає на

вiдповiдну складову дiелектричної поляризацiї (5.40). Припустивши, що щаблi

драбинки вирiвнянi вздовж осi 𝑥 у просторi, тобто e(1,𝑖),(2,𝑖) = (1, 0, 0) у рiвняннi

(5.40), дiелектрична поляризацiя 𝑝𝑦𝑖 = 𝑠𝑦1,𝑖𝑠
𝑥
2,𝑖 − 𝑠𝑥1,𝑖𝑠

𝑦
2,𝑖 вiдноситься до 𝑖-ого щабля.

Зауважимо, що дiелектричний дипольний момент створюється лише на щаблях

Гайзенберґа, тодi як зв’язки Iзинґа вздовж гiлок не виявляють жодного магнето-

електричного зв’язку.
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Взаємодiю Дзялошинського-Морiя, пов’язану з електричним полем, можна

виключити з гамiльтонiана (5.41), виконавши локальне перетворення обертання

спiна навколо осi 𝑧 на певний кут 𝜙 = tan−1(𝐸/𝐽𝐻) [260]. В результатi отриму-

ємо гамiльтонiан драбинки Гайзенберґа-Iзинґа зi спiном 1/2 з ефективною 𝑋𝑋𝑍

взаємодiєю на щаблях i взаємодiєю Iзинґа вздовж ланцюжкiв:

ℋ =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︁√︁
𝐽2
𝐻 + 𝐸2

(︀
𝑠𝑥1,𝑖𝑠

𝑥
2,𝑖 + 𝑠𝑦1,𝑖𝑠

𝑦
2,𝑖

)︀
+ 𝐽𝐻𝑠

𝑧
1,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖

+ 𝐽𝐼
(︀
𝑠𝑧1,𝑖𝑠

𝑧
1,𝑖+1 + 𝑠𝑧2,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖+1

)︀
− ℎ

(︀
𝑠𝑧1,𝑖 + 𝑠𝑧2,𝑖

)︀]︁
, (5.42)

який можна розглядати як окремий випадок фрустрованої драбинки Гайзенберґа-

Iзинґа спiном 1/2, точно розв’язаної вище. Щоб отримати строгий розв’язок для

основного стану дослiджуваної моделi, спочатку визначимо власнi стани зв’язкiв

𝑋𝑋𝑍 на щаблях (див. роздiл 5.1), а потiм отримаємо гамiльтонiан (5.42) у псе-

доспiновому представленнi:

ℋ =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︁
2𝐽𝐼 [𝑛𝑖𝑛𝑖+1 + (1− 𝑛𝑖)(1− 𝑛𝑖+1)] 𝑠

𝑥
𝑖 𝑠

𝑥
𝑖+1

+
√︁
𝐽2
𝐻+𝐸

2(1− 𝑛𝑖)𝑠
𝑧
𝑖−2ℎ𝑛𝑖𝑠

𝑥
𝑖+

𝐽𝐻
4
(2𝑛𝑖−1)

}︁
. (5.43)

5.4.1. Магнетоелектричний ефект за вiдсутностi магнiтного поля

Енергiя основного стану спiн-1/2 драбинки Гайзенберґа-Iзинґа у нульовому

полi (ℎ = 0) слiдує з формули для енергiю основного стану квантового ланцюжка

Iзинґа [322] (див також формулу (5.13)):

ℰ𝐺𝑆 ≡ 1

𝑁
⟨ℋ⟩ = −𝐽𝐻

4
−
√︀
𝐽2
𝐻 + 𝐸2 + |𝐽𝐼 |

𝜋
E(𝑎), (5.44)

де E(𝑎)=
∫︀ 𝜋

2

0 d𝜑
√︀

1−𝑎2 sin2𝜑 — повний елiптичний iнтеграл другого роду з 𝑎2 =
4|𝜆|

(1+|𝜆|)2 i 𝜆 = 𝐽𝐼√
𝐽2
𝐻+𝐸2

. Енергiя основного стану (5.44) має сингулярнiсть при |𝜆| = 1

(|𝐸𝑐| =
√︀
𝐽2
𝐼 − 𝐽2

𝐻 ), що вiдповiдає квантовому фазовому переходу мiж квантовою

парамагнiтною (QPM) фазою, що виникає для |𝜆| ≤ 1 i фазою Нееля або стрiчко-

подiбне впорядкування вздовж ланцюжкiв (SL), що виникає при |𝜆| > 1, залежно
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вiд того, чи 𝐽𝐼 > 0 або 𝐽𝐼 < 0 вiдповiдно. У той час як нульовий i стрiчкопдiбний

магнiтнi порядки є цiлком аналогiчними i можуть бути охарактеризованi за допо-

могою ненульової шахової намагнiченостi, цей параметр порядку стає нульовим у

невпорядкованiй фазi QPM:

𝑚𝑧
𝑠 ≡

1

2
⟨|𝑠𝑧1,𝑖 − 𝑠𝑧2,𝑖|⟩ =

⎧⎨⎩ 1

2

(︂
1− 1

𝜆2

)︂1/8
якщо |𝜆| > 1

0 якщо |𝜆| ≤ 1

. (5.45)

Очевидно, що намагнiченiсть у шаховому порядку 𝑚𝑧
𝑠 демонструє стрiмкий сте-

0 1 2 3 4
-4

-2

0

2

4
Néel

SL

QPMJ I 
/ J

H

E / JH

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
mz

s

a) 0 1 2 3 4
-4

-2

0

2

4
Néel

SL

QPMJ I 
/ J

H

E / JH

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
p

b)

0 1 2 3 4

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

  JI / JH
 +0.5
 +2.0
 +3.0

m
z s  

 , 
   
p

E / JH

mz
s  

p

c) 0 1 2 3 4
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

  JI / JH
 +0.5
 +2.0
 +3.0

d

E / JH
d)

Рис. 5.11. Градiєнтне зображення антиферомагнiтного параметра порядку нама-
гнiченостi 𝑚𝑧

𝑠 (a) i електричної поляризацiї 𝑝 (b) як фазової дiаграми
основного стану в площинi 𝐸/𝐽𝐻 − 𝐽𝐼/𝐽𝐻 разом з залежнiстю вiд еле-
ктричного поля антиферомагнiтного параметра порядку 𝑚𝑧

𝑠, електри-
чної поляризацiї 𝑝 (c) та дiелектричної сприйнятливостi 𝜒𝑑 (d) для спiв-
вiдношень взаємодiї 𝐽𝐼/𝐽𝐻 = ±0.5, ±2.0, ±3.0.

пеневий спад iз критичним показником типу Iзинґа 𝛽 = 1/8 при квантовому фа-

зовому переходi |𝜆| = 1 (див. рис. 5.11(a), (c)). На противагу цьому, поляризацiя

дiелектрика визначається формулою:

𝑝 ≡ ⟨𝑝𝑦𝑖 ⟩ =
1

2𝜋

𝐸√︀
𝐽2
𝐻+𝐸

2
[(1+|𝜆|)E(𝑎)+(1−|𝜆|)K(𝑎)], (5.46)
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де K(𝑎)=
∫︀ 𝜋

2

0 d𝜑(1−𝑎2 sin2𝜑)−1/2 — повний елiптичний iнтеграл першого роду. Фор-

мула (5.46) передбачає бiльш плавну змiну дiелектричної поляризацiї лише з син-

гулярнiстю слабкого типу |𝑝− 𝑝𝑐| ∼ (𝐸 −𝐸𝑐) ln |𝐸 −𝐸𝑐| при перетинi вiдповiдної

фазової межi основного стану (див. рис. 5.11(b), (c)). Крiм того, зауважимо, що

дiелектрична поляризацiя набагато вища в невпорядкованiй фазi QPM, нiж у впо-

рядкованих фазах Нееля i SL, про що свiдчать результати показанi на рис. 5.11(b).

Слабка сингулярнiсть 𝑝 у квантовiй критичнiй точцi (кружок на рис. 5.11(c))

бiльш помiтно пiдтверджується через логарифмiчну розбiжнiсть дiелектричної

сприйнятливостi 𝜒𝑑 =
𝑝

𝜕𝐸 ∼ − ln |𝐸 − 𝐸𝑐| при критичному електричному полi 𝐸𝑐,

як показано на рис. 5.11(d).

5.4.2. Магнетоелектричний ефект у магнiтному полi

Окрiм розглянутих вище фаз, ще два основнi стани можуть виникнути через

ненульове магнiтне поле (ℎ ̸= 0) . При досить високих магнiтних полях можна

виявити класичну феромагнiтну (FM) фазу, яка характеризується:

ℰFM =
𝐽𝐻
4

+
𝐽𝐼
2

− ℎ; 𝑚𝑧
𝑠 = 0; 𝑝 = 0; 𝜒𝑑 = 0. (5.47)

Iншим випадком є фаза шахового зв’язку (SB) з регулярним чергуванням сингле-

тного та поляризованого триплетного станiв, яка характеризується

ℰSB = −1

4

√︁
𝐽2
𝐻 + 𝐸2 − ℎ

2
; 𝑚𝑧

𝑠 =
1

4
;

𝑝 =
1

4

𝐸√︀
𝐽2
𝐻 + 𝐸2

; 𝜒𝑑 =
1

4

𝐽2
𝐻

(𝐽2
𝐻 + 𝐸2)

3/2
, (5.48)

може з’являтися при помiрних магнiтних полях за умови, що зв’язок Iзинґа все-

рединi ланцюжка має антиферомагнiтну природу 𝐽𝐼 > 0. Типова фазова дiаграма

основного стану спiн-1/2 драбинки Гайзенберґа-Iзинґа iз феромагнiтним зв’язком

Iзинґа в ланцюжку проiлюстрована на рис. 5.12 у виглядi графiкiв намагнiчено-

стi при шаховому порядку 𝑚𝑧
𝑠 (рис. 5.12(a)) та дiелектричної поляризацiї 𝑝 (рис.

5.12(b)) у площинi 𝐸/𝐽𝐻 − ℎ/𝐽𝐻 . Очевидно, що рис. 5.12(a), (b) вказують на кон-
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курентний характер магнiтного та дiелектричного спiнових порядкiв, коли поси-

лення дiелектричної поляризацiї супроводжується зменшенням шахової намагнi-

ченостi або навпаки.
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Рис. 5.12. Градiєнтне зображення антиферомагнiтного параметра порядку нама-
гнiченостi 𝑚𝑧

𝑠 (a) i дiелектричної поляризацiї 𝑝 (b) як фазової дiаграми
основного стану в площинi 𝐸/𝐽𝐻 − ℎ/𝐽𝐻 разом з залежнiстю вiд еле-
ктричного поля дiелектричної поляризацiї 𝑝 (c) та сприйнятливостi 𝜒𝑑

(d) для спiввiдношень взаємодiї 𝐽𝐼/𝐽𝐻 = −2 i три рiзнi магнiтнi поля
ℎ/𝐽𝐻 = 0.3, 0.6, 1.2.

Крiм того, рис. 5.12(c), (d) показують кiлька типових варiацiй дiелектричної

поляризацiї та сприйнятливостi в областi фазових переходiв першого i другого

роду, керованих зовнiшнiми електричним та магнiтним полями. Для достатньо

низьких магнiтних полiв (наприклад, ℎ/𝐽𝐻 = 0.3) поляризацiя дiелектрика ви-

являє неперервне зростання зi слабкою сингулярнiстю на квантовому фазовому

переходi мiж фазами SL i QPM (заповнене коло на рис. 5.12c), при якому дiеле-

ктрична сприйнятливiсть розбiгається логарифмiчно, як показано на рис. 5.12(d).

На противагу цьому, дiелектрична поляризацiя та сприйнятливiсть можуть демон-

струвати рiзкi стрибки, пов’язанi з фазовим переходом першого роду мiж фазами
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FM i SL при помiрних магнiтних полях (наприклад, ℎ/𝐽𝐻 = 0.6) до досягнення

квантового фазового переходу, керованого електричним полем.

Для порiвняння типова фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 драбин-

ки Гайзенберґа-Iзинґа з антиферомагнiтним зв’язком Iзинґа вздовж ланцюжкiв

зображена на рис. 5.13 у виглядi графiкiв густини шахової намагнiченостi 𝑚𝑧
𝑠

(рис. 5.13(a)) та дiелектричної поляризацiї 𝑝 (рис. 5.13(b)) у площинi 𝐸/𝐽𝐻−ℎ/𝐽𝐻 .

Очевидно, основна якiсна вiдмiннiсть вiд попереднього випадку полягає в наявно-

стi фази SB при помiрних магнiтних полях. Завдяки цьому факту можна виявити

набагато бiльшу рiзноманiтнiсть варiацiй дiелектричної поляризацiї та сприйня-

тливостi електричного поля, як показано на рис. 5.13(c), (d). При достатньо низь-

ких магнiтних полях (наприклад, ℎ/𝐽𝐻 = 1.0) поляризацiя дiелектрика демон-

струє плавне неперервне зростання при посиленнi електричного поля зi слабкою

сингулярнiстю у вiдповiднiй квантовiй критичнiй точцi (символи на рис. 5.13(c)),

що стає бiльш очевидним через логарифмiчну розбiжнiсть дiелектричної сприйня-

тливостi (див. рис. 5.13(d)). Навпаки, можна виявити нетипову залежнiсть поля-

ризацiї дiелектрика вiд електричного поля з одним або двома стрибками, якi вiд-

носяться до фазових переходiв першого роду, викликаних зовнiшнiм електричним

полем при помiрних i сильних магнiтних полях (наприклад, ℎ/𝐽𝐻 = 2.1, 2.5 та

3.1).

5.5. Висновки

Двоногу драбинку Гайзенберґа-Iзинґа було вивчено в рамках строгого пiд-

ходу, врахувавши, що 𝑧-проекцiя повного спiну на її щаблях є збережною вели-

чиною. За допомогою псевдоспiнового представлення станiв зв’язку ми довели

точну вiдповiднiсть мiж дослiджуваною моделлю та деякою узагальненою модел-

лю квантового спiн-1/2 ланцюжка Iзинґа з композитними спiнами в ефективному

поздовжньому та поперечному полях. Ми також знайшли унiтарне перетворення,

яке вiдтворює аналогiчне вiдображення мiж моделями. У той час як представле-

ння станiв на зв’язках має проcту фiзичну iнтерпретацiю, унiтарне перетворення
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Рис. 5.13. Градiєнтне зображення антиферомагнiтного параметра порядку нама-
гнiченостi 𝑚𝑧

𝑠 (a) i дiелектричної поляризацiї 𝑝 (b) як фазової дiаграми
основного стану в площинi 𝐸/𝐽𝐻 −ℎ/𝐽𝐻 для спiввiдношення взаємодiй
𝐽𝐼/𝐽𝐻 = 2 разом з залежнiстю вiд електричного поля дiелектричної по-
ляризацiї 𝑝 (c) та сприйнятливостi 𝜒𝑑 (d) для спiввiдношення взаємодiї
𝐽𝐼/𝐽𝐻 = 2 i рiзних магнiтних полiв ℎ/𝐽𝐻 = 1.0, 2.1, 2.5, 3.1.

дає прямий зв’язок мiж спiновими операторами обох моделей, що важливо для

пошуку iнших квантових спiнових драбинок, якi допускають точнi розв’язки.

Найцiкавiшi результати цього дослiдження тiсно пов’язанi з надзвичайною

рiзноманiтнiстю побудованих фазових дiаграм основного стану та квантових фа-

зових переходiв мiж рiзними фазами. За вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля

фазова дiаграма основного стану складається з чотирьох рiзних упорядкованих

фаз i однiєї квантової парамагнiтної фази. Невпорядкована фаза характеризу-

ється короткосяжними спiновими кореляцiями, що вказує на домiнуючий хара-

ктер синглет-димерного стану на щаблях у цiй фазi. З iншого боку, параметри

порядку були точно розрахованi для всiх чотирьох упорядкованих фаз, двi з яких

мають класичний i двi iншi квантовий характер, про що свiдчить квантове змен-

шення параметру порядку в останнiх двох фазах. Також було продемонстровано,
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що помiрне магнiтне поле може викликати появу своєрiдної SB-фази з чергуван-

ням синглетних i триплетних зв’язкiв на щаблях двоногої драбинки. Цей останнiй

висновок узгоджується з наявнiстю плато дробової намагнiченостi на половинi

намагнiченостi насичення. Цi результати також узагальнено на випадок анiзо-

тропної 𝑋𝑌 𝑍 моделi Гайзенберґа-Iзинґа на двоногiй драбинцi, яка дослiджена у

роботi [19].

У випадку спiн-1/2 тетраедричного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа точний

розв’язок знайдено завдяки локальному збереженню повного спiну на зв’язках

Гайзенберґа та застосуванню методу матрицi переносу. Зокрема, ми розглянули

основний стан, процес намагнiчення, магнетокалоричний ефект i загальну тер-

модинамiку цiєї точно розв’язної моделi. Ця модель демонструє посилений ма-

гнетокалоричний ефект. Крiм того, слiд пiдкреслити, що точнi результати для

термодинамiчних величин спiн-1/2 тетраедричного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа

також можуть бути корисними для кращого розумiння магнiтної поведiнки вiд-

повiдного ланцюжка Гайзенберґа при скiнченних температурах, припускаючи, що

взаємодiя вздовж щаблiв принаймнi вдвiчi бiльша за взаємодiю мiж спiнами у су-

сiднiх щаблях.

Наостанок, отримано точний результат для основного стану спiн-1/2 дра-

бинки Гайзенберґа-Iзинґа у зовнiшньому електричному та магнiтному полях. Бу-

ло продемонстровано, що спiновими впорядкуваннями в основному станi можна

загалом манiпулювати внаслiдок магнетоелектричного ефекту, обумовленого ме-

ханiзмом Кацури-Нагаоси-Балацького, через зовнiшнє електричне поле, яке надає

додатковий iнструмент для контролю квантового фазового переходу мiж фазою

Нееля (або стрiчкоподiбною фазою) та невпорядкованою квантовою парамагнi-

тною фазою в нульовому магнiтному полi. Крiм того, виявляється, що взаємодiя

мiж електричним i магнiтним полями може спричинити iснування одного або двох

фазових переходiв першого роду, а також одного квантового фазового переходу

другого роду.
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РОЗДIЛ 6

ОРТОГОНАЛЬНО-ДИМЕРНI МОДЕЛI НА
ОДНОВИМIРНИХ ТА ДВОВИМIРНИХ ҐРАТКАХ

У цьому роздiлi дослiджено низьковимiрнi моделi з сильними димерними

взаємодiями. З одного боку отримано точнi результати для одновимiрних i дво-

вимiрних моделей Iзинґа-Гайзенберґа на ґратках з геометрiєю димерiв, якi розта-

шованi ортогонально щодо своїх сусiдiв. Важливим є те, що у квантовому спiн-

1/2 ортогонально-димерному ланцюжку iз димерною взаємодiєю Гайзенберґа та

мiждимерною взаємодiєю Iзинґа зберiгається 𝑧-компонента повного спiну на вер-

тикальних зв’язках Гайзенберґа, i ця властивiсть використовується для точного

обчислення статистичної суми за допомогою методу матрицi переносу. Завдяки

цьому знайдено фазову дiаграму основного стану даної моделi в магнiтному по-

лi, а також макроскопiчне виродження вздовж iндукованих полем переходiв, що

супроводжуються стрибками намагнiченостi. Подiбним є випадок моделi Iзинґа-

Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда (двовимiрний випадок ортогонально-

димерної моделi), де збережуваною величиною є 𝑧-компонента повного спiну як

на вертикальних, так i на горизонтальних зв’язках Гайзенберґа. Як наслiдок, унi-

тарне перетворення дозволяє встановити вiдображення цiєї моделi на ефективну

класичну спiнову модель. Ми знаходимо основний стан моделi, який демонструє

криву намагнiченостi лише з двома дробовими плато 1/3 та 1/2 намагнiченостi

насичення, якi вiдповiдають стрiчковому та шаховому впорядкуванню синглетiв

та поляризованих триплетiв вiдповiдно.

З iншого боку, отриманi точнi результати для гiбридних моделей Iзинґа-

Гайзенберґа з сильними димерними взаємодiями дозволяють отримати високоефе-
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ктивну теорiю збурень для вiдповiдних їм моделей Гайзенберґа, де, вiдсутня в по-

передньому випадку, 𝑋𝑌 частина взаємодiї трактується як збурення. Таку теорiю

збурень застосовано до ортогонально-димерних моделей у одному та двох вимiрах

та показано, що вона дають дуже добру згоду з доступними результатами число-

вих методiв уже в другому порядку. Запропонований пертурбативний пiдхiд ви-

користовується для пояснення фiзичних властивостей моделi Шастри-Сазерленда

i вiдповiдної їй експериментальнiй реалiзацiї сполуки Cu2(BO3)2. Крiм того, наш

пiдхiд було застосовано для дослiдження полiмерної сполуки Cu3(P2O6OH)2, яка

описується тримеризованим спiн-1/2 ланцюжком Гайзенберґа.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах [22–29, 49, 51–57, 59].

6.1. Точний розв’язок для ортогонально-димерного
ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа

Задамо квантовий спiн-1/2 ортогонально-димерний ланцюжок Iзинґа-

Гайзенберґа з Гайзенберґовою взаємодiєю всерединi димера та Iзинґовою мiж спi-

нами на сусiднiх димерах в магнiтному полi через гамiльтонiан (див. рис. 6.1):

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐻𝑖, (6.1)

𝐻2𝑖+1 = 𝐽1[(𝑠
𝑧
1,2𝑖+𝑠

𝑧
2,2𝑖)𝑠

𝑧
1,2𝑖+1+𝑠

𝑧
2,2𝑖+1(𝑠

𝑧
1,2𝑖+2+𝑠

𝑧
2,2𝑖+2)]

+𝐽(s1,2𝑖+1 · s2,2𝑖+1)Δ−ℎ(𝑠𝑧1,2𝑖+1+𝑠
𝑧
2,2𝑖+1),

𝐻2𝑖 = 𝐽(s1,2𝑖 · s2,2𝑖)Δ − ℎ(𝑠𝑧1,2𝑖 + 𝑠𝑧2,2𝑖),

де (s1,𝑖 ·s2,𝑖)Δ = 𝑠𝑥1,𝑖𝑠
𝑥
2,𝑖+𝑠

𝑦
1,𝑖𝑠

𝑦
2,𝑖+Δ𝑠𝑧1,𝑖𝑠

𝑧
2,𝑖, 𝑠𝛼𝑙,𝑖 (𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) позначає проекцiї спiн-1/2

операторiв, 𝐽 — анiзотропна Гайзенберґова взаємодiя мiж спiнами у вертикальних

i горизонтальних зв’язках, Δ — параметр анiзотропiї, а 𝐽1 — Iзинґова взаємодiя

мiж спiнами сусiднiх димерiв. Далi нас цiкавитиме переважно окремий випадок

антиферомагнiтної взаємодiї 𝐽 > 0, Δ > 0, 𝐽1 > 0, що викликає фрустрацiю

спiнiв. Крiм того, для зручностi вибрано перiодичнi граничнi умови для спiнiв

s𝑙,𝑁+1 ≡ s𝑙,1.
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Рис. 6.1. Спiн-12 ортогонально-димерний ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа: товстими
(тонкими) лiнiями позначенi зв’язки Гайзенберґа (Iзинґа).

Оскiльки 𝑧-компонента повного спiну на вертикальному зв’язку Гайзенберґа

є консервативною величиною, i це єдиний спiльний оператор для сусiднiх локаль-

них гамiльтонiанiв 𝐻𝑖, усi 𝐻𝑖 комутують один з одним. Звiдси випливає, що зру-

чно використати розклад повного гамiльтонiана (6.1) на суму комутуючих частин

𝐻 =
∑︀𝑁/2

𝑖=1 𝐻̃2𝑖+1, де

𝐻̃2𝑖+1 = 𝐻2𝑖+1 + (𝐻2𝑖 +𝐻2𝑖+2)/2. (6.2)

Розгляньмо тепер оператор повного спiнового моменту на вертикальних зв’язках

Гайзенберґа S2𝑖 = s1,2𝑖 + s1,2𝑖. Цiлком очевидно, що S2𝑖 представляє збережувану

величину з чiтко визначеними квантовими числами 𝑆 = 0, 1 i |S2𝑖|2 = 𝑆(𝑆 + 1),

𝑆𝑧
2𝑖 = −𝑆,−𝑆 + 1, . . . , 𝑆 [335]. Вiдповiднi власнi стани цього оператора спiнового

моменту можна позначити як |𝑆2𝑖, 𝑆
𝑧
2𝑖⟩.

Використавши метод матрицi переносу [321], статистичну суму моделi мо-

жна записати у такiй формi:

𝑍 = Tr{𝑆2𝑖,𝑆𝑧
2𝑖}

𝑁/2∏︁
𝑖=1

𝑇 (𝑆2𝑖, 𝑆
𝑧
2𝑖;𝑆2𝑖+2, 𝑆

𝑧
2𝑖+2), (6.3)

де матриця переносу 𝑇 (𝑆2𝑖, 𝑆
𝑧
2𝑖;𝑆2𝑖+2, 𝑆

𝑧
2𝑖+2) = Tr{𝑠1,2𝑖+1,𝑠2,2𝑖+1} exp(−𝛽𝐻̃2𝑖+1) мiстить

слiд за двома спiнами (2𝑖 + 1)-го горизонтального Гайзенберґового зв’язку. Тут,

𝛽 = 1/𝑇 позначає обернену температуру (стала Больцмана приведена до одиницi

𝑘B = 1). Пряме обчислення дає матрицю переносу у формi (де рядки i стовпцi
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вiдповiдають такому набору станiв |0, 0⟩, |1, 1⟩, |1, 0⟩, |1,−1⟩):

𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎4𝑏

2
2 𝑎−3 𝑏

−
1 𝑏2 𝑎4𝑏

2
2𝑐 𝑎+3 𝑏

+
1 𝑏2

𝑎−3 𝑏
−
1 𝑏2 𝑎−1 (𝑏

−
1 )

2 𝑎−3 𝑏
−
1 𝑏2𝑐 𝑎2𝑏

−
1 𝑏

+
1

𝑎4𝑏
2
2𝑐 𝑎−3 𝑏

−
1 𝑏2𝑐 𝑎4𝑏

2
2𝑐

2 𝑎+3 𝑏
+
1 𝑏2𝑐

𝑎+3 𝑏
+
1 𝑏2 𝑎−1 𝑏

−
1 𝑏

+
1 𝑎+3 𝑏

+
1 𝑏2𝑐 𝑎+1 (𝑏

+
1 )

2

⎞⎟⎟⎠ , (6.4)

𝑎±1 =2

{︂
e−

𝛽Δ𝐽
4 cosh[𝛽(𝐽1±ℎ)]+e

𝛽Δ𝐽
4 cosh

(︂
𝛽𝐽

2

)︂}︂
,

𝑎2=2

{︂
e−

𝛽Δ𝐽
4 cosh(𝛽ℎ)+e

𝛽Δ𝐽
4 cosh

(︂
𝛽

2

√︁
𝐽2+4𝐽2

1

)︂}︂
,

𝑎±3 =2

{︂
e−

𝛽Δ𝐽
4 cosh

[︂
𝛽

(︂
𝐽1
2
±ℎ
)︂]︂

+e
𝛽Δ𝐽
4 cosh

(︂
𝛽

2

√︁
𝐽2+𝐽2

1

)︂}︂
,

𝑎4=2

{︂
e−

𝛽Δ𝐽
4 cosh(𝛽ℎ)+e

𝛽Δ𝐽
4 cosh

(︂
𝛽𝐽

2

)︂}︂
,

𝑏±1 =e−
𝛽
2 (

Δ𝐽
4 ±ℎ), 𝑏2=e

𝛽𝐽(2+Δ)
8 , 𝑐=e−

𝛽𝐽
2 .

У випадку ненульового зовнiшнього поля ℎ ̸= 0 одне власне значення матрицi пе-

реносу дорiвнює нулю, а iншi три власнi значення задаються коренями кубiчного

рiвняння 𝜆3 + 𝐴𝜆2 +𝐵𝜆+ 𝐶 = 0, де

𝐴 = −𝑎−1 (𝑏−1 )2−𝑎+1 (𝑏+1 )2−𝑎4𝑏22(1 + 𝑐2),

𝐵 =
[︁
(𝑎−1 (𝑏

−
1 )

2+𝑎+1 (𝑏
+
1 )

2)𝑎4−(𝑎−3 )
2(𝑏+1 )

2−(𝑎+3 )
2(𝑏−1 )

2
]︁
𝑏22(1 + 𝑐2)

+(𝑎−1 𝑎
+
1 − 𝑎22)(𝑏

−
1 )

2(𝑏+1 )
2,

𝐶 =
[︁
− (𝑎−1 𝑎

+
1 − 𝑎22)𝑎4 + 𝑎−1 (𝑎

+
3 )

2 + 𝑎+1 (𝑎
−
3 )

2 − 2𝑎2𝑎
−
3 𝑎

+
3

]︁
(𝑏−1 )

2(𝑏+1 )
2𝑏22(1 + 𝑐2),

якi можна обчислити за допомогою тригонометричних розв’язкiв кубiчного рiв-

няння. У термодинамiчнiй границi вiльна енергiя на вузол отримується в межах

методу матрицi переносу [321]:

𝑓 = lim
𝑁→∞

− 1

2𝑁𝛽
log𝑍 = − 1

4𝛽
log 𝜆max, (6.5)

де 𝜆max — найбiльше власне значення цiєї матрицi (6.4).
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6.1.1. Основний стан

Почнемо з вивчення властивостей основного стану спiн-1/2 ортогонально-

димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа. Для цього знайдемо власний стан з

найнижчою енергiєю локального гамiльтонiана (6.2), оскiльки для одновимiрної

системи завжди можливо поширити його на весь ланцюжок, а далi довести за до-

помогою варiацiйного принципу, що вiн утворює глобальний основний стан (див.,

наприклад, [330]). Використовуючи цю процедуру, ми знайшли такi шiсть основ-

них станiв:

• невироджена синглет-димерна (SD) фаза

|SD⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

|𝒮𝑖⟩, (6.6)

|𝒮𝑖⟩ =
1√
2
(| ↑1,𝑖↓2,𝑖⟩ − | ↓1,𝑖↑2,𝑖⟩) (6.7)

з енергiєю 𝐸0 = −𝑁𝐽(2 + Δ)/4,

• двократно-вироджена модульована антиферомагнiтна (MAF) фаза

|MAF⟩=
𝑁/4∏︁
𝑖=1

{︃
|↑1,2𝑖↑2,2𝑖⟩|𝜑(+)

2𝑖+1⟩|↓1,2𝑖+2↓2,2𝑖+2⟩|𝜑(−)
2𝑖+3⟩,

|↓1,2𝑖↓2,2𝑖⟩|𝜑(−)
2𝑖+1⟩|↑1,2𝑖+2↑2,2𝑖+2⟩|𝜑(+)

2𝑖+3⟩,
(6.8)

|𝜑(+)
𝑖 ⟩ = − sin

(︁𝛼
2

)︁
| ↑1,𝑖↓2,𝑖⟩+ cos

(︁𝛼
2

)︁
| ↓1,𝑖↑2,𝑖⟩,

|𝜑(−)
𝑖 ⟩ = cos

(︁𝛼
2

)︁
| ↑1,𝑖↓2,𝑖⟩+ sin

(︁𝛼
2

)︁
| ↓1,𝑖↑2,𝑖⟩,

cos𝛼 =
2𝐽1√︀

𝐽2 + 4𝐽2
1

(6.9)

з енергiєю 𝐸0 = −𝑁
√︀
𝐽2 + 4𝐽2

1/4 i квантовою редукцiєю антиферомагнiтної

намагнiченостi спiнiв на горизонтальних Гайзенберґових зв’язках: ⟨𝑠𝑧1,2𝑖+1⟩ =
⟨𝑠𝑧2,2𝑖+3⟩ = −⟨𝑠𝑧2,2𝑖+1⟩ = −⟨𝑠𝑧1,2𝑖+3⟩ = − cos𝛼,

• двократно-вироджена антиферомагнiтна (AF) фаза

|AF⟩ =

𝑁/2∏︁
𝑖=1

{︂
| ↑1,2𝑖↑2,2𝑖⟩| ↓1,2𝑖+1↓2,2𝑖+1⟩,
| ↓1,2𝑖↓2,2𝑖⟩| ↑1,2𝑖+1↑2,2𝑖+1⟩ (6.10)

з енергiєю 𝐸0 = 𝑁(Δ𝐽/2− 𝐽1)/2,
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• двократно-вироджена модульована феримагнiтна (MFI) фаза

|MFI⟩ =

𝑁/4∏︁
𝑖=1

{︃
| ↑1,2𝑖↑2,2𝑖⟩|𝜙(+)

2𝑖+1⟩|𝒮2𝑖+2⟩|𝜙(−)
2𝑖+3⟩,

|𝒮2𝑖⟩|𝜙(−)
2𝑖+1⟩| ↑1,2𝑖+2↑2,2𝑖+2⟩|𝜙(+)

2𝑖+3⟩,
(6.11)

|𝜙(+)
𝑖 ⟩ = − sin

(︂
𝛼′

2

)︂
| ↑1,𝑖↓2,𝑖⟩+ cos

(︂
𝛼′

2

)︂
| ↓1,𝑖↑2,𝑖⟩,

|𝜙(−)
𝑖 ⟩ = cos

(︂
𝛼′

2

)︂
| ↑1,𝑖↓2,𝑖⟩+ sin

(︂
𝛼′

2

)︂
| ↓1,𝑖↑2,𝑖⟩,

cos𝛼′ =
𝐽1√︀

𝐽2
1 + 𝐽2

(6.12)

з енергiєю 𝐸0 = −𝑁(
√︀
𝐽2 + 𝐽2

1 + 𝐽(1 + Δ)/2 + ℎ)/4 i квантовою редукцiєю

антиферомагнiтної намагнiченостi спiнiв на горизонтальних Гайзенберґових

зв’язках: ⟨𝑠𝑧1,2𝑖+1⟩ = ⟨𝑠𝑧2,2𝑖+3⟩ = −⟨𝑠𝑧2,2𝑖+1⟩ = −⟨𝑠𝑧1,2𝑖+3⟩ = − cos𝛼′,

• двократно-вироджена фаза перiодично-змiнних зв’язкiв (SB)

|SB⟩ =

𝑁/2∏︁
𝑖=1

{︂
| ↑1,2𝑖↑2,2𝑖⟩|𝒮2𝑖+1⟩,
|𝒮2𝑖⟩| ↑1,2𝑖+1↑2,2𝑖+1⟩ (6.13)

з енергiєю 𝐸0 = −𝑁(𝐽/2 + ℎ)/2,

• феромагнiтна (FM) фаза

|FM⟩ =

𝑁/2∏︁
𝑖=1

| ↑1,2𝑖↑2,2𝑖⟩| ↑1,2𝑖+1↑2,2𝑖+1⟩ (6.14)

з енергiєю 𝐸0 = 𝑁(𝐽1/2 + Δ𝐽/4− ℎ).

Фазова дiаграма основного стану у нульовому полi, показана на рис. 6.2,

мiстить лише три рiзнi основнi стани SD, MAF i AF. Очевидно, що SD фаза

стає основним станом у частковому випадку антиферомагнiтного Гайзенберґо-

вого зв’язку i достатньо слабкої мiждимерної взаємодiї Iзинґа. Коли мiждимерна

взаємодiя Iзинґа 𝐽1 посилюється, починає домiнувати MAF фаза з своєрiдним

квантовим антиферомагнiтним порядком спiнiв на горизонтальних зв’язках Гай-

зенберґа, що супроводжується змiнним характером повнiстю поляризованих три-

плетiв на вертикальних зв’язках Гайзенберґа (6.8). Нарештi, повнiстю поляризо-

ванi триплетнi стани на вертикальному та горизонтальному димерах Гайзенберґа



158

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 0  0.5  1  1.5  2

∆

J
1

SD

AF

MAF ß

Рис. 6.2. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 ортогонально-димерного лан-
цюжка Iзинґа-Гайзенберґа (6.1) у нульовому магнiтному полi для 𝐽 = 1.
Пунктирна лiнiя вказує на межу фаз iз макроскопiчним виродженням
2𝑁/2.

утворюють основний стан для окремого випадку феромагнiтного димерного 𝑧𝑧

зв’язку (Δ < 0), тодi як найближчi вертикальнi та горизонтальнi зв’язки Гайзен-

берґа поляризованi в протилежному напрямку. Межу мiж вiдповiдними фазами

можна легко обчислити, порiвнюючи енергiї основного стану 𝐸0 окремих фаз:

• SD-AF: Δ = 2𝐽1/𝐽 − 1,

• SD-MAF: Δ = −2 +
√︀
1 + 4(𝐽1/𝐽)2,

• MAF-AF: Δ = 2𝐽1/𝐽 −
√︀
1 + 4(𝐽1/𝐽)2.

Примiтно, що всi кривi зустрiчаються в однiй потрiйнiй точцi з координатами

𝐽1/𝐽 = 2/3, Δ = −1/3. Як буде показано нижче, на межi основний стан мiж

MAF i AF макроскопiчно вироджений 𝒲 = 2𝑁/2.

На рис. 6.3 показано вплив ненульового магнiтного поля на загальну фа-

зову дiаграму основного стану для кiлькох значень обмiнної анiзотропiї Δ. Роз-

гляньмо спочатку окремий випадок антиферомагнiтної димерної взаємодiї Гай-

зенберґа з Δ = 1. За цiєї умови основний стан за вiдсутностi поля може бути

фазою SD або MAF залежно вiд взаємної конкуренцiї мiж димерною взаємодiєю
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Рис. 6.3. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 ортогонально-димерного лан-
цюжка Iзинґа-Гайзенберґа для 𝐽 = 1, Δ = 1,−0.25,−0.5,−1. Штрихо-
ваними лiнiями позначено основний стан iз макроскопiчним вироджен-
ням мономерного покриття на ланцюжку, пунктирними лiнiями позначе-
но макроскопiчне виродження димерного покриття на ланцюжку (див.
основний текст).

Гайзенберґа та мiждимерною взаємодiєю Iзинґа 𝐽 i 𝐽1. Проте магнiтне поле сере-

дньої сили руйнує як SD, так i MAF стани за рахунок енергетичної стабiлiзацiї

фази MFI, яка характеризується чергуванням немагнiтних синглетiв i повнiстю

поляризованих триплетiв на вертикальних зв’язках Гайзенберґа. Отже, цей остан-

нiй основний стан проявляється в процесi намагнiчення як промiжне 1/4 плато,

оскiльки тут вiдсутнiй внесок у загальну намагнiченiсть спiнiв на горизонтальних
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зв’язках Гайзенберґа, якi демонструють квантовий антиферомагнiтний порядок.

Подальше збiльшення зовнiшнього магнiтного поля призводить до появи фази

SB, в якiй регулярно чергуються немагнiтнi синглети i повнiстю поляризованi

триплети на горизонтальних i вертикальних зв’язках Гайзенберґа. В результатi

фаза SB спричиняє наявнiсть додаткового плато 1/2 намагнiченостi насичення.

Нарештi, достатньо сильне магнiтне поле природним чином перевертає всi спiни

в напрямку зовнiшнього поля, що призводить до повнiстю поляризованої фази

FM. У пiдсумку, крива намагнiченостi при нульовiй температурi вiдображає два

рiзних промiжних плато при 1/4 i 1/2 намагнiченостi насичення, якi виявляють

двi фази MFI i SB квантового характеру. Слiд зазначити, що ця картина якiсно

не змiнюється для загальнiшого випадку антиферомагнiтних димерних взаємодiй

Гайзенберґа з Δ > 0.

З iншого боку, можливi кiлька топологiй фазової дiаграми основного стану

для окремого випадку Δ < 0, що вiдповiдає феромагнiтнiй взаємодiї Гайзенбер-

ґа у димерi. Якщо −1
3 < Δ < 0, нова фаза AF може бути виявлена в областi

низького поля фазової дiаграми основного стану для достатньо високих значень

мiждимерної взаємодiї Iзинґа 𝐽1. Як наслiдок, для достатньо сильних мiждимер-

них взаємодiй модель демонструє прямий iндукований полем перехiд вiд фази AF

до фази SB з 1/2 плато, минаючи фазу MFI з 1/4 плато. Якщо мiждимерна взає-

модiя Iзинґа 𝐽1 достатньо слабка, вплив зовнiшнього магнiтного поля є подiбним

до розглянутого ранiше випадку. Зростаюче магнiтне поле змiнює в першому пе-

рехiдному полi основний стан SD, MAF або AF на MFI фазу з 1/4 плато, потiм

у другому перехiдному полi фазу MFI на SB фазу з 1/2 плато i, нарештi, фазу

SB при полi насичення до повнiстю поляризованої фази FM. Ось чому на кри-

вих намагнiченостi при нульовiй температурi все ще присутнi дробовi плато 1/4

та 1/2. Далi вертикальна смуга, що вiдповiдає фазi MAF, повнiстю зникає з фа-

зової дiаграми основного стану для −1 < Δ < −1
3 . Нарештi, фазова дiаграма

основного стану стає досить простою для Δ ≤ −1, коли феромагнiтна димер-

на взаємодiя Гайзенберґа типу легкої осi пiдтримує лише поляризованi триплетнi

стани. Основний стан за вiдсутностi магнiтного поля створюється фазою AF, i цей
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порядок руйнується в полi насичення до фази FM. З наведених вище аргументiв

цiлком зрозумiло, що обидва промiжнi дробовi плато 1/4 та 1/2 намагнiченостi

насичення зникають з кривої намагнiченостi при нульовiй температурi.

Для повноти картини наведемо отриманi вирази для перехiдних полiв ℎ на

межах мiж окремими фазами i їх макроскопiчними виродженнями 𝒲 у термоди-

намiчнiй границi 𝑁 → ∞:

• SD-MFI: ℎ = −
√︀
𝐽2 + 𝐽2

1 +
𝐽(3+Δ)

2 , якщо Δ > −1, 𝒲 = (1+
√
5

2 )𝑁/2;

• MAF-MFI: ℎ =
√︀
𝐽2 + 4𝐽2

1 −
√︀
𝐽2 + 𝐽2

1 − 𝐽(1+Δ)
2 , якщо Δ > −1

3 , 𝒲 = 2𝑁/4;

• MFI-SB: ℎ =
√︀
𝐽2 + 𝐽2

1 − 𝐽(1−Δ)
2 , 𝒲 = 2𝑁/2;

• SB-FM: ℎ = 𝐽(1+Δ)
2 + 𝐽1, 𝒲 = (1+

√
5

2 )𝑁 ;

• AF-MFI: ℎ = −
√︀
𝐽2 + 𝐽2

1 +2𝐽1− 𝐽(1+3Δ)
2 , якщо −1 < Δ < 0, 𝒲 = (1+

√
5

2 )𝑁/2;

• AF-SB: ℎ = −𝐽(1+Δ)
2 + 𝐽1, якщо −1 < Δ < 0, 𝒲 = 2𝑁/2;

• AF-FM: ℎ = 𝐽1, якщо Δ < −1, 𝒲 = (1+
√
5

2 )𝑁 .

Варто зауважити, що основний стан на деяких границях фаз є сильно виродже-

ним. Щоб отримати виродження, ми можемо застосувати спосiб пiдрахунку ди-

мерних покриттiв у ланцюжку як зроблено в роботi [342]. Розглянемо, наприклад,

межу фаз мiж фазами SB i FM. FM-фазу можна представити як одновимiрний

ґратковий газ, де всi вузли порожнi [· · · ∘ ∘ ∘ ∘ . . . ], тодi як фаза SB вiдповiдає

конфiгурацiї, де зайнято кожен другий вузол [· · · ∙ ∘ ∙ ∘ . . . ]. Тут намагнiчений

стан димера Гайзенберґа покладаємо як порожнiй стан, а його немагнiтний син-

глетний стан — заповнений стан. У результатi можна побудувати основний стан

на вiдповiднiй межi роздiлу мiж цими двома фазами з усiх конфiгурацiй частинок

з наступним обмеженням: частинки не можуть займати сусiднi вузли, тобто. мiж

частинками iснує нескiнченно сильне вiдштовхування найближчих сусiдiв. Таку

систему можна переформулювати як проблему димера, а розраховане виродження

в термодинамiчнiй границi визначається [(1 +
√
5)/2]𝑁 [342]. Слiд зазначити, що

таке ж значення виродження отримується на межi мiж фазами FM i AF, якщо

стан зв’язку 𝑆𝑧
𝑖 = −1 (↓) розглядати як зайнятий вузол. Подiбне представлен-
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ня може бути побудовано також на межах SD-MFI i AF-MFI. Єдина вiдмiннiсть

полягає в тому, що в картинi ґраткового газу беруть участь тiльки вертикальнi

зв’язки Гайзенберґа. Отже, таке виродження дорiвнює [(1 +
√
5)/2]𝑁/2.

Усi iншi межi мають виродження мономерiв на ланцюжку розмiром 𝑁/2 або

𝑁/4 або вiльних спiнiв Iзинґа. Наприклад, розгляньмо всi можливi конфiгурацiї

на межi мiж станами MAF i MFI. Фаза MAF узгоджується з антиферомагнiтним

порядком вертикальних зв’язкiв Гайзенберґа i може бути схематично представ-

лена як [. . . ↑↓↑↓ . . . ]. Навпаки, фаза MFI демонструє на вертикальних димерах

Гайзенберґа регулярне чергування повнiстю поляризованих триплетних i нема-

гнiтних синглетних зв’язкiв [. . . ↑ 0 ↑ 0 . . . ]. Тут ↑(↓) позначає 𝑆𝑧
2𝑖 = ±1 стан,

а 0 вiдноситься до синглетного стану. Обидвi фази є подвiйно виродженими. У

цьому конкретному випадку стан зв’язку на непарних вертикальних зв’язках Гай-

зенберґа збiгається для обох фаз, тодi як два рiзнi стани (або поляризованi, або

синглетнi) доступнi для будь-якого парного вертикального зв’язку Гайзенберґа.

Тодi два ступенi свободи будь-якого парного вертикального зв’язку Гайзенберґа

можна iдентифiкувати як фiктивний Iзинґовий спiн 1/2 i, отже, основний стан

на межi мiж фазами MAF i MFI має макроскопiчне виродження 2𝑁/4. Окремий

випадок межi AF-SB має те саме зображення, що й межа MAF-MFI. З тiєю лише

рiзницею, що мова йде не лише про вертикальнi, а про всi Гайзенберґовi зв’язки.

Таким чином, макроскопiчне виродження на межi фаз AF-SB пропорцiйне 2𝑁/2.

Фази MAF i AF також мають класичнi впорядкування (антиферомагнiтнi

та феромагнiтнi) для вертикальних зв’язкiв, тобто [. . . ↑↓↑↓ . . . ] i [. . . ↑↑↑↑ . . . ],
[. . . ↓↓↓↓ . . . ] вiдповiдно. На межi основного стану енергiя будь-якого випадкового

впорядкування конфiгурацiй вертикальних зв’язкiв буде однаковою, що означає,

що виродження основного стану дорiвнює 2𝑁/2 для цього конкретного випадку.

Подiбним є випадок роздiлу фаз мiж фазами MFI i SB. Єдина вiдмiннiсть вiд

попереднього випадку полягає в тому, що ↓ на вертикальних зв’язках потрiбно

змiнити на синглетний стан 0. Решта аналiзу аналогiчна i дає виродження 2𝑁/2.

Порiвнюючи фазову дiаграму основного стану спiн-1/2 ортогонально-

димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа з аналогiчним результатом для
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ортогонально-димерного ланцюжка Гайзенберґа, отриманим за допомогою мето-

ду DMRG (див. рис. 9 статтi [124]), бачимо, що обидвi фазовi дiаграми мiстять

областi з плато намагнiченостi нуль, 1/4 i 1/2. Рiзниця мiж фазовими дiаграмами

стає принципово помiтною для достатньо сильної мiждимерної взаємодiї 𝐽1, ко-

ли димер-плакетна фаза з’являється в моделi Гайзенберґа замiсть фази MAF,

характерної для моделi Iзинґа-Гайзенберґа. Ця розбiжнiсть викликана нескiн-

ченно сильною анiзотропiєю взаємодiї Iзинґа мiж димерами. Крiм того, спiн-1/2

ортогонально-димерний ланцюжок Гайзенберґа демонструє нескiнченну послiдов-

нiсть сходинок намагнiченостi мiж плато намагнiченостi 1/4 та 1/2 [120], а також

неперервну змiну намагнiченостi вiд 1/2 плато до намагнiченостi насичення. З

iншого боку, спiн-1/2 ортогонально-димерний ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа де-

монструє макроскопiчне виродження в полi насичення, яке супроводжується вiд-

повiдним стрибком намагнiченостi.

6.1.2. Термодинамiка i магнетокалоричний ефект

Макроскопiчне виродження на межi двох фаз основного стану може про-

являтися в низькотемпературнiй поведiнцi основних термодинамiчних величин,

як ентропiя, теплоємнiсть або намагнiченiсть. Слiд зауважити, що ентропiя мо-

же приймати скiнченнi значення при нульовiй температурi щоразу, коли основ-

ний стан є макроскопiчно виродженим через спiвiснування фаз. Ентропiю на

спiн можна легко отримати за допомогою термодинамiчного спiввiдношення 𝑠 =

−(𝜕𝑓/𝜕𝑇 ), а залишкову ентропiю на межах фаз, пов’язаних з макроскопiчним

виродженням основного стану, за рiвнянням Больцмана 𝑠0 = 1
2𝑁 ln𝒲 [343]. Та-

ким чином, залишкова ентропiя на межi мiж рiзними фазами може бути прямо

обчислена за результатами, представленими в пiдроздiлi 6.1.1. Враховуючи все це,

залишкова ентропiя приймає значення 1
2 ln((1+

√
5)/2) ≈ 0.2406 на межах SB-FM

i AF-FM, 1
4 ln((1+

√
5)/2) ≈ 0.1203 на межах SD-MFI i AF-MFI, 1

4 ln 2 ≈ 0.1733 на

межах MFI-SB i AF-SB, 1
8 ln 2 ≈ 0.0866 на межi MAF-MFI. Як видно з рис. 6.4,

польова залежнiсть ентропiї справдi показує помiтнi пiки в перехiдних полях, ви-
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сота яких вiдповiдає розрахованим вище значенням залишкової ентропiї (окремий

випадок, показаний на рис. 6.4, демонструє три послiдовнi iндукованi полем пере-

ходи SD-MFI, MFI-SB i SB-FM). З рис. 6.4 також добре видно, що навiть невелика

 0
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Рис. 6.4. Ентропiя на спiн в залежностi вiд магнiтного поля для спiн-1/2
ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа з 𝐽 = 1, Δ = 1,
𝐽1 = 0.7 при рiзних температурах 𝑇 = 0.01, 0.05, 0.1 (знизу вгору).

температура згладжує польову залежнiсть ентропiї i таким чином руйнує її чiткий

профiль. Крiм того, добре вiдомо, що фрустрованi квантовi спiновi моделi можуть

демонструвати посилений магнетокалоричний ефект поблизу iндукованої полем

квантової критичної точки [337, 344–346]. Тому ми також дослiдили адiабатичне

розмагнiчування моделi, яке можна легко зрозумiти з рис. 6.5. Кривi постiйної ен-

тропiї визначають змiну температури з магнiтним полем пiд час адiабатного про-

цесу. Оскiльки наша модель ланцюжка може мати до трьох критичних полiв, що

супроводжуються макроскопiчним виродженням основного стану — температура

швидко змiнюється поблизу критичного поля щоразу, коли ентропiя вибирається

досить близько до вiдповiдного значення залишкової ентропiї. Така поведiнка, оче-

видно, сприяє високому адiабатичному магнетокалоричному градiєнту (𝜕𝑇/𝜕ℎ)𝑆.

Слiд зауважити, що ми також запропонували ряд ефективних моделей для

термодинамiчного опису ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа у

магнiтних полях, де вiн демонструє стрибки намагнiченостi мiж дробовими плато

1/4 i 1/2 намагнiченостi насичення в основному станi. Зокрема, сформульовано
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Рис. 6.5. Градiєнтне зображення ентропiї як функцiї магнiтного поля та тем-
ператури для ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа з
𝐽 = 1, Δ = 1, 𝐽1 = 0.7. Кривi зi сталою ентропiєю вiдповiдають
𝑠 = 0.1, 0.125, . . . , 0.3 (суцiльнi лiнiї) i до 𝑠 = 0.120, 0.1732, 0.2406 (штри-
хованi лiнiї).

пiдхiд ґраткового газу в околi критичних полiв, щоб пояснити низькотемператур-

ну поведiнку теплоємностi [23].

6.1.3. Застосування до опису магнiтних полiмерних сполук

[Dy2Cu2]𝑛

Як зазначено у роздiлi 1, полiмерна сполука [Dy2Cu2]𝑛 є близькою ре-

алiзацiєю спiн-1/2 ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа (див.

рис. 1.3 (b) для iлюстрацiї), який можна задати таким гамiльтонiаном:

ℋ̂= 𝐽H

𝑁∑︁
𝑖=1

Ŝ1,𝑖 · Ŝ2,𝑖 + 𝐽 ′
I

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜎̂𝑧1,𝑖𝜎̂
𝑧
2,𝑖 + 𝐽I

𝑁∑︁
𝑖=1

[︀
𝑆𝑧
1,𝑖

(︀
𝜎̂𝑧1,𝑖+ 𝜎̂𝑧2,𝑖

)︀
+ 𝑆𝑧

2,𝑖

(︀
𝜎̂𝑧1,𝑖+1+ 𝜎̂𝑧2,𝑖+1

)︀]︀
−𝑔H𝜇B𝐵

𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝑆𝑧
1,𝑖+ 𝑆𝑧

2,𝑖

)︀
− 𝑔I𝜇B𝐵

𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝜎̂𝑧1,𝑖+ 𝜎̂𝑧2,𝑖

)︀
, (6.15)

де Ŝ1(2),𝑖 ≡ (𝑆𝑥
1(2),𝑖, 𝑆

𝑦
1(2),𝑖, 𝑆

𝑧
1(2),𝑖) позначає спiн-1/2 оператори, що вiдносяться до

магнiтних iонiв Cu2+ як Гайзенберґових спiнiв, i 𝜎̂𝑧1(2),𝑖 стосується 𝑧-компоненти

спiн-1/2 операторiв, що вiдповiдають магнiтним iонам Dy3+ як класичних Iзи-

нґових спiнiв. Константи взаємодiй 𝐽H i 𝐽 ′
I визначають силу Гайзенберґових та
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Iзинґових димерних взаємодiй в межах горизонтальних Cu2+-Cu2+ i вертикаль-

них Dy3+-Dy3+ димерiв, вiдповiдно, в той час як константа взаємодiї 𝐽I визначає

силу Iзинґової мiждимерної взаємодiї мiж найближчими магнiтними iонами Cu2+

i Dy3+. Доданки Зеємана ℎH = 𝑔H𝜇B𝐵 i ℎI = 𝑔I𝜇B𝐵 враховують магнетостати-

чну енергiю магнiтних моментiв Гайзенберґових та Iзинґових спiнiв за наявностi

зовнiшнього магнiтного поля 𝐵, якi вiдрiзняються через рiзнi гiромагнiтнi спiв-

вiдношення 𝑔H i 𝑔I для iонiв Cu2+ i Dy3+, вiдповiдно.

Варто зауважити, що статистична сума, вiльна енергiя Гiбса та намагнi-

ченiсть моделi, визначенi через гамiльтонiан (6.15), були точно розрахованi за

перiодичних граничних умов 𝜎̂𝑧1(2),𝑁+1 ≡ 𝜎̂𝑧1(2),1 у нашiй статтi [27]. Використана

процедура обчислення використовує перевагу розбиття загального гамiльтонiана

(6.15) на комутуючi шестиспiновi кластернi гамiльтонiани, що включають один го-

ризонтальний Cu2+-Cu2+ димер i два сусiднi вертикальнi Dy3+-Dy3+ димери, якi

дозволяють прямий розклад статистичної суми на множники вiдповiдних факто-

рiв Больцмана. Пiсля просумування спiнових ступенiв вiльностi горизонтального

димера Cu2+-Cu2+ (димера Гайзенберґа) статистична сума фактично виражається

через матрицю переносу вiд спiнових станiв двох сумiжних вертикальних диме-

рiв Dy3+-Dy3+ (димерiв Iзинґа), i вся магнетотермодинамiка може бути вивчена

за допомогою методу матрицi переносу [27]. Особливiстю розгляду є те, що 𝑔-

фактори для магнiтних iонiв Cu2+ та Dy3+ вiдрiзняються, їхнi очiкуванi (типовi)

значення є такими: 𝑔H ≈ 2 для Cu2+ магнiтних iонiв i 𝑔I ≈ 20 для магнiтних iонiв

Dy3+. Тому адаптуємо точний розв’язок для ортогонально-димерного ланцюжка

Iзинґа-Гайзенберґа [22, 27], щоб дослiдити вплив рiзних «локальних магнiтних по-

лiв» ℎH ̸= ℎ I, якi виникають внаслiдок рiзницi гiромагнiтних факторiв магнiтних

iонiв Cu2+ i Dy3+ 𝑔H ̸= 𝑔I.

Далi детально розглядається основний стан i процес намагнiчування

ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа, покладаючи гiромагнiтнi

фактори 𝑔H = 2 i 𝑔I = 20, якi близькi до типових значення 𝑔-факторiв Ланде

для магнiтних iонiв Cu2+ та Dy3+ вiдповiдно. Щоб зменшити кiлькiсть вiльних

параметрiв, величина константи зв’язку 𝐽I > 0, що вiдповiдає антиферомагнiтнiй



167

-2 -1 0 1 2 3 4 5
1E-3

0.01

0.1

1

10

(a)

9/11-plateau
|I

(18 B)

0-plateau
|II

(0 B)

10/11-plateau
|III

(20 B)

saturation
|IV

(22 B)

-2 -1 0 1 2 3 4 5
1E-3

0.01

0.1

1

10

|VI

B
B 

/ J
I    

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  
B
B 

/ J
I

JH / JI                                                                                 JH / JI(b)

(10 B)

9/11-plateau
|I

(18 B)

0-plateau
(0 B)

|II

10/11-plateau
|III

(20 B)

saturation
|IV

(22 B)

|V
(0 B)

-2 -1 0 1 2 3 4 5
1E-3

0.01

0.1

1

10

9/11-plateau

B
B 

/ J
I    

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

  
B
B 

/ J
I

JH / JI                                                                                 JH / JI(c)

|I

(18 B)

saturation
|IV

(22 B)

10/11-plateau
|III

(20 B)

0-plateau
|V

(0 B)SAF
5/11-plateau

|VI

(10 B)

-2 -1 0 1 2 3 4 5
1E-3

0.01

0.1

1

10

SAF

(d)

9/11-plateau
|I

(18 B)

saturation
|IV

(22 B)

10/11-plateau
|III

(20 B)

0-plateau
|V

(0 B)SAF
5/11-plateau

|VI

(10 B)
SAF

1/11-plateau
|VII

(2 B)

Рис. 6.6. Напiвлогарифмiчний графiк фазової дiаграми основного стану
ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа з гiромагнi-
тними факторами 𝑔H = 2 i 𝑔I = 20 у площинi 𝐽H /𝐽I−𝜇B𝐵/𝐽I для
чотирьох репрезентативних значень спiввiдношення взаємодiї: (a)
𝐽I /𝐽I = −0.5; (b) 𝐽 ′

I/𝐽I = 0.5; (c) 𝐽 ′
I/𝐽I = 2.0; (d) 𝐽 ′

I/𝐽I = 2.5. Числа
в круглих дужках визначають загальну намагнiченiсть в одиницях
магнетона Бора 𝜇B, а частки представляють її вiдносне значення щодо
намагнiченостi насичення.

мiждимернiй взаємодiї Iзинґа Dy3+-Cu2+, служить одиницею енергiї при визначен-

нi вiдносної сили димерної взаємодiї Гайзенберґа 𝐽H/𝐽I всерединi горизонтальних

димерiв, димерної взаємодiї Iзинґа 𝐽 ′
I/𝐽I у вертикальних димерах i магнiтному

полi 𝜇B𝐵/𝐽I.

Наша модель з гiромагнiтними факторами 𝑔H = 2 i 𝑔I = 20 може демонстру-

вати у магнiтному полi до семи рiзних основних станiв залежно вiд спiввiдношень

взаємодiй 𝐽H/𝐽I, 𝐽 ′
I/𝐽I та магнiтного поля 𝜇 B𝐵/𝐽I. Типовi фазовi дiаграми основ-



168

ного стану представленi на рис. 6.6 у площинi параметрiв 𝐽H/𝐽I−𝜇B𝐵/𝐽I для

чотирьох значень 𝐽 ′
I/𝐽I = −0.5, 0.5, 2.0 i 2.5. З рис. 6.6 (a) цiлком очевидно, що

фазова дiаграма основного стану для окремого випадку з феромагнiтним димер-

ним зв’язком Iзинґа 𝐽 ′
I/𝐽I = −0.5 включає лише чотири рiзнi основнi стани, то-

чнiше, класичну феримагнiтну фазу |I⟩ з антипаралельним розташуванням спiнiв

димерiв Iзинґа та Гайзенберґа, що характеризується наступним власним вектором

i вiдповiдною власною енергiєю:

|I⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
↑
↑

⟩
𝑖
⊗ |↓↓⟩𝑖 , 𝐸I =

𝑁

4
(𝐽H + 𝐽 ′

I − 4𝐽I − 4ℎI + 4ℎH) , (6.16)

модульована квантова антиферомагнiтна фаза |II⟩ з антиферомагнiтним впоряд-

куванням димерiв Iзинґа та синглетоподiбним станом димерiв Гайзенберґа

|II⟩=
𝑁/2∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
↑
↑

⟩
2𝑖−1

⊗
(︁
sin𝜙2|↑↓⟩2𝑖−1 − cos𝜙2|↓↑⟩2𝑖−1

)︁
⊗
⃒⃒↓
↓

⟩
2𝑖
⊗
(︁
cos𝜙2|↑↓⟩2𝑖 − sin𝜙2|↓↑⟩2𝑖

)︁
,

𝐸II =−𝑁
4

(︂
𝐽H + 2

√︁
4𝐽2

I + 𝐽2
H − 𝐽 ′

I

)︂
, 𝜙2 =

1

2
arctan

(︂
𝐽H

2𝐽I

)︂
, (6.17)

квантова феримагнiтна фаза |III⟩ з повнiстю поляризованими димерами Iзинґа та

iдеальним синглетним станом димерiв Гайзенберґа

|III⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
↑
↑

⟩
𝑖
⊗ 1√

2
(|↑↓⟩𝑖 − |↓↑⟩𝑖) , 𝐸III = −𝑁

4
(3𝐽H − 𝐽 ′

I + 4ℎI) , (6.18)

i, нарештi, насичена парамагнiтна фаза |IV⟩ з повнiстю поляризованими димерами

Iзинґа та Гайзенберґа

|IV⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
↑
↑

⟩
𝑖
⊗ |↑↑⟩𝑖 , 𝐸IV =

𝑁

4
(𝐽H + 𝐽 ′

I + 4𝐽I − 4ℎI − 4ℎH) . (6.19)

Важливо, що всi власнi вектори записуються як тензорний добуток за станами

вертикальних димерiв Iзинґа (перший вектор стану) i горизонтальних димерiв

Гайзенберґа (другий вектор стану), вiдповiдно. За достатньо низьких магнiтних



169

полiв класична феримагнiтна фаза |I⟩ домiнує в областi параметрiв iз феромагнi-

тним Гайзенберґовим димерним зв’язком 𝐽H < 0, тодi як модульована квантова

антиферомагнiтна фаза |II⟩ i квантова феримагнiтна фаза |III⟩ домiнують в обла-

стi параметрiв з антиферомагнiтним Гайзенберґовим димерним зв’язком 𝐽H > 0.

Звичайно, насичена парамагнiтна фаза |IV⟩ представляє фактичний основний

стан при достатньо високих магнiтних полях, незалежно вiд того, чи розглядає-

ться феромагнiтна чи антиферомагнiтна димерна взаємодiя Гайзенберґа.

З iншого боку, фазова дiаграма основного стану моделi для [Dy2Cu2]𝑛 iз вiд-

носно слабким антиферомагнiтним димерним зв’язком Iзинґа додатково включає

два iншi основнi стани [див. рис. 6.6 (b) для 𝐽 ′
I/𝐽I = 0.5], яку можна iдентифiкува-

ти як фрустровану квантову антиферомагнiтну фазу |V⟩ з подвiйним виродженим

антиферомагнiтним станом димерiв Iзинґа та iдеальним синглетним станом ди-

мерiв Гайзенберґа

|V⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
↑
↓

⟩
𝑖

(︁
or
⃒⃒↓
↑

⟩
𝑖

)︁
⊗ 1√

2
(|↑↓⟩𝑖 − |↓↑⟩𝑖) , 𝐸V = −𝑁

4
(3𝐽H + 𝐽 ′

I) , (6.20)

i сильно вироджена модульована квантова феримагнiтна фаза |VI⟩ iз змiнним

феро-антиферомагнiтним характером димерiв Iзинґа та квазi-синглетним станом

димерiв Гайзенберґа

|VI⟩=
𝑁/2∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
↑
↑

⟩
2𝑖−1

⊗
(︁
sin𝜙6|↑↓⟩2𝑖−1 − cos𝜙6|↓↑⟩2𝑖−1

)︁
⊗
⃒⃒↑
↓

⟩
2𝑖

(︁
or
⃒⃒↓
↑

⟩
2𝑖

)︁
⊗
(︁
cos𝜙6|↑↓⟩2𝑖 − sin𝜙6|↓↑⟩2𝑖

)︁
,

𝐸VI =−𝑁
4

(︂
𝐽H + 2

√︁
𝐽2

I + 𝐽2
H + 2ℎI

)︂
, 𝜙6 =

1

2
arctan

(︂
𝐽H

𝐽I

)︂
. (6.21)

З рис. 6.6 (b) цiлком зрозумiло, що фазова дiаграма основного стану не змiнилася

в просторi параметрiв iз феромагнiтним димерним зв’язком Гайзенберґа 𝐽H < 0,

тодi як виникають два новi основнi стани при низьких (аж до помiрних) магнiтних

полях у просторi параметрiв iз достатньо сильним антиферомагнiтним димерним

зв’язком Гайзенберґа 𝐽H > 0. Слiд зазначити, що фрустрована квантова антифе-

ромагнiтна фаза |V⟩ пригнiчує модульовану квантову антиферомагнiтну фазу |II⟩
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при збiльшеннi вiдносної сили антиферомагнiтного Iзинґового димерного зв’язку

𝐽 ′
I/𝐽I, поки цей стан повнiстю не зникне з фазової дiаграми основного стану, про

що свiдчить рис. 6.6 (c) для 𝐽 ′
I/𝐽I = 2.0. Важливим є те, що достатньо силь-

ний антиферомагнiтний Iзинґовий димерний зв’язок 𝐽 ′
I/𝐽I > 2 може додатково

викликати появу нового основного стану також у просторi параметрiв iз ферома-

гнiтним димерним зв’язком Гайзенберґа 𝐽H < 0 i достатньо малими магнiтними

полями, який можна iдентифiкувати як фрустровану феримагнiтну фазу |VII⟩ з

двократним виродженням антиферомагнiтного стану димерiв Iзинґа та повнiстю

поляризованих димерiв Гайзенберґа:

|VII⟩ =
𝑁∏︁
𝑖=1

⃒⃒⃒
↑
↓

⟩
𝑖

(︁
or
⃒⃒↓
↑

⟩
𝑖

)︁
⊗ |↑↑⟩𝑖, 𝐸VII =

𝑁

4
(𝐽H − 𝐽 ′

I − 4ℎH) . (6.22)

Щiлиннi основнi стани (6.16)–(6.22) повиннi проявлятися на кривих намагнi-

ченостi при нульовiй i низькiй температурах моделi як промiжнi плато при дро-

бових значеннях намагнiченостi насичення. Враховуючи конкретнi значення гiро-

магнiтних факторiв 𝑔H = 2 i 𝑔I = 20, можна виявити, що ортогонально-димерний

ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа демонструє значну рiзноманiтнiсть кривих намагнi-

чення з дев’ятьма можливими сценарiями намагнiчення, як показано на рис. 6.7.

Згiдно з отриманими вище фазовими дiаграмами основного стану, можна

знайти три рiзнi сценарiї поведiнки намагнiченостi: з одним фазовим переходом,

керованим полем |I⟩−|IV⟩ [рис. 6.7(a)], з трьома iндукованими полем фазовими

переходами |II⟩−|I⟩−|III⟩−|IV⟩ [рис. 6.7(b)], або з двома фазовими переходами, ке-

рованими полем |II⟩−|III⟩−|IV⟩ [рис. 6.7(c)] на основi припущення, що димерний

зв’язок Iзинґа є феромагнiтним 𝐽 ′
I < 0. Окремий випадок зi слабким антиферома-

гнiтним Iзинґовим димерним зв’язком 𝐽 ′
I/𝐽I ≳ 0 вiдображає iншi три типи проце-

сiв намагнiчення через наявнiсть фаз |V⟩ та/або |VI⟩: один тип передбачає послi-

довнiсть чотирьох фазових переходiв, керованих полем |II⟩−|VI⟩−|I⟩−|III⟩−|IV⟩
[рис. 6.7(d)], а iншi два типи включають послiдовнiсть трьох iндукованих по-

лем фазових переходiв |II⟩−|VI⟩−|III⟩−|IV⟩ [рис. 6.7(e)] або |V⟩−|VI⟩−|III⟩−|IV⟩
[рис. 6.7(f)] вiдповiдно. Нарештi, конкретний випадок iз достатньо сильним анти-
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Рис. 6.7. Напiвлогарифмiчний графiк усiх репрезентативних iзотермiчних кри-
вих намагнiченостi моделi (6.15) з гiромагнiтними факторами 𝑔H = 2
i 𝑔I = 20, розрахованими при трьох рiзних температурах 𝑘B𝑇/𝐽I = 0 (су-
цiльнi червонi лiнiї), 0.05 (синi пунктирнi лiнiї) i 0.15 (зеленi пунктирнi
лiнiї). Рiзнi панелi демонструють рiзноманiття процесу намагнiчення в
основному в залежностi вiд вибору констант зв’язку 𝐽H/𝐽I i 𝐽 ′

I/𝐽I, указанi
у вiдповiдних панелях.

феромагнiтним Iзинґовим димерним зв’язком 𝐽 ′
I/𝐽I ≫ 0 може демонструвати три

iншi сценарiї намагнiченостi, якi включають послiдовнiсть двох зумовлених полем

фазових переходiв |VII⟩−|I⟩−|IV⟩ [рис. 6.7(g )], п’ять iндукованих полем фазових

переходiв |V⟩−|VII⟩−|VI⟩−|I⟩−|III⟩−|IV⟩ [рис. 6.7 (h)] або чотири iндукованих по-

лем фазових переходiв |V ⟩−|VI⟩−|I⟩−|III⟩−|IV⟩ [рис. 6.7(i)] вiдповiдно.

Тут доречно згадати проблему температурної стiйкостi окремих плато на-
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магнiченостi. З рис. 6.7 цiлком очевидно, що деякi промiжнi плато є досить жорс-

ткими щодо теплових флуктуацiй, i їх можна чiтко розрiзнити на вiдповiдних

iзотермiчних кривих намагнiченостi при низьких (𝑘B𝑇/𝐽I = 0.05) або навiть при

помiрних (𝑘B𝑇/𝐽I = 0.15) температурах. Зазвичай це стосується плато нульової

намагнiченостi та промiжних плато 9/11 i 10/11, що виникають при вищих значе-

ннях намагнiченостi. З iншого боку, промiжнi 1/11- i 5/11-плато, що виникають

при менших значеннях намагнiченостi, зазвичай пiддаються значному згладжу-

ванню при пiдвищеннi температури, i їх неможливо чiтко розрiзнити на вiдповiд-

них iзотермiчних кривих намагнiченостi навiть при вiдносно низькiй температурi

(𝑘B𝑇/𝐽I = 0.05). Цей висновок може бути пов’язаний iз суттєвою рiзницею енерге-

тичної щiлини окремих основних станiв, приписаних вiдповiдним плато намагнi-

ченостi. Власне кажучи, щiлиннi основнi стани, наприклад класична та квантова

феримагнiтнi фази |I⟩ та |III⟩ мають велику енергiю щiлини у спектрi збуджень.

Навпаки, сильно виродженi основнi стани, такi як фрустрована феримагнiтна фа-

за |VII⟩ i модульована квантова феримагнiтна фаза |VI⟩, мають лише крихiтну

енергетичну щiлину i отже, вони пiддаються значному термiчному згладжуванню

через їх макроскопiчнi виродження.

Перейдемо до порiвняння теоретичних результатiв для моделi (6.15) з до-

ступними експериментальними даними для кривої намагнiченостi 3𝑑-4𝑓 гетеро-

бiметалiчного координацiйного полiмеру [Dy2Cu2]𝑛, вимiряного в iмпульсних ма-

гнiтних полях до 10 T при температурi 𝑇 = 0.5 K [212]. Слiд зазначити, що данi

про намагнiченiсть, записанi в iмпульсних магнiтних полях, демонструють неве-

ликий гiстерезис в областi слабкого поля 𝐵 ≲ 0.5 T, який для простоти iгноруємо,

оскiльки вiн виходить за межi теоретичної моделi. Зi вставки на рис. 4(a) стат-

тi [212] фактично випливає, що магнiтний гiстерезис в основному залежить вiд

швидкостi сканування поля, i, отже, його можна вiднести до квантового туне-

лювання намагнiченостi, яке зазвичай спостерiгається в одинарних ланцюжкових

магнетиках через перетин рiвнiв мiж збудженими станами. Варто зауважити, що

всi п’ять параметрiв гамiльтонiану моделi (6.15), повиннi були бути параметрами

припасування, щоб отримати найкращу теоретичну згоду з експериментальними
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даними для намагнiченостi (див. рис. 6.8 для порiвняння). Вiдповiдно, найкра-

щу теоретичну вiдповiднiсть було отримано для наступного набору параметрiв

моделi: 𝐽I/𝑘B = 8.02 K, 𝐽 ′
I/𝑘B = 17.35 K, 𝐽H/𝑘B = 1.73 K, 𝑔H = 2.28 i 𝑔I = 18.54.

Отримане значення гiромагнiтного фактора 𝑔H = 2.28 є досить типовим

для магнiтних iонiв Cu2+, тодi як iнше значення 𝑔I = 18.54 є лише на кiлька

вiдсоткiв (приблизно 7%) менше, нiж теоретично очiкуване значення 𝑔Dy = 20

для ефективного опису зi спiном Iзинґа магнiтних iонiв Dy3+ iз повним кутовим

моментом 𝐽 = 15/2 i вiдповiдний 𝑔-фактор 𝑔𝐽 = 4/3 [213, 347]. Крiм того, слiд

зазначити, що значення констант мiждимерного та димерного зв’язку Iзинґа 𝐽I та

𝐽 ′
I також мають бути перенормованi за допомогою коефiцiєнтiв 15 i 225, щоб отри-

мати справжнi значення констант зв’язку мiж Dy3+-Cu2+ i Dy3+-Dy3+ магнiтних

iонiв при вiдходi вiд ефективного спiнового опису Dy3+ магнiтних iонiв. Факти-

чнi значення трьох розглянутих констант зв’язку є такими: 𝐽Dy-Cu/𝑘B = 0.53 K,

𝐽Dy-Dy/𝑘B = 0.08 K i 𝐽Cu-Cu/𝑘B = 1.73 K, тодi як прогнозованi значення кон-

стант зв’язку 𝐽Dy-Cu i 𝐽Dy-Dy потрапляють у прийнятний дiапазон для констант

зв’язку мiж 3𝑑-4𝑓 i 4𝑓 -4𝑓 магнiтними iонами вiдповiдно [213, 347]. Крiм того по-

передня константа обмiнної взаємодiї порiвнянна iз середнiм значенням зв’язку

𝐽Dy-Cu/𝑘B = 0.48 K, яке можна розрахувати з констант зв’язку 𝐽A/𝑘B = 0.895 K

i 𝐽B/𝑘B = 0.061 K, призначенi ранiше для двох рiзних шляхiв обмiну мiж Dy3+-

Cu2+ магнiтних iонiв у спрощенiй чотириядернiй моделi [212]. Варто зауважити,

що вказане значення константи зв’язку 𝐽Cu-Cu/𝑘B = 1.73 K є вiдносно малим щодо

найкоротшої вiдстанi мiж Cu2+-Cu2+ магнiтних iонiв, але це мале значення можна

пояснити досить неефективним шляхом обмiну, що включає подвiйний кисневий

мiсток мiж магнiтними (3𝑑𝑥2-𝑦2) i немагнiтними (3𝑑𝑧2) орбiталями магнiтних iонiв

Cu2+ у витягнутому квадратно-пiрамiдальному середовищi [див. рис. 1.3 (a)].

Прогнозованi значення констант зв’язку ортогонально-димерного ланцюж-

ка узгоджуються з наступними значеннями 𝐽 ′
I/𝐽I ≈ 2.2 i 𝐽H/𝐽I ≈ 0.2, що має

спричинити сценарiй поведiнки намагнiченостi, цiлком аналогiчний показаному

на рис. 6.7 (i) iз послiдовнiстю чотирьох фазових переходiв, керованих полем

|V⟩−|VI⟩−|I⟩−|III⟩−|IV⟩. Низькопольова частина кривої намагнiченостi повинна
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Рис. 6.8. Порiвняння кривої намагнiченостi полiмерної сполуки [Dy2Cu2]𝑛, вимi-
ряної в iмпульсних магнiтних полях до 10 T при температурi 𝑇 = 0.5 K
(чорна суцiльна лiнiя з незамкненими колами) адаптовано з посилання
[212]) i найкраща теоретична вiдповiднiсть, отримана за допомогою моде-
лi (6.15) iз таким набором параметрiв: 𝐽I/𝑘B = 8.02 K , 𝐽 ′

I/𝑘B = 17.35 K,
𝐽H/𝑘B = 1.73 K, 𝑔H = 2.28 i 𝑔I = 18.54. Теоретичнi результати для
кривих iзотермiчної намагнiченостi також представленi для дуже низь-
кої температури 𝑇 = 0.05 K (блакитна пунктирна лiнiя) i трохи вищої
температури 𝑇 = 1.0 K (червона штрихована лiнiя) на додаток до тем-
ператури 𝑇 = 0.5 K (суцiльна зелена лiнiя), що вiдповiдає вiдображеним
експериментальним даним.

вiдповiдно вiдображати два вузьких плато при нульовiй i приблизно 5/11 нама-

гнiченостi насичення (звернiть увагу, що гiромагнiтнi фактори трохи вiдхиляю-

ться вiд iдеальних значень 𝑔H = 2.0 i 𝑔I = 20.0), якi повнiстю розмиваються

тепловими флуктуацiями при таких низьких температурах, як 𝑇 ≳ 0.5 K через

крихiтнi енергетичнi щiлини фаз |V⟩ i |VI⟩. По сутi, плато нульової намагнiчено-

стi, що вiдповiдає фрустрованiй квантовiй антиферомагнiтнiй фазi |V⟩, обмежене

магнiтними полями, меншими за 0.17 T, тодi як плато 5/11, пов’язане з модульо-

ваною квантовою феримагнiтною фазою |VI⟩, обмежене дiапазоном магнiтного

поля 0.17−0.28 T.

З iншого боку, високопольова частина кривої намагнiченостi повинна демон-

струвати два ширших промiжних плато приблизно на 9/11- i 10/11 намагнiчено-

стi насичення. Плато 9/11, що вiдноситься до класичної феримагнiтної фази |I⟩,
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є стабiльним в дiапазонi магнiтного поля 0.28−4.12 T, тодi як плато 10/11, яке

приписується квантовiй феримагнiтнiй фазi |III⟩ стабiльна в дiапазонi магнiтного

поля 4.12−6.37 T. У зв’язку з цим виглядає досить загадковим те, що керований

полем перехiд мiж класичною та квантовою феримагнiтними фазами неможли-

во чiтко вирiзнити з даних намагнiченостi, записаних для полiмерної сполуки

[Dy2Cu2]𝑛 при вiдносно низькiй температурi 𝑇 = 0.5 K, оскiльки обидва основнi

стани |I⟩ i |III⟩ зi значною енергетичною щiлиною повиннi бути досить стiйки-

ми щодо теплового згладжування. Можна припустити двi можливi причини не-

вiдповiдностi мiж експериментальними даними намагнiченостi, зареєстрованими

при температурi 𝑇 = 0.5 K, i вiдповiдним теоретичним припасуванням: або зра-

зок полiмерної сполуки [Dy2Cu2]𝑛 не зберiгався пiд час процесу намагнiчування

в iдеальних iзотермiчних умовах, оскiльки невелике нагрiвання (наприклад, че-

рез магнетокалоричний ефект) могло розв’язати цю розбiжнiсть, про що свiдчить

теоретична крива, розрахована для трохи вищої температури 𝑇 = 1.0 K, або ця

вiдмiннiсть має власне походження i зумовлене двома рiзними шляхами обмiну

мiж Dy3+-Cu2+ магнiтними iонами, якими нехтують у моделi (6.15).

6.2. Ефективнi моделi та теорiя збурень для
одновимiрних моделей

Звичайна теорiя сильного зв’язку [241], яка базується на теорiї збурень бага-

тьох частинок [242], починається з розкладу навколо границi iзольованих димерiв,

чи iнших кластерiв. Збiжнiсть такого пiдходу сильно залежить вiд величини вза-

ємодiї мiж кластерами, i може вимагати розкладiв вищого порядку в загальному

виглядi. Ми ж пропонуємо теорiю збурень, яка ґрунтується на точних розв’язках

гiбридних моделей Iзинґа-Гайзенберґа, в якiй 𝑋𝑌 частина мiждимерної взаємо-

дiї розглядається як збурення. Далi ми розвинемо теорiю збурень для спiн-1/2

ортогонально-димерного ланцюжка Гайзенберґа на основi точно розв’язної вiдпо-

вiдної моделi Iзинґа-Гайзенберґа, розглядаючи окремо макроскопiчно вироджений

основний стан на кожнiй з його мiжфазних меж [25] (пiдроздiл 6.2.1). Аналогiчна
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Рис. 6.9. Схематичне зображення ортогонально-димерного ланцюжка з позначе-
ними димерними i мiждимерними взаємодiями.

схема також запропонована для тримеризованого ланцюжка [28] (пiдроздiл 6.2.1).

6.2.1. Дробовi плато намагнiченостi та квантовi фази

ортогонально-димерного ланцюжка Гайзенберґа

Розгляньмо квантовий спiн-1/2 ортогонально-димерний ланцюжок Гайзен-

берґа з гамiльтонiаном:

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝐽(s1,𝑖 · s2,𝑖)− ℎ(𝑠𝑧1,𝑖 + 𝑠𝑧2,𝑖)]

+

𝑁/2∑︁
𝑖=1

𝐽 ′(s1,2𝑖 + s2,2𝑖) · (s2,2𝑖−1 + s1,2𝑖+1), (6.23)

який включає константи взаємодiї 𝐽 i 𝐽 ′, що враховують димернi та мiждимернi

взаємодiї Гайзенберґа, вiдповiдно (див. рис. 6.9 для схематичної iлюстрацiї роз-

глянутої магнiтної ґратки). Вiдомо, що така модель (6.23), має основний стан

синглетних димерiв для 𝐽 ′ < 0.819𝐽 [124] при нульовому магнiтному полi та ви-

являє особливий нескiнченний ряд дробових плато намагнiченостi мiж 1/4 i 1/2

намагнiченостi насичення [120, 121].

Iснування точного розв’язку для ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-

Гайзенберґа дозволяє розвинути наближений пiдхiд для аналогiчної моделi Гай-
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зенберґа, де ми будемо трактувати 𝑋𝑌 частину мiждимерної взаємодiї як збурен-

ня. З цiєю метою розкладемо загальний гамiльтонiан (6.23) моделi на двi частини

𝐻 = 𝐻(0) +𝐻(1) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐻
(0)
𝑖 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐻
(1)
𝑖 , (6.24)

де незбурена (iдеальна) частина 𝐻(0) вiдповiдає точно розв’язному ортогонально-

димерному ланцюжку Iзинґа-Гайзенберґа (6.1), записаного у такiй формi

𝐻
(0)
2𝑖 = 𝐽(s1,2𝑖 · s2,2𝑖)− ℎ𝑐(𝑠

𝑧
1,2𝑖 + 𝑠𝑧2,2𝑖),

𝐻
(0)
2𝑖+1 = 𝐽 ′[(𝑠𝑧1,2𝑖+𝑠

𝑧
2,2𝑖)𝑠

𝑧
1,2𝑖+1+𝑠

𝑧
2,2𝑖+1(𝑠

𝑧
1,2𝑖+2+𝑠

𝑧
2,2𝑖+2)]

+𝐽(s1,2𝑖+1 · s2,2𝑖+1)−ℎ𝑐(𝑠𝑧1,2𝑖+1+𝑠
𝑧
2,2𝑖+1), (6.25)

в той час як iнша збурена частина 𝐻(1) мiстить решту доданкiв повного гамiль-

тонiану (6.23)

𝐻
(1)
2𝑖 = (ℎ𝑐 − ℎ)(𝑠𝑧1,2𝑖 + 𝑠𝑧2,2𝑖) + 𝐽 ′

𝑥𝑥

∑︁
𝛼=𝑥,𝑦

(𝑠𝛼1,2𝑖 + 𝑠𝛼2,2𝑖)(𝑠
𝛼
2,2𝑖−1 + 𝑠𝛼1,2𝑖+1),

𝐻
(1)
2𝑖+1 = (ℎ𝑐 − ℎ)(𝑠𝑧1,2𝑖+1 + 𝑠𝑧2,2𝑖+1). (6.26)

Слiд зазначити, що гамiльтонiан збурення 𝐻(1) окрiм 𝑋𝑌 частини мiждимерного

зв’язку також включає рiзницю мiж справжнiм магнiтним полем ℎ та його вiдпо-

вiдним критичним значенням ℎ𝑐, навколо кожного з яких слiд окремо виконати

пертурбативний розклад через макроскопiчне виродження основного стану моделi

(див. роздiл 6.1 та [22]). Хоча ми явно видiлили 𝑋𝑌 частину мiждимерної взаємо-

дiї 𝐽 ′
𝑥𝑥, iзотропну границю квантової моделi Гайзенберґа буде пiзнiше вiдновлено,

покладаючи 𝐽 ′
𝑥𝑥 = 𝐽 ′ в усiх кiнцевих виразах. Крiм того, наш подальший розгляд

буде обмежений лише найцiкавiшим випадком з антиферомагнiтними взаємодiями

𝐽, 𝐽 ′ > 0 за одночасного обмеження 𝐽 ′ < 0.819𝐽 , що вiдповiдає синглет-димернiй

фазi за вiдсутностi полi в основному станi моделi [124].

З огляду на подальшу методологiю пертурбативного пiдходу наводимо тут

точний розв’язок ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа (6.1), ви-

користовуючи проекцiйнi оператори. Для цього введемо спочатку базис димерного
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стану

|0⟩𝑖 =
1√
2
(|↑⟩1,𝑖|↓⟩2,𝑖 − |↓⟩1,𝑖|↑⟩2,𝑖),

|1⟩𝑖 = |↑⟩1,𝑖|↑⟩2,𝑖,
|2⟩𝑖 =

1√
2
(|↑⟩1,𝑖|↓⟩2,𝑖 + |↓⟩1,𝑖|↑⟩2,𝑖),

|3⟩𝑖 = |↓⟩1,𝑖|↓⟩2,𝑖, (6.27)

i вiдповiднi проекцiйнi оператори [325, 348, 349]

𝐴𝑎𝑏
𝑖 = |𝑎⟩𝑖⟨𝑏|𝑖. (6.28)

Представлення спiнових операторiв можна знайти через введенi проекцiйнi опе-

ратори 𝐴𝑎𝑏
𝑖 (явну вiдповiднiсть наведено в додатку статтi [25]) i переписати через

цi оператори локальнi гамiльтонiани (6.25):

𝐻
(0)
2𝑖 = 𝐽(

1

4
− 𝐴00

2𝑖 )− ℎ𝑐(𝐴
11
2𝑖 − 𝐴33

2𝑖 ), (6.29)

𝐻
(0)
2𝑖+1 = 𝐽(

1

4
− 𝐴00

2𝑖+1)− ℎ𝑐(𝐴
11
2𝑖+1 − 𝐴33

2𝑖+1)

+
𝐽 ′

2

[︀
(𝑆𝑧

2𝑖 + 𝑆𝑧
2𝑖+2)(𝐴

11
2𝑖+1 − 𝐴33

2𝑖+1)

+(𝑆𝑧
2𝑖 − 𝑆𝑧

2𝑖+2)(𝐴
20
2𝑖+1 + 𝐴02

2𝑖+1)
]︀
. (6.30)

Тут 𝑆𝑧
2𝑖 = 𝑠𝑧1,2𝑖 + 𝑠𝑧2,2𝑖 = 𝐴11

2𝑖 − 𝐴33
2𝑖 позначає 𝑧-компоненту повного спiну на (2𝑖)-

му вертикальному димерi, тодi як явний вигляд повного спiну 𝑆𝑧
2𝑖 i 𝑆𝑧

2𝑖+2 на двох

сусiднiх вертикальних димерах збережено у рiвняннi (6.30) задля компактностi.

Цiлком очевидно, що гамiльтонiани 𝐻
(0)
2𝑖 вертикальних димерiв (6.29) вже є дiа-

гональними в представленнi димерiв, тодi як гамiльтонiани 𝐻(0)
2𝑖+1 горизонтальних

димерiв (6.30) можна дiагоналiзувати унiтарним перетворенням:

𝑈2𝑖+1 = (𝐴11
2𝑖+1 + 𝐴33

2𝑖+1) + cos
𝛼2𝑖+1

2
(𝐴00

2𝑖+1 + 𝐴22
2𝑖+1)

+ sin
𝛼2𝑖+1

2
(𝐴20

2𝑖+1 − 𝐴02
2𝑖+1),

cos𝛼2𝑖+1 =
𝐽√︀

𝐽2 + 𝐽 ′2(𝑆𝑧
2𝑖 − 𝑆𝑧

2𝑖+2)
2
,



179

sin𝛼2𝑖+1 =
𝐽 ′(𝑆𝑧

2𝑖 − 𝑆𝑧
2𝑖+2)√︀

𝐽2 + 𝐽 ′2(𝑆𝑧
2𝑖 − 𝑆𝑧

2𝑖+2)
2
. (6.31)

Слiд пiдкреслити, що cos𝛼2𝑖+1 i sin𝛼2𝑖+1 залежать вiд власних значень операто-

рiв 𝑆𝑧
2𝑖, 𝑆𝑧

2𝑖+2, i їх можна звести до алгебраїчної форми за допомогою тотожностi

ван дер Вардена (див., наприклад, [350, 351]). Явнi вирази для cos 𝛼2𝑖+1

2 i sin 𝛼2𝑖+1

2

наведено в додатку статтi [25]). Очевидно, два поляризованих триплетних стани

|1⟩ i |3⟩ є iнварiантними щодо унiтарного перетворення (6.31), тодi як синглет

|0⟩ i нуль-компонента триплетний стан |2⟩ взаємно заплутаний у бiльш складний

квантовий стан:

|0̃⟩2𝑖+1 = 𝑈2𝑖+1|0⟩2𝑖+1

= cos
𝛼2𝑖+1

2
|0⟩2𝑖+1 + sin

𝛼2𝑖+1

2
|2⟩2𝑖+1,

|2̃⟩2𝑖+1 = 𝑈2𝑖+1|2⟩2𝑖+1

= − sin
𝛼2𝑖+1

2
|0⟩2𝑖+1+cos

𝛼2𝑖+1

2
|2⟩2𝑖+1. (6.32)

Пiсля застосування локального унiтарного перетворення (6.31) отримуємо дiаго-

нальну форму гамiльтонiана 𝐻̃(0)
2𝑖+1 = 𝑈2𝑖+1𝐻

(0)
2𝑖+1𝑈

+
2𝑖+1 (2𝑖+ 1)-го горизонтального

димера

𝐻̃
(0)
2𝑖+1 =

(︂
𝐽 ′(𝑆𝑧

2𝑖 + 𝑆𝑧
2𝑖+2)

2
− ℎ𝑐

)︂
(𝐴11

2𝑖+1 − 𝐴33
2𝑖+1) + 𝐽(

1

4
− 𝐴00

2𝑖+1)

+
1

2
𝐼(|𝑆𝑧

2𝑖 − 𝑆𝑧
2𝑖+2|)(𝐴22

2𝑖+1 − 𝐴00
2𝑖+1),

𝐼(|𝑆𝑧
2𝑖 − 𝑆𝑧

2𝑖+2|) = 𝛿(|𝑆𝑧
2𝑖 − 𝑆𝑧

2𝑖+2| − 1)(
√︀
𝐽2 + 𝐽 ′2 − 𝐽)

+𝛿(|𝑆𝑧
2𝑖 − 𝑆𝑧

2𝑖+2| − 2)(
√︀
𝐽2 + 4𝐽 ′2 − 𝐽). (6.33)

Тут 𝛿(. . . ) є символьним позначенням дельта-символа Кронекера.

Варто нагадати, що основний стан є макроскопiчно виродженим у крити-

чних полях, де намагнiченiсть стрибає внаслiдок послiдовних iндукованих полем

фазових переходiв (першого роду) SD→MFI→SB→ SAT при зростаннi магнiтно-

го поля. Явна форма критичних полiв для випадку анiзотропної 𝑋𝑋𝑍 взаємодiї

Гайзенберґа у гамiльтонiанi, що вiдповiдають вiдповiдним фазовим межам основ-
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ного стану, була знайдена вище в пiдрозiдiлi 6.1 (див. також роботу [22]). Тут ми

наводимо спрощений результат для iзотропного випадку:

• SD-MFI: ℎ𝑐1 = 2𝐽 −
√
𝐽2 + 𝐽 ′2,

• MFI-SB: ℎ𝑐2 =
√
𝐽2 + 𝐽 ′2,

• SB-SAT: ℎ𝑐3 = 𝐽 + 𝐽 ′.

Розмаїття основного стану разом iз його макроскопiчним виродженням при

заданому критичному полi можна отримати з умови спiвiснування фаз обох окре-

мих основних станiв. Наприклад, усi горизонтальнi димери мають бути у ква-

зiсинглетному станi |0̃⟩2𝑖−1 на межi SD-MFI, тодi як поляризований триплетний

стан — |1̃⟩2𝑖 може бути випадковим чином локалiзований на вертикальних диме-

рах за припущення, що задовольняється умовi жорсткого вiдштовхування мiж

найближчими сусiднiми поляризованими станами на вертикальних димерах (ре-

шта вертикальних димерiв має бути у квазiсинглетному станi |0̃⟩2𝑖). Таким чином,

множину основних станiв на межi фаз SD-MFI можна визначити за допомогою

наступного оператора проекцiї:

𝑃𝑆𝐷−𝑀𝐹𝐼 =

𝑁/2∏︁
𝑖=1

𝐴00
2𝑖−1(𝐴

00
2𝑖 + 𝐴00

2𝑖−2𝐴
11
2𝑖𝐴

00
2𝑖+2). (6.34)

Подiбним чином множина основних станiв на межi SB-SAT може бути побудова-

на з будь-якої випадкової конфiгурацiї квазiсинглетних станiв |0̃⟩2𝑖−1 i |0̃⟩2𝑖 на го-

ризонтальних i вертикальних димерах, що задовольняє жорстке вiдштовхування

мiж синглетно подiбними станами на найближчих сусiднiх димерах (решта диме-

рiв повинна займати поляризованi триплетнi стани |1̃⟩2𝑖−1 i |1̃⟩2𝑖). Таким чином,

множина основних станiв на межi фаз SB-SAT задається наступним оператором

проекцiї:

𝑃𝑆𝐵−𝑆𝐴𝑇 =
𝑁∏︁
𝑖=1

(𝐴11
𝑖 + 𝐴11

𝑖−1𝐴
00
𝑖 𝐴

11
𝑖+1). (6.35)

Ситуацiя на межi фаз MFI-SB набагато складнiша, i вона не дозволяє отримати

таке ж просте представлення. Множина основних станiв на межi фаз MFI-SB
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можна визначити за допомогою оператора проекцiї наступним чином:

𝑃𝑀𝐹𝐼−𝑆𝐵=

𝑁/2∏︁
𝑖=1

[𝐴00
2𝑖−2𝐴

11
2𝑖−1𝐴

00
2𝑖+𝐴

00
2𝑖−1(𝐴

11
2𝑖−2𝐴

00
2𝑖+𝐴

00
2𝑖−2𝐴

11
2𝑖+𝐴

11
2𝑖−2𝐴

11
2𝑖 )]. (6.36)

Границя SD-MFI мiж основними станами SD i MFI ортогонально-

димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа визначається критичним полем ℎ𝑐1, а

оператор проекцiї на макроскопiчно вироджений основний стан визначається рiв-

нянням (6.34). Пряме застосування багаточастинкової теорiї збурень (1.18) при-

зводить до члена першого порядку:

𝐻
(1)
𝑒𝑓𝑓 = 𝑃𝑆𝐷−𝑀𝐹𝐼𝐻̃

(1)𝑃𝑆𝐷−𝑀𝐹𝐼

= (ℎ𝑐1 − ℎ)

⎛⎝𝑁/2∑︁
𝑖=1

𝐴11
2𝑖

⎞⎠𝑃𝑆𝐷−𝑀𝐹𝐼 , (6.37)

де 𝐻̃(1) = 𝑈𝐻(1)𝑈 — оператор збурення з унiтарним перетворенням. Доданок

другого порядку 𝐻(2)
𝑒𝑓𝑓 вимагає обчислення елементiв матрицi та є набагато скла-

днiшим (див. деталi обчислень у додатку статтi [25]):

𝐻
(2)
𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

ℎ(2)𝐴11
2𝑖𝑃𝑆𝐷−𝑀𝐹𝐼 ,

ℎ(2)=−(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2(𝑐+1 +𝑐
−
1 )

2

2

{︂
(𝑐+1 )

2

√
𝐽2+𝐽 ′2+

(𝑐−1 )
2

𝐽+
√
𝐽2+𝐽 ′2

}︂
, (6.38)

𝑐±1 =
1√
2

√︃
1± 𝐽√

𝐽2 + 𝐽 ′2 . (6.39)

Пiдсумовуючи всi вклади до другого порядку включно, отримаємо такий ефе-

ктивний гамiльтонiан:

𝐻𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

(ℎ𝑐1 + ℎ(2) − ℎ)𝐴11
2𝑖𝑃𝑆𝐷−𝑀𝐹𝐼 . (6.40)

Очевидно, що ефективний гамiльтонiан (6.40) є по сутi одновимiрною класичною

моделлю з простою вiдповiднiстю вiдображення моделi ґраткового газу, яку мо-

жна встановити, розглядаючи синглетноподiбнi (поляризованi триплетнi) стани
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на вертикальних димерах як порожнi (заповненi) вузли: |0⟩ → порожнiй вузол,

|1⟩ → заповнений вузол, 𝐴00
2𝑖 = (1−𝑛𝑖), 𝐴11

2𝑖 = 𝑛𝑖. Ефективний гамiльтонiан у пред-

ставленнi ґраткового газу є надзвичайно простим i задовольняє умову жорсткого

вiдштовхування для поляризованих триплетних станiв на найближчих сусiднiх

вертикальних димерах, як продиктовано оператором проекцiї (6.34):

𝐻𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

(ℎ𝑐1 + ℎ(2) − ℎ)(1− 𝑛𝑖−1)𝑛𝑖(1− 𝑛𝑖+1). (6.41)

Основний стан вiдповiдає або моделi ґраткового газу з усiма порожнiми вузлами

для ℎ < ℎ𝑐1+ℎ
(2), або напiвзаповненому випадку для ℎ > ℎ𝑐1+ℎ

(2). Перша умова

з усiма порожнiми вузлами (𝑛𝑖 = 0 для всiх 𝑖) узгоджується з основним станом

SD початкової спiнової моделi (6.23), тодi як остання умова з регулярним чергува-

нням порожнiх i заповнених вузлiв, очевидно, вiдповiдає фазi MFI. Таким чином,

можна зробити висновок, що пертурбативний розклад другого порядку навколо

фазової межi SD-MFI не створює жодного нового основного стану, а лише пере-

нормовує критичне поле ℎ𝑐1+ℎ(2) фазового переходу мiж основними станами SD i

MFI, що супроводжується стрибком намагнiченостi вiд нуля до 1/4 намагнiченостi

насичення. Цiлком очевидно з рiвняння (6.38), що поправка другого порядку до

першого критичного поля є негативною (ℎ(2) < 0), яка зсувається до нижчих зна-

чень магнiтного поля у чудовiй вiдповiдностi до сучасних числових даних методiв

DMRG i точної дiагоналiзацiї (див. рис. 6.10 i 6.11).

Границя мiж основними станами MFI та SB ортогонально-димерного

ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа виникає у другому критичному полi ℎ𝑐2, у якому

проектор (6.40) визначає макроскопiчно вироджений основний стан. Щоб отрима-

ти ефективний гамiльтонiан, можна використати ту саму процедуру, що й ранiше.

Внесок першого порядку в ефективний гамiльтонiан визначається дiагональними

елементами збуреної частини гамiльтонiана:

𝐻
(1)
𝑒𝑓𝑓 = (ℎ𝑐2 − ℎ)

⎛⎝𝑁/2∑︁
𝑖=1

𝐴11
2𝑖

⎞⎠𝑃𝑀𝐹𝐼−𝑆𝐵. (6.42)

Пiсля громiздких обчислень отримуємо такий результат для вкладу другого по-
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Рис. 6.10. Фазова дiаграма основного стану ортогонального-димерного ланцюж-
ка у площинi 𝐽 ′/𝐽 − ℎ/𝐽 : (а) точнi результати для моделi Iзинґа-
Гайзенберґа (штриховi лiнiї) проти числових даних для моделi Гайзен-
берґа (пунктирнi лiнiї з символами); (b) пертурбативний пiдхiд силь-
ного зв’язку (суцiльнi лiнiї) проти числових даних (пунктирнi лiнiї з
символами) для моделi Гайзенберґа.

рядку до ефективного гамiльтонiану:

𝐻
(2)
𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

{︀
𝐷00𝐴

00
2𝑖−2𝐴

00
2𝑖+2+𝐷11𝐴

11
2𝑖−2𝐴

11
2𝑖+2

+𝐷01(𝐴
11
2𝑖−2𝐴

00
2𝑖+2 + 𝐴00

2𝑖−2𝐴
11
2𝑖+2)

}︀
𝐴11

2𝑖𝑃𝑀𝐹𝐼−𝑆𝐵,

𝐷00 = −(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2(𝑐+1 +𝑐
−
1 )

2

2

(︂
(𝑐+1 )

2

√
𝐽2+𝐽 ′2+

(𝑐−1 )
2

𝐽+
√
𝐽2+𝐽 ′2

)︂
,

𝐷11 = −(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2

(︂
(𝑐+1 )

2

3𝐽+𝐽 ′−
√
𝐽2+𝐽 ′2+

(𝑐−1 )
2

3𝐽+𝐽 ′+
√
𝐽2+𝐽 ′2

)︂
,

𝐷01 = −(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2

4

{︂
2(𝑐+1 )

2

𝐽+𝐽 ′+
√
𝐽2+𝐽 ′2+

2(𝑐−1 )
2

3𝐽+𝐽 ′+
√
𝐽2+𝐽 ′2

+(𝑐+1 + 𝑐−1 )
2

(︂
(𝑐+1 )

2

𝐽
+

(𝑐−1 )
2

𝐽 +
√
𝐽2 + 𝐽 ′2

)︂}︂
. (6.43)

Оскiльки всi три коефiцiєнти розкладу вiд’ємнi (𝐷00, 𝐷11, 𝐷01 < 0), очевидно має-

мо ⟨𝐻(2)
𝑒𝑓𝑓⟩ ≤ 0 i ⟨𝐻(2)

𝑒𝑓𝑓⟩ = 0, якщо горизонтальнi димери перебувають в синглетно

подiбних станах. Досить просто показати, що основний стан вiдповiдає стану з

|0⟩2𝑖−1, тобто 𝐴11
2𝑖−1|𝐺𝑆⟩ = 0. Тому стани з поляризованими горизонтальними три-

плетами можна виключити з розгляду, якщо ми шукаємо лише основний стан.

Введемо позначення 𝐴00
2𝑖 = 𝑛𝑖, 𝐴11

2𝑖 = (1− 𝑛𝑖), щоб переписати гамiльтонiан (6.43)
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Рис. 6.11. Порiвняння точної кривої намагнiченостi при нульовiй температурi
ортогонального-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа (штрихованi
лiнiї) з кривою намагнiченостi при нульовiй температурi вiдповiдного
ланцюжка Гайзенберґа, отриманої в межах пiдходу сильного зв’язку
(чорнi суцiльнi лiнiї) та числового методу DMRG (червонi суцiльнi лiнiї)
для двох рiзних значень спiввiдношення взаємодiї: (a) 𝐽 ′/𝐽 = 0.5; (b)
𝐽 ′/𝐽 = 0.7. На вставках ми показуємо у збiльшеному масштабi область
поля з нескiнченною послiдовнiстю дробових плато, тодi як пунктир-
ною лiнiєю позначено випадок, коли крихiтнi плато намагнiченостi при
𝑛/(2𝑛+2) стають нерозрiзненими для 𝑛 > 5 в межах обраного масшта-
бу.

у представленнi ґраткового газу:

𝐻𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

[𝐷11+ℎ𝑐2 − ℎ+(2𝐷01−3𝐷11−ℎ𝑐2+ℎ)𝑛𝑖

+ (𝐷00 +𝐷11 − 2𝐷01)𝑛𝑖−1𝑛𝑖+1]𝑃𝑀𝐹𝐼−𝑆𝐵. (6.44)

Подiбно до попереднього випадку отримуємо класичний ефективний гамiльтонiан

iз жорстким мiжчастинковим вiдштовхуванням, але також з’являється додаткова

взаємодiя наступних пiсля найближчих сусiдiв. При пошуку найнижчих енерге-

тичних станiв ефективної моделi ґраткового газу, заданої гамiльтонiаном (6.44),

можна знайти три рiзнi основнi стани або з порожнiми, заповненими на одну тре-

тину або наполовину заповненими станами пiсля змiни зовнiшнього магнiтного

поля. Цi стани з найнижчою енергiєю вiдповiдають частковим плато на 1/2, 1/3

або 1/4 намагнiченостi насичення, тодi як двi умови спiвiснування фази визнача-
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ють критичнi поля, пов’язанi з вiдповiдними стрибками намагнiченостi:

ℎ(1/4 → 1/3) = ℎ𝑐2 + 4𝐷01 − 3𝐷00,

ℎ(1/3 → 1/2) = ℎ𝑐2 + 3𝐷11 − 2𝐷01. (6.45)

Розклад теорiї збурень навколо фазової границi MFI-SB пiдтверджує iснування

дробового плато намагнiченостi 1/3, яке вiдсутнє на кривiй намагнiченостi при ну-

льовiй температурi ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа (див.

рис. 6.11(a)). Крiм того, наш метод також дозволяє зрозумiти мiкроскопiчну при-

роду спiнового розташування, реалiзованого в межах 1/3-плато, в якому квазiсин-

глетнi стани розподiляються по всiх горизонтальних димерах i кожному третьому

вертикальному димеру. З рис. 6.10(b) видно, що розроблена теорiя збурень перед-

бачає критичне поле ℎ(1/4 → 1/3) мiж плато 1/4 i 1/3 в iдеально узгоджується з

числовими результатами, тодi як iнше критичне поле ℎ(1/3 → 1/2) мiж плато 1/3

i 1/2 лежить у серединi крихiтної областi, що включає нескiнченну послiдовнiсть

плато дробової намагнiченостi 𝑛/(2𝑛 + 2). Очевидно, що iншi крихiтнi частковi

плато намагнiченостi також можуть бути вiдтворенi, якщо розклад теорiї збурень

буде виконано до вищих порядкiв. У цьому випадку з’являється вiдштовхування

мiж подальшими сусiдами в представленнi ґраткового газу, що призводить до

заповнених на 1/4, 1/5, . . . станiв. Цi стани вiдповiдають 3/8-, 2/5-плато в оригi-

нальнiй спiновiй моделi з використанням спiввiдношення 𝑚/𝑚𝑠𝑎𝑡 = (1− ⟨𝑛𝑖⟩)/2.
Фазова межа мiж основними станами SB i SAT ортогонально-

димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа являє собою особливий випадок, оскiль-

ки пертурбативний пiдхiд сильного зв’язку призведе в цьому конкретному випад-

ку до ефективного гамiльтонiана квантової природи. Критичне поле, що вiдповiд-

ає цiй фазовiй межi, задано ℎ𝑐3 = 𝐽+𝐽 ′, тодi як макроскопiчно вироджений основ-

ний стан визначається оператором проекцiї (6.35). Застосовуючи теорiю збурень,

можна отримати наступний внесок першого порядку в ефективний гамiльтонiан:

𝐻
(1)
𝑒𝑓𝑓 = (ℎ𝑐3 − ℎ)

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝐴11
𝑖

)︃
𝑃𝑆𝐵−𝑆𝐴𝑇 . (6.46)
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Пiсля громiздких обчислень можна також знайти член збурення другого порядку:

𝐻
(2)
𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

𝑃𝑆𝐵−𝑆𝐴𝑇{𝐿1(𝐴
00
2𝑖−1𝐴

11
2𝑖+1 + 𝐴11

2𝑖−1𝐴
00
2𝑖+1 − 𝐴10

2𝑖−1𝐴
01
2𝑖+1 − 𝐴01

2𝑖−1𝐴
10
2𝑖+1)

+𝐿0𝐴
00
2𝑖−1𝐴

00
2𝑖+1}𝑃𝑆𝐵−𝑆𝐴𝑇 , (6.47)

де запроваджено такi позначення для коефiцiєнтiв:

𝐿0 = −(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2

2𝐽

4𝐽 + 𝐽 ′

4𝐽 + 3𝐽 ′ i 𝐿1 = −(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2

4𝐽
. (6.48)

Далi перейдемо до поняття квантового ґраткового газу, отриманого за допомогою

наступного перетворення: 𝐴00
𝑖 = 𝑛𝑖, 𝐴11

𝑖 = (1 − 𝑛𝑖), 𝐴01
𝑖 = 𝑎+𝑖 , 𝐴10

𝑖 = 𝑎𝑖 (𝑎𝑖 i 𝑎+𝑖 —

це оператори Паулi, якi антикомутують на одному вузлi та комутують на рiзних

вузлах). Загальний ефективний гамiльтонiан може бути згодом переписаний у

представленнi частинок як:

𝐻𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

𝑃𝑆𝐵−𝑆𝐴𝑇 {(ℎ− ℎ𝑐3)𝑛2𝑖+(ℎ−ℎ𝑐3+2𝐿1)𝑛2𝑖+1+(𝐿0−2𝐿1)𝑛2𝑖−1𝑛2𝑖+1

−𝐿1(𝑎
+
2𝑖−1𝑎2𝑖+1+𝑎2𝑖−1𝑎

+
2𝑖+1)

}︀
𝑃𝑆𝐵−𝑆𝐴𝑇 . (6.49)

Ефективна квантова модель ґраткового газу (6.49) мiстить два типи частинок. Ча-

стинки на непарних вузлах рухливi й перескакують мiж найближчими сусiднiми

непарними вузлами, тодi як частинки на парних вузлах локалiзованi. Оператор

проекцiї (6.35) додатково призводить до жорсткого вiдштовхування, яке блокує

заняття найближчих сусiднiх вузлiв. Щоб отримати основний стан, потрiбно зна-

йти таку конфiгурацiю локалiзованих частинок на парних вузлах, заданих набо-

ром чисел заповнення {𝑛2𝑖}, яка вiдповiдає власному стану з найнижчою енергiєю

квантової пiдсистеми на непарних вузлах. Варто зазначити, що вiдповiдна кван-

това частина розбивається на два вiдкритi ланцюжки в кожному парному вузлi

𝑛2𝑖 = 1, зайнятому частинкою, тодi як зайнятiсть сусiднiх непарних вузлiв 2𝑖− 1

i 2𝑖+ 1 повинна бути виключена (𝑛2𝑖−1 = 𝑛2𝑖+1 = 0). Далi ми покажемо, що енер-

гiя системи зростає щоразу, коли порожнє парне мiсце змiнюється на заповнене

(тобто 𝑛2𝑖 змiнюється з 0 на 1). Цей факт необхiдно довести окремо для двох
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Рис. 6.12. Схематичне представлення моделi ефективного квантового ґратково-
го газу (6.49). Чорний елiпс позначає синглетний стан вертикального
димера, червонi елiпси — сусiднi горизонтальнi димери, де синглетний
стан заборонений через жорстке вiдштовхування.

випадкiв: ℎ > ℎ𝑐3 i ℎ < ℎ𝑐3. Позначимо через 𝐸0(1) енергiю для порожнього (за-

повненого) парного вузла 𝑛2𝑖 = 0(1). З попереднiх аргументiв цiлком зрозумiло,

що 𝐸1 = 𝐸𝐿 + 𝐸𝑅 + (ℎ − ℎ𝑐3), де 𝐸𝐿 i 𝐸𝑅 — найнижчi енергiї лiвої та правої

частин системи, роздiленi на 𝑛2𝑖 = 1 (див. рис. 6.12). Можна отримати нерiвнiсть

𝐸0 ≤ 𝐸𝐿 + 𝐸𝑅, яка для ℎ > ℎ𝑐3 доводить, що

𝐸0 ≤ 𝐸1 + ℎ𝑐3 − ℎ < 𝐸1. (6.50)

У протилежному випадку ℎ < ℎ𝑐3 ми маємо використати властивiсть, згiдно з

якою сума енергiї основного стану двох окремих ланцюжкiв i кластерiв є бiльшою

за енергiю основного стану всiєї системи, яка виходить за допомогою об’єднання

окремих пiдсистем. З цiєї властивостi випливає справедливiсть нерiвностi

𝐸0 ≤ 𝐸𝐿 + 𝐸𝑀 + 𝐸𝑅. (6.51)

Пiсля деяких обчислень можна також показати, що виконується нерiвнiсть для

ℎ < ℎ𝑐3

𝐸0 ≤ 𝐸1 + ℎ− ℎ𝑐3 + 2𝐿1 < 𝐸1. (6.52)

Вiдповiдно, основний стан має вiдповiдати окремому випадку з усiма порожнiми

парними вузлами (𝑛2𝑖 = 0 для всiх 𝑖), тодi як ефективний гамiльтонiан (6.49)

квантової моделi ґраткового газу зводиться до

𝐻𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

{(ℎ−ℎ𝑐3+2𝐿1)𝑛2𝑖+1+(𝐿0−2𝐿1)𝑛2𝑖−1𝑛2𝑖+1
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−𝐿1(𝑎
+
2𝑖−1𝑎2𝑖+1+𝑎2𝑖−1𝑎

+
2𝑖+1)

}︀
. (6.53)

Основний стан SAT вiдповiдає порожньому стану на мовi частинок (𝑛2𝑖−1 = 𝑛2𝑖 =

0 для всiх 𝑖), тодi як виникає основний стан SB, дотичний до 1/2-плато, коли

всi непарнi вузли заповненi частинками, а всi парнi вузли порожнi (𝑛2𝑖−1 = 1,

𝑛2𝑖 = 0 для всiх 𝑖). Щоб отримати вiдповiднi значення критичних полiв, зручнiше

переписати ефективну квантову модель ґраткового газу (6.53) на мовi псевдоспi-

нiв. По сутi, можна отримати ефективний гамiльтонiан ланцюжка Гайзенберґа зi

спiном-1/2 𝑋𝑋𝑍 за допомогою 𝑠𝑥𝑖 = (𝑎+2𝑖−1 + 𝑎2𝑖−1)/2, 𝑠𝑦𝑖 = −𝑖(𝑎+2𝑖−1 − 𝑎2𝑖−1)/2,

𝑠𝑧𝑖 = 𝑎+2𝑖−1𝑎2𝑖−1 − 1/2:

𝐻𝑥𝑥𝑧
𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

(︀
𝐽𝑧
𝑒𝑓𝑓𝑠

𝑧
𝑖 𝑠

𝑧
𝑖+1 + 𝐽𝑥𝑥

𝑒𝑓𝑓(𝑠
𝑥
𝑖 𝑠

𝑥
𝑖+1 + 𝑠𝑦𝑖 𝑠

𝑦
𝑖+1)

−ℎ𝑒𝑓𝑓𝑠𝑧𝑖 ) ,

𝐽𝑧
𝑒𝑓𝑓 =

(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2𝐽 ′

𝐽(4𝐽 + 3𝐽 ′)
> 0,

𝐽𝑥𝑥
𝑒𝑓𝑓 =

(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2

2𝐽
> 0,

ℎ𝑒𝑓𝑓 = ℎ𝑐3 − 𝐿0 − ℎ. (6.54)

Врахувавши, що критичнi поля для квантового антиферомагнiтного ланцюжка

Гайзенберґа 𝑋𝑋𝑍 точно вiдомi: ℎ𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟/𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 = ±(𝐽𝑧
𝑒𝑓𝑓 + 𝐽𝑥𝑥

𝑒𝑓𝑓) = ±(𝐿0 − 4𝐿1), поле

насичення ℎ𝑠𝑎𝑡 i верхнє критичне поле ℎ1/2 для 1/2-плато можна знайти зi спiв-

вiдношень

ℎ1/2 = ℎ𝑐3 − 𝐿0 − ℎ𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 = 𝐽 + 𝐽 ′ − 2(𝐽 ′
𝑥𝑥)

2𝐽 ′

𝐽(4𝐽 + 3𝐽 ′)
,

ℎ𝑠𝑎𝑡 = ℎ𝑐3 − 𝐿0 − ℎ𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 = 𝐽 + 𝐽 ′ +
(𝐽 ′

𝑥𝑥)
2

𝐽
. (6.55)

З рис. 6.10(b) видно, що обидва критичнi поля ℎ1/2 i ℎ𝑠𝑎𝑡, отриманi за допомогою

пертурбативного пiдходу сильного зв’язку, кiлькiсно узгоджуються з числовими

даними DMRG при 𝐽 ′/𝐽 ≈ 0.5, тодi як критичне поле ℎ1/2 (ℎ𝑠𝑎𝑡) трохи занижено

(переоцiнено) при 𝐽 ′/𝐽 ≳ 0.5. Найважливiше те, що пертурбативне розширення

навколо фазової межi SB-SAT передбачає безщiлинний основний стан спiнової рi-

дини (SL) Томонаги-Латинджера у вiдносно широкому дiапазонi магнiтних полiв
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ℎ ∈ (ℎ1/2, ℎ𝑠𝑎𝑡)), незважаючи на те, що спрощена модель Iзинґа-Гайзенберґа вза-

галi не демонструє цей основний стан [порiвняйте рис. 6.10(a) i (b)]. Слiд також

зазначити, що ортогонально-димерний ланцюжок Гайзенберґа зазнає квантових

фазових переходiв другого роду у критичних полях ℎ1/2 i ℎ𝑠𝑎𝑡, що розмежовують

область стiйкостi основного стану SL на вiдмiну вiд розривних фазових перехо-

дiв першого роду, пов’язаних зi стрибками намагнiченостi мiж iншими дробовими

плато (див. рис. 6.11). Пертурбативний пiдхiд iз сильним зв’язком дає змогу глиб-

ше зрозумiти характер фази SL, оскiльки кiлькiсть непарних заповнених вузлiв у

ефективнiй моделi квантового ґраткового газу постiйно зменшується зi збiльше-

нням магнiтного поля, зберiгаючи всi парнi вузли порожнiми. Якщо повернутися

до початкової моделi, цей результат означає, що загальна кiлькiсть (рухомих) син-

глетних станiв на горизонтальних димерах поступово зменшується в основному

станi SL вiд свого максимального значення при критичному полi ℎ1/2 до нуля при

ℎ𝑠𝑎𝑡, зберiгаючи всi вертикальнi димери в поляризованому триплетному станi.

6.2.2. Теорiя збурень для тримеризованої моделi Гайзенберґа та

теоретичний опис сполуки Cu3(P2O6OH)2

Ще одним прикладом застосування нашого пiдходу є тримеризований лан-

цюжок з сильними димерними взаємодiями, який реалiзується в полiмернiй спо-

луцi Cu3(P2O6OH)2 [113, 114]. У згодi з правилом Ошiкави-Яманаки-Афлека [110]

такий квантовий ланцюжок, як i вiдповiдна сполука, демонструють дробове 1/3

плато намагнiченостi, яке має квантову природу. Далi покажемо, що хоча у са-

мому тримеризованому ланцюжку вiдсутнi фрустрацiї, ефективну теорiю збу-

рень потрiбно будувати навколо точно розв’язного ромбiчного ланцюжка Iзинґа-

Гайзенберґа.

Отже, розглядаємо квантовий спiн-1/2 тримеризований ланцюжок Гайзен-

берґа (див. рис. 6.13(a)):

𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝐽1s1,𝑖 · s2,𝑖 + 𝐽2(s2,𝑖 · s3,𝑖 + s3,𝑖 · s1,𝑖+1)
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Рис. 6.13. Схематична iлюстрацiя тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа (6.56)
(панель a) i ромбiчного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа (6.57) (панель b),
що використовується для його ефективного опису в рамках розробле-
ного пiдходу сильного зв’язку.

−ℎ(𝑠𝑧1,𝑖 + 𝑠𝑧2,𝑖 + 𝑠𝑧3,𝑖)], (6.56)

де s𝛼𝑚,𝑖 = (𝑠𝑥𝑚,𝑖, 𝑠
𝑦
𝑚,𝑖, 𝑠

𝑧
𝑚,𝑖) — спiн-1/2 оператор на 𝑚-му вузлi 𝑖-ої елементарної ко-

мiрки, 𝐽1 > 0 i 𝐽2 > 0 — двi рiзнi антиферомагнiтнi взаємодiї, якi далi називаємо

константами димерного i мономер-димерного зв’язку вiдповiдно, ℎ = 𝑔𝜇𝐵𝐵 — зов-

нiшнє магнiтне поле в одиницях енергiї, 𝑔 — фактор Ланде, 𝜇𝐵 — магнетон Бора,

𝑁 — кiлькiсть елементарних комiрок. Надалi розглядатимемо перiодичнi грани-

чнi умови. Покладаємо, що константа димерного зв’язку 𝐽1 є значно сильнiшою,

нiж мономер-димерна константа 𝐽2, тобто 𝐽1 ≫ 𝐽2, оскiльки нас цiкавить режим

слабозв’язаних спiнових димерiв i мономерiв.

Стандартний розклад теорiї збурень починається з границi невзаємодiючих

димерiв i мономерiв [352]. На противагу цьому, ми хотiли б строго врахувати

принаймнi деякi кореляцiї мiж димерним i мономерним спiнами. Важливо пiд-

креслити, що вибiр незбуреного гамiльтонiана не є тривiальною задачею. Поча-

тковим припущенням, заснованим на теорiї збурень для ортогонально-димерного

ланцюжка [25], був би спiн-1/2 тримеризований ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа, де

слабшi зв’язки 𝐽2 обрано типу Iзинґа [353]. Однак ця гiбридна квантова модель

демонструє значне нульове плато, яке не може бути зруйноване збуренням через
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𝑋𝑌 частину мономер-димерної взаємодiї 𝐽2, i, таким чином, демонструватиме

нефiзичну поведiнку при малих магнiтних полях. Отже, потрiбно шукати таку

модель серед класу точно розв’язних спiнових ланцюжкiв, яка нагадує основнi

властивостi тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа (6.56). У зв’язку з цим спiн-

1/2 ромбiчний ланцюжок Iзинґа-Гайзенберґа [100] з макроскопiчно виродженим

основним станом у нульовому полi видається бiльш вiдповiдним для розвитку

багаточастинкової теорiї збурень, яка досить строго враховує спiновi кореляцiї

мiж 𝑧-компонентами. У подальшому ми роздiлимо початковий гамiльтонiан (6.56)

на двi частини 𝐻 = 𝐻𝐼𝐻 + 𝑉 , тодi як незбурена частина 𝐻𝐼𝐻 вiдповiдає точно

розв’язному спiн-1/2 ромбiчному ланцюжку Iзинґа-Гайзенберґа (див. рис. 6.13(b))

[100]:

𝐻𝐼𝐻 =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︃
𝐽1s1,𝑖 · s2,𝑖 +

𝐽𝑧
2

2
(𝑠𝑧1,𝑖 + 𝑠𝑧2,𝑖)(𝑠

𝑧
3,𝑖−1 + 𝑠𝑧3,𝑖)− ℎ′

3∑︁
𝑚=1

𝑠𝑧𝑚,𝑖

]︃
, (6.57)

а збурена частина 𝑉 мiстить решту повного гамiльтонiану (6.56):

𝑉 =
𝑁∑︁
𝑖=1

[︃
𝐽𝑥𝑦
2

∑︁
𝛼=𝑥,𝑦

(𝑠𝛼2,𝑖𝑠
𝛼
3,𝑖 + 𝑠𝛼3,𝑖𝑠

𝛼
1,𝑖+1)

+
𝐽𝑧
2

2
(𝑠𝑧1,𝑖−𝑠𝑧2,𝑖)(𝑠𝑧3,𝑖−1−𝑠𝑧3,𝑖)−(ℎ−ℎ′)

3∑︁
𝑚=1

𝑠𝑧𝑚,𝑖

]︃
. (6.58)

Параметр ℎ′ позначає критичне поле ромбiчного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа,

при якому змiнюється основний стан. Вiн буде визначений окремо для двох кон-

кретних випадкiв з макроскопiчним виродженням основного стану, що виникає

або в нульовому полi, або в полi насичення. Крiм того, ми формально розрiзняємо

𝑋𝑌 - i 𝑍-компоненти константи мономер-димерної взаємодiї, якi в кiнцевих вира-

зах прирiвнюються 𝐽𝑥𝑦
2 = 𝐽𝑧

2 = 𝐽2, щоб вiдновити iзотропний характер цiєї обмiн-

ної взаємодiї. За достатньо низьких магнiтних полiв основним станом спiн-1/2

ромбiчного ланцюжка 1
2 Iзинґа-Гайзенберґа є мономер-димерна (MD) фаза, яка

стає макроскопiчно виродженою в нульовому полi через парамагнiтний (вiльний)

характер мономерних спiнiв s3,𝑖, ефективно роздiленими синглетними станами ди-

мерних спiнiв s1,𝑖—s2,𝑖. Звичайно, будь-яке вiдмiнне вiд нуля магнiтне поле знiмає
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макроскопiчне виродження фази MD, яке буде вiдновлено саме в полi насичення

ℎ𝑐, де димернi спiни s1,𝑖— s2,𝑖 зазнають змiни вiд синглетного до поляризованого

триплетного стану. У зв’язку з цим, ми повиннi розрiзняти два частковi випадки,

якi потребують окремого розгляду: а) досить малi магнiтнi поля ℎ≪ ℎ𝑐; б) бiльш

високi магнiтнi поля, достатньо близькi до поля насичення ℎ𝑐.

а) Випадок малих полiв, 0 ≤ 𝑚 ≤ 1/3

Теорiя збурень другого порядку за 𝑉 призводить до такого ефективного

гамiльтонiану:

𝐻𝑒𝑓𝑓 =
𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝐽𝑒𝑓𝑓s3,𝑖 · s3,𝑖+1 − ℎ𝑠𝑧3,𝑖

)︀
,

𝐽𝑒𝑓𝑓 =
𝐽2
2

2𝐽1 − 𝐽2
> 0. (6.59)

При досить низьких полях спiн-1/2 тримеризований ланцюжок Гайзенберґа ефе-

ктивно описується антиферомагнiтним спiн-1/2 ланцюжком Гайзенберґа з ефе-

ктивною взаємодiєю 𝐽𝑒𝑓𝑓 (6.59). Поле насичення цього ланцюжка (6.59), точно

вiдоме та вiдповiдає нижньому критичному полю фази 1/3-плато

ℎ𝑙1/3 = 2𝐽𝑒𝑓𝑓 =
2𝐽2

2

2𝐽1 − 𝐽2
, (6.60)

при якому всi мономернi спiни s3,𝑖 стають повнiстю поляризованi у магнiтному

полi.

б) Випадок сильних полiв, 1/3 ≤ 𝑚 ≤ 𝑚𝑠𝑎𝑡

Далi ми розглянемо область сильних полiв, де намагнiченiсть змiнюється

вiд 1/3-плато до значення насичення. У полi насичення ℎ𝑐 тримеризований лан-

цюжок Гайзенберґа є макроскопiчно виродженим, оскiльки димернi спiни s1,𝑖—s2,𝑖

можуть бути або в синглетному, або в поляризованому триплетному станi. У цьо-

му конкретному випадку застосування теорiї збурень призводить до ефективного

спiн-1/2 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка Гайзенберґа:

𝐻𝑥𝑥𝑧
𝑒𝑓𝑓 =

𝑁/2∑︁
𝑖=1

[︁
𝐽𝑧
𝑒𝑓𝑓𝑠

𝑧
𝑖 𝑠

𝑧
𝑖+1 + 𝐽𝑥𝑦

𝑒𝑓𝑓(𝑠
𝑥
𝑖 𝑠

𝑥
𝑖+1 + 𝑠𝑦𝑖 𝑠

𝑦
𝑖+1)− ℎ̃𝑠𝑧𝑖

]︁
,
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𝐽𝑥𝑦
𝑒𝑓𝑓 =

𝐽2
2

2(2𝐽1 − 𝐽2)
> 0,

𝐽𝑧
𝑒𝑓𝑓 =

𝐽2
2𝐽1

𝐽𝑥𝑦
𝑒𝑓𝑓 ,

ℎ̃ = ℎ− 𝐽1 −
𝐽2
2

− 𝐽2
2

4𝐽1
. (6.61)

Псевдоспiновi оператори 𝑠𝛼𝑖 дiють у просторi, де |↓̃⟩𝑖 (|↑̃⟩𝑖) вiдповiдає синглетному

стану |0⟩𝑖 (поляризованому триплетному стану |1⟩𝑖) 𝑖-ї димера s1,𝑖 − s2,𝑖. Нама-

гнiченiсть основного стану спiн-12 тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа можна

виразити через новi оператори за такою формулою:

𝑚 =
1

3𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑚=1

⟨𝑠𝑧𝑚,𝑖⟩ =
1

3𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(1 + ⟨𝑠𝑧𝑖 ⟩). (6.62)

Вiдомо, що критичнi поля ефективного спiн-12 𝑋𝑋𝑍 ланцюжка Гайзенберґа ℎ̃± =

±(𝐽𝑧
𝑒𝑓𝑓 + 𝐽𝑥𝑥

𝑒𝑓𝑓). Таким чином, для поля насичення та верхнього критичного поля

фази 1/3 плато отримуємо наступнi результати:

ℎ𝑆𝐴𝑇 = 𝐽1 +
𝐽2
2

+
𝐽2
2

2𝐽1 − 𝐽2
,

ℎ𝑢1/3 = 𝐽1 +
𝐽2
2

− 𝐽3
2

2𝐽1(2𝐽1 − 𝐽2)
. (6.63)

Спiн-1/2 дисторсний ромбiчний ланцюжок Гайзенберґа та тримеризований

ланцюжок Гайзенберґа як його граничний випадок були ранiше вивченi в статтях

[352, 354, 356]. У випадку 𝐽2 < 𝐽1 вiн демонструє двi щiлиннi фази, що вiдпо-

вiдають плато 1/3 i насичення, i безщiлинну фазу квантової спiнової рiдини, де

намагнiченiсть неперервно змiнюється з полем (див. рис. 6.14 ). На фазовiй дiагра-

мi основного стану на рис. 6.14 порiвнюються критичнi поля, отриманi за чотирма

рiзними схемами розрахунку: розклади в ряд (суцiльнi лiнiї) [354], пiдхiд другого

порядку сильного зв’язку (штриховi лiнiї) [352, 355], схема збурення другого по-

рядку, розроблена в цiй роботi на основi ромбiчного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа

(пунктирнi лiнiї) та числове моделювання DMRG (символи). Розклади у ряд для

критичних полiв [354] є дуже точним, за винятком нижнього критичного поля
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Рис. 6.14. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 тримеризованого ланцюж-
ка Гайзенберґа. Суцiльнi лiнiї вiдповiдають розкладам в ряди [354],
пунктирнi лiнiї показують пiдхiд другого порядку сильного зв’язку
[352, 355], пунктирнi лiнiї вiдповiдають теорiї збурень другого по-
рядку, розробленiй на основi спiн-1/2 ромбiчного ланцюжка Iзинґа-
Гайзенберґа (6.63), тодi як символи представляють моделювання DMRG
оригiнального тримеризованого спiнового ланцюжка Гайзенберґа (6.56)
iз кiлькiстю комiрок 𝐿 = 28. Крихiтне плато 1/3 для моделювання
DMRG при 𝐽2/𝐽1 = 1 є результатом ефекту скiнченного розмiру, i воно,
очевидно, зникає в термодинамiчнiй границi.

ℎ𝑙1/3 фази плато 1/3, яке починає стрiмко спадати у порiвняннi з числовими даних

DMRG вище 𝐽2/𝐽1 ≳ 0.5. Теорiя збурень другого порядку, розроблена на осно-

вi точно розв’язного ромбiчного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа, також дає досить

точнi результати для критичних полiв у широкому дiапазонi простору параметрiв

𝐽2/𝐽1 ≲ 0.6. За винятком поля насичення, така теорiя збурень забезпечує значно

кращi результати для критичних полiв порiвняно з пiдходом сильного зв’язку,

розробленим до другого порядку вiд границi невзаємодiючих мономерiв i димерiв

[352, 355] . Цей простiший пiдхiд сильного зв’язку дає для малих полiв ефектив-

ний спiн-1/2 ланцюжок Гайзенберґа з iзотропною константою зв’язку 𝐽𝑒𝑓𝑓 = 𝐽2
2

2𝐽1

(див. рiвняння (5.6) у статтi [352]), тодi як для достатньо високих полiв отриму-
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ється ефективний спiн-1/2 XX ланцюжок з константою взаємодiї 𝐽𝑥𝑦 = 𝐽2
2

4𝐽1
(див.

рiвняння (7)-(10) [355]). Тому особливо цiкаво порiвняти точнiсть обох пертурба-

тивних методiв: вищезазначенi результати збiгаються з нашими результатами у

другому порядку щодо коефiцiєнта зв’язку 𝐽2/𝐽1. Що стосується вищих значень

спiввiдношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1, плато 1/3 зникає в рамках представленої схеми

теорiї збурень при 𝐽2/𝐽1 ≈ 0.8, тодi як простiший метод сильного зв’язку зберiгає

це плато до 𝐽2/𝐽1 = 1. Варто також зауважити, що ефективна модель (6.61) та

вiдповiднi критичнi поля (6.63), отриманi в режимi високого поля, збiгаються з

результатами пiдходу локалiзованих магнонiв при розглядi межi тримеризованого

ланцюжка [356].

Магнiтна сполука Cu3(P2O6OH)2, як експериментальна реалiзацiя спiн-1/2

тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа [113, 114], забезпечує вiдповiдний тест

для перевiрки ефективностi розробленої теорiї збурень. Насамперед, пiдсумує-

мо основнi результати, про якi повiдомлялося в експериментальних дослiджен-

нях [113, 114, 178]. Вимiрювання намагнiченостi показало наявнiсть промiжно-

го 1/3-плато, яке виникає на кривiй намагнiченостi при низькiй температурi у

сильному полi вище 12 Т. Температурна залежнiсть магнiтної сприйнятливостi

демонструє округлий максимум iз висотою пiку 𝜒max = 0.0154, що виникає при

𝑇max ≈ 3.25 K [113], тодi як гiромагнiтний 𝑔-фактор був визначений вимiрюва-

нням ESR як 𝑔 = 2.12 [113]. Чiткий непружний пiк при 𝜔 = 9.8 меВ= 113.7 K,

який лише слабко залежить вiд хвильового вектора, було виявлений за допомогою

непружного розсiяння нейтронiв [114, 178].

Спочатку продемонструємо, як данi про сприйнятливiсть, вимiрянi в ши-

рокому дiапазонi температур, можуть надати достатню iнформацiю для оцiнки

мiкроскопiчних параметрiв моделi. Слiд нагадати, що сприйнятливiсть спiн-1/2

ланцюжка Гайзенберґа з константою зв’язку 𝐽𝑒𝑓𝑓 має пiк 𝜒𝐻
𝑚𝑎𝑥 ≈ 0.147/𝐽𝑒𝑓𝑓 при

𝑘𝐵𝑇
𝐻
max/𝐽𝑒𝑓𝑓 ≈ 0.640824 [357]. Подiбний висновок також був отриманий для ма-

ксимуму питомої теплоємностi: 𝐶𝐻
max ≈ 0.35/𝐽𝑒𝑓𝑓 при 𝑘𝐵𝑇

𝑐
max/𝐽𝑒𝑓𝑓 ≈ 0.481 [358].

Оскiльки спiн-1/2 тримеризований ланцюжок Гайзенберґа може бути точно пред-
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ставлений за достатньо низьких температур ефективним ланцюжком Гайзенберґа

(6.59), ефективну взаємодiю 𝐽𝑒𝑓𝑓 можна вiдразу знайти iз положенням максимуму

сприйнятливостi, що спостерiгається в експериментi:

𝐽𝑒𝑓𝑓/𝑘𝐵 ≈ 𝑇max/0.640824 = 5.071595321 K. (6.64)

Вiдповiдно до рiвняння (6.59), 𝐽𝑒𝑓𝑓/𝑘𝐵 ≈ 5, 071 забезпечує корисне спiввiдноше-

ння мiж константами димерної 𝐽1 i димер-мономерної 𝐽2 взаємодiй. Iнше незале-

жне спiввiдношення, що об’єднує обидвi константи зв’язку, можна отримати за

високотемпературною поведiнкою 𝜒𝑇 . При дуже високих температурах перева-

жає парамагнiтна поведiнка, i, таким чином, добуток 𝜒𝑇 прямує до сталої Кюрi

𝐶 =
𝑁𝑔2𝜇2

𝐵𝑆(𝑆+1)
3𝑘𝐵

, де 𝑆 — величина спiну. Однак значна обмiнна взаємодiя може

мати помiтний ефект навiть при вiдносно високих температурах 𝑇 ∼ 200−300 K,

де 𝜒𝑇 , здається, ще далеко до насичення. Щоб отримати вiдповiдний опис високо-

температурної сприйнятливостi, можна скористатися першим порядком групового

розкладу для термодинамiчної теорiї збурень [28]:

𝜒 =
𝑔2𝜇2𝐵𝛽

3

[︂
1

4
+

2

3 + exp(𝛽𝐽1)
− 𝛽𝐽2
3+ exp(𝛽𝐽1)

]︂
, (6.65)

Реалiзацiя нелiнiйного алгоритму найменших квадратiв Марквардта-Левенберга

[359] для припасування даних сприйнятливостi за формулою (6.65) з одночасним

врахуванням рiвнянь (6.59) та (6.64) дозволила знайти для магнiтної сполуки

Cu3(P2O6OH)2 такий набiр мiкроскопiчних параметрiв 𝑔 = 2.2, 𝐽1/𝑘𝐵 = 102.67 K,

𝐽2/𝑘𝐵 = 29.83 K. Вiдповiдно до цього набору, промiжне плато 1/3 має з’явитися в

дiапазонi магнiтного поля мiж 10.14 T i 79 T. Зауважимо, що ранiше було запро-

поновано два рiзнi набори констант зв’язку для магнiтної сполуки Cu3(P2O6OH)2,

а саме: 𝐽1/𝑘𝐵 = 98 K, 𝐽2/𝑘𝐵 = 28 K [113] i 𝐽1 = 111/𝑘𝐵 K, 𝐽2/𝑘𝐵 = 30 K [114, 178].

Тримеризований i однорiдний спiн-1/2 ланцюжки Гайзенберґа можна до-

слiджувати квантовим методом Монте-Карло, i порiвняти результати розрахун-

кiв низькотемпературної намагнiченостi та температурної залежностi магнiтної

сприйнятливостi з вiдповiдними експериментальними даними, наведеними ранi-

ше для Cu3(P2O6OH)2 на рис. 6.15 i 6.16. З рис. 6.16 видно, що вимiрянi данi
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Рис. 6.15. Iзотермiчна крива намагнiченостi Cu3(P2O6OH)2, помiряна при 𝑇 =
1.6 K, i вiдповiдний теоретичний прогноз, зроблений за допомогою мо-
делювання QMC спiн-1/2 тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа з
𝐿 = 120 спiнами для вiдповiдного набору параметрiв: 𝐽1/𝑘𝐵 = 102.67 K,
𝐽2/𝑘𝐵 = 29.83 K, 𝑔 = 2.2 (5 × 104 крокiв QMC було використано для
термалiзацiї та додаткових 5× 105 крокiв QMC для статистичного усе-
реднення.)
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Рис. 6.16. Температурна залежнiсть добутку сприйнятливостi та температури для
Cu3(P2O6OH)2. Експериментальнi данi (суцiльнi лiнiї) порiвнюються з
теоретичними даними (штриховi лiнiї), якi були отриманi за допомо-
гою QMC моделювання спiн-12 тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа
з 𝐿 = 120 спiнами для параметрiв: 𝐽1/𝑘𝐵 = 102.67 K, 𝐽2/𝑘𝐵 = 29.83 K,
𝑔 = 2.2. Пунктирна лiнiя на головнiй панелi є результатом термоди-
намiчної теорiї збурень (6.65), тодi як пунктирно-пунктирна лiнiя на
вставцi вiдображає данi QMC для ефективної моделi (6.59).
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для магнiтної сприйнятливостi i числовi розрахунки близькi в усьому темпера-

турному дiапазонi. З iншого боку, з рис. 6.15 випливає, що теоретичнi результати

для намагнiченостi добре збiгаються з експериментальними даними лише для до-

сить низьких магнiтних полiв, тодi як вони переоцiнюють експериментальнi данi

для бiльших магнiтних полiв. Одним iз вiрогiдних пояснень цiєї невiдповiдностi є

адiабатичне нагрiвання зразка пiд час процесу намагнiчення, яке може бути пiд-

тверджено теоретичними даними намагнiченостi, розрахованими при трохи вищих

температурах. Нарештi, варто зауважити, що ефективний спiн-1/2 ланцюжок Гай-

зенберґа (6.59) також передбачає низькотемпературний пiк питомої теплоємностi

при 𝑇 ≈ 2.44 K, тодi як подiбна особливiсть також експериментально спостерiга-

лася [113].

6.3. Точнi основнi стани для моделi Iзинґа-Гайзенберґа
на ґратцi Шастри-Сазерленда

Розглянемо спiн-1/2 модель Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-

Сазерленда з димерною 𝑋𝑋𝑍 взаємодiєю Гайзенберґа 𝐽(Δ) i мiждимерною вза-

ємодiєю Iзинґа 𝐽 ′, визначеною через такий гамiльтонiан:

𝐻 = 𝐽
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

(s1,𝑖,𝑗 · s2,𝑖,𝑗)Δ+𝐽 ′
𝑁∑︁′

𝑖,𝑗=1

(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗)(𝑠

𝑧
1,𝑖+1,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖−1,𝑗)

+ 𝐽 ′
𝑁∑︁′′

𝑖,𝑗=1

(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗)(𝑠

𝑧
1,𝑖,𝑗+1+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗−1),−ℎ

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗) (6.66)

де (s1,𝑖,𝑗 · s2,𝑖,𝑗)Δ = Δ(𝑠𝑥1,𝑖,𝑗𝑠
𝑥
2,𝑖,𝑗 + 𝑠𝑦1,𝑖,𝑗𝑠

𝑦
2,𝑖,𝑗) + 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗, 𝑠𝛼𝑙,𝑖,𝑗 позначає проекцiї

(𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) спiн-1/2 оператора, перший iндекс 𝑙 = 1, 2 перераховує спiни всереди-

нi Гайзенберґового димера, другий i третiй iндекс визначає положення димера на

фiктивнiй квадратнiй ґратцi, вказуючи на його стовпець i рядок вiдповiдно (див.

рис. 6.17). Перше та друге пiдсумовування проведено по всiх димерах, щоб враху-

вати анiзотропну 𝑋𝑋𝑍 димерну взаємодiю Гайзенберґа 𝐽(Δ) та магнiтостатичну

енергiю спiнiв у зовнiшньому магнiтному полi ℎ, тодi як третя (четверта) сума
∑︀′
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Рис. 6.17. Схематична iлюстрацiя моделi Iзинґа-Гайзенберґа зi спiном 1/2 на ґра-
тцi Шастри-Сазерленда з внутрiшньодимерною 𝑋𝑋𝑍 взаємодiєю Гай-
зенберґа 𝐽(Δ) i мiждимерною взаємодiєю Iзинґа 𝐽 ′. Тонкi (синi) лiнiї
показують зв’язок Iзинґа, а товстi (червонi) лiнiї позначають зв’язок
Гайзенберґа. Спiни всерединi димерiв Гайзенберґа пронумерованi злiва
направо та знизу вгору вiдповiдно (див. також рис. 6.18).

(
∑︀′′) обмежена умовою 𝑖 + 𝑗 — непарне число (𝑖 + 𝑗 — парне число), поширює-

ться на всi вертикальнi (горизонтальнi) димери з урахуванням для мiждимерної

взаємодiї Iзинґа 𝐽 ′.

Модель, визначену гамiльтонiаном (6.66), можна альтернативно розглядати

як сукупнiсть димерiв Гайзенберґа зi спiном 1/2 на фiктивнiй квадратнiй ґратцi,

що складається з двох взаємопроникаючих пiдґраток: одна пiдґратка горизон-

тальних димерiв (𝑖+ 𝑗 парнi) i один iз вертикальних димерiв (𝑖+ 𝑗 непарнi). Спi-

ни найближчих сусiдiв вiд димерiв, що належать до рiзних пiдґраток, пов’язанi

взаємодiєю Iзинґа мiж димерами. Для додаткової зручностi зручно переписати

загальний гамiльтонiан (6.66) як суму локальних кластерних гамiльтонiанiв:

𝐻 =

𝑁∑︁′

𝑖,𝑗=1

𝐻𝑖,[𝑗−1:𝑗+1] +

𝑁∑︁′′

𝑖,𝑗=1

𝐻[𝑖−1:𝑖+1],𝑗, (6.67)
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Рис. 6.18. Схематичне зображення локального кластерного гамiльтонiана
𝐻[𝑖−1:𝑖+1],𝑗, утвореного трьома послiдовними димерами в горизонталь-
ному напрямку, i його зведення до Iзинґової форми.

𝐻[𝑖−1:𝑖+1],𝑗 = 𝐽(s1,𝑖,𝑗 · s2,𝑖,𝑗)Δ+𝐽 ′[(𝑠𝑧1,𝑖−1,𝑗+𝑠
𝑧
2,𝑖−1,𝑗)𝑠

𝑧
1,𝑖,𝑗 (6.68)

+𝑠𝑧2,𝑖,𝑗(𝑠
𝑧
1,𝑖+1,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖+1,𝑗)]−ℎ(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠𝑧2,𝑖,𝑗),

𝐻𝑖,[𝑗−1:𝑗+1] = 𝐽(s1,𝑖,𝑗 · s2,𝑖,𝑗)Δ+𝐽 ′[(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗−1+𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗−1)𝑠

𝑧
1,𝑖,𝑗

+𝑠𝑧2,𝑖,𝑗(𝑠
𝑧
1,𝑖,𝑗+1+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗+1)]−ℎ(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠𝑧2,𝑖,𝑗),

якi включають усi доданки взаємодiї мiж найближчими спiнами зi спiнових

кластерiв, утворених трьома послiдовними димерами, розташованими в гори-

зонтальному або вертикальному напрямку (див. спiновий кластер лiворуч на

рис. 6.18). Через специфiку форми гамiльтонiана 𝑧-компонента повного спiну

𝑆𝑧
𝑖,𝑗 = 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 + 𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 кожного димера Гайзенберґа комутує iз загальним гамiльто-

нiаном (6.67), а також з кожним локальним кластерним гамiльтонiаном (6.68).

Звiдси випливає, що 𝑧-компонента повного спiну 𝑆𝑧
𝑖,𝑗 є збережуваною величиною,

iз чiтко визначеними квантовими спiновими числами та, отже, усi локальнi кла-

стернi гамiльтонiани (6.68) також комутують один з одним. Ця властивiсть має

фундаментальне значення для зведення загального гамiльтонiана (6.67) до дiа-

гонального представлення в термiнах Iзинґових спiнiв, яке може бути здiйснено

локальними унiтарними перетвореннями. Варто зауважити, що локальнi кластер-

нi гамiльтонiани (6.68) вже дiагональнi в окремому пiдпросторi 𝑆𝑧
𝑖,𝑗 = ±1 диме-

рiв Гайзенберґа з однаково орiєнтованими спiнами. Для дiагоналiзацiї локальних

кластерних гамiльтонiанiв (6.68) в iншому пiдпросторi 𝑆𝑧
𝑖,𝑗 = 0, охопленому дво-

ма протилежно орiєнтованими спiнами димерiв Гайзенберґа, можна використати
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локальне унiтарне перетворення, що дiє нетривiально лише в цьому пiдпросторi:

𝑈𝑖,𝑗 =

(︂
1

2
+ 2𝑠𝑧1,𝑖,𝑗𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗

)︂
+ exp [𝑖2𝛼𝑖,𝑗𝑠

𝑥
1,𝑖,𝑗𝑠

𝑦
2,𝑖,𝑗]

(︂
1

2
− 2𝑠𝑧1,𝑖,𝑗𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗

)︂
, (6.69)

де параметри 𝛼𝑖,𝑗 задаються таким чином:

cos𝛼𝑖,𝑗 =
𝐽 ′(𝑆𝑧

𝑖+1,𝑗 − 𝑆𝑧
𝑖−1,𝑗)√︁

Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2(𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗 − 𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗)
2
,

sin𝛼𝑖,𝑗 =
Δ𝐽√︁

Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2(𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗 − 𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗)
2
, для парних (𝑖+ 𝑗),

cos𝛼𝑖,𝑗 =
𝐽 ′(𝑆𝑧

𝑖,𝑗+1 − 𝑆𝑧
𝑖,𝑗−1)√︁

Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2(𝑆𝑧
𝑖,𝑗+1 − 𝑆𝑧

𝑖,𝑗−1)
2
,

sin𝛼𝑖,𝑗 =
Δ𝐽√︁

Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2(𝑆𝑧
𝑖,𝑗+1 − 𝑆𝑧

𝑖,𝑗−1)
2
, для непарних (𝑖+ 𝑗). (6.70)

З рiвняння (6.70) цiлком очевидно, що параметр перетворення 𝛼𝑖,𝑗 для горизон-

тальних (вертикальних) димерiв Гайзенберґа залежить вiд 𝑧-компоненти повно-

го спiну на двох сумiжних вертикальних (горизонтальних) димерах Гайзенберґа.

Застосовуючи унiтарне перетворення (6.69) до локального кластерного гамiль-

тонiана (6.68), можна отримати наступне дiагональне (Iзинґове) представлення

локальних кластерних гамiльтонiанiв:

𝑈𝑖,𝑗𝐻[𝑖−1:𝑖+1],𝑗𝑈
+
𝑖,𝑗 =

|Δ𝐽 |
2

(𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 − 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗) + 𝐽𝑠𝑧1,𝑖,𝑗𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗 − ℎ(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 + 𝑠𝑧2,𝑖,𝑗)

+
1

2
(𝑠𝑧2,𝑖,𝑗−𝑠𝑧1,𝑖,𝑗)𝐼(|𝑆𝑧

𝑖+1,𝑗−𝑆𝑧
𝑖−1,𝑗|) +

𝐽 ′

2
(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗)(𝑆

𝑧
𝑖+1,𝑗+𝑆

𝑧
𝑖−1,𝑗),

𝑈𝑖,𝑗𝐻𝑖,[𝑗−1:𝑗+1]𝑈
+
𝑖,𝑗 =

|Δ𝐽 |
2

(𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 − 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗) + 𝐽𝑠𝑧1,𝑖,𝑗𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗 − ℎ(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 + 𝑠𝑧2,𝑖,𝑗)

+
1

2
(𝑠𝑧2,𝑖,𝑗−𝑠𝑧1,𝑖,𝑗)𝐼(|𝑆𝑧

𝑖,𝑗+1−𝑆𝑧
𝑖,𝑗−1|) +

𝐽 ′

2
(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗)(𝑆

𝑧
𝑖,𝑗+1+𝑆

𝑧
𝑖,𝑗−1),(6.71)

де

𝐼(|𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗−𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗|) = 𝛿(|𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗−𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗|−1)
(︁√︀

Δ2𝐽2+𝐽 ′2−|Δ𝐽 |
)︁

+ 𝛿(|𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗−𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗|−2)
(︁√︀

Δ2𝐽2+4𝐽 ′2−|Δ𝐽 |
)︁
≥0,(6.72)

𝛿(|𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗 − 𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗| − 1) = [(𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗)

2 − (𝑆𝑧
𝑖−1,𝑗)

2]2,
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𝛿(|𝑆𝑧
𝑖+1,𝑗 − 𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗| − 2) =
1

2
𝑆𝑧
𝑖−1,𝑗𝑆

𝑧
𝑖+1,𝑗(𝑆

𝑧
𝑖−1,𝑗𝑆

𝑧
𝑖+1,𝑗 − 1). (6.73)

Тут символ 𝛿(. . . ) використовується для дельта-функцiї Кронекера. З рiвняння

(6.71) можна легко зрозумiти, що поперечна 𝑋𝑋 частина димерного зв’язку Гай-

зенберґа створює через локальне унiтарне перетворення (6.69) ефективне поле

величини Δ𝐽/2 i складну ефективну мультиспiнову взаємодiю, конкретна фор-

ма якої в основному залежить вiд рiзницi мiж 𝑧-компонентами повного спiну на

двох сусiднiх димерах Гайзенберґа. Графiчне зображення унiтарного перетворе-

ння (6.69) зображено на рис. 6.18. Iншi важливi наслiдки випливають iз спiввiд-

ношення комутацiї [𝑈𝑖,𝑗, 𝐻[𝑖′−1:𝑖′+1],𝑗′] = [𝑈𝑖,𝑗, 𝐻𝑖,[𝑗′−1:𝑗′+1]] = 0 для 𝑖 ̸= 𝑖′ або 𝑗 ̸= 𝑗′.

Завдяки цьому факту можна окремо застосувати унiтарне перетворення (6.69) до

кожного димера Гайзенберґа i, отже, весь гамiльтонiан (6.67) зводиться до Iзинґо-

вого (дiагонального) представлення:

𝐻̃ =
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝐻̃0
𝑖,𝑗 +

𝑁∑︁′

𝑖,𝑗=1

𝑉𝑖,[𝑗−1:𝑗+1] +

𝑁∑︁′′

𝑖,𝑗=1

𝑉[𝑖−1:𝑖+1],𝑗, (6.74)

де

𝐻̃0
𝑖,𝑗 =

|Δ𝐽 |
2

(𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 − 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗) + 𝐽𝑠𝑧1,𝑖,𝑗𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗 − ℎ(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 + 𝑠𝑧2,𝑖,𝑗),

𝑉[𝑖−1:𝑖+1],𝑗 =
1

2
(𝑠𝑧2,𝑖,𝑗−𝑠𝑧1,𝑖,𝑗)𝐼(|𝑠𝑧1,𝑖+1,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖+1,𝑗−𝑠𝑧1,𝑖−1,𝑗−𝑠𝑧2,𝑖−1,𝑗|)

+
𝐽 ′

2
(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗)(𝑠

𝑧
1,𝑖+1,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖+1,𝑗+𝑠

𝑧
1,𝑖−1,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖−1,𝑗)

𝑉𝑖,[𝑗−1:𝑗+1] =
1

2
(𝑠𝑧2,𝑖,𝑗−𝑠𝑧1,𝑖,𝑗)𝐼(|𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+1+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗+1−𝑠𝑧1,𝑖,𝑗−1−𝑠𝑧2,𝑖,𝑗−1|)

+
𝐽 ′

2
(𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗)(𝑠

𝑧
1,𝑖,𝑗+1+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗+1+𝑠

𝑧
1,𝑖,𝑗−1+𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗−1). (6.75)

Схематичне зображення класичної спiнової моделi, визначеної ефективним га-

мiльтонiаном (6.74), представлено на рис. 6.19.

Далi розглядатиметься лише окремий випадок антиферомагнiтної взаємодiї

𝐽 > 0 та 𝐽 ′ ≥ 0. 𝑧-компоненту Гайзенберґової 𝑋𝑋𝑍 взаємодiї всерединi диме-

ра використовуватимемо як одиницю енергiї, поклавши 𝐽 = 1. Спершу, можна

легко перевiрити, що дiагональна форма локального кластерного гамiльтонiана
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(2i+1,2j)

(2i,2j)(2i−1,2j)
(2i−1,2j)

(2i+2,2j)

(2i,2j−1)
(2i+1,2j−1)

(2i+2,2j−1)
(2i−1,2j−1)

(2i−1,2j−1)

Рис. 6.19. Схематичне зображення ефективної класичної спiнової моделi на ґра-
тцi Шастри-Сазерленда, отриманої шляхом застосування локального
унiтарного перетворення (6.69) до кожного димера Гайзенберґа.

(6.71) завжди має меншу енергiю для спiнової конфiгурацiї 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 =
1
2 , 𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗 = −1

2 ,

нiж для оберненої спiнової конфiгурацiї 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 = −1
2 , 𝑠

𝑧
2,𝑖,𝑗 = 1

2 за умови анiзотро-

пiї Δ > 0. Звiдси випливає, що останнiй антиферомагнiтний стан можна повнiстю

виключити з подальших розглядiв для пошуку власних станiв iз найнижчою енер-

гiєю спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда, але ним не

можна знехтувати в спецiальнiй границi моделi Iзинґа Δ = 0. Щоб знайти всi мо-

жливi основнi стани моделi Iзинґа-Гайзенберґа з Δ > 0, достатньо розглянути всi

спiновi конфiгурацiї, доступнi повнiстю з трьох станiв дiагоналiзованих локальних

кластерних гамiльтонiанiв: 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 = 𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 =
1
2 , 𝑠

𝑧
1,𝑖,𝑗 = −𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 = 1

2 i 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 = 𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 = −1
2 ,

якi можна альтернативно визначити як фiктивнi спiновi стани 𝑆𝑧
𝑖,𝑗 = +1, 0,−1 де-

якої класичної ефективної моделi зi спiном 1. Дiагональну форму гамiльтонiана

(6.74)-(6.75) можна зобразити у такому виглядi:

𝐻̃ =
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝐻̃0
𝑖,𝑗 +

𝑁∑︁′

𝑖,𝑗=1

𝑉𝑖,[𝑗−1:𝑗+1] +

𝑁∑︁′′

𝑖,𝑗=1

𝑉[𝑖−1:𝑖+1],𝑗,
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𝐻̃0
𝑖,𝑗 = −1 + Δ

2
𝐽 [1− (𝑆𝑧

𝑖,𝑗)
2] +

𝐽

4
− ℎ𝑆𝑧

𝑖,𝑗,

𝑉[𝑖−1:𝑖+1],𝑗 = −1

2
[1− (𝑆𝑧

𝑖,𝑗)
2]𝐼(|𝑆𝑧

𝑖+1,𝑗 − 𝑆𝑧
𝑖−1,𝑗|),

𝑉𝑖,[𝑗−1:𝑗+1] = −1

2
[1− (𝑆𝑧

𝑖,𝑗)
2]𝐼(|𝑆𝑧

𝑖,𝑗+1 − 𝑆𝑧
𝑖,𝑗−1|) +

𝐽 ′

2
𝑆𝑧
𝑖,𝑗(𝑆

𝑧
𝑖,𝑗+1 + 𝑆𝑧

𝑖,𝑗−1). (6.76)

Слiд зазначити, що аналогiчне представлення зi спiном 1 також справедливе для

окремого випадку з Δ = 0, що вiдповiдає суто класичнiй моделi Iзинґа зi спiном

1/2 на ґратцi Шастри-Сазерленда. На вiдмiну вiд попереднього випадку, у гра-

ничному випадку Iзинґа Δ = 0 ефективне поле Δ𝐽/2 повнiстю дорiвнює нулю i,

отже, два антиферомагнiтних стани 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 = −𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 = ±1
2 можуть мати однаковi

енергiї, якщо тiльки ефективна взаємодiя мiж трьома послiдовними димерами не

призводить до нижчої енергiї антиферомагнiтного стану 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 = −𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 = 1
2 . Таким

чином, двократне виродження антиферомагнiтних станiв 𝑠𝑧1,𝑖,𝑗 = −𝑠𝑧2,𝑖,𝑗 = ±1
2 на

всiх димерах призводить до макроскопiчно виродженого основного стану для мо-

делi Iзинґа на ґратцi Шастри-Сазерленда на вiдмiну вiд моделi Iзинґа-Гайзенберґа

iз Δ > 0.

Мiнiмiзуючи ефективний гамiльтонiан (6.76), ми виявили шiсть рiзних

основних станiв (див. рис. 6.20 для схематичної iлюстрацiї окремих основних ста-

нiв):

• невироджена синглет-димерна (SD) фаза, утворена прямим добутком син-

глетних станiв на Гайзенберґових димерах (див. рис. 6.20(a), (b)):

|SD⟩ =
𝑁∏︁
𝑖,𝑗

|0̃𝑖,𝑗⟩ =
𝑁∏︁
𝑖,𝑗

|𝒮𝑖,𝑗⟩, (6.77)

|𝒮𝑖,𝑗⟩ =
1

2
(| ↑1,𝑖,𝑗↓2,𝑖,𝑗⟩ − | ↓1,𝑖,𝑗↑2,𝑖,𝑗⟩). (6.78)

• фаза сильно вироджених Iзинґових димерiв (ID), утворена прямим добутком

подвiйно вироджених антиферомагнiтних станiв | ↑1,𝑖,𝑗↓2,𝑖,𝑗⟩ i | ↓1,𝑖,𝑗↑2,𝑖,𝑗⟩ на

всiх димерах. Цей основний стан має високу макроскопiчне виродження,

пропорцiйне загальнiй кiлькостi димерiв 2𝑁
2, i вiн iснує лише в Iзинґовiї
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(a)
(b)
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Рис. 6.20. Точнi основнi стани моделi (6.66). На лiвiй i правiй панелях показано
розташування спiнiв, якi стосуються ефективного гамiльтонiану (6.76)
i вихiдної моделi (6.66), вiдповiдно. Рядки зверху вниз вiдповiдають
синглет-димернiй фазi, антиферомагнiтнiй фазi, стрiчковiй фазi та фазi
шахового впорядкування. Заштрихованi (прозорi) димери на лiвiй па-
нелi позначають поляризованi триплетнi (синглетнi) стани. На правiй
панелi овал позначає стан синглетного димера, зафарбованi кола по-
значають спiни, орiєнтованi в напрямку зовнiшнього магнiтного поля,
порожнi кола позначають спiни, орiєнтованi проти зовнiшнього магнi-
тного поля, тодi як зменшений дiаметр обох типiв кiл вiдповiдає кван-
товому зменшенню локальної намагнiченостi (6.82).
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границi Δ = 0.

• антиферомагнiтна (AF) фаза, утворена прямим добутком двох типiв поля-

ризованих триплетних станiв 𝑆𝑧
𝑖,𝑗 = ±1 димерiв, якi регулярно чергуються

таким чином, що кожен димер поляризований у протилежному напрямку

по вiдношенню до всiх його найближчих сусiднiх димерiв (див. рис. 6.20(c),

(d)):

|AF⟩ =

⎡⎣ 𝑁∏︁′

𝑖,𝑗=1

|↓̃𝑖,𝑗⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′

𝑖,𝑗=1

|↑̃𝑖,𝑗⟩

⎤⎦
=

⎡⎣ 𝑁∏︁′

𝑖,𝑗=1

| ↓1,𝑖,𝑗↓2,𝑖,𝑗⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′

𝑖,𝑗=1

| ↑1,𝑖,𝑗↑2,𝑖,𝑗⟩

⎤⎦ . (6.79)

У цих виразах символи
∏︀′ i

∏︀′′ позначають добутки за всiма вертикальними

димерами (непарнi (𝑖+ 𝑗)) i всiма горизонтальними димерами (парнi (𝑖+ 𝑗))

вiдповiдно. Основний стан AF є подвiйно виродженим, оскiльки iнший стан

може бути створений з власного стану (6.79) шляхом взаємозамiни станiв

горизонтальних та вертикальних димерiв.

• стрiчкова фаза (плато 1/3), в якiй кожна дiагональна стрiчка поляризова-

них димерiв регулярно чергується з двома стрiчками димерiв у синглетному

(немагнiтному) станi (див. рис. 6.20(e), (f)):

|𝑚 = 1/3⟩ =

⎡⎣ 𝑁∏︁′

𝑖,𝑗=1

|↑̃𝑖,𝑗⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′

𝑖,𝑗=1

|0̃𝑖,𝑗⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′′

𝑖,𝑗=1

|0̃𝑖,𝑗⟩

⎤⎦
=

⎡⎣ 𝑁∏︁′

𝑖,𝑗=1

| ↑1,𝑖,𝑗↑2,𝑖,𝑗⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′

𝑖,𝑗=1

|𝜑(−)
𝑖,𝑗 ⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′′

𝑖,𝑗=1

|𝜑(+)
𝑖,𝑗 ⟩

⎤⎦ ,
(6.80)

|𝜑(±)
𝑖,𝑗 ⟩ = cos

𝛼(±)

2
| ↓1,𝑖,𝑗↑2,𝑖,𝑗⟩ − sin

𝛼(±)

2
| ↑1,𝑖,𝑗↓2,𝑖,𝑗⟩.

(6.81)

Тут символи
∏︀′,

∏︀′′,
∏︀′′′ позначають добутки за iндексами 𝑖 + 𝑗 =

3𝐿 + 1, 3𝐿 + 2, 3𝐿 або 𝑖 − 𝑗 = 3𝐿 + 1, 3𝐿 + 2, 3𝐿 (𝐿 — будь-яке цiле чи-
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сло), кут змiшування 𝛼(±) у спiн-синглетних станах |𝜑(±)
𝑖,𝑗 ⟩ визначається як

𝛼(±) = arctan(±Δ𝐽/𝐽 ′) з 𝛼 ∈ [0, 𝜋]. Спiновi квазiсинглетнi стани фiксують

квантовий антиферомагнiтний порядок на димерах Гайзенберґа, який мо-

жна охарактеризувати ненульовою (але не повнiстю насиченою) шаховою

намагнiченiстю, пов’язаною з квантовим зменшенням локальних намагнiче-

ностей залежно вiд взаємної конкуренцiї мiж Iзинґовою мiждимерною вза-

ємодiєю та поперечною 𝑋𝑋 частиною димерної взаємодiї Гайзенберґа

⟨𝑠𝑧1,𝑖,𝑗⟩𝜑(±) = −⟨𝑠𝑧2,𝑖,𝑗⟩𝜑(±) = ±1

2

𝐽 ′
√
Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2 , (6.82)

де ⟨· · · ⟩𝜑(±) = ⟨𝜑(±)
𝑖,𝑗 | · · · |𝜑

(±)
𝑖,𝑗 ⟩. Цей основний стан є шестикратно виродженим,

оскiльки iншi п’ять станiв можуть бути створенi з власного стану (6.80)

трансляцiєю та/або вiдображенням.

• фаза шахового впорядкування (плато 1/2), в якiй синглетний стан на вер-

тикальних димерах регулярно чергується з поляризованим станом на гори-

зонтальних димерах або навпаки (див. рис. 6.20(g), (h)) :

|𝑚 = 1/2⟩ =

⎡⎣ 𝑁∏︁′

𝑖,𝑗=1

|0̃𝑖,𝑗⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′

𝑖,𝑗=1

|↑̃𝑖,𝑗⟩

⎤⎦
=

⎡⎣ 𝑁∏︁′

𝑖,𝑗=1

|𝒮𝑖,𝑗⟩

⎤⎦⎡⎣ 𝑁∏︁′′

𝑖,𝑗=1

| ↑1,𝑖,𝑗↑2,𝑖,𝑗⟩

⎤⎦ . (6.83)

Тут символи
∏︀′ i

∏︀′′ позначають добутки по всiх вертикальних димерах

i всiх горизонтальних димерах, вiдповiдно. Цей основний стан є подвiйно

виродженим через можливу взаємозамiну станiв на вертикальних i горизон-

тальних димерах.

• насичена парамагнiтна фаза з повнiстю поляризованими димерами:

|𝑚 = 1⟩ =
𝑁∏︁

𝑖,𝑗=1

|↑̃𝑖,𝑗⟩ =
𝑁∏︁

𝑖,𝑗=1

| ↑1,𝑖,𝑗↑2,𝑖,𝑗⟩. (6.84)

На цьому етапi ми можемо адаптувати процедуру, розроблену в роботах

[210, 360] для спiн-1/2 моделi Iзинґа на ґратцi Шастри-Сазерленда, щоб з’ясувати,



208

чи деякi з точних власних станiв (6.77)–( 6.84) представляють справжнiй основ-

ний стан у певному дiапазонi параметрiв. Для цього зручно спочатку переписати

загальну конфiгурацiйну енергiю як суму енергiй локальних кластерних гамiль-

тонiанiв, якi залежать виключно вiд 𝑧-компоненти повного спiну на всiх димерах:

𝐻 ′
[𝑖−1:𝑖+1],𝑗(𝑆

𝑧
𝑖−1,𝑗, 𝑆

𝑧
𝑖,𝑗, 𝑆

𝑧
𝑖+1,𝑗)=𝑉[𝑖−1:𝑖+1],𝑗−

ℎ

4
(𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗+2𝑆𝑧
𝑖,𝑗 + 𝑆𝑧

𝑖+1,𝑗)−
(1 + 2Δ)𝐽

4

+
(1+Δ)𝐽

2

{︀
𝛾
[︀
(𝑆𝑧

𝑖−1,𝑗)
2+(𝑆𝑧

𝑖+1,𝑗)
2
]︀
+(1−2𝛾)(𝑆𝑧

𝑖,𝑗)
2
}︀
,

𝐻 ′
𝑖,[𝑗−1:𝑗+1](𝑆

𝑧
𝑖,𝑗−1, 𝑆

𝑧
𝑖,𝑗, 𝑆

𝑧
𝑖,𝑗+1)=𝑉𝑖,[𝑗−1:𝑗+1]−

ℎ

4
(𝑆𝑧

𝑖,𝑗−1+2𝑆𝑧
𝑖,𝑗 + 𝑆𝑧

𝑖,𝑗+1)−
(1+2Δ)𝐽

4

+
(1+Δ)𝐽

2

{︀
𝛾
[︀
(𝑆𝑧

𝑖,𝑗−1)
2+(𝑆𝑧

𝑖,𝑗+1)
2
]︀
+(1−2𝛾)(𝑆𝑧

𝑖,𝑗)
2
}︀
(6.85)

i, якi мiстять новий вiльний параметр 𝛾, що буде визначено пiзнiше. Введемо та-

кож спрощене позначення 𝐸(𝑆𝑧
1 , 𝑆

𝑧
2 , 𝑆

𝑧
3) для конфiгурацiйної енергiї локального

кластерного гамiльтонiана (6.85), що включає три послiдовнi димери або в гори-

зонтальному, або у вертикальному напрямку. Таким чином, повна енергiя моделi є

сумою конфiгурацiйних енергiй 𝐸(𝑆𝑧
1 , 𝑆

𝑧
2 , 𝑆

𝑧
3) усiх кластерiв (6.85). Щоб отримати

основний стан, ми повиннi знайти конфiгурацiї кластера (𝑆𝑧
1 , 𝑆

𝑧
2 , 𝑆

𝑧
3), якi досяга-

ють найменшої енергiї, i зiбрати з них стан усiєї системи. Усi створенi таким чином

стани вiдповiдають основному стану ефективної класичної спiнової моделi. Наре-

штi, зворотнi перетворення 𝑈+
𝑖,𝑗 застосовуються для вiдновлення основного стану

початкової моделi Iзинґа-Гайзенберґа (6.66).

За вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля ℎ = 0 ми можемо вибрати

параметр 𝛾 = 1/2, щоб задовольнити умову найменшої конфiгурацiйної енер-

гiї 𝐸(0, 0, 0) для 𝐽 ′ < (1 + Δ)𝐽/2, iнакше конфiгурацiйнi енергiї 𝐸(1,−1, 1) =

𝐸(−1, 1,−1) досягають найменшого значення. У цьому вiдношеннi фаза сингле-

тних димерiв становить основний стан нульового поля для 𝐽 ′ < (1 + Δ)𝐽/2,

оскiльки вона повнiстю складається з кластерiв з найнижчою енергiєю з кон-

фiгурацiєю (0, 0, 0). Навпаки, кластери з найнижчою енергiєю з конфiгурацiями

(1,−1, 1) i (−1, 1,−1) можуть регулярно чергуватися, щоб створити iнший основ-

ний антиферомагнiтний стан нульового поля, якщо виконується протилежна умо-

ва 𝐽 ′ > (1 + Δ)𝐽/2.
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Ситуацiя стає дещо складнiшою в ненульовому магнiтному полi. З

рис. 6.20(e),(f) видно, що стрiчкова фаза може бути складена з кластерiв (0,1,0)

та (1,0,0), кожен з яких мiстить лише один поляризований димер iз трьох послi-

довних димерiв у центральному чи бiчному положеннi. Таким чином, необхiдно

переконатися, що енергiї таких кластерiв можуть стати рiвними одна однiй, i що

вони одночасно є найменшими в певнiй областi параметрiв, щоб перевiрити, чи мо-

же стрiчкова фаза стати основним станом. Тому вiдповiдне значення параметра

𝛾 потрiбно шукати з умови 𝐸(0, 1, 0) = 𝐸(1, 0, 0):

𝛾 =
2

3(1 + Δ)𝐽

(︂
−ℎ
4
+
𝐽

2
+

1

2

√︀
Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2

)︂
. (6.86)

Обчислення цього конкретного значення (6.86) доводить, що конфiгурацiй-

нi енергiї задовольняють нерiвнiсть 𝐸(0, 0, 0) < 𝐸(0, 1, 0) = 𝐸(1, 0, 0) для

𝐽 ′ < (1 + Δ)𝐽/2, якщо магнiтне поле менше першого критичного значення (ℎ <

ℎ1)

ℎ1 =
(1 + 3Δ)𝐽

2
−
√︀

Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2, (6.87)

тодi як конфiгурацiйнi енергiї задовольняють нерiвностi 𝐸(1,−1, 1) =

𝐸(−1, 1,−1) < 𝐸(0, 1, 0) = 𝐸(1, 0, 0) для 𝐽 ′ > 𝐽(1 + Δ)/2, якщо магнiтне по-

ле нижче другого критичного значення (ℎ < ℎ2)

ℎ2 = 3𝐽 ′ − 𝐽 −
√︀
Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2. (6.88)

Слiд зазначити, що енергiї всiх iнших конфiгурацiй, не згаданих у нерiвностях

вище i нижче, мають ще вищi значення для розглянутих полiв i взаємодiй, а от-

же, не є суттєвi. Цi результати свiдчать про те, що стрiчкова фаза є енергетично

вигiднiшою по вiдношенню до синглет-димерної та антиферомагнiтної фаз для

магнiтних полiв ℎ > ℎ1, якщо 𝐽 ′ < (1+Δ)𝐽/2 i ℎ > ℎ2, якщо 𝐽 ′ > (1+Δ)𝐽/2 вiд-

повiдно. Крiм того, конфiгурацiйнi енергiї, що стосуються стрiчкової фази, вико-

нують умову 𝐸(0, 1, 0) = 𝐸(1, 0, 0) < 𝐸(1, 0, 1), доки магнiтне поле не перевищує

третього критичного значення (ℎ < ℎ3)

ℎ3 =
(1− 3Δ)𝐽

2
+ 2
√︀

Δ2𝐽2 + 𝐽 ′2, (6.89)
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Рис. 6.21. Фазова дiаграма основного стану моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi
Шастри-Сазерленда в площинi 𝐽 ′−ℎ для кiлькох значень обмiнної анi-
зотропiї: (a) Δ = 0.0, ( b) Δ = 0.25, (c) Δ = 1.0, (d) Δ = 2.0.

вище якого в основному станi розвивається фаза шахового впорядкування димерiв

за рахунок регулярного чергування кластерiв (1,0,1) i (0,1,0). Спецiальне значення

параметра 𝛾 = 1/4 можна використати для отримання нижньої та верхньої гра-

ниць фази шахового впорядкування, визначеної умовами 𝐸(1, 0, 0) < 𝐸(0, 1, 0) =

𝐸(1, 0, 1) < 𝐸(1, 1, 1). Лiва нерiвнiсть справедлива для ℎ > ℎ3, тодi як права

виконується, якщо магнiтне поле менше четвертого критичного поля

ℎ4 = 2𝐽 ′ +
(1 + Δ)𝐽

2
. (6.90)

З вищезгаданих аргументiв цiлком очевидно, що особливе значення магнiтного

поля ℎ4 вiдповiдає полю насичення, вище якого дослiджувана система переходить

у насичену парамагнiтну фазу з повнiстю поляризованими димерами в напрямку

зовнiшнього магнiтного поля.
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Завершимо обговорення основного стану моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґра-

тцi Шастри-Сазерленда такими висновками. Основний стан у нульовому полi

утворюється або синглет-димерною фазою для слабших Iзинґових мiждимерних

зв’язкiв 𝐽 ′ < (1 + Δ)𝐽/2, або класичною антиферомагнiтною фазою для сильнi-

ших 𝐽 ′ > (1 + Δ)𝐽/2. Синглет-димерна фаза залишається основним станом при

досить малих магнiтних полях ℎ < ℎ1, коли 𝐽 ′ < (1 + Δ)𝐽/2, i аналогiчно анти-

феромагнiтна фаза утворює основний стан при малих достатньо магнiтних полiв

ℎ < ℎ2, коли 𝐽 ′ > (1 + Δ)𝐽/2. Синглет-димерна та антиферомагнiтна фази за-

мiнюються стрiчковою фазою, яка стає основним станом для промiжних магнi-

тних полiв ℎ3 > ℎ > ℎ1 за умови 𝐽 ′ < (1 + Δ)𝐽/2 i, вiдповiдно, ℎ3 > ℎ > ℎ2, якщо

𝐽 ′ > (1 + Δ)𝐽/2. Для магнiтних полiв ℎ > ℎ3 фаза шахового порядку є енергети-

чно вигiднiшою, анiж стрiчкова фаза, i цей основний стан зберiгається до поля

насичення ℎ < ℎ4. За достатньо сильного магнiтного поля ℎ > ℎ4 система потра-

пляє в насичену парамагнiтну фазу з повнiстю поляризованими димерами вздовж

зовнiшнього магнiтного поля.

6.4. Теорiя збурень за квантовою частиною
мiждимерної взаємодiї для моделi
Шастри-Сазерленда

Розгляньмо тепер складнiший випадок спiн-1/2 моделi Гайзенберґа на ґра-

тцi Шастри-Сазерленда [122] у зовнiшньому магнiтному полi, визначеному таким

гамiльтонiаном:

𝐻 = 𝐽
∑︁
⟨l,m⟩

sl · sm + 𝐽 ′ ∑︁
⟨⟨l,m⟩⟩

sl · sm − ℎ
∑︁
l

𝑠𝑧l , (6.91)

де ⟨l,m⟩ i ⟨⟨l,m⟩⟩ позначають пiдсумовування всiх димерних 𝐽 i мiждимерних 𝐽 ′

взаємодiй, загальний iндекс вузла l = (𝑛, 𝑖, 𝑗) включає номер 𝑛 = 1 або 2 спiну

в димерi на додаток до двох наступних номерiв 𝑖 i 𝑗, що визначають положення

димера в стовпцi та рядку ґратки Шастри-Сазерленда вiдповiдно (див. рис. 6.17

для нумерацiї вузлiв). Нарештi, параметр ℎ = 𝑔𝜇BH позначає стандартний член
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Зеємана, 𝜇B — магнетон Бора, 𝑔 — гiромагнiтний фактор магнiтних iонiв, H —

зовнiшнє магнiтне поле.

Звичайна процедура пертурбативного пiдходу, який виходить з границi нев-

заємодiючих димерiв, повiльно збiгається i вимагає членiв розкладу вищого по-

рядку. Наприклад, розклад до третього порядку здатний вiдтворити лише 1/2 та

1/3 плато моделi Шастри-Сазерленда [135]. Як зазначено вище тут ми розвинемо

покрашений варiант теорiї збурень на основi точного розв’язку для основного ста-

ну моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда з димерною Гайзен-

берґовою та мiждимерною Iзинґовою взаємодiями, заданим гамiльтонiаном (6.66)

записаної у компактнiй формi:

𝐻𝐼𝐻 = 𝐽
∑︁
⟨l,m⟩

sl · sm + 𝐽 ′ ∑︁
⟨⟨l,m⟩⟩

𝑠𝑧l 𝑠
𝑧
m − ℎ

∑︁
l

𝑠𝑧l . (6.92)

Оскiльки вважаємо димерну взаємодiю набагато сильнiшою за мiждимерну, тоб-

то 𝐽 > 𝐽 ′, зручно використовувати базис димерних станiв для пари спiнiв,

пов’язаних сильнiшою димерною взаємодiєю:

|0⟩𝑖,𝑗 =
1√
2
(| ↑⟩1,𝑖,𝑗| ↓⟩2,𝑖,𝑗 − | ↓⟩1,𝑖,𝑗| ↑⟩2,𝑖,𝑗),

|1⟩𝑖,𝑗 = | ↑⟩1,𝑖,𝑗| ↑⟩2,𝑖,𝑗,

|2⟩𝑖,𝑗 =
1√
2
(| ↑⟩1,𝑖,𝑗| ↓⟩2,𝑖,𝑗 + | ↓⟩1,𝑖,𝑗| ↑⟩2,𝑖,𝑗),

|3⟩𝑖,𝑗 = | ↓⟩1,𝑖,𝑗| ↓⟩2,𝑖,𝑗, (6.93)

де |0⟩𝑖,𝑗 позначає синглетний стан димера, а |1⟩𝑖,𝑗, |2⟩𝑖,𝑗, |3⟩𝑖,𝑗 вiдповiдають три-

плетному стану димера з такими значеннями 𝑧-компоненти повного спiну 𝑆𝑧
𝑖,𝑗 =

𝑠𝑧1,𝑖,𝑗+𝑠
𝑧
2,𝑖,𝑗 = 1, 0,−1 вiдповiдно. Таке представлення забезпечує простий опис усiх

основних станiв, якi виникають у спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi

Шастри-Сазерленда, заданiй гамiльтонiаном (6.92). Як показано в попередньо-

му пiдроздiлi 6.3, гамiльтонiан 𝐻𝐼𝐻 можна привести до дiагональної форми за

допомогою унiтарного перетворення (6.69), i основний стан моделi для 𝐽 ′ ≤ 𝐽 мо-

жна схарактеризувати наступними чотирма фазами: синглет-димерна фаза для

ℎ < ℎ𝑐1, стрiчкова фаза (див. рис. 6.22) для ℎ𝑐1 < ℎ < ℎ𝑐2, шахової 1/2-плато фази
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для ℎ𝑐2 < ℎ < ℎ𝑐3 i насиченої парамагнiтної фази для ℎ > ℎ𝑐3. Критичнi поля, що

визначають вiдповiднi фазовi межi основного стану, явно задаються таким чином:

ℎ𝑐1 = 2𝐽 −
√︀
𝐽2 + 𝐽 ′2,

ℎ𝑐2 = −𝐽 + 2
√︀
𝐽2 + 𝐽 ′2,

ℎ𝑐3 = 𝐽 + 2𝐽 ′. (6.94)

Слiд зазначити, що основний стан моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-

Сазерленда макроскопiчно вироджений при першому критичному полi ℎ𝑐1, i мно-

жину його конфiгурацiй можна розглядати як газ 𝑆𝑧 = 1 триплетних збуджень,

якi називають триплонами [361], що виникають на фонi кристала синглетних ди-

мерiв. Вище було показано (див. пiдроздiл 6.3), що основнi стани спiн-1/2 мо-

делi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда можуть бути побудованi

з шестиспiнового кластера, що складається з трьох послiдовних димерiв (див.

рис. 6.17) з таким обмеженням: на кожному шестиспiновому кластерi може бути

розташовано не бiльше одного триплонного збудження. Ця жорстка умова випли-

ває з того факту, що в критичному полi мiж синглетним димером i фазою 1/3

плато конфiгурацiя основного стану може бути побудована з кластерiв трьох по-

слiдовних димерiв, визначених гамiльтонiанами (6.68), де кожен кластер може мi-

стити не бiльше одного триплетного збудження. Отже, такi триплетнi збудження

повиннi пiдкорятися жорсткому обмеженню: триплони не можуть бути створенi

на чотирьох сумiжних (найближчих) димерах, i таке правило виключення має

бути додатково розширено для вертикально (горизонтально) орiєнтованого диме-

ра на його два однаково орiєнтованi дальшi сусiднi димери в горизонтальному

(вертикальному) напрямку (див. рис. 6.22).

Надалi нашу увагу буде зосереджено на межi фаз мiж синглет-димерною та

стрiчковою фазами, тобто областю магнiтного поля, достатньо близькою до пер-

шого критичного поля ℎ𝑐1, де низькотемпературна крива намагнiченостi моделi

Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда найцiкавiша (див. огляд [125]). З цiєю

метою буде розглянуто гамiльтонiан (6.92) спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на

ґратцi Шастри-Сазерленда в критичному полi ℎ = ℎ𝑐1 з точно вiдомим основним
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Рис. 6.22. Схематичне зображення смужкової 1/3-плато фази та умови жорсткого
вiдштовхування для триплонiв. Заштрихованими (порожнiми) овалами
позначено 𝑆𝑧 = 1 триплетнi (синглетнi) стани на димерах. Зафарбована
синiм кольором область вказує на умову жорсткого вiдштовхування для
центрального триплона (димера в триплетному станi), яке виключає
триплони на всiх його чотирьох найближчих сусiднiх димерах, а також
два однаково орiєнтованих подальших сусiднiх димера вздовж одного
просторового напрямку.

станом як незбурену частину гамiльтонiана (6.91) вiдповiдної моделi Гайзенбер-

ґа. Решта доданкiв гамiльтонiана (6.91), що включає 𝑋𝑌 частину мiждимерної

взаємодiї, розглядається як збурення разом iз вiдхиленням магнiтного поля вiд

критичного значення ℎ𝑐1:

𝐻 ′ = 𝐽 ′
𝑥𝑦

∑︁
⟨⟨l,m⟩⟩

(𝑠𝑥l 𝑠
𝑥
m + 𝑠𝑦l 𝑠

𝑦
m)− (ℎ− ℎ𝑐1)

∑︁
l

𝑠𝑧l . (6.95)

Тут ми ввели окреме позначення 𝐽 ′
𝑥𝑦 для 𝑋𝑌 частини мiждимерного зв’язку. У

всiх кiнцевих виразах ми покладемо 𝐽 ′
𝑥𝑦 = 𝐽 ′.

6.4.1. Ефективна модель триплонних збуджень

Застосуємо теорiю збурень багатьох частинок (див., наприклад, [242] для

загальної процедури) до 𝑋𝑌 частини мiждимерної взаємодiї на межi мiж синглет-

димерною i стрiчковою фазами, де основний стан є макроскопiчно виродженим i

може бути представлений як ґратковий газ триплетних збуджень на димерах. У
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другому порядку теорiї збурень можна отримати наступний ефективний гамiль-

тонiан, якщо виключити з розгляду два високоенергетичнi триплетнi стани |2⟩𝑖,𝑗,
|3⟩𝑖,𝑗 кожного димера, зберiгаючи лише синглетний стан |0⟩𝑖,𝑗 i повнiстю поляри-

зований триплетний стан |1⟩𝑖,𝑗 (докладнiше див. у додатку до статтi [29]):

𝐻𝑒𝑓𝑓 = 𝒫0[𝐸0 +𝐻1 +𝐻𝑡 +𝐻2 +𝐻3 + . . . ]𝒫0,

𝐻1 = (𝑒0 + ℎ𝑐1 − ℎ)
∑︁
l

𝑛l, l = (𝑙𝑥, 𝑙𝑦),

𝐻2 = 𝑉1
∑︁
⟨l,l′⟩

𝑛l𝑛l′ + 𝑉2
∑︁
⟨l,l′⟩′

𝑛l𝑛l′ + 𝑉3
∑︁
⟨l,l′⟩′′

𝑛l𝑛l′,

𝐻3 = 𝑉△1

∑︁
⟨l,l′,l′′⟩1

𝑛l𝑛l′𝑛l′′ + 𝑉 ′
△1

∑︁
⟨l,l′,l′′⟩′1

𝑛l𝑛l′𝑛l′′ + 𝑉△2

∑︁
⟨l,l′,l′′⟩2

𝑛l𝑛l′𝑛l′′

+𝑉 ′
△2

∑︁
⟨l,l′,l′′⟩′2

𝑛l𝑛l′𝑛l′′ + 𝑉 ′′
△2

∑︁
⟨l,l′,l′′⟩′′2

𝑛l𝑛l′𝑛l′′ + 𝑉△3

∑︁
⟨l,l′,l′′⟩′3

𝑛l𝑛l′𝑛l′′,

𝐻𝑡 = 𝑡

𝑁∑︁′

𝑖,𝑗=1

(𝑛𝑖,𝑗−1+𝑛𝑖,𝑗+1)(𝑎
+
𝑖−1,𝑗𝑎𝑖+1,𝑗+𝑎𝑖−1,𝑗𝑎

+
𝑖+1,𝑗)

+ 𝑡

𝑁∑︁′′

𝑖,𝑗=1

(𝑛𝑖−1,𝑗+𝑛𝑖+1,𝑗)(𝑎
+
𝑖,𝑗−1𝑎𝑖,𝑗+1+𝑎𝑖,𝑗−1𝑎

+
𝑖,𝑗+1). (6.96)

Символ сумування
∑︀′ (

∑︀′′) позначає обмеження непарних (𝑖+𝑗) (парних (𝑖+𝑗)),

яке поширюється на всi вертикальнi (горизонтальнi) димери та 𝒫0 — це опе-

ратор проекцiї, що включає умову жорсткого вiдштовхування для триплонiв

(див. рис. 6.22). Кожен вузол ефективної моделi (6.96) вiдповiдає димеру ґратки

Шастри-Сазерленда, а порожнiй (заповнений) вузол 𝑛l = 0 (𝑛l = 1) ефектив-

ної моделi вiдповiдає синглетному стану |0⟩l (триплетному стану |1⟩l) l-го димера

вихiдної моделi Шастри-Сазерленда (6.91). На додаток до оператора числа запов-

нення 𝑛l ми також ввели оператори народження та знищення жорстких бозонiв

𝑎+l i 𝑎l, якi описують перетворення l-го димера з синглетного стану |0⟩l у трипле-

тний |1⟩l i навпаки. Фiзичний змiст окремих членiв, що входять до ефективного

гамiльтонiана (6.96), такий: 𝐻1 вiдповiдає перенормованiй енергiї окремого три-

плону, 𝐻2 описує ефективнi парнi взаємодiї мiж триплонами, розмiщеними на

подальших сусiднiх димерах (див. рис. 6.23), 𝐻3 мiстить найважливiшi внески
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Рис. 6.23. Схематичне зображення ефективних парних взаємодiй мiж триплона-
ми. Червонi овали навколо центрального димера в триплетному станi
(штриховий овал) думонструють умову жорсткого вiдштовхування, ко-
льоровi овали вказують на взаємодiю мiж центральним триплоном i
його подальшими сусiдами.

серед ефективних тричастинкових взаємодiй мiж триплонами (див. рис. 6.24), а

𝐻𝑡 представляє член скорельованих перескокiв (див. рис. 6.25). Параметр скоре-

льованого перескоку 𝑡, енергiя окремого триплона 𝑒0 i всi ефективнi потенцiали

взаємодiї 𝑉 , що виникають у рiвняннi (6.96), є аналiтичними функцiями 𝐽 , 𝐽 ′ i ℎ,

як це видно з явних виразiв, наведених у додатку до статтi [29].

До другого порядку теорiї збурень доданок, який вiдповiдає прямим пе-

рескокам триплонiв, вiдсутнiй. Однак слiд зазначити, що такi члени є незначно

малими також у звичайному пiдходi сильного зв’язку, починаючи з невзаємодiю-

чих димерiв, де вони з’являються лише у шостому порядку теорiї збурень [289].

На вiдмiну вiд ефективного гамiльтонiана (6.96), попереднi пертурбативнi теорiї

[134, 135, 362] також включають члени скорельованих перескокiв, пов’язанi з кон-

фiгурацiями з триплонами на найближчих горизонтальних i вертикальних диме-

рах. Врахування останнiх доданкiв може призвести до появи в системi квантового

стану з делокалiзованими збудженнями триплонiв. Слiд зазначити, що в розро-

бленiй теорiї збурень (6.96) стани з триплонами на найближчих горизонтальних i

вертикальних станах забороненi через умову жорсткого вiдштовхування, схемати-

чно зображену на рис. 6.22. Таким чином, вищезазначенi корельованi члени стриб-
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Рис. 6.24. Схематичне зображення ефективної тричастинкової взаємодiї мiж три-
плонами.

кiв не з’являться навiть у вищих порядках нашої теорiї збурення. Для повноти,

залежностi констант ефективної взаємодiї вiд вiдношення взаємодiй 𝐽 ′/𝐽 наведе-

но на рис. 6.26. Загалом величини ефективних взаємодiй вiдносно малi для всiх

значень 𝐽 ′/𝐽 , якi стабiлiзують синглет-димерну фазу при нульовому магнiтному

полi. Крiм того, три ефективнi парнi взаємодiї зазвичай слабшають iз вiдстанню

мiж димерами. Дивно, але параметр корельованого стрибка переважає при до-

сить малих значеннях спiввiдношення взаємодiї 𝐽 ′/𝐽 , тодi як ефективна парна

взаємодiя 𝑉1 мiж найближчими триплонами, дозволена попри жорстке вiдштов-

хування (рис. 6.22) переважає при вищих значеннях коефiцiєнта зв’язку 𝐽 ′/𝐽 . З

рис. 6.26(a) i (b) очевидно, що ефективнi взаємодiї трьох частинок набагато меншi

за величиною, нiж ефективнi парнi взаємодiї, i, отже, вони не мають суттєвого

впливу на границях фаз мiж рiзними основними станами. Крiм того, величина

ефективних тричастинкових взаємодiй швидко спадає з вiдстанню мiж триплона-

ми. Слiд зазначити, що повний ефективний гамiльтонiан, отриманий до другого

порядку, також мiститиме ефективнi багаточастинковi взаємодiї вищого порядку

(наприклад, чотири-, п’яти-, шестичастинковi зв’язки). Проте очiкується, що їх
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Рис. 6.25. Схематичне зображення скорельованих перескокiв двох триплонiв, якi
розмiщенi на двох наступних пiсля найближчих сусiднiх димерах.
Стрiлки вказують можливi перскоки триплонiв всерединi пари.
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Рис. 6.26. Ефективнi парна (a) i тричастинкова (b) взаємодiї (6.96), нормалiзованi
вiдносно димерної взаємодiї 𝐽 як функцiя 𝐽 ′/𝐽 . Константу скорельова-
ного перескоку показано на панелi (a) як штриховану лiнiю разом iз
ефективними парними взаємодiями.

значення будуть значно меншими порiвняно з ефективними тричастинковими вза-

ємодiями. Ця гiпотеза базується на спостереженнi, що ефективнi взаємодiї трьох

частинок набагато (на порядок) меншi, нiж парнi, i їх значення швидко спадають

iз вiдстанню мiж триплонами. Нижче ми показуємо, що тричастинкова взаємо-

дiя призводить до невеликих поправок до поля переходу мiж рiзними фазами.

Таким чином, не передбачається, що ефективнi взаємодiї вищого порядку мати-

муть будь-який iстотний вплив, тому ми виключили всi цi члени з ефективного

гамiльтонiана (6.96).

Як перший крок ми знайшли фазову дiаграму основного стану спiн-1/2 мо-
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делi Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда, iгноруючи вклад скорельованих

перескокiв, якi можуть здатися неважливими через сильне вiдштовхування мiж

близько розташованими триплонами. Аналiз останнiх квантових членiв вiдкла-

дено до наступного пiдроздiлу 6.4.2. Таким чином, проблема стає еквiвалентною

пошуку триплонної конфiгурацiї з найнижчою енергiєю ефективного класичного

гамiльтонiана (6.96) без доданкiв скорельованих перескокiв. Можна довести, що

основний стан мiстить фази, якi вiдповiдають дробовим плато намагнiченостi 1/8,

1/6 i 1/4 (див. деталi у додатку [29]).

Перше дробове плато намагнiченостi, яке виникає пiд час накладання ма-

гнiтного поля, є 1/8-плато. Вiдповiдний основний стан вiдповiдає найщiльнiшо-

му пакуванню триплонiв, який дозволяє уникнути будь-яких вiдштовхувальних

парних i тричастинкових взаємодiй мiж ними. Фаза плато 1/8 вiдповiдає сильно

виродженiй множинi станiв. Найпростiший стовпчастий i шаховий порядок роз-

ташування вертикальних триплонiв показаний на рис. 6.27 (a) i (b), вiдповiдно.

При цьому, найзагальнiшу конфiгурацiю можна отримати, коли змiшуються фази

з вертикальним i горизонтальним упорядкуванням триплонiв.

При подальшому збiльшеннi магнiтного поля фаза плато 1/6 починає до-

мiнувати. Вiдповiдний основний стан демонструє стовпчастi впорядкування три-

плонiв, що розвиваються або на горизонтальних, або на вертикальних димерах.

Остання конфiгурацiя схематично показана на рис. 6.27(c). Виродження основно-

го стану на межi мiж фазами плато 1/8 i 1/6 є важливою особливiстю. Можна

показати [29], що енергiя конфiгурацiй є iнварiантною щодо деяких локальних

змiн конфiгурацiї триплонiв. Таким чином, будь-яке значення намагнiченостi мiж

1/8 i 1/6 можна досягнути таким видом замiщення. Зокрема, фаза плато 2/15,

яка була iдентифiкована в статтях [127, 128] i також виявлена експериментально

[193], може бути вiдтворена в межах даного пiдходу як один iз багатьох спiвi-

снуючих станiв на вiдповiднiй мiжфазнiй границi. Отже, цiлком правдоподiбно

припустити, що фаза плато 2/15 може зрештою виникнути, коли розраховувати

вищi порядки теорiї збурень.

Наступним послiдовним основним станом є фаза 1/4-плато, яка демонструє
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стрiчковi розташування триплонiв на вертикальних або горизонтальних димерах.

Рисунок 6.27(d) iлюструє окремий випадок, коли триплони мають вертикальне

розташування. Зауважимо, що стрiчковий характер фази 1/4-плато пов’язаний

з ефективними взаємодiями трьох частинок 𝑉△1 i 𝑉 ′
△1, оскiльки зигзагоподiбний

вiзерунок розташування триплонiв має таку саму енергiю, як i стрiчковий, ко-

ли нехтувати ефективними тричастинковими зв’язками 𝑉△1 i 𝑉 ′
△1. З iншого боку,

ефективнi тричастинковi взаємодiї набагато слабшi, нiж парнi, i тому зигзагопо-

дiбна конфiгурацiя, згадана вище, може виникнути навiть при порiвняно малих

температурах.

Останнiм можливим основним станом у цiй картинi є фаза плато 1/3, схе-

матично зображена на рис. 6.22, де показано iнше стрiчкове впорядкування три-

плонiв, яке одночасно є їх найщiльнiшим упакуванням, що задовольняє умовi

жорсткого вiдштовхування, iлюструється синiм затiненням. Таким чином, мо-

жна зробити висновок, що поточний розгляд ефективних зв’язкiв мiж трипло-

нами призводить до появи трьох додаткових основних станiв, що виникають мiж

синглет-димерною та стрiчковою фазами (див. рис. 6.27).

Енергiї основного стану всiх вищезгаданих фаз на один димер легко розра-

ховуються:

𝐸1/8 =
1

8
(−ℎ+ ℎ𝑐1 + 𝑒0),

𝐸1/6 =
1

6
(−ℎ+ ℎ𝑐1 + 𝑒0 + 2𝑉3),

𝐸1/4 =
1

4
(−ℎ+ ℎ𝑐1 + 𝑒0 + 𝑉1 + 𝑉3 + 𝑉 ′

△1 + 2𝑉△3),

𝐸1/3 =
1

3
(−ℎ+ ℎ𝑐1 + 𝑒0 + 𝑉1 + 2𝑉2 + 𝑉 ′

△1 + 2(𝑉△2 + 𝑉 ′
△2 + 𝑉 ′′

△2)). (6.97)

Слiд зазначити, що всi фази дробового плато є точними власними станами ефе-

ктивного гамiльтонiана (6.96). Фази плато 1/8 та 1/6 мiстять лише локалiзова-

нi триплони. З iншого боку, корельованi стрибки триплонiв, розмiщених на на-

ступних найближчих сусiднiх димерах (див. рис. 6.25), гiпотетично можливi у

фазах 1/4- та 1/3-плато, проте вони пригнiчуються через стрiчкове розташува-

ння триплонiв, що задовольняє умову жорсткого вiдштовхування, зображену на
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Рис. 6.27. Схематична iлюстрацiя основних станiв моделi Гайзенберґа на ґратцi
Шастри-Сазерленда, що виникає в областi слабкого поля як плато дро-
бової намагнiченостi: (a)-(b) конфiгурацiя смуги та шахової дошки для
1/8-плато [363]; (в) 1/6-плато; (d) 1/4-плато.

рис. 6.23. Критичнi поля, що розмежовують окремi основнi стани, можна лег-

ко знайти шляхом прямого порiвняння вiдповiдних власних енергiй, наведених у

рiвняннях (6.97):

ℎ0−1/8 = ℎ𝑐1 + 𝑒0,

ℎ1/8−1/6 = ℎ𝑐1 + 𝑒0 + 8𝑉3,

ℎ1/6−1/4 = ℎ𝑐1 + 𝑒0 + 3𝑉1 − 𝑉3 + 3𝑉 ′
△1 + 6𝑉△3,

ℎ1/4−1/3 = ℎ𝑐1 + 𝑒0 + 𝑉1 + 8𝑉2 − 3𝑉3 + 𝑉 ′
△1 + 8(𝑉△2 + 𝑉 ′

△2 + 𝑉 ′′
△2)− 6𝑉△3. (6.98)
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Критичнi поля (6.98), отриманi в рамках розробленої теорiї збурень, можуть бу-

ти прямо використанi для побудови загальної фазової дiаграми основного стану

моделi Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда, яку зображено на рис. 6.28 в

площинi 𝐽 ′/𝐽 − ℎ/𝐽 разом з доступними числовими даними, отриманими ранiше

за допомогою методiв CORE [126] та iPEPS [131]. Пряме порiвняння критично-

го поля ℎ1/4−1/3 з вiдповiдними числовими даними методiв CORE [126] та iPEPS

[131] означає, що межа фази мiж 1/4- i 1/3-плато вiдтворюється розробленою схе-

мою теорiї збурень з винятково високою точнiстю до спiввiдношення 𝐽 ′/𝐽 ≈ 0.5.

Фазова межа мiж 1/6- i 1/4-плато також знаходиться в прийнятнiй вiдповiдно-

стi з результатом методу iPEPS [131] навiть до вищих значень спiввiдношення

взаємодiї 𝐽 ′/𝐽 ≈ 0.6. Вiдхилення наших результатiв вiд методу CORE [126] для

межi фаз мiж 1/6- i 1/8-плато можна пояснити обмеженнями скiнченного розмiру.

Розроблений пiдхiд сильного зв’язку передбачає вiдносно широкий iнтервал поля

для фази плато 1/6 i невелику ширину фази плато 1/8, тодi як плато 2/15 спiвi-

снує на межi фаз мiж 1/8- i 1/6-плато. Однак цей висновок, здається, суперечить

експериментальним спостереженням для SrCu2(BO3)2, де навпаки було виявлено

вiдносно широке 1/8-плато [192].

Отриманi результати дозволяють зрозумiти, чи вони здатнi описати фiзи-

чнi властивостi SrCu2(BO3)2 при низьких температурах. З рис. 6.28 видно, що

фазовi межi 1/4-плато залежать лiнiйно вiд 𝐽 ′/𝐽 поблизу правдоподiбних зна-

чень спiввiдношення взаємодiї 𝐽 ′/𝐽 ≈ 0.6. Використовуючи лiнiйне наближення

для цих границь фази та експериментально спостережуваних полiв 𝜇0H𝑒𝑥𝑝
1 = 33 T

i 𝜇0H𝑒𝑥𝑝
2 = 39 T, якi визначають нижнi межi 1/4- та 1/3-плато SrCu2(BO3)2, зна-

йдено абсолютнi значення констант взаємодiї 𝐽/𝑘𝐵 = 85.4 K та 𝐽 ′/𝑘𝐵 = 54.1 K.

Зауважте, що цi конкретнi значення констант взаємодiї, а також вiдносна величи-

на спiввiдношення 𝐽 ′/𝐽 = 0.634 тiсно збiгаються з ранiше повiдомленим набором

параметрiв, отриманих iз температурної залежностi магнiтної сприйнятливостi

[364]. Далi, виведенi константи зв’язку передбачають для фаз iз характером лока-

лiзованих триплонiв таке критичне поле 𝜇0H1/6−1/4 = 33 T мiж 1/6- та 1/4-плато

та 𝜇0H1/8−1/6 = 28 T мiж 1/8- та 1/6-плато вiдповiдно. Встановлено, що енер-
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Рис. 6.28. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 моделi Гайзенберґа на ґратцi
Шастри-Сазерленда в площинi 𝐽 ′/𝐽 −ℎ/𝐽 . Критичнi поля (6.98), отри-
манi в рамках теорiї збурень, яка була розроблена з точно розв’язної
моделi Iзинґа-Гайзенберґа до другого порядку, показанi лiнiями рiзних
стилiв: ℎ0−1/8 (червона суцiльна крива), ℎ1/8−1/6 (зелена штрихована
крива), ℎ1/6−1/4 (синя коротка штрихована крива), ℎ1/4−1/3 (пурпурова
пунктирна крива). Найнижча штрихпунктирна лiнiя вiдповiдає крити-
чному полю ℎ𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑−𝑡 (6.102), розглянутому в пiдроздiлi 6.4.2. Символи
“+” вiдображають межу фаз мiж 1/4- i 1/3-плато, тодi як iнтервал поля,
обмежений символами “×”, вiдповiдає 1/6-плато (для 𝑁 = 36 спiнiв),
а iнтервал поля, обмежений символами “*”, вiдповiдає 1/8-плато (для
𝑁 = 32 спiнiв), отриманому числовим методом CORE [126]. Порожнi
квадрати та кружечки показують результати iPEPS для нижнiх кри-
тичних полiв 1/3- та 1/4-плато вiдповiдно [131]. На вставцi показано
збiльшений масштаб фазової дiаграми для iнтервалу 𝐽 ′/𝐽 , близького
до iмовiрних мiкроскопiчних параметрiв для SrCu2(BO3)2.

гiя локалiзованого триплону в нульовому полi становить 43 K, що трохи вище,

нiж енергетичний розрив Δ/𝑘𝐵 = 35 K, який експериментально спостерiгається

при нульовому магнiтному полi [363]. Однак повна квантова спiнова модель для

SrCu2(BO3)2 є набагато складнiшою i включає, серед iншого, слабку взаємодiю
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Дзялошинського-Морiя [141, 202, 203] i можливо малi мiжплощиннi [365] взаємо-

дiї.

6.4.2. Квантова скорельована фаза зв’язаних триплонiв

Наявнiсть квантових доданкiв та розширеного жорсткого вiдштовхування

роблять розв’язок повної ефективної моделi (6.96), включаючи скорельованi пере-

скоки, досить складним. Пiдхiд середнього поля не здатний забезпечити належний

опис квантового руху триплонiв iз сильним зв’язком короткосяжним зв’язування.

У нашому випадку скорельованi тунелювання можуть бути заблокованi сильним

вiдштовхуванням мiж двома триплонами на димерах наступного найближчого

сусiда. З iншого боку, пара зв’язаних триплонiв може отримати навiть меншу

енергiю внаслiдок квантових поправок.

Єдиний доступний точний результат обмежений точкою нестiйкостi, де енер-

гiя одного делокалiзованого зв’язаного триплонного стану стає меншою за енергiю

двох окремих триплетних димерiв. У цьому випадку зв’язанi триплони починають

заповнювати спiновi димери, що призводить до складної квантової фази. Споча-

тку позначимо стан зв’язаних горизонтальних триплонiв у положеннях ґратки

(𝑖, 𝑗) та (𝑖 + 1, 𝑗 + 1) як |1𝑖,𝑗1𝑖+1,𝑗+1⟩. Дiя ефективного гамiльтонiана (6.96) може

бути прямо обчислена як

𝐻𝑒𝑓𝑓 |1𝑖,𝑗1𝑖+1,𝑗+1⟩=[2(𝑒0+ℎ𝑐1−ℎ)+𝑉1]|1𝑖,𝑗1𝑖+1,𝑗+1⟩+𝑡(|1𝑖−1,𝑗+11𝑖,𝑗⟩+|1𝑖+1,𝑗+11𝑖+2,𝑗⟩).
(6.99)

Зрозумiло, що рух триплонної пари є одновимiрним, тобто зв’язанi триплони на

горизонтально (вертикально) орiєнтованих димерах рухаються в горизонтально-

му (вертикальному) напрямку. Тому для зв’язаного триплонного стану зручно

ввести наступне позначення: |1̃𝑖⟩ = |1𝑖,𝑗1𝑖+1,𝑗+1⟩, |1̃𝑖+1⟩ = |1𝑖+1,𝑗+11𝑖+2,𝑗⟩, i так далi.

Тут ми зберегли лише iндекс, що вiдповiдає напрямку руху триплонiв. Тепер ми

можемо написати рiвняння для власних енергiй збудження одиничного зв’язаного

триплонного стану в досить простiй формi

[2(𝑒0+ℎ𝑐1−ℎ)+𝑉1]|1̃𝑖⟩+𝑡(|1̃𝑖−1⟩+|1̃𝑖+1⟩) = 𝐸|1̃𝑖⟩. (6.100)
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ми триплонами як функцiя спiввiдношення взаємодiй 𝐽 ′/𝐽 .

З урахуванням перiодичних граничних умов розв’язок рiзницевого рiвняння має

вигляд вiльної хвилi: |𝜑𝑘⟩ =
∑︀

𝑙 exp(𝑖𝑘𝑙)|1̃𝑙⟩ з таким спектром

𝜖(𝜅) = 2𝑡 cos(𝜅) + 2(𝑒0 + ℎ𝑐1 − ℎ) + 𝑉1. (6.101)

де 𝜅 = 2𝜋𝑙/𝑁𝑥 i 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑁𝑥 (𝑁𝑥 — кiлькiсть димерiв у горизонтальному на-

прямку). Звичайно, енергетичний спектр i власний стан вертикально орiєнтова-

них триплонiв мають аналогiчний вигляд. Важливо порiвняти мiнiмальну енергiю

зв’язаного триплонного стану 𝜖(𝜋) = −2𝑡 + 2(𝑒0 + ℎ𝑐1 − ℎ) + 𝑉1 з енергiєю двох

окремих (невзаємодiючих) триплонiв 2𝐸𝑡𝑟𝑖𝑝𝑙𝑜𝑛 = 2(𝑒0+ℎ𝑐1−ℎ). Рiзницю двох енер-

гiй 𝛿𝜀 = 𝜖(𝜋)− 2𝐸𝑡𝑟𝑖𝑝𝑙𝑜𝑛 приведено на рис. 6.29, де показано, що стан вiльної хвилi

зв’язаних триплонiв завжди має меншу енергiю, нiж пара локалiзованих трипло-

нiв. Завдяки цьому квантова фаза зв’язаних триплонiв повинна з’явитися при

низьких магнiтних полях ранiше анiж кристал локалiзованих триплонiв. Крити-

чне поле для виникнення квантової зв’язаної триплонної фази при досить низьких

магнiтних полях визначається формулою

ℎ𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑−𝑡 = 𝑒0 + ℎ𝑐1 − 𝑡+ 𝑉1/2. (6.102)

Вiдповiдна межа квантової фази зв’язаних триплонiв зображена на фазовiй дi-

аграмi основного стану разом з усiма iншими межами фаз (див. також вставку

на рис. 6.28). Цiлком очевидно, що енергiя квантового стану зв’язаних триплонiв
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швидко зростає зi збiльшенням їх числа, i тому область стабiльностi такої кван-

тової фази обмежена дуже вузьким дiапазоном магнiтних полiв. Крiм того, пове-

дiнка цiєї квантової фази при бiльших магнiтних полях, коли густина зв’язаних

триплонiв стає макроскопiчною, вимагає детальнiшого дослiдження.

6.5. Висновки

Квантовi спiновi моделi з сильними димерними взаємодiями дослiдже-

но в межах строгого i пертурбативного пiдходiв. Особливу увагу придiлено

ортогонально-димерним моделям в одному та двох вимiрах. За допомогою строго-

го пiдходу, заснованого на методi трансфер-матрицi, отримано точнi вирази для

статистичної суми та ретельно проаналiзовано основний стан i термодинамiчнi

властивостi ортогонально-димерного ланцюжка з димерними Гайзенберґовими та

мiждимерними Iзинґовими взаємодiями. Отримано фазову дiаграму основного

стану моделi в магнiтному полi та показано, що виникають два дробових плато

1/4 та 1/2 намагнiченостi насичення. Основний стан на межi мiж рiзними фазами

може бути макроскопiчно виродженим, що призводить до ненульової залишкової

ентропiї. Ми розрахували виродження та залишкову ентропiю на всiх мiжфа-

зних границях, використовуючи поняття мономерного або димерного покриття

ланцюжка [342]. Оскiльки, вироджений основний стан впливає на низькотемпера-

турну термодинамiку моделi, ми розрахували ентропiю як функцiю температури

та магнiтного поля i продемонстрували посилений магнетокалоричний ефект при

наближеннi до критичних полiв.

Дослiджений квантовий спiновий ланцюжок близький до полiмерної коор-

динацiйної сполуки [Dy2Cu2]𝑛, чия магнiтна структура показує своєрiдну однови-

мiрну архiтектуру з регулярним чергуванням димерних одиниць магнiтних iонiв

Dy3+-Dy3+ i Cu2+-Cu2+, складених ортогонально [212]. Вертикальний димер ма-

гнiтних iонiв Dy3+-Dy3+ був апроксимований парою спiнiв Iзинґа, тодi як магнi-

тнi iони на горизонтальному димерi Cu2+-Cu2+ були апроксимованi парою спiнiв

Гайзенберґа. Важливо, що наша модель включає два рiзнi 𝑔-фактори Ланде для
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спiнiв Iзинґа (Dy3+) та Гайзенберґа (Cu2+). Було виявлено, що ця демонструє

багате рiзноманiття класичних i квантових основних станiв, якi, окрiм повнiстю

насиченої парамагнiтної фази, що виникає при досить високих магнiтних полях,

включають ще шiсть основних станiв: фрустровану та модульовану квантову ан-

тиферомагнiтну фазу, фрустровану та модульовану квантову феримагнiтну фазу,

а також квантову та класичну феримагнiтну фази. Цi основнi стани вiдповiдають

за наявнiсть плато намагнiченостi на нульових i низькотемпературних кривих

намагнiченостi, якi проявляються при 0, 1/11, 5/11, 9/11 i/або 10/11 намагнiче-

ностi насичення. Отриманi результати застосовано до теоретичного моделювання

даних намагнiченостi у сильних полях, вимiряних ранiше для полiмерної коорди-

нацiйної сполуки [Dy2Cu2]𝑛 при досить низькiй температурi 𝑇 = 0.5 K [212]. Най-

краща теоретична вiдповiднiсть доступних експериментальних даних на основi

ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа свiдчить про те, що екс-

периментально спостережуванi плато намагнiченостi можуть бути вiднесенi до

класичної та квантової феримагнiтних фаз, заданих рiвняннями (6.16) та (6.18)

притаманнi промiжному 9/11- i 10/11-плато вiдповiдно.

Аналогiчним способом отримано точнi результати для основного стану спiн-

1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi Шастри-Сазерленда з димерною 𝑋𝑋𝑍

взаємодiєю Гайзенберґа та мiждимерною взаємодiєю Iзинґа, яка є двовимiрною

версiєю ортогонально-димерної моделi. Ця модель демонструє криву намагнiче-

ностi при нульовiй температурi лише з двома промiжними плато на 1/3 i 1/2 нама-

гнiченостi насичення. 1/3-плато вiдповiдає регулярному чергуванню дiагональних

стрiчок поляризованих димерiв з двома дiагональними стрiчками спiнових син-

глетоподiбних димерiв, тодi як шахове впорядкування синглетiв i поляризованих

триплетiв стається у фазi з плато 1/2.

Було показано, що пiдхiд сильного зв’язку може бути суттєво вдосконале-

ний для моделей з сильними димерними взаємодiями при розглядi теорiї збурень

навколо точного розв’язку аналогiчної моделi Iзинґа-Гайзенберґа. Удосконалення

нової схеми багаточастинкової теорiї збурень порiвняно зi стандартним методом

сильного зв’язку тiсно пов’язане з тим фактом, що незбурений гамiльтонiан мо-
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делi Iзинґа-Гайзенберґа враховує кореляцiї мiж усiма взаємодiючими спiнами i не

розбиває дослiджувану квантову спiнову систему на меншi невзаємодiючi фра-

гменти. При цьому збурена частина гамiльтонiану мiстить зазвичай лише 𝑋𝑌

частину взаємодiї поза спiнами одного димера. Цей пiдхiд застосовано до одно-

та двовимiрної ортогонально-димерної моделi Гайзенберґа в магнiтному полi, а

також тримеризованого ланцюжка. Примiтно, що ортогонально-димерний лан-

цюжок Гайзенберґа являє собою парадигматичний приклад квантового спiнового

ланцюжка з безлiччю квантових основних станiв, якi проявляються на кривiй на-

магнiченостi при нульовiй температурi у виглядi нескiнченної послiдовностi крихi-

тних дробових плато намагнiченостi 𝑛/(2𝑛+ 2) (𝑛 > 1), або фази спiнової рiдини

Томонаги-Латинджера. Незважаючи на таку складнiсть, ми отримали вражаю-

чу точнiсть удосконаленого пiдходу сильного зв’язку, на основi точно розв’язної

моделi Iзинґа-Гайзенберґа, шляхом прямого порiвняння отриманих результатiв iз

сучасними числовими даними, отриманими в рамках методiв DMRG i точної дiа-

гоналiзацiї.

Для тримеризованого спiн-1/2 ланцюжка Гайзенберґа було сформульовано

теорiю збурень навколо точного розв’язку для фрустрованої гiбридної версiї тако-

го ланцюжка, спiн-1/2 ромбiчного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа. Верхнє та нижнє

критичнi поля промiжного плато 1/3 тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа,

отриманi в рамках такої теорiї збурень, iдеально узгоджуються з числовими дани-

ми DMRG до вiдносно високих значень коефiцiєнта зв’язку 𝐽2/𝐽1 ≲ 0.5 на вiдмiну

вiд стандартного розширення збурень. Запропоновано вiдносно просту процедуру

визначення мiкроскопiчних параметрiв для магнiтних сполук iз сильним димер-

ним i слабким мономер-димерним зв’язком, якi забезпечують вiдповiднi експе-

риментальнi реалiзацiї спiн-1/2 тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа. Iдея то-

го, як однозначно визначити обидвi константи зв’язку таких моделей, базується

на поєднаннi низько- та високотемпературної поведiнки магнiтної сприйнятливо-

стi. Застосована процедура дала для прототипу тримеризованого спiнового лан-

цюжка Cu3(P2O6OH)2 такий набiр мiкроскопiчних параметрiв 𝐽1/𝑘𝐵 = 102.67 K,

𝐽2/𝑘𝐵 = 29.83 K, 𝑔 = 2.2, що уточнює набори параметрiв, про якi повiдомля-
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лося в попереднiх дослiдженнях [113, 114, 178]. Проте запропоновану процедуру

можна також застосувати для вiдповiдного опису магнiтних i термодинамiчних

властивостей iнших полiмерних сполук, якi мають магнiтну структуру спiн-1/2

тримеризованого ланцюжка Гайзенберґа, як, наприклад, координацiйнi полiмери

на основi мiдi [366–368].

Наостанок, оптимiзований метод сильного зв’язку, який ґрунтується на роз-

глядi 𝑋𝑌 частини мiждимерної взаємодiї як збурення, застосовано до вивчен-

ня властивостей основного стану спiн-1/2 моделi Гайзенберґа на ґратцi Шастри-

Сазерленда. Наша особлива увага була зосереджена на дiапазонi досить низьких

магнiтних полiв, якi намагнiчують систему до промiжного плато 1/3 вiдносно

значення насичення. У другому порядку теорiї збурень ми отримали ефективну

модель ґраткового газу для триплонних збуджень iз жорстким вiдштовхуванням.

Ця ефективна модель дозволяє узгоджено аналiтично описувати послiдовнiсть

дробових 1/8-, 1/6- та 1/4-плато, що спостерiгаються також у спорiдненiй магнi-

тнiй сполуцi SrCu2(BO3)2 [131, 193]. Було детально з’ясовано природу основних

станiв, що мають вiдношення до цих дробових плато намагнiченостi. Вона вiдпо-

вiдає або колонковому, або стрiчковому порядку локалiзованих триплонiв. Крiм

того, стрiчкове впорядкування триплонiв у фазi 1/4 плато стабiлiзується слабкою

взаємодiєю трьох частинок. Таким чином, ми показали, що частина 𝑋𝑌 мiжди-

мерного зв’язку вiдповiдає за iснування менших 1/8-, 1/6- i 1/4-плато. Крiм того,

ми виявили, що основний стан на перехiдних полях мiж синглет-димерною фа-

зою i фазою плато 1/8, а також мiж фазами плато 1/8 i 1/6 є макроскопiчно

виродженими. Теорiя збурень вищого порядку може усунути макроскопiчне виро-

дження, i, отже, не можна виключати iснування iнших крихiтних плато мiж плато

0−1/8, а також плато 1/8−1/6. Ми також проаналiзували важливiсть корельова-

них стрибкоподiбних членiв, єдиної квантової частини ефективного гамiльтонiана

(6.91), яка дозволяє знайти критичне поле як пов’язане з появою квантової фа-

зи зв’язаних триплонiв. Загалом ми отримали мiнiмальну ефективну модель, яка

дає узгоджену картину для плато намагнiченостi в моделi Шастри-Сазерленда та

прояснює їх походження.
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Ми сподiваємося, що висвiтленi результати вiдкривають додатковi можли-

востi для бiльш точного дослiдження iнших квантових спiнових моделей на основi

оптимiзованої теорiї збурень, розробленої на основi точно розв’язних спiнових си-

стем Iзинґа-Гайзенберґа (див. роботу [288] для методологiчних деталей i суттєвого

огляду лiтератури щодо точно розв’язних моделей Iзинґа-Гайзенберґа).
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РОЗДIЛ 7

НИЗЬКОВИМIРНI СПIНОВI ТА СПIН-ЕЛЕКТРОННI
МОДЕЛI НА ДЕКОРОВАНИХ ҐРАТКАХ

У цьому роздiлi дослiджено квантовi стани i термодинамiку ряду квантових

моделей на декорованих ґратках в одному та двох вимiрах, якi в окремих випадках

допускають точнi розв’язки.

Спiн-1/2 та змiшаний спiн-(1,1/2) октаедричнi ланцюжки Гайзенберґа з ре-

гулярним чергуванням мономерних вузлiв i квадратних плакеток дослiджуються

за допомогою рiзних аналiтичних i числових методiв: варiацiйної технiки, пiдходу

локалiзованих магнонiв, точної дiагоналiзацiї i DMRG. Моделi належать до класу

плоскозонних систем i має багату фазову дiаграму основного стану, включаючи

фази зi спонтанно порушеною трансляцiйною симетрiєю, якi призводять до по-

яви дробових плато намагнiченостi у зовнiшньому магнiтному полi. Крiм того,

вони демонструють аномальну низькотемпературну термодинамiку, близьку до

квантових фазових переходiв першого i другого родiв, керованих полем. Змiша-

ний спiн-(1,1/2) ланцюжок додатково характеризується появою фрагментованих

кластерних фаз Голдейна.

Двовимiрнi варiанти декорованих моделей можуть виявляти попри скла-

днi структури в основному станi, також температурнi фазовi переходи при рiзних

умовах. Вiдомо, що спiн-1/2 антиферомагнетик Гайзенберґа на фрустрованiй ква-

дратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, демонструє рiзнi основнi фази нульового

поля, що складаються з розширених основних станiв мономер-димерного i димер-

тетрамерного, а також феримагнiтного. Використовуючи комбiнацiю аналiтичних

аргументiв, числовi пiдходи DMRG, точну дiагоналiзацiю, а також розрахунки
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квантового методу Монте-Карло, дослiджуються властивостi цiєї системи та вiд-

повiдної моделi на ґратцi Лiба за наявностi скiнченного магнiтного поля. При

помiрних полях iдентифiковано лiнiю квантових фазових переходiв першого роду

мiж режимами феримагнiтної i мономер-димерної фаз. Ця лiнiя першого порядку

тягнеться до скiнченних температур, закiнчуючись лiнiєю критичних точок, якi

належать до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинґа. Цi фазовi переходи

можна дослiдити строго у випадку спрощеної спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа

на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами у магнiтному полi, яка розраховується

за допомогою декорацiйно-iтерацiйного перетворення та класичного моделювання

Монте-Карло.

Узагальнене декорацiйно-iтерацiйне перетворення можна також застосувати

до гiбридної моделi на подвiйно декорованiй квадратнiй ґратцi, яка має локалi-

зованi спiни Iзинґа в центральних вузлах ґратки та незв’язанi електрони, дело-

калiзованi на парах декорованих вузлiв. У припущеннi половинного заповнення

кожної пари декорованих вузлiв дослiджується спонтанний антиферомагнiтний

дальнiй порядок моделi, а також немонотонна залежнiсть критичної температури

вiд спiввiдношення мiж кiнетичним доданком, одновузловим вiдштовхуванням i

Iзинґовою взаємодiєю мiж локалiзованими спiнами i незв’язаними електронами.

Основнi результати цього роздiлу викладенi у роботах [30–38, 45, 58].

7.1. Квантовi фази i термодинамiка октаедричного
ланцюжка

Розгляньмо одновимiрний ланцюжок октаедрiв зi спiльними вершинами,

схематично зображений на рис. 7.1, який можна розглядати як узагальнення фру-

строваного ромбiчного ланцюжка [99, 177, 355] i подвiйного ланцюжка тетраедрiв

[369–371]. Гамiльтонiан квантової спiн-1/2 моделi Гайзенберґа, визначеної на ба-

зовому октаедричному ланцюжку, задається таким чином

ℋ̂ =
𝑁∑︁
𝑗=1

[︁
𝐽1(𝑆1,𝑗 + 𝑆1,𝑗+1)·(𝑆2,𝑗 + 𝑆3,𝑗 + 𝑆4,𝑗 + 𝑆5,𝑗)
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J1

J2

S1,j S1, +1j

S2,j

S3,j

S4,j

S5,j

Рис. 7.1. Схематичне зображення октаедричного ланцюжка Гайзенберґа. Товстi
(блакитнi) лiнiї представляють внутрiшньоплакетну взаємодiю Гайзен-
берґа 𝐽2, тодi як тонкi (червонi) лiнiї вiдповiдають мономерно-плакетнiй
взаємодiї 𝐽1.

J1

J2S1,j

S2,j

S3,j

S4,j

S5,j

Рис. 7.2. Елементарна комiрка октаедричного ланцюжка Гайзенберґа, яка скла-
дається з п’ятиспiнового кластера з геометричною формою квадратної
пiрамiди.

+ 𝐽2(𝑆2,𝑗 ·𝑆3,𝑗 + 𝑆3,𝑗 ·𝑆4,𝑗 + 𝑆4,𝑗 ·𝑆5,𝑗 + 𝑆5,𝑗 ·𝑆2,𝑗)−ℎ
5∑︁

𝑖=1

𝑆𝑧
𝑖,𝑗

]︁
. (7.1)

Тут 𝑆𝑖,𝑗 ≡ (𝑆𝑥
𝑖,𝑗, 𝑆

𝑦
𝑖,𝑗, 𝑆

𝑧
𝑖,𝑗) позначає спiн-1/2 оператор на вузлi ґратки, положення

якого задано двома iндексами, перший визначає позицiю в межах елементарної

комiрки, а останнiй — координати самої елементарної комiрки (див. рис. 7.2).

Константа 𝐽1 позначає взаємодiю Гайзенберґа мiж сусiднiми спiнами мономерних

i квадратно-плакетних вузлiв, яку далi називатимемо мономер-плакетною взає-

модiєю, 𝐽2 означає взаємодiю Гайзенберґа мiж найближчими сусiднiми спiнами з

тiєї самої квадратної плакетки, яку називатимемо внутрiшньоплакетною взаємо-

дiєю, а член Зеємана ℎ ≥ 0 враховує магнетостатичну енергiю магнiтних моментiв

у зовнiшньому магнiтному полi. Для простоти накладається перiодичнi граничнi

умови 𝑆1,𝑁+1 ≡ 𝑆1,1. Гамiльтонiан (7.1) можна дослiдити, використовуючи кiлька

взаємодоповнюваних аналiтичних i числових пiдходiв, якi будуть розглянутi далi.

Варiацiйний пiдхiд. Точний основний стан спiн-1/2 октаедричного лан-

цюжка Гайзенберґа можна точно знайти в областi сильно фрустрованих параме-

трiв 𝐽2 > 2𝐽1 i досить низьких магнiтних полях ℎ < 𝐽1 + 𝐽2, використовуючи

варiацiйний принцип [122, 372]. З цiєю метою розкладемо загальний гамiльтонi-

ан (7.1) спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа на суму за комiрковими
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гамiльтонiанами

ℋ̂ =
𝑁∑︁
𝑗=1

1∑︁
𝑘=0

ℋ̂𝑗,𝑘, (7.2)

тодi як комiрковий гамiльтонiан ℋ̂𝑗,𝑘 включає взаємодiї, пов’язанi з п’ятиспiновим

кластером, який утворює елементарну комiрку з геометричною формою квадра-

тної пiрамiди (див. рис. 7.2)

ℋ̂𝑗,𝑘 = 𝐽1𝑆1,𝑗+𝑘 · (𝑆2,𝑗 + 𝑆3,𝑗 + 𝑆4,𝑗 + 𝑆5,𝑗)

+
𝐽2
2
(𝑆2,𝑗 ·𝑆3,𝑗 + 𝑆3,𝑗 ·𝑆4,𝑗 + 𝑆4,𝑗 ·𝑆5,𝑗 + 𝑆5,𝑗 ·𝑆2,𝑗)−

ℎ

2

5∑︁
𝑖=1

𝑆𝑧
𝑖,𝑗. (7.3)

Зауважимо, що множник 1/2 у двох останнiх членах взаємодiї дозволяє уникнути

подвiйного пiдрахунку взаємодiї 𝐽2 всерединi плакетки i члена Зеємана ℎ, якi

симетрично розбиваються на два послiдовнi клiтиннi гамiльтонiани. Варiацiйна

процедура дозволяє отримати нижню межу енергiї основного стану 𝐸0 спiн-1/2

октаедричного ланцюжка Гайзенберґа

𝐸0=⟨Ψ0|ℋ̂|Ψ0⟩=⟨Ψ0|
𝑁∑︁
𝑗=1

1∑︁
𝑘=0

ℋ̂𝑗,𝑘|Ψ0⟩≥
𝑁∑︁
𝑗=1

1∑︁
𝑘=0

𝜀0𝑗,𝑘, (7.4)

оскiльки власний вектор основного стану |Ψ0⟩ можна альтернативно розгляда-

ти як варiацiйну функцiю для п’ятиспiнових кластерiв Гайзенберґа (рис. 7.2). З

рiвняння (7.4) випливає, що вiдповiдна енергiя основного стану 𝐸0 обов’язково

повинна бути бiльшою або дорiвнювати сумi власних енергiй найнижчої енергiї

п’ятиспiнових кластерiв 𝜀0𝑗,𝑘. Енергетичний спектр п’ятиспiнового кластера Гай-

зенберґа (рис. 7.2) iз геометричним розташуванням квадратної пiрамiди можна

виразити через п’ять квантових спiнових чисел 𝑆𝑇,𝑗,𝑘, 𝑆𝑧
𝑇,𝑗,𝑘, 𝑆□,𝑗, 𝑆24,𝑗 i 𝑆35,𝑗

𝜀𝑗,𝑘 =
𝐽1
2
𝑆𝑇,𝑗,𝑘(𝑆𝑇,𝑗,𝑘 + 1) +

(︂
𝐽2
4

− 𝐽1
2

)︂
𝑆□,𝑗(𝑆□,𝑗 + 1)

− 𝐽2
4
[𝑆24,𝑗(𝑆24,𝑗 + 1) + 𝑆35,𝑗(𝑆35,𝑗 + 1)]− 3

8
𝐽1 − ℎ𝑆𝑧

𝑇,𝑗,𝑘, (7.5)

якi визначають повний спiн квадратної пiрамiди 𝑆𝑇,𝑗,𝑘 та її 𝑧-компоненти 𝑆𝑧
𝑇,𝑗,𝑘,

повний спiн квадратної плакетки 𝑆□,𝑗 та сумарний спiн двох пар спiнiв iз проти-
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лежних кутiв квадратної плакетки 𝑆24,𝑗 та 𝑆35,𝑗 вiдповiдно. Можна легко переко-

натись з рiвняння (7.5), що власний стан з найнижчою енергiєю п’ятиспiнового

кластера Гайзенберґа в просторi параметрiв ℎ < 𝐽1 + 𝐽2 i 𝐽2 > 2𝐽1 є дублетним

станом, який характеризується квантовим спiновим числом 𝑆𝑇,𝑗,𝑘 = |𝑆𝑧
𝑇,𝑗,𝑘| = 1

2 ,

𝑆□,𝑗 = 0, 𝑆24,𝑗 = 1 i 𝑆35,𝑗 = 1. Очевидно, чотири спiни з кожної квадратної пла-

стинки знаходяться в синглет-тетрамерному станi, заданому власним вектором

|0, 1, 1⟩𝑗=|𝑆□,𝑗=0, 𝑆24,𝑗=1, 𝑆35,𝑗=1⟩= 1√
3
(|↑2,𝑗↓3,𝑗↑4,𝑗↓5,𝑗⟩+|↓2,𝑗↑3,𝑗↓4,𝑗↑5,𝑗⟩)

− 1√
12

(|↑2,𝑗↑3,𝑗↓4,𝑗↓5,𝑗⟩+|↑2,𝑗↓3,𝑗↓4,𝑗↑5,𝑗⟩+|↓2,𝑗↑3,𝑗↑4,𝑗↓5,𝑗⟩+|↓2,𝑗↓3,𝑗↑4,𝑗↑5,𝑗⟩) (7.6)

i, як наслiдок, спiни з мономерних вузлiв вiдокремленi вiд iнших спiнiв. Цей

власний стан iз найнижчою енергiєю можна легко поширити на весь спiн-1/2

октаедричний ланцюжок Гайзенберґа, що вiдповiдає мономер-тетрамерному (MT)

основного стану

|MT⟩=
𝑁∏︁
𝑗=1

|↑1,𝑗⟩⊗
[︁ 1√

3
(|↑2,𝑗↓3,𝑗↑4,𝑗↓5,𝑗⟩+|↓2,𝑗↑3,𝑗↓4,𝑗↑5,𝑗⟩)

− 1√
12

(|↑2,𝑗↑3,𝑗↓4,𝑗↓5,𝑗⟩+|↑2,𝑗↓3,𝑗↓4,𝑗↑5,𝑗⟩+|↓2,𝑗↑3,𝑗↑4,𝑗↓5,𝑗⟩+|↓2,𝑗↓3,𝑗↑4,𝑗↑5,𝑗⟩)
]︁
.(7.7)

У пiдсумку, спiн-1/2 октаедричний ланцюжок Гайзенберґа демонструє точний

основний стан МТ у низькопольовiй частинi ℎ < 𝐽1 + 𝐽2 сильно фрустрованої

областi параметрiв 𝐽2 > 2𝐽1, де чотири спiни з кожної квадратної пластинки

утворюють синглет-тетрамерний стан, а спiни з мономерних вузлiв повнiстю ви-

лаштовуються в напрямку магнiтному полi або стають вiльними у нульовому полi.

Що стосується iдеального вилаштування всiх мономерних спiнiв, основний стан

МТ повинен проявлятися як промiжне плато 1/5, присутнє на кривiй намагнiче-

ностi при нульовiй температурi в дiапазонi полiв ℎ ∈ (0, 𝐽1 + 𝐽2).

Пiдхiд локалiзованих магнонiв. Цiлком зрозумiло, що власний стан iз

найменшою енергiєю спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа при доста-

тньо високих магнiтних полях, що перевищують значення насичення, вiдповiдає
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повнiстю поляризованому феромагнiтному (FM) стану

|FM⟩ =
𝑁∏︁
𝑗=1

|↑1,𝑗↑2,𝑗↑3,𝑗↑4,𝑗↑5,𝑗⟩ (7.8)

з власним значенням енергiї 𝐸FM = 𝐸0
FM− 5𝑁

2 ℎ i вiдповiдною енергiєю у нульовому

полi 𝐸0
FM = 𝑁(2𝐽1 + 𝐽2). Далi буде продемонстровано, що концепцiя незалежних

локалiзованих магнонiв [373, 374] може бути використана в сильно фрустрованiй

областi 𝐽2 > 2𝐽1 для точного визначення поля насичення та основного стану, що

виникає нижче поля насичення. Одномагноннi власнi стани можна побудувати в

ортонормованому базисi |𝑖, 𝑗⟩ = 𝑆−
𝑖,𝑗|FM⟩ (𝑖 = 1 − 5, 𝑗 = 1 − 𝑁), що належить

сектору 𝑆𝑧
𝑇 = 5𝑁

2 −1 з одиничним вiдхиленням спiну вiд повнiстю поляризованого

FM стану. Застосування частини гамiльтонiана нульового поля (7.1) у заданому

базисi призводить до такого набору рiвнянь

ℋ̂|1, 𝑗⟩= (𝐸0
FM − 4𝐽1)|1, 𝑗⟩+

𝐽1
2

5∑︁
𝑖=2

(|𝑖, 𝑗 − 1⟩+ |𝑖, 𝑗⟩),

ℋ̂|2, 𝑗⟩= (𝐸0
FM − 𝐽1 − 𝐽2)|2, 𝑗⟩+

𝐽1
2
(|1, 𝑗⟩+ |1, 𝑗 + 1⟩) + 𝐽2

2
(|3, 𝑗⟩+ |5, 𝑗⟩),

ℋ̂|3, 𝑗⟩= (𝐸0
FM − 𝐽1 − 𝐽2)|3, 𝑗⟩+

𝐽1
2
(|1, 𝑗⟩+ |1, 𝑗 + 1⟩) + 𝐽2

2
(|2, 𝑗⟩+ |4, 𝑗⟩),

ℋ̂|4, 𝑗⟩= (𝐸0
FM − 𝐽1 − 𝐽2)|4, 𝑗⟩+

𝐽1
2
(|1, 𝑗⟩+ |1, 𝑗 + 1⟩) + 𝐽2

2
(|3, 𝑗⟩+ |5, 𝑗⟩),

ℋ̂|5, 𝑗⟩= (𝐸0
FM − 𝐽1 − 𝐽2)|5, 𝑗⟩+

𝐽1
2
(|1, 𝑗⟩+ |1, 𝑗 + 1⟩) + 𝐽2

2
(|2, 𝑗⟩+ |4, 𝑗⟩),(7.9)

який можна використати для розв’язання проблеми власних значень ℋ̂|Ψ𝑘⟩ =

𝐸0
𝑘|Ψ𝑘⟩ у нульовому полi в одномагнонному секторi, припускаючи |Ψ𝑘⟩ =∑︀5
𝑖=1

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑐𝑖,𝜅e

i𝜅𝑗|𝑖, 𝑗⟩. Розв’язок задачi на власнi значення знаходимо з характе-

ристичного рiвняння⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
−4𝐽1−𝜀𝑘 𝐽1

2 (1+e−i𝜅) 𝐽1
2 (1+e−i𝜅) 𝐽1

2 (1+e−i𝜅) 𝐽1
2 (1+e−i𝜅)

𝐽1
2 (1+ei𝜅) −𝐽1−𝐽2−𝜀𝑘 𝐽2

2 0 𝐽2
2

𝐽1
2 (1+ei𝜅) 𝐽2

2 −𝐽1−𝐽2−𝜀𝑘 𝐽2
2 0

𝐽1
2 (1+ei𝜅) 0 𝐽2

2 −𝐽1−𝐽2−𝜀𝑘 𝐽2
2

𝐽1
2 (1+ei𝜅) 𝐽2

2 0 𝐽2
2 −𝐽1−𝐽2−𝜀𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒=0, (7.10)
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Рис. 7.3. Одномагноннi енергетичнi зони (7.11) спiн-1/2 октаедричного ланцюжка
Гайзенберґа для чотирьох рiзних значень спiввiдношень взаємодiй: (a)
𝐽2/𝐽1 = 1; (b) 𝐽2/𝐽1 = 2; (c) 𝐽2/𝐽1 = 3; (d) 𝐽2/𝐽1 = 4.

де 𝜀𝑘 = 𝐸0
𝑘 − 𝐸0

FM позначає рiзницю енергiї мiж одномагнонним станом i пов-

нiстю поляризованим FM-станом у нульовому магнiтному полi. Одномагнонний

енергетичний спектр спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа в нульовому

магнiтному полi складається з п’яти енергетичних зон

𝜀1 =−𝐽1 − 2𝐽2,

𝜀2,3 =−𝐽1 − 𝐽2,

𝜀4,5 =−𝐽1
2

(︁
5±

√
17 + 8 cos𝜅

)︁
, (7.11)

якi проiлюстровано на рис. 7.3 для кiлькох обраних значень спiввiдношення вза-

ємодiї 𝐽2/𝐽1. Слiд зазначити, що три з п’яти одномагнонних енергетичних зон

(7.11) є повнiстю бездисперсiйними (плоскими), що означає наявнiсть локалiзо-

ваних магнонiв у плоских зонах [373, 374]. Плоска зона з власною енергiєю 𝜀1

вiдповiдає одному магнону, захопленому квадратною плакеткою

|𝑙𝑚⟩𝑗 =
1

2

(︁
𝑆−
2,𝑗 − 𝑆−

3,𝑗 + 𝑆−
4,𝑗 − 𝑆−

5,𝑗

)︁
|FM⟩ (7.12)

i цей одномагнонний стан, що вiдповiдає квантовим спiновим числам 𝑆□,𝑗 = 𝑆𝑧
□,𝑗 =

𝑆24,𝑗 = 𝑆35,𝑗 = 1, має найменшу енергiю в сильно фрустрованому режимi 𝐽2 > 2𝐽1

(див. рис. 7.3).
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Багатомагноннi стани спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа мо-

жуть бути отриманi шляхом заповнення квадратних плакеток локалiзованими

магнонами типу (7.12). Власнi стани 𝑁1 незалежних одномагнонних станiв (7.12),

захоплених квадратними плакетками, мають енергiю 𝐸𝑁1
= 𝐸FM − 𝑁1(|𝜀1| − ℎ),

що передбачає таке значення поля насичення ℎ𝑠 = |𝜀1| = 𝐽1 + 2𝐽2 у сильно фру-

строванiй областi 𝐽2 > 2𝐽1. Крiм того, можна легко перевiрити, що найнижчий

енергетичний стан у просторi параметрiв 𝐽2 > 2𝐽1 i ℎ < ℎ𝑠 є багатомагнонним ста-

ном з найбiльшою можливою кiлькiстю (𝑁) незалежних локалiзованих магнонiв

(7.12) на квадратних плакетках

|LM⟩ =
𝑁∏︁
𝑗=1

|↑1,𝑗⟩⊗
1

2
(|↓2,𝑗↑3,𝑗↑4,𝑗↑5,𝑗⟩ − |↑2,𝑗↓3,𝑗↑4,𝑗↑5,𝑗⟩

+|↑2,𝑗↑3,𝑗↓4,𝑗↑5,𝑗⟩ − |↑2,𝑗↑3,𝑗↑4,𝑗↓5,𝑗⟩).
(7.13)

Основний стан локалiзованих магнонiв (7.13) має проявлятися на кривiй намагнi-

ченостi при нульовiй температурi як промiжне плато 3/5, обмежене iнтервалом

полiв ℎ ∈ (𝐽1 + 𝐽2, 𝐽1 + 2𝐽2).

У сильно фрустрованiй областi параметрiв 𝐽2 > 2𝐽1 концепцiю локалiзова-

них магнонiв [373, 374] також можна пристосувати для точного опису низькотем-

пературної термодинамiки спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа. За цих

умов багатомагноннi стани, побудованi з одномагнонних станiв з найнижчою енер-

гiєю (7.12), дають найбiльший вклад в областi високих полiв ℎ > 𝐽1 + 𝐽2, тодi як

багатомагноннi стани, включаючи локалiзований двомагнонний стан (7.6) найва-

жливiшi в областi низьких полiв ℎ < 𝐽1+𝐽2. Низькотемпературну термодинамiку

спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа можна вiдповiдно переформулю-

вати як модель двокомпонентного ґраткового газу, оскiльки кожна квадратна пла-

кетка може мiстити щонайбiльш один локалiзований одномагнонний стан (7.12),

представлений першим типом частинок з хiмiчним потенцiалом 𝜇1 = 𝐽1+2𝐽2−ℎ,

або один локалiзований двомагнонний стан (7.6), представлений частинками дру-

гого роду з хiмiчним потенцiалом 𝜇2 = 2𝐽1 + 3𝐽2 − 2ℎ. Хiмiчнi потенцiали 𝜇1 i 𝜇2
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двох типiв частинок визначаються рiзницею енергiй мiж повнiстю поляризованим

феромагнiтним станом (вакуум) i вiдповiдним локалiзованим магнонним станом

(одномагнонним або двомагнонним станом). Завдяки введенню чисел заповнення

𝑛1,𝑗 = 0, 1 i 𝑛2,𝑗 = 0, 1 для двох видiв частинок загальна енергiя багатомагнонних

станiв визначається як класичний гамiльтонiан ґраткового газу

ℋ = 𝐸FM − 𝜇1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑛1,𝑗 − 𝜇2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑛2,𝑗. (7.14)

Статистична сума октаедричного ланцюжка Гайзенберґа, що враховує всi досту-

пнi багатомагноннi стани, якi складаються з низькоенергетичних одномагнонного

(7.12) i двомагнонного (7.6) станiв випливає з формули

𝒵=e−𝛽𝐸FM

𝑁∏︁
𝑗=1

∑︁
𝑛1,𝑗

∑︁
𝑛2,𝑗

(1−𝑛1,𝑗𝑛2,𝑗)e𝛽(𝜇1𝑛1,𝑗+𝜇2𝑛2,𝑗)=e−𝛽𝐸FM

(︁
1+e𝛽𝜇1+e𝛽𝜇2

)︁𝑁
, (7.15)

де 𝛽 = 1/(𝑘B𝑇 ), 𝑘B — стала Больцмана, 𝑇 — абсолютна температура, а множник

(1 − 𝑛1,𝑗𝑛2,𝑗) встановлює жорстке обмеження для обох типiв частинок, оскiльки

кожна квадратна плакетка може мiстити щонайбiльше один одномагнонний стан

(7.12), або один двомагнонний стан (7.6), або має залишатися порожнiм за умови,

що квадратна плакетка повнiстю поляризована. Вiльну енергiю Гельмгольца на

спiн можна розрахувати зi спiввiдношення

𝑓=−𝑘B𝑇 lim
𝑁→∞

1

5𝑁
ln𝒵=

1

5
(2𝐽1+𝐽2)−

ℎ

2
−1

5
𝑘B𝑇 ln

(︀
1+e𝛽𝜇1+e𝛽𝜇2

)︀
. (7.16)

Її можна використати для обчислення намагнiченостi на спiн

𝑚 =
1

2
− 1

5

e𝛽𝜇1 + 2e𝛽𝜇2

1 + e𝛽𝜇1 + e𝛽𝜇2
(7.17)

i питомої теплоємностi

𝑐 =
𝜇21e

𝛽𝜇1 + 𝜇22e
𝛽𝜇2 + (𝜇1 − 𝜇2)

2e𝛽(𝜇1+𝜇2)

5𝑘B𝑇 2 (1 + e𝛽𝜇1 + e𝛽𝜇2)
2 . (7.18)

Варто зауважити, що отриманi вирази для вiльної енергiї Гельмгольца (7.16), на-

магнiченостi (7.17) i питомої теплоємностi (7.18) забезпечують адекватний опис



240

низькотемпературної термодинамiки саме в сильно фрустрованiй областi параме-

трiв 𝐽2 > 2𝐽1.

Локальний закон збереження та пiдхiд DMRG для ефективних

ланцюжкiв зi змiшаним спiном. Однiєю з важливих особливостей спiн-

1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа є локальне збереження повного спi-

ну на квадратних плакетках, що прямо випливає з комутацiйного спiввiдноше-

ння [ℋ̂,𝑆2
□,𝑗] = 0 мiж гамiльтонiаном (7.1) i квадратом оператора спiну 𝑆□,𝑗 =

𝑆2,𝑗+𝑆3,𝑗+𝑆4,𝑗+𝑆5,𝑗. Тому зручно переписати частину гамiльтонiана з нульовим

полем (7.1) через оператор повного спiну квадратної плакетки 𝑆□,𝑗 i два допомi-

жнi спiновi оператори 𝑆24,𝑗 = 𝑆2,𝑗+𝑆4,𝑗 i 𝑆35,𝑗 = 𝑆3,𝑗+𝑆5,𝑗, пов’язанi зi спiновими

парами з протилежних кутiв квадратних плакеток (див. рис. 7.1 та 7.2)

ℋ̂ = 𝐽1

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆1,𝑗 + 𝑆1,𝑗+1)·𝑆□,𝑗 +
𝐽2
2

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆2
□,𝑗 − 𝑆2

24,𝑗 − 𝑆2
35,𝑗). (7.19)

Ефективний гамiльтонiан (7.19), очевидно, вiдповiдає феримагнiтним змiшаним

спiн-(1/2, 𝑆□,𝑗) ланцюжкам Гайзенберґа з зсувом власних значень енергiї через

вклад квантових спiнових чисел 𝑆□,𝑗, 𝑆24,𝑗 i 𝑆35,𝑗, тодi як квантове число, що ви-

значає загальний спiн на квадратнiй плакетцi, може досягати трьох рiзних значень

𝑆□,𝑗 = 0, 1 i 2. Звiдси випливає, що основний стан вихiдної моделi (7.1) можна

знайти з власних станiв найнижчої енергiї ефективного гамiльтонiана (7.19), пе-

ребираючи всi можливi комбiнацiї квантових спiнових чисел. За припущення, що

трансляцiйну симетрiю основного стану не порушено, отримуємо лише три ефе-

ктивнi гамiльтонiани, якi вiдповiдають фрагментованiй (парамагнiтнiй) змiшанiй

системi зi спiном 1/2 i спiном 0

ℋ̂ 1
2−0 = −2𝑁𝐽2, (7.20)

феримагнiтний змiшаний спiн-(1/2, 1) ланцюжок Гайзенберґа

ℋ̂ 1
2−1 = 𝐽1

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆1,𝑗 + 𝑆1,𝑗+1)·𝑆□,𝑗 −𝑁𝐽2, (𝑆□,𝑗 = 1) (7.21)
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i феримагнiтний змiшаний спiн-(1/2, 2) ланцюжок Гайзенберґа

ℋ̂ 1
2−2 = 𝐽1

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆1,𝑗 + 𝑆1,𝑗+1)·𝑆□,𝑗 +𝑁𝐽2. (𝑆□,𝑗 = 2). (7.22)

Власнi значення найнижчої енергiї ефективних гамiльтонiанiв (7.20)-(7.22) спiн-

1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа легко знаходяться

𝐸1/2−0(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 ) = −2𝑁𝐽2, (7.23)

𝐸1/2−1(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 ) = 2𝑁𝐽1𝜀 1

2−1(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 )−𝑁𝐽2, (7.24)

𝐸1/2−2(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 ) = 2𝑁𝐽1𝜀 1

2−2(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 ) +𝑁𝐽2. (7.25)

Тут 𝜀 1
2−𝑆□

(2𝑁,𝑆𝑧
𝑇 ) позначає власне значення найменшої енергiї на спiн змiшаного

спiн-(1/2, 𝑆□) ланцюжка Гайзенберґа з одиничною константою взаємодiї та загаль-

ною кiлькiстю 2𝑁 спiнiв у кожному секторi з 𝑧-компонентою повного спiну 𝑆𝑧
𝑇 .

Найнижче власне значення енергiї 𝐸 1
2−0(2𝑁,𝑆

𝑧
𝑇 ) = −2𝑁𝐽2, очевидно, вiдповiдає

мономер-тетрамерному основному стану (7.7). Навпаки, ефективнi змiшанi спiн-

(1/2, 𝑆) ланцюжки Гайзенберґа виявляють при досить низьких магнiтних полях

основний феримагнiтний стан Лiба-Матiса, який проявляється в кривiй намагнi-

ченостi як промiжне плато на (2𝑆 − 1)/(2𝑆 + 1) намагнiченостi насичення, яка

руйнується при квантовому фазовому переходi, керованому полем.

Проте не можна виключити й можливiсть того, що трансляцiйна симетрiя

в основному станi спонтанно порушується, а квантове число спiну 𝑆□,𝑗, що визна-

чає повний спiн квадратної плакетки, змiнюється вздовж ефективного змiшаного

спiну-(1/2, 𝑆□,𝑗) ланцюжка Гайзенберґа. Тому ми врахували можливе подвоєння

елементарної комiрки, розглянувши iнший ефективний гамiльтонiан феримагнi-

тного змiшаного спiну (1/2, 2, 1/2, 1) ланцюжка Гайзенберґа

ℋ̂ 1
2−2− 1

2−1 = 𝐽1

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆1,𝑗 + 𝑆1,𝑗+1)·𝑆□,𝑗, (7.26)

який передбачає регулярне чергування повного спiну 𝑆□,2𝑗−1 = 2 i 𝑆□,2𝑗 = 1 на

непарних i парних квадратних пластинках. Таким чином, iнше можливе власне
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значення найменшої енергiї спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа можна

отримати з формули

𝐸 1
2−2− 1

2−1(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 ) = 2𝑁𝐽1𝜀 1

2−2− 1
2−1(2𝑁,𝑆

𝑧
𝑇 ), (7.27)

де 𝜀 1
2−2− 1

2−1(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 ) позначає власне значення найменшої енергiї на змiшано-

му спiн-(1/2, 2, 1/2, 1) ланцюжку Гайзенберґа. Найнижчi власнi значення енер-

гiї 𝜀 1
2−2(2𝑁,𝑆

𝑧
𝑇 ), 𝜀 1

2−1(2𝑁,𝑆
𝑧
𝑇 ) i 𝜀 1

2−2− 1
2−1(2𝑁,𝑆

𝑧
𝑇 ) усiх описаних вище ефективних

ланцюжкiв Гайзенберґа зi змiшаним спiном iз загальною кiлькiстю 120 спiнiв

(𝑁 = 60) були розрахованi для всiх доступних секторiв з 𝑧-компонентою загаль-

ного спiну 𝑆𝑧
𝑇 за допомогою числового методу DMRG.

Важливо, що регулярне чергування повного спiну квадратних плакеток

𝑆□,2𝑗−1 = 1 i 𝑆□,2𝑗 = 0 призводить до ефективного гамiльтонiана феримагнi-

тного змiшаного спiн-(1/2, 1, 1/2, 0) ланцюжка Гайзенберґа, чий власний стан з

найнижчою енергiєю можна знайти аналiтично через фрагментацiю на парних

квадратних плакетках як синглет-тетрамерний стан (7.6) з 𝑆□,2𝑗 = 0. Завдяки

цьому ефективний змiшаний спiн-(1/2, 1, 1/2, 0) ланцюжок Гайзенберґа розкла-

дається на сукупнiсть змiшаних спiн-(1/2, 1, 1/2) тримерiв Гайзенберґа, вiдокрем-

лених один вiд одного немагнiтним синглетним станом на сусiднiх плакетках. Мо-

жна легко перевiрити, що власний стан з найнижчою енергiєю фрагментованого

змiшаного спiн-(1/2, 1, 1/2, 0) ланцюжка Гайзенберґа є синглетним тетрамером-

гексамерним станом:

|TH⟩ =
𝑁/2∏︁
𝑗=1

|0, 1, 1, 1, 1⟩2𝑗−1 ⊗ |0, 1, 1⟩2𝑗. (7.28)

Явний вигляд синглетного гексамерного стану |0, 1, 1, 1, 1⟩𝑗 спiнового октаедра

можна знайти у статтi [33].
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7.1.1. Основний стан та низькотемпературна термодинамiка

спiн-1/2 октаедричного ланцюжка

Почнемо з аналiзу основного стану при нульовому магнiтному полi. Фазо-

ва дiаграма основного стану нульового поля схематично зображена на рис. 7.4 i

включає в себе п’ять рiзних основних станiв (три квантових феримагнiтних ста-

ни, синглетнi тетрамер-гексамерний i мономер-тетрамерний стани) залежно вiд

вiдношення взаємодiй. При малих значеннях 𝐽2/𝐽1 < 0.5 основний стан спiн-

1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа можна описати як квантовий ферима-

гнiтний стан ефективного змiшаного спiну-(1/2,2) ланцюжка Гайзенберґа [375] з

власним значенням енергiї (7.25). Iнший квантовий феримагнiтний основний стан

iз подвоєним перiодом магнiтної елементарної комiрки вiдноситься до власного

стану з найнижчою енергiєю (7.27) ефективного змiшаного спiну-(1/2, 2, 1/2, 1)

ланцюжка Гайзенберґа, який виникає лише у вiдносно вузькiй областi параметрiв

𝐽2/𝐽1 ∈ (0.50, 0.52). Останнiй квантовий феримагнiтний основний стан спiн-1/2

октаедричного ланцюжка Гайзенберґа походить вiд власного стану з найнижчою

енергiєю (7.24) ефективного змiшаного спiну-(1/2, 1) ланцюжка Гайзенберґа, який

має найменшу енергiю в областi параметрiв 𝐽2/𝐽1 ∈ (0.52, 0.91). Двочастинний ха-

рактер ефективного змiшаного спiн-(1/2, 2) i спiн-(1/2, 1) ланцюжкiв Гайзенберґа

означає, що два пов’язанi квантовi основнi стани можуть можна ототожнити зi

звичайними феримагнiтними фазами типу Лiба-Матiса [109]. Той самий висновок

можна зробити i для третього квантового феримагнiтного основного стану, на-

вiть незважаючи на чотирипiдґратковий характер ефективного змiшаного спiну-

(1/2, 2, 1/2, 1) ланцюжка Гайзенберґа виключає просту аргументацiю на основi

теореми Лiба-Матiса [109].

Окрiм трьох вищезгаданих квантових феримагнiтних основних станiв, роз-

рiзняємо також два квантовi основнi стани, якi пiдлягають фрагментацiї через

синглет-тетрамерний стан (7.6) на квадратних плакетках. Синглетний тетрамер-

гексамерний стан (7.28) зi спонтанно порушеною симетрiєю є власним станом iз

найнижчою енергiєю спiн-1/2 октаедричного Гайзенберґового ланцюжка при по-
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Рис. 7.4. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гай-
зенберґа у нульовому полi. Числа в квадратних дужках визначають у
заданому основному станi повний спiн на мономерних дiлянках i ква-
дратних плакетках.

мiрних значеннях 𝐽2/𝐽1 ∈ (0.91, 2). Нарештi, основний стан спiн-1/2 октаедри-

чного ланцюжка Гайзенберґа є повнiстю фрагментованим мономер-тетрамерним

станом (7.7), якщо внутрiшньоплакетний зв’язок принаймнi вдвiчi сильнiший, нiж

мономер-плакетна взаємодiя 𝐽2/𝐽1 > 2.

Цiлком зрозумiло, що три квантовi феримагнiтнi основнi стани, пов’язанi з

власними станами з найнижчою енергiєю ефективного змiшаного спiну-(1/2, 2),

спiну-(1/2, 2, 1/2, 1) i спiн-(1/2, 1) ланцюжками Гайзенберґа повиннi проявлятися

на кривих намагнiченостi при нульовiй температурi як промiжнi плато на 3/5,

2/5 i 1/5 намагнiченостi насичення вiдповiдно. Крiм того, синглетний тетрамер-

гексамерний (7.28) основний стан вiдповiдає за плато нульової намагнiченостi, тодi

як мономер-тетрамерний стан (7.7) дає iнше плато 1/5 через повну поляризацiю

мономерних спiнiв. Загальна фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 октаедри-

чного ланцюжка Гайзенберґа, яка пояснює вплив зовнiшнього магнiтного поля,

зображена на рис. 7.5 у площинi 𝐽2/𝐽1−ℎ/𝐽1. Очевидно, що сильно фрустрована

область параметрiв 𝐽2/𝐽1 > 2 фазової дiаграми основного стану повнiстю узго-

джується зi строгими теоретичними результатами для мономер-тетрамерного ста-

ну (7.7) i стану локалiзованих магнонiв (7.13), отриманих вище, використовуючи

варiацiйну процедуру та пiдхiд локалiзованих магнонiв. Крiм того, можна вияви-

ти, що промiжне 3/5-плато з одним магноном, захопленим на кожнiй квадратнiй

плакетцi, альтернативно можна iнтерпретувати як насичений стан ефективного

феримагнiтного змiшаного спiн-(1/2, 1) ланцюжка Гайзенберґа.

З iншого боку, фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 октаедричного лан-

цюжка Гайзенберґа є набагато складнiшою в областi параметрiв 𝐽2/𝐽1 < 2 через
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Рис. 7.5. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гай-
зенберґа в площинi 𝐽2/𝐽1 − ℎ/𝐽1. Товста лiнiя схематично показує кван-
товий феримагнiтний основний стан, який походить вiд ефективного змi-
шаного спiнового (1/2, 2, 1/2, 1) ланцюжка Гайзенберґа i є стабiльним у
дуже вузький iнтервал магнiтних полiв.

наявнiсть двох рiзних основних станiв спiнової рiдини з короткосяжними коре-

ляцiями, але без будь-якої спонтанно порушеної симетрiї [376–378]. Якщо вiдно-

сне значення взаємодiй достатньо слабке, тобто 𝐽2/𝐽1 < 0.5, основний стан спiн-

1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа повнiстю випливає з власних станiв з

найнижчою енергiєю (7.25) ефективного змiшаного спiн-(1/2, 2 ) ланцюжка Гай-

зенберґа. Тому, промiжне 3/5-плато феримагнiтного (1/2− 2) стану Лiба-Матiса

руйнується в керованiй полем квантовiй критичнiй точцi до стану безщiлинної спi-

нової рiдини (1/2 − 2). Подiбний сценарiй можна виявити в просторi параметрiв

𝐽2/𝐽1 ∈ (0.50, 0.52), за винятком того, що крихiтне плато 2/5 виникає при до-

сить низьких магнiтних полях через квантовий феримагнiтний (1/2−2−1/2−1)

основний стан, що походить вiд власного стану з найнижчою енергiєю (7.27) ефе-

ктивного змiшаного спiну-(1/2, 2, 1/2, 1) ланцюжка Гайзенберґа. В областi пара-

метрiв 𝐽2/𝐽1 ∈ (0.52, 0.91) основний феримагнiтний стан Лiба-Матiса (1/2 − 1),

що виникає внаслiдок ефективного змiшаного спiну-(1/2, 1) ланцюжка Гайзен-
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берґа вiдповiдає за додаткове 1/5-плато при досить низьких магнiтних полях. I

останнє, але не менш важливе: плато нульової намагнiченостi, що вiдображає син-

глетний тетрамер-гексамерний основний стан (7.28), виникає при помiрних значе-

ннях констант взаємодiй 𝐽2/𝐽1 ∈ (0.91, 2). У межах цiєї областi параметрiв плато

1/5, що виникає над плато нульової намагнiченостi, вiдповiдає або квантовому фе-

римагнетику Лiба-Матiса (1/2− 1), або мономер-тетрамернiй фазi (7.7) залежно

вiд того, чи є вiдношення взаємодiй меншим або бiльшим за порогове значення

𝐽2/𝐽1 = 1.45. Аналогiчно, промiжне 3/5-плато виникає або через квантовий фе-

римагнетик Лiба-Матiса (1/2 − 2), або через локалiзований магнонний основний

стан (7.13) залежно вiд того, чи вiдношення взаємодiй менше або бiльше за поро-

гове значення 𝐽2/𝐽1 ≈ 1.74. Нарештi, ще один безщiлинний основний стан спiнової

рiдини (1/2 − 1) можна знайти в областi параметрiв 𝐽2/𝐽1 ∈ (1.63, 2) i ℎ/𝐽1 ≲ 3

як власний стан з найнижчою енергiєю ефективного змiшаного спiн-(1/2, 1) лан-

цюжка Гайзенберґа. Варто зауважити, що всi показанi границi фаз представляють

квантовi фазовi переходи першого роду, за винятком трьох горизонтальних меж,

пов’язаних iз неперервними квантовими фазовими переходами другого роду.

Щоб проiлюструвати велику рiзноманiтнiсть можливих сценарiїв процесу

намагнiчення спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа, на рис. 7.6 зобра-

жено кiлька типових прикладiв кривих намагнiчення при нульовiй температурi.

Показанi кривi намагнiченостi пiдтверджують справедливiсть встановленої фа-

зової дiаграми основного стану. Крива намагнiченостi, показана на рис. 7.6(a),

демонструє два квантовi фазовi переходи другого роду на границi промiжно-

го 3/5-плато. Крива намагнiченостi, зображена на рис. 7.6(b), пiдтверджує зро-

стання 1/5- i 2/5-плато, яке досягається при невеликому збiльшеннi 𝐽2/𝐽1. Ви-

никнення плато нульової намагнiченостi внаслiдок основного стану синглетного

тетрамер-гексамера (7.28) можна побачити на кривiй намагнiченостi, показанiй

на рис. 7.6(c). Крiм того, рис. 7.6(d) iлюструє криву намагнiченостi зi змiною

характеру 1/5-плато, а також зникнення вузького 2/5-плато. Крива намагнiче-

ностi, зображена на рис. 7.6(e), демонструє змiну характеру плато 3/5, а також

два стрибки намагнiченостi, що виникають до основних станiв спiнової рiдини.
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Рис. 7.6. Кiлька типових кривих намагнiченостi при 𝑇 = 0 для спiн-1/2 октаедри-
чного ланцюжка Гайзенберґа. Товстi суцiльнi лiнiї показують числовi
результати, отриманi в рамках методу DMRG для ланцюжкiв скiнчен-
ного розмiру 𝐿 = 300 спiнiв (𝑁 = 60 елементарних комiрок), а тонкi
переривчастi лiнiї iлюструють числовi результати точної дiагоналiзацiї
для ланцюжкiв скiнченного розмiру 𝐿 = 40 спiнiв (𝑁 = 8 елементарних
комiрок), покладаючи шiсть рiзних значень спiввiдношення взаємодiї:
(a) 𝐽2/𝐽1 = 0.5; (b) 𝐽2/𝐽1 = 0.7; (c) 𝐽2/𝐽1 = 1.2; (d) 𝐽2/𝐽1 = 1.6; (e)
𝐽2/𝐽1 = 1.8; (f) 𝐽2/𝐽1 = 2.0.
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Рис. 7.7. Намагнiченiсть (верхня панель) i питома теплоємнiсть (нижня панель)
спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа як функцiя магнiтного
поля та температури для фiксованого значення спiввiдношення взаємодiї
𝐽2/𝐽1 = 3. Суцiльнi лiнiї випливають з рiвнянь (7.17) та (7.18), отриманi
за допомогою пiдходу локалiзованих магнонiв, тодi як ламанi лiнiї рi-
зних стилiв iлюструють данi повної точної дiагоналiзацiї для ланцюжка
скiнченного розмiру 𝐿 = 20 спiнiв (𝑁 = 4 елементарних комiрок).

Нарештi, рис. 7.6(f) показує типову криву намагнiченостi в сильно фрустрованiй

областi 𝐽2/𝐽1 > 2, яка включає три рiзкi стрибки намагнiченостi.

Далi перейдемо до обговорення найцiкавiших результатiв для низькотемпе-

ратурної термодинамiки спiн-1/2 октаедричного ланцюжка Гайзенберґа, отриманi

в рамках пiдходу локалiзованих магнонiв [36]. Варто, однак, нагадати, що теорiя

локалiзованих магнонiв дає прийнятнi результати лише в областi параметрiв iз

сильною фрустрацiєю 𝐽2/𝐽1 > 2, де багатомагноннi стани побудованi з однома-

гнонного з найнижчою енергiєю (7.12) i двомагноннi (7.6) локалiзованi стани є

суттєвi для адекватного опису низькотемпературної термодинамiки.
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Для порiвняння намагнiченiсть i питома теплоємнiсть спiн-1/2 октаедрично-

го ланцюжка Гайзенберґа, отриманi за допомогою пiдходу локалiзованих магно-

нiв, зображенi на рис. 7.7 разом iз аналогiчними даними для ланцюжка з 𝐿 = 20

спiнiв, отриманими в рамках методу повної точної дiагоналiзацiї. Спочатку пiд-

креслимо двi цiкавi особливостi, а саме (i) додатковий низькотемпературний пiк

питомої теплоємностi для магнiтних полiв трохи нижчий за поле насичення, див.

рис. 7.7(d) та (ii) помiтне збiльшення намагнiченостi зi зростанням температури

для ℎ/𝐽1 = 3.9 i 6.9, див. рис. 7.7(b). Обидвi особливостi пов’язанi з плоскими

зонами в одномагнонних збудженнях, див. рис. 7.3.

З рис. 7.7 можна зрозумiти, що теорiя локалiзованих магнонiв забезпечує до-

стовiрний опис низькотемпературної намагнiченостi та термодинамiки, коли зовнi-

шнє магнiтне поле змiнюється вище середньої точки найнижчого промiжного 1/5-

плато, що виникає через мономер-тетрамерний основний стан (7.7). За цих умов

намагнiченiсть, розрахована згiдно з рiвнянням (7.17) демонструє для 𝐽2/𝐽1 = 3

iдеальну згоду з даними точної дiагоналiзацiї за припущення, що температура

𝑘B𝑇/𝐽1 ≲ 0.5. Порiвняно з цим, отримана формула (7.18) для питомої теплоємно-

стi дає надiйний опис числових даних точної дiагоналiзацiї для того самого зна-

чення спiввiдношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1 = 3 лише для набагато нижчих температур

𝑘B𝑇/𝐽1 ≲ 0.2. Однак слiд зазначити, що висота та положення низькотемператур-

ного максимуму теплоємностi знаходиться в чудовiй згодi з числовими даними

точної дiагоналiзацiї за умови, що магнiтне поле фiксується досить близько до

поля насичення або переходу, керованого полем мiж 1/5- i 3/5-плато.

7.1.2. Кластеризованi фази Голдейна у змiшаному

октаедричному ланцюжку

У попередньому пiдроздiлi виявлено, що спiн-1/2 октаедричний ланцюжок

демонструє цiлий ряд дробових плато намагнiченостi. Варто зауважити, що про-

мiжнi плато намагнiченостi, якi виникають у процесi намагнiчення квантових ан-

тиферомагнетикiв Гайзенберґа, можуть вiдповiдати екзотичним квантовим фазам
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рiзноманiтного характеру i вони можуть виникати при рiзних дробових значеннях

намагнiченостi насичення [7, 88, 125]. Грунтуючись на OYA критерiї квантуван-

ня дробових плато (розглянутого у пiдроздiлi 1.1), бачимо, що чим вищий перiод

основного стану, тим бiльша кiлькiсть доступних плато намагнiченостi. Розгляну-

тий у роздiлi 6 спiн-1/2 ортогонально-димерний ланцюжок Гайзенберґа [120, 121]

є рiдкiсним прикладом квантового спiнового ланцюжка, який демонструє на кри-

вiй намагнiченостi при нульовiй температурi особливу послiдовнiсть нескiнченної

кiлькостi дробових плато намагнiченостi Z
2(Z+1) (Z — набiр цiлих чисел), що є

прямим наслiдком фрагментацiї основного магнiтного стану. Фрагментацiя, спри-

чинена локальним утворенням синглетiв, може також вiдповiдати за виникнення

кластерних фаз типу Голдейна, як спочатку повiдомлялося для ромбiчного лан-

цюжка Гайзенберґа [99, 103, 379]. Нещодавнє експериментальне вiдкриття кла-

стерних фаз типу Голдейна в мiнералах федотовiт K2Cu3O(SO4)3[380], еухлорин

KNaCu3O(SO4) 3 i пунiнiт Na2Cu3O(SO4)3 [381] стимулювало вiдновлений iнтерес

до пошуку iнших квантових спiнових ланцюжкiв, якi демонструють iмовiрний

кластерний тип Голдейна в основних станах [382, 383]. Iншi екзотичнi квантовi

основнi стани, якi проявляються на кривiй намагнiченостi при нульовiй темпера-

турi як промiжнi плато намагнiченостi, що виникають трохи нижче поля насиче-

ння, можуть мати характер зв’язаних магнонних кристалiв. Варто зазначити, що

локалiзована природа зв’язаних магнонiв у магнонокристалiчних фазах дає змо-

гу описувати кривi низькотемпературної намагнiченостi на основi вiдповiдностi

вiдображення з класичними моделями ґраткового газу (Iзинґа) [373, 374].

Тут розглядається змiшаний октаедричний ланцюжок Гайзенберґа зi

спiном-1 i спiном-1/2 в магнiтному полi, який задається таким гамiльтонiаном

ℋ̂ =
𝑁∑︁
𝑗=1

[︁
𝐽1(𝑆1,𝑗 + 𝑆1,𝑗+1)·(𝑆2,𝑗 + 𝑆3,𝑗 + 𝑆4,𝑗 + 𝑆5,𝑗)

+ 𝐽2(𝑆2,𝑗 ·𝑆3,𝑗 + 𝑆3,𝑗 ·𝑆4,𝑗 + 𝑆4,𝑗 ·𝑆5,𝑗 + 𝑆5,𝑗 ·𝑆2,𝑗)−ℎ
5∑︁

𝑖=1

𝑆𝑧
𝑖,𝑗

]︁
, (7.29)

де 𝑆𝑖,𝑗 ≡ (𝑆𝑥
𝑖,𝑗, 𝑆

𝑦
𝑖,𝑗, 𝑆

𝑧
𝑖,𝑗) позначає компоненти спiн-1 (спiн-1/2) операторiв для iн-
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дексу елементарної комiрки 𝑖 = 1 (𝑖 = 2, 3, 4, 5) вiдповiдно. Обмiнна взаємодiя

𝐽1 > 0 враховує антиферомагнiтну мономер-плакетну взаємодiю мiж найближчи-

ми сусiднiми частинками зi спiном 1 та спiном 1/2, тодi як константа взаємодiї

𝐽2 > 0 враховує антиферомагнiтну взаємодiю всерединi плакеток мiж найближ-

чими сусiднiми частинками зi спiном 1/2 з однiєї квадратної плакетки. Останнiй

доданок у гамiльтонiанi (7.29) представляє стандартний член Зеємана для магнi-

тних моментiв у зовнiшньому магнiтному полi ℎ ≥ 0. Для простоти покладемо

перiодичнi граничнi умови 𝑆1,𝑁+1 ≡ 𝑆1,1.

Ми розглядаємо модель (7.29), використовуючи варiацiйний пiдхiд та метод

локалiзованих магнонiв висвiтленi вище. Зупинимось на описi октаедричного лан-

цюжка як ефективної моделi змiшаних спiнiв. Гамiльтонiан (7.29) змiшаного окта-

едричного ланцюжка Гайзенберґа зi спiном 1 i 1/2 можна повторно виразити через

оператор композитного спiну квадратної плакетки 𝑆□,𝑗 = 𝑆2,𝑗 + 𝑆3,𝑗 + 𝑆4,𝑗 + 𝑆5,𝑗

та складенi оператори спiну 𝑆24,𝑗 = 𝑆2,𝑗 + 𝑆4,𝑗, 𝑆35,𝑗 = 𝑆3,𝑗 + 𝑆5,𝑗 двох пар спiнiв

iз протилежних кутiв квадратної пластинки

ℋ̂=𝐽1

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆1,𝑗 + 𝑆1,𝑗+1)·𝑆□,𝑗−ℎ
𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆𝑧
1,𝑗+𝑆

𝑧
□,𝑗)+

𝐽2
2

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑆2
□,𝑗−𝑆2

24,𝑗−𝑆2
35,𝑗). (7.30)

Як i у випадку спiн-1/2 ланцюжка розглянутого на початку цього роздiлу, компо-

зитнi спiни 𝑆□,𝑗 𝑆24,𝑗, 𝑆35,𝑗 є локально збережуванi величини з чiтко визначеними

квантовими спiновими числами, тому основний стан змiшаного спiн-(1,1/2) окта-

едричного ланцюжка Гайзенберґа можна вiдповiдно знайти за власними станами

з найнижчою енергiєю ефективного змiшаного спiн-(𝑆1,𝑗, 𝑆□,𝑗) ланцюжка Гайзен-

берґа (7.30) при конкретному виборi квантових спiнових чисел 𝑆□,𝑗, 𝑆24,𝑗 i 𝑆35,𝑗.

Повний спiн на квадратнiй плакетцi може приймати три рiзнi значення 𝑆□,𝑗 = 0,

1 i 2, тодi як перше значення 𝑆□,𝑗 = 0, яке стосується синглет-тетрамерного ста-

ну, вiдповiдає за фрагментацiю ефективних ланцюжкiв Гайзенберґа зi змiшаним

спiном. Власнi стани з найнижчою енергiєю ефективних ланцюжкiв Гайзенбер-

ґа зi змiшаними спiнами-(𝑆1,𝑗, 𝑆□,𝑗), якi включають синглетний стан 𝑆□,𝑗 = 0 на

плакетках у перiодичних позицiях, можна легко обчислити за допомогою точної
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аналiтичної або числової дiагоналiзацiї менших спiнових кластерiв Гайзенберґа. У

випадку довших кластерiв можна вдатися до методу DMRG, щоб отримати власнi

стани з найнижчою енергiєю ефективного змiшаного спiн-(𝑆1,𝑗, 𝑆□,𝑗) ланцюжка

Гайзенберґа у випадку ненульових квантових чисел 𝑆□,𝑗 = 1, 2. Адаптувавши пiд-

програми з пакету ALPS [384], ми виконали моделювання DMRG для кiлькох

ефективних спiн-(𝑆1,𝑗, 𝑆□,𝑗) ланцюжкiв Гайзенберґа з перiодом трансляцiї менше

чотирьох i загальна кiлькiсть спiнiв 120, що еквiвалентно великомасштабному мо-

делюванню DMRG змiшаного спiн-(1,1/2) октаедричного ланцюжка Гайзенберґа

iз загальним числом спiнiв 300.

Тут ми зосередимось на найцiкавiших результатах отриманих для основ-

ного стану i кривих намагнiченостi моделi. Загальна фазова дiаграма основного

стану моделi (7.29) зображена на рис. 7.8 у площинi 𝐽2/𝐽1 − ℎ/𝐽1, отримана за

допомогою DMRG симуляцiй ефективних змiшаних спiн-(𝑆1,𝑗, 𝑆□,𝑗) ланцюжкiв

Гайзенберґа, доповнених точними розрахунками. Виявляється, що такий кванто-

вий спiновий ланцюжок вже демонструє багато екзотичних квантових фаз при

нульовому магнiтному полi. При вiдносно малих значеннях спiввiдношення вза-

ємодiї 𝐽2/𝐽1 < 1.018 основним станом змiшаного октаедричного ланцюжка Гай-

зенберґа зi спiном-1 i спiном-1/2 є феримагнiтна фаза Лiба-Матiса, яка походить

вiд ефективного змiшаного спiн-(1, 2) ланцюжка Гайзенберґа [375] з максимально

можливим значенням складеного спiну 𝑆□,𝑗 = 2 на всiх квадратних плакетках.

Iншу феримагнiтну фазу з подвоєним перiодом елементарної магнiтної комiрки

(𝑝 = 2) можна знайти лише у вiдносно вузькому iнтервалi простору параметрiв

𝐽2/𝐽1 ∈ (1.018, 1.073). Цей основний стан випливає з власного стану з найнижчою

енергiєю ефективного змiшаного спiн-(1, 1, 1, 2) ланцюжка Гайзенберґа з регуляр-

ним чергуванням триплетiв (𝑆□,𝑗 = 1) i квiнтетiв (𝑆□,𝑗 = 2) на непарних i парних

квадратних плакетках (або навпаки). Цей основний стан також належить до класу

феримагнiтних станiв Лiба-Матiса.

Однорiдна фаза Голдейна являє собою точний основний стан в областi па-

раметрiв 𝐽2/𝐽1 ∈ (1.073, 2.577), i цей основний стан походить вiд власного ста-

ну з найнижчою енергiєю ефективного спiн-(1,1) ланцюжка Гайзенберґа з ком-
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Рис. 7.8. Фазова дiаграма основного стану змiшаного спiн-(1,1/2) октаедричного
ланцюжка Гайзенберґа у площинi 𝐽2/𝐽1−ℎ/𝐽1. Пунктирна лiнiя обмежує
межу фаз, уздовж якої у вузькому дiапазонi магнiтних полiв з’являється
крихiтне плато в одну дванадцяту, пов’язане з кластерною фазою Гол-
дейна з 𝑝 = 4. Числа в дужках визначають загальний спiн мономерних
вузлiв i квадратних плакеток у магнiтнiй елементарнiй комiрцi даного
основного стану.

позитним спiном 𝑆□,𝑗 = 1 на всiх квадратних плакетках. Найцiкавiше, що у

вiдносно вузькому дiапазонi спiввiдношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1 ∈ (2.577, 2.583) i

𝐽2/𝐽1 ∈ (2.583, 2.660) зустрiчаються двi спорiдненi кластернi фази Голдейна, якi

мають вищий перiод магнiтної елементарної комiрки 𝑝 = 4 i 𝑝 = 3 вiдповiдно.

На вiдмiну вiд однорiдної фази Голдейна, фрагментованi кластернi фази Голдей-

на порушують трансляцiйну симетрiю через перiодичне повторення синглетного

стану плакетки 𝑆□,𝑗 = 0, що розбиває октаедричний ланцюжок на меншi фра-

гменти. Слiд зазначити, що стiйкiсть фрагментованих кластерних фаз Голдей-

на обернено пропорцiйна перiоду магнiтної елементарної комiрки 𝑝. Насправдi

гексамер-тетрамерний стан iз регулярним чергуванням триплетних гексамерiв i

синглетних тетрамерiв, як останнiй член цiєї множини з певним перiодом 𝑝 = 2,

поширюється на значно ширший iнтервал параметрiв 𝐽2/𝐽1 ∈ (2.660, 3), нiж iншi
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двi фрагментованi кластернi фази Голдейна разом. Гексамер-тетрамерний стан

походить вiд ефективного змiшаного спiну-(1, 1, 1, 0) ланцюжка Гайзенберґа з ре-

гулярним чергуванням композитного триплету (𝑆□,𝑗 = 1) i синглету (𝑆□,𝑗 = 0)

на непарних i парних плакетках (або навпаки). Мономер-тетрамерний основний

стан (7.58) iз композитним синглетним станом 𝑆□,𝑗 = 0 на всiх плакетках вини-

кає в областi параметрiв iз сильною фрустрацiєю 𝐽2/𝐽1 > 3. Мономернi частинки

зi спiном-1 стають у межах цього основного стану (7.58) парамагнiтними через

вiдсутнiсть спiн-спiнових кореляцiй за межами синглет-тетрамерної фази.

Нетиповi кластернi фази Голдейна для кращої iлюстрацiї схематично зо-

браженi на рис. 7.9 разом iз мономерно-тетрамерною та однорiдною фазами Гол-

дейна. Заштрихованi овали представляють найнижчий енергетичний триплетний

стан спiн-1 ланцюжка Гайзенберґа скiнченного розмiру за умови вiдкритих грани-

чних умов як основного спiнового кластера, який iзольований з обох сторiн через

синглет-плакетний стан. Слiд зазначити, що лише три кластернi фази Голдейна з

магнiтним перiодом 𝑝 = 2, 3 i 4 можуть представляти справжнi основнi стани змi-

шаного октаедричного ланцюжка Гайзенберґа (7.29). Цей результат рiзко контра-

стує з безмежним рядом основних станiв, викликаних фрагментацiєю, якi виника-

ють у спiн-1/2 ортогонально-димерному ланцюжку Гайзенберґа [120, 121]. Якщо

точнiше, то гексамер-тетрамерний основний стан як найпростiший представник

кластерної фази Голдейна з магнiтним перiодом 𝑝 = 2 вiдповiдає регулярному

чергуванню синглетних плакеток та октаедричних (гексамерних) триплетiв [див.

рис. 7.9(b)]. Крiм того, триплетний стан змiшаного спiн-(1-1/2) октаедра Гайзен-

берґа (рис. 7.28), що виникає в гексамер-тетрамернiй фазi, цiлком аналогiчний

кластерному стану Голдейна, нещодавно виявленому для мiнералу федотовiту

[380].

Далi наша увага буде зосереджена на аналiзi основного стану при скiнчен-

них магнiтних полях. Спочатку ми розглянемо значення намагнiченостi всiх ви-

щезгаданих основних станiв нульового поля. Два квантовi феримагнiтнi основнi

стани, пов’язанi з власними станами з найнижчою енергiєю ефективного змiша-

ного спiн-(1, 2) i спiн-(1, 1, 1, 2) ланцюжкiв Гайзенберґа, повиннi проявлятися на
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(a)
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(c)

(d)
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Рис. 7.9. Схематичне зображення: (а) мономер-тетрамерної фази; (б) гексамер-
тетрамерної фази як найпростiшого кластерного стану Голдейна з перi-
одом 𝑝 = 2; (c)-(d) фрагментованi кластернi стани Голдейна з перiодом
𝑝 = 3 i 4; (e) однорiдний стан Голдейна. Суцiльнi овали та кружечки
позначають синглет-димернi та синглет-тетрамернi стани вiдповiдно, то-
дi як заштрихованi кола та овали позначають триплетнi стани даного
кластера.
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кривих намагнiченостi при нульовiй температурi як промiжнi плато на однiй тре-

тинi та однiй шостiй намагнiченостi насичення вiдповiдно. Навпаки, однорiдна

фаза Голдейна повинна вiдповiдати за плато нульової намагнiченостi, тодi як три

фрагментованi кластернi фази Голдейна з перiодом 𝑝 = 2, 3 i 4 спричиняють 1/6,

1/9 та 1/12 дробовi плато, вiдповiдно. Мономер-тетрамерний (7.58) основний стан

забезпечує плато 1/3, яке виникає виключно внаслiдок повної поляризацiї спiн-1

мономера.

Фазова дiаграма основного стану, зображена на рис. 7.8, стає складнiшою

в менш фрустрованому просторi параметрiв 𝐽2/𝐽1 < 3 з огляду на iснування

трьох областей квантової спiнової рiдини, двi з яких походять вiд ефективного

спiн-(1,1) ланцюжка Гайзенберґа i третiй є результатом ефективного змiшаного

спiн-(1,2) ланцюжка Гайзенберґа. Основний стан вихiдної моделi походить виклю-

чно вiд власних станiв з найнижчою енергiєю ефективного змiшаного спiн-(1, 2)

ланцюжка Гайзенберґа, коли вiдношення взаємодiй слабше нiж 𝐽2/𝐽1 < 1.018.

Промiжне плато 1/3, пов’язане з феримагнiтною фазою Лiба-Матiса, вiдповiдно,

завершується на iндукованому полем квантовому фазовому переходi до безщi-

линного основного стану квантової спiнової рiдини, що виникає в критичному

полi ℎ𝑐/𝐽 = 2.733 [рис. 7.10(a)]. Якщо вiдношення взаємодiй знаходиться в iн-

тервалi 𝐽2/𝐽1 ∈ (1.018, 1.073), можна отримати аналогiчну криву намагнiченостi

при нульовiй температурi лише з одним винятком, а саме крихiтним плато 1/6,

що стосується феримагнiтної фази з подвоєним перiодом елементарної магнiтної

комiрки, яка виникає ранiше за ширше плато 1/3.

Плато нульової намагнiченостi, пов’язане з однорiдною фазою Голдейна, ви-

никає, коли спiввiдношення взаємодiї вибрано з iнтервалу 𝐽2/𝐽1 ∈ (1.073, 2.577),

див. рис. 7.10(b)-(f). Однорiдна фаза Голдейна або руйнується пiд час квантово-

го фазового переходу першого роду, керованого полем, до феримагнiтної фази з

подвоєним перiодом (1/6 плато), або квантового фазового переходу другого роду,

керованого полем, до квантової спiнової рiдини [див. рис. 7.10(b)-(e)] або фазо-

вий перехiд першого роду, керований полем, до фрагментованої кластерної фази

Голдейна з перiодом 𝑝 = 4, що вiдповiдає 1/12 плато [див. рис. 7.10(f)].
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Рис. 7.10. Кривi намагнiченостi при 𝑇 = 0 змiшаного зi спiн-(1,1/2) октаедрично-
го ланцюжка Гайзенберґа. Суцiльнi лiнiї вiдображають моделювання
DMRG ефективних ланцюжкiв Гайзенберґа (7.30), якi складаються з
𝑁 = 60 елементарних комiрок (що вiдповiдає 300 спiнам), тодi як пун-
ктирнi лiнiї вiдображають данi точної дiагоналiзацiї 𝑁 = 4 елементар-
них комiрок (20 спiнiв). Кривi намагнiченостi вiдповiдають шести обра-
ним значенням 𝐽2/𝐽1: (a) 𝐽2/𝐽1 = 1.0; (b) 𝐽2/𝐽1 = 1, 2; (c) 𝐽2/𝐽1 = 1.4;
(d) 𝐽2/𝐽1 = 1.5; (e) 𝐽2/𝐽1 = 2.0; (f) 𝐽2/𝐽1 = 2.25. Вставка на рис. 7.10(f)
показує у збiльшеному масштабi область параметрiв, де з’являються два
крихiтних 1/9 та 1/12 плато через кластернi фази Голдейна з перiодом
𝑝 = 3 i 4.
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Слiд зазначити, що мiкроскопiчна природа широкого плато 1/3 в основному

залежить вiд того, чи вiдношення взаємодiй менше або бiльше за 𝐽2/𝐽1 = 1.631.

У першому випадку 𝐽2/𝐽1 < 1.631 верхнє критичне поле 1/3 плато типу Лiба-

Матiса, не залежить вiд коефiцiєнта 𝐽2/𝐽1, тодi як верхнє критичне поле 1/3

плато типу мономер-тетрамерної фази (7.58), монотонно зростає в бiк бiльшого

магнiтного поля при збiльшеннi 𝐽2/𝐽1 [порiвняйте рис. 7.10(a)-(c) з рис. 7.10(d)].

Завдяки цьому область магнiтного поля, притаманна квантовiй спiновiй рiдинi

ефективного змiшаного спiн-(1,2) ланцюжка Гайзенберґа суттєво зменшується,

коли 𝐽2/𝐽1 > 1.631. Iнша квантова спiнова рiдина, що виникає з ефективного

спiн-(1,1) ланцюжка Гайзенберґа, демонструє особливу поведiнку типу повторного

входу [див. рис. 7.10(d)].

Крива намагнiченостi при нульовiй температурi включає 2/3 плато, прита-

манне зв’язанiй магнонокристалiчнiй фазi (7.13), коли 𝐽2/𝐽1 > 1.685. Зв’язана

магнонокристалiчна фаза або затиснута мiж двома областями квантової спiно-

вої рiдини [див. рис. 7.10(d)], або з’являється через стрибок намагнiченостi з 1/3

плато, що вiдповiдає мономер-тетрамернiй фазi [див. рис. 7.10(e) i (f)]. Слiд за-

значити, що промiжне 2/3 плато через магнонокристалiчний стан (7.13) з одним

магноном на кожнiй квадратнiй плакетцi, можна з iншого боку iнтерпретувати як

насичений стан ефективного спiн-(1,1) ланцюжка Гайзенберґа.

7.2. Квантова спiнова модель на квадратнiй ґратцi
декорованiй ромбами

Одновимiрнi декорованi моделi дослiдженi в попередньому пiдроздiлi 7.1 де-

монструють складну структуру основного стану, яка не є стiйкою щодо темпера-

турних флуктуацiй. Двовимiрнi моделi розглянутi далi демонструють також ряд

температурних фазових переходiв неможливих для ранiше розглянутих моделей.

Далi розглянемо спiн-1/2 антиферомагнетик Гайзенберґа в магнiтному по-

лi на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами. Ґратка схематично показана на
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рис. 1.1, а гамiльтонiан моделi визначається як

𝐻 = 𝐽1

𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
S𝑖,1 ·

(︁
S𝑖,2 + S𝑖,3 + S𝑖,4 + S𝑖,5 + S𝑖−𝑥̂,2 + S𝑖−𝑥̂,3 + S𝑖−𝑦,4 + S𝑖−𝑦,5

)︁]︁
+𝐽2

𝑁∑︁
𝑖=1

(︁
S𝑖,2 · S𝑖,3 + S𝑖,4 · S𝑖,5

)︁
− ℎ

𝑁∑︁
𝑖=1

5∑︁
𝜇=1

𝑆𝑧
𝑖,𝜇 , (7.31)

де S𝑖,𝜇 = (𝑆𝑥
𝑖,𝜇, 𝑆

𝑦
𝑖,𝜇, 𝑆

𝑧
𝑖,𝜇) представляють спiн-1/2 оператори, якi вiдповiдають 𝜇-

му спiну в 𝑖-вiй елементарнiй комiрцi. Позначимо вiдповiдний вузол ґратки (𝑖, 𝜇).

Крiм того, iндекс 𝑖− 𝑥̂ (𝑖− 𝑦) вiдноситься до елементарної комiрки лiворуч (пiд)

𝑖-тою елементарною комiркою. Тут розглядається скiнченна ґратка з 𝑁 елемен-

тарними комiрками та 𝑁𝑠 = 5𝑁 вузлами з перiодичними граничними умовами.

Як правило, ми використовуємо квадратнi ґратки з 𝑁 = 𝐿2. Крiм того, 𝐽1 i 𝐽2
— двi обмiннi взаємодiї, зображенi на рис. 1.1 чорними та червоними лiнiями вiд-

повiдно. Останнiй член у 𝐻 вiдповiдає енергiї взаємодiї спiнiв 1/2 iз зовнiшнiм

магнiтним полем ℎ.

Гамiльтонiан (7.31) також можна виразити через композитнi спiни на диме-

рах 2𝑁 . У кожнiй елементарнiй комiрцi 𝑖 вертикальний димер утворений спiнами

S𝑖,2 i S𝑖,3, i тодi повний спiн для цього димера 𝑑 S𝑑 = S𝑖,2+S𝑖,3. Аналогiчно, спiни

S𝑖,4 i S𝑖,5 утворюють горизонтальний димер, i в цьому випадку S𝑑 = S𝑖,4 + S𝑖,5.

Усi повнi спiни димерiв представляють локально збережуванi величини з чiтко

визначеними квантовими спiновими числами. Решта спiнiв S𝑖,1 називають моно-

мерними спiнами. Тодi гамiльтонiан (7.31) можна виразити у компактнiй формi:

𝐻 = 𝐽1

2𝑁∑︁
𝑑=1

∑︁
(𝑖,1)∈𝒩𝑑

S𝑑 · S𝑖,1 +
𝐽2
2

2𝑁∑︁
𝑑=1

(︂
S2
𝑑 −

3

2

)︂
− ℎ

2𝑁∑︁
𝑑=1

𝑆𝑧
𝑑 − ℎ

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑆𝑧
𝑖,1, (7.32)

де сумування за 𝑑 поширюється на всi 2𝑁 димери, а внутрiшня сума першого

доданку поширюється на два мономернi спiни S𝑖,1, якi є найближчими сусiдами

𝑑-го димера (див. рис. 1.1), тобто вузол ґратки (𝑖, 1) є елементом множини двох

найближчих сусiднiх вузлiв 𝒩𝑑 𝑑-го димера. Точнiше, для вертикального (гори-

зонтального) димера, це два спiни мономера лiворуч i праворуч (верхнiй i нижнiй)

вiд цього димера.
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Перший доданок у гамiльтонiанi (7.32) вiдповiдає змiшанiй спiн-𝑆𝑑 i спiн-1/2

моделi Гайзенберґа на ґратцi Лiба, тодi як другий забезпечує тривiальний зсув

енергiї залежно вiд квантового спiнового числа 𝑆𝑑. Зауважимо, що композитнi

спiни на кожному димерi можуть приймати два рiзнi значення квантових спiнових

чисел 𝑆𝑑 = 0, 1, при цьому значення 𝑆𝑑 = 0 вiдповiдає стану синглетного димера.

|𝑠⟩𝑑 =
1√
2
(|↑↓⟩𝑑 − |↓↑⟩𝑑) . (7.33)

Це призводить до фрагментацiї ефективних моделей Гайзенберґа зi змiшаним спi-

ном, отриманих з гамiльтонiана (7.32) пiсля розгляду всiх можливих комбiнацiй

квантових спiнових чисел 𝑆𝑑 для всiх димерiв. Отже, основний стан антиферома-

гнетика Гайзенберґа на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, можна пов’язати

з власними станами найнижчої енергiї ефективних моделей Гайзенберґа (7.32),

беручи до уваги всi доступнi комбiнацiї квантових спiнових чисел 𝑆𝑑. Нижче ми

спочатку представляємо нашi методи, а потiм дослiджуємо розширену фазову

дiаграму основного стану гамiльтонiана 𝐻, показану нижче на рис. 7.11.

7.2.1. Фазова дiаграма моделi Гайзенберґа

Спочатку розглянемо параметричний режим iз домiнантним димерним

зв’язком 𝐽2, у якому ми можемо отримати точнi аналiтичнi результати для основ-

ного стану. Точнiше, для 𝐽2/𝐽1 > 2 можна використати варiацiйний принцип,

щоб отримати точний основний стан 𝐻 у нульовому полi [150]. Основна iдея цьо-

го пiдходу полягає в розкладi гамiльтонiана на комiрковi гамiльтонiани 4𝑁 (цей

розклад вiдрiзняється вiд статтi [150]):

𝐻 =
2𝑁∑︁
𝑑=1

∑︁
(𝑖,1)∈𝒩𝑑

𝐻𝑑,𝑖, (7.34)

де кожен комiрковий гамiльтонiан 𝐻𝑑,𝑖 вiдповiдає окремому трикутнику, який

включає димер i один з двох найближчих мономерних спiнiв, а саме

𝐻𝑑,𝑖 =
𝐽2
4

(︂
S2
𝑑 −

3

2

)︂
+ 𝐽1S𝑖,1 · S𝑑. (7.35)
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Важливо, що кожен димер 𝑑 є частиною двох трикутникiв, що призводить до

появи множника 1/2 для димерних членiв пропорцiйних до 𝐽2 у 𝐻𝑑,𝑖 у порiвняннi

з рiвнянням (7.32).

Згiдно варiацiйного принципу [122, 372], енергiя основного стану моделi

обмежена знизу сумою найнижчих власних значень 𝜀
(0)
𝑑,𝑖 комiркових гамiльтонi-

анiв (7.35),

𝐸0 = ⟨Ψ0|𝐻|Ψ0⟩ =
⟨
Ψ0

⃒⃒⃒ 2𝑁∑︁
𝑑=1

∑︁
(𝑖,1)∈𝒩𝑑

𝐻𝑑,𝑖

⃒⃒⃒
Ψ0

⟩
≥

2𝑁∑︁
𝑑=1

∑︁
(𝑖,1)∈𝒩𝑑

𝜀
(0)
𝑑,𝑖 . (7.36)

Спектр кожного комiркового гамiльтонiана 𝐻𝑑,𝑖 можна виразити у термiнах кван-

тових спiнових чисел 𝑆𝑡 i 𝑆𝑑 асоцiйованих з композитними спiновими операторами

S𝑡 = S𝑑 + S𝑖,1 i S𝑑, таким чином

𝜀𝑑,𝑖 = −3

8
(𝐽1 + 𝐽2) +

𝐽1
2
𝑆𝑡(𝑆𝑡 + 1) +

(︂
𝐽2
4

− 𝐽1
2

)︂
𝑆𝑑(𝑆𝑑 + 1) . (7.37)

Прямий розрахунок вказує на те, що для ℎ = 0 власний стан iз квантовими спi-

новими числами 𝑆𝑡 = 1/2 i 𝑆𝑑 = 0 представляє стан з найменшою енергiєю 𝐻𝑑,𝑖,

якщо 𝐽2/𝐽1 > 2. Скiнченне поле тодi просто поляризує мономернi спiни, якщо во-

но не перевищує критичного значення. Завдяки цьому факту загальний основний

стан гамiльтонiану та його енергiя для 𝐽2/𝐽1 > 2 у мономер-димернiй (MD) фазi

є такими

|MD⟩ =
{︂ ∏︀𝑁

𝑖=1 |𝜎⟩𝑖,1 ⊗
∏︀2𝑁

𝑑=1 |𝑠⟩𝑑, 𝜎 ∈ {↑, ↓}, ℎ = 0∏︀𝑁
𝑖=1 |↑⟩𝑖,1 ⊗

∏︀2𝑁
𝑑=1 |𝑠⟩𝑑, ℎ > 0

, (7.38)

𝐸MD/𝑁 = −3

2
𝐽2 −

ℎ

2
. (7.39)

Зауважимо, що MD фаза має виродження основного стану 2𝑁 при ℎ = 0, оскiльки

кожен з 𝑁 мономерних спiнiв може однаково вилаштуватись у будь-якому з двох

напрямкiв.

Умова стiйкостi MD фази при ℎ = 0 (𝐽2/𝐽1 > 2) узгоджується з резуль-

татами, опублiкованими ранiше [152, 153]. Вони також пiдтвердили наявнiсть iн-

шого точного основного стану, який називають димер-тетрамерною (DT) фазою.
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Основний стан DT включає стани синглетного димера |𝑠⟩𝑑 i стани синглетного

тетрамера |𝑡⟩𝑑, якi утворюються мiж димером 𝑑 i двома сусiднiми мономерними

спiнами, що позначаються (𝑖, 1) i (𝑖′, 1):

|𝑡⟩𝑑 =
1√
3
(|↑⟩𝑖,1|↓↑⟩𝑑|↓⟩𝑖′,1 + |↓⟩𝑖,1|↑↓⟩𝑑|↑⟩𝑖′,1)

−1

2
(|↑⟩𝑖,1|↑↓⟩𝑑|↓⟩𝑖′,1 + |↑⟩𝑖,1|↓↓⟩𝑑|↑⟩𝑖′,1

+ |↓⟩𝑖,1|↑↑⟩𝑑|↓⟩𝑖′,1 + |↓⟩𝑖,1|↓↑⟩𝑑|↑⟩𝑖′,1) . (7.40)

У DT фазi множина можливих основних станiв вiдповiдає найщiльнiшому упа-

куванню синглетних тетрамерiв |𝑡⟩𝑑 на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами,

при цьому їх там не можливо розмiстити бiльше нiж 𝑁/2 |𝑡⟩𝑑 (решта незайня-

тих димерiв перебувають в станi синглетних димерiв |𝑠⟩𝑑). Таким чином, енергiя

основного стану в DT фазi визначається як

𝐸DT/𝑁 =
3

2
𝜀𝑠 +

1

2
𝜀𝑡. (7.41)

Тут 𝜀𝑠 = −3
4𝐽2 стосується енергiї синглет-димерного стану |𝑠⟩𝑑, а 𝜀𝑡 = −2𝐽1 +

𝐽2
4

позначає енергiю синглет-тетрамерного стану |𝑡⟩𝑑. Щоб отримати реальнi областi

стiйкостi цих двох фаз для скiнченних полiв, а також iнших фаз на повнiй фазовiй

дiаграмi ми використали числовi методи DMRG та точної дiагоналiзацiї.

Фазову дiаграму основного стану у нульовому полi ℎ = 0 отримано у попере-

днiх роботах [151–153], вона мiстить три окремi фази – LM, DT i MD, залежно вiд

спiввiдношення взаємодiй 𝐽2/𝐽1, (див. рис. 1.2 та пiдроздiл 1.1). У LM фазi енергiя

основного стану мiнiмiзується за рахунок того, що всi спiновi димери знаходяться

в триплетному станi, тодi як спiни мономерiв орiєнтованi переважно протилежно

до них. Квантова природа феримагнiтного стану LM добре помiтна через кван-

тову редукцiю локальних намагнiченостей мономерних та димерних спiнiв, як

показано на рис. 7.12. У той час як квантовi флуктуацiї зменшують намагнiче-

нiсть мономерних спiнiв приблизно на 20%, зменшення намагнiченостi димерних

спiнiв лише приблизно на 5%. Згiдно з теоремою Лiба-Матiса, обидвi локальнi

намагнiченостi узгоджуються iз загальною намагнiченiстю на вузол 𝑀/𝑀𝑆 = 3/5
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Рис. 7.11. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзен-
берґа на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами у площинi 𝐽2/𝐽1 −
ℎ/𝐽1, що мiстить фази Лiба-Матiса (LM) i скiсних спiнiв (SC), а також
димер-тетрамерну (DT), мономер-димерну (MD), насичену парамагнi-
тну (PM) фази. Штриховими (суцiльними) лiнiями позначенi квантовi
фазовi переходи другого (першого) роду.

(де 𝑀𝑆 позначає повне насичення), яка притаманна феримагнiтнiй фазi LM. Для

𝐽2/𝐽1 приблизно вiд 0.974 до 2, основний стан у нульовому полi є сильно виродже-

ною DT фазою, що характеризується щiльним упакуванням синглет-тетрамерних

станiв |𝑡⟩𝑑, визначених рiвнянням (7.40), тодi як решта димерiв знаходяться в син-

глетному станi (7.33). У сильно фрустрованiй областi параметрiв 𝐽2/𝐽1 > 2 MD

фаза (7.38) реалiзується в основному станi, який був детально описаний вище.

Фазову дiаграму основного стану, включаючи магнiтне поле ℎ, показано на

рис. 7.11 у площинi 𝐽2/𝐽1−ℎ/𝐽1. Як видно з рис. 7.11, фаза LM стiйка до ℎ/𝐽1 ≈ 4

i поширюється до бiльших значень 𝐽2/𝐽1 зi збiльшенням магнiтного поля. Навпа-

ки, фаза MD (7.38) поширюється в бiк менших 𝐽2/𝐽1 < 2 у скiнченних магнiтних
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полях порiвняно з режимом параметрiв, який доступний для варiацiйного пiдхо-

ду. Ми також знаходимо, що для 𝐽2/𝐽1 ≥ 4 фаза MD є стабiльною аж до поля

насичення ℎsat = 𝐽1+𝐽2, за межами якого виникає фаза повнiстю поляризованого,

насиченого парамагнетика (PM). З iншого боку, фаза DT швидко звужується для

скiнченних магнiтних полiв i повнiстю зникає при ℎ/𝐽1 ≈ 0.5.

Окрiм вже згаданих фаз LM, DT, MD i PM на фазовiй дiаграмi (рис. 7.11)

iдентифiкуємо також фазу скошених спiнiв (SC), де намагнiченiсть неперервно

зростає при збiльшеннi магнiтного поля. Як показано на рис. 7.12, усерединi фази

SC локальнi спiни мономеру неперервно вилаштовуються у напрямку магнiтного

поля з його збiльшенням. Спочатку локальна намагнiченiсть димера трохи змен-

шується, перш нiж зрештою прямує до повної поляризацiї. Якiсно ця поведiнка

добре вiдображена класичною моделлю Гайзенберґа зi змiшаним спiном-(1/2,1),

як це показано в додатку статтi [37]. Крiм того, на рис. 7.11 показано, що фаза SC

вiдокремлена вiд фази PM i LM квантовими фазовими переходами другого роду,

керованими полем. На противагу цьому, усi iншi фазовi переходи мiж рiзними

фазами основного стану, iндукованi полем, є першого роду.

Фазову дiаграму та характер переходiв на рис. 7.11 можна безпосередньо

iдентифiкувати з кривих намагнiченостi при нульовiй температурi, наведених на

рис. 7.13. Представленi кривi намагнiченостi отримано двома рiзними числовими

методами: точною дiагоналiзацiєю для 𝑁𝑠 = 20, 30 i методом DMRG, доповненим

точними аналiтичними результатами для 𝑁𝑠 = 180, вiдповiдно. Загалом результа-

ти, отриманi за допомогою обох методiв, чудово узгоджуються, беручи до уваги,

що в межах фази SC менший розмiр системи або з 𝑁𝑠 = 20, або з 𝑁𝑠 = 30 при-

зводить до бiльш виражених сходинок у профiлi намагнiченостi.

Точнiше, для спiввiдношення взаємодiй 𝐽2/𝐽1 = 0.5 намагнiченiсть демон-

струє розширене 3/5-плато при низьких полях, характерних для феримагнiтної

фази LM, з подальшим зростанням намагнiченостi, що закiнчується в повнiстю

насиченiй фазi PM при магнiтному полi ℎ/𝐽1 = 5. Стрибок 𝑀 при наближеннi

до межi нульового поля не є числовим артефактом, а вiдображає феримагнiтну

природу фази LM, тобто негайну реакцiю на нескiнченно мале поле.
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Рис. 7.12. Локальна намагнiченiсть димера ⟨𝑆𝑧
𝑑⟩, локальна намагнiченiсть моно-

мера ⟨𝑆𝑧
𝑖,1⟩ i загальна намагнiченiсть 𝑀 (подiлена на намагнiченiсть

насичення 𝑀𝑆) при нульовiй температурi, як функцiї магнiтного поля
ℎ/𝐽1 для 𝐽2 = 0, як отримано з DMRG для системи 𝐿 = 6.

Подiбним чином, виявляється плато нульової намагнiченостi для 𝐽2/𝐽1 = 1.3

i 𝐽2/𝐽1 = 1.7 на рис. 7.13(b) i 7.13(c) притаманне щiлинному стану DT. Для бiль-

ших значень 𝐽2/𝐽1 > 2, показаних на рис. 7.13(d), 7.13(e) i 7.13(f), плато нульової

намагнiченостi зникає. Натомiсть тут спiни мономерiв стають повнiстю поляризо-

ваними в межах фази MD вже при як-завгодно слабкому магнiтному полi. У той

час як для нижчого значення 𝐽2/𝐽1 = 2.5 можна спостерiгати 3/5-плато LM-фази

та подальше постiйне зростання намагнiченостi в SC-фазi, крива намагнiченостi

для вищого значення 𝐽2/𝐽1 = 3.3 демонструє фазовий перехiд другого роду, керо-

ваний полем, вiд фази MD (1/5-плато) до фази SC. Нарештi, крива намагнiченостi

для досить високих значень 𝐽2/𝐽1 ≥ 4 показує прямий стрибок намагнiченостi вiд

1/5-плато фази MD до повнiстю насиченого режиму PM.
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Рис. 7.13. Кривi намагнiчення при нульовiй температурi антиферомагнетика Гай-
зенберґа на квадратнiй ґратцi, декорованої ромбами, отриманi з повної
точної дiагоналiзацiї та методу DMRG для розмiрiв системи 𝑁𝑠 = 20,
𝑁𝑠 = 30 i 𝑁𝑠 = 180, вiдповiдно, для кiлькох значень спiввiдношення
взаємодiї 𝐽2/𝐽1.
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7.2.2. Температурнi фазовi переходи

Фрустрацiя у квантовiй моделi Гайзенберґа на квадратнiй ґратцi, декоро-

ванiй ромбами проявляється також у термодинамiчних властивостях моделi. Тут

зупинимось на температурних фазових переходах близько до межi мiж LM i MD

фазами. Як висвiтлено вище, у присутностi скiнченного магнiтного поля ℎ ≳ 0.5𝐽1

стани LM i MD при 𝑇 = 0 роздiленi прямою лiнiєю квантових фазових переходiв

першого роду. Через цю лiнiю, стани димерiв змiнюються з триплетiв у фазi LM

на синглетнi стани у фазi MD.

Нещодавно такi квантовi фазовi переходи у зв’язаних спiн-димерних i спiн-

тримерних системах дослiджувалися для iнших моделей [146, 147, 257], i було

показано, що температурнi фазовi переходи першого роду виникають iз лiнiй

квантових фазових переходiв першого роду, що закiнчуються лiнiєю температур-

них критичних точок. Крiм того, цi критичнi точки належать до двовимiрного

класу унiверсальностi Iзинґа, вiдповiдно до бiнарної змiнної, пов’язаної з наяв-

нiстю/вiдсутнiстю синглетного стану на спiнових димерах, таких як змiнна 𝑛𝑑

(𝑛𝑑 = 1 (𝑛𝑑 = 0) вiдповiдає синглетному (триплетному) стану нв димерi 𝑑). Тут

лiнiя переходу LM-MD пропонує iншу реалiзацiю такого сценарiю. Тому розгляне-

мо його детальнiше. Як приклад, рис. 7.14 демонструє середнє заповнення димерiв

синглетами

𝑛𝑠 =

⟨
1

2𝑁

2𝑁∑︁
𝑑=1

𝑛𝑑

⟩
(7.42)

як функцiю вiд 𝐽2 вздовж постiйного вiдношення ℎ/𝐽1 = 2.5 через область LM-

MD переходу. При низьких температурах ця величина демонструє стрибок вiд

значення 0 до значення 1 при збiльшеннi 𝐽2/𝐽1 через квантовий фазовий пере-

хiд поблизу 𝐽2/𝐽1 ≈ 2.5. Для температур понад 0.3𝐽1 натомiсть спостерiгається

плавна змiна 𝑛𝑠 зi збiльшенням 𝐽2. Це вже вказує на iснування лiнiї низькотем-

пературних фазових переходiв першого роду i їх закiнчення в критичнiй точцi.

Хоча точне положення критичної точки потрiбно визначити з моделювання QMC

(як детально описано нижче), лiнiю переходу першого роду при скiнченнiй тем-
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Рис. 7.14. Середня заповнення синглетами поблизу переходу LM-MD для ℎ/𝐽1 =
2.5, отримана квантовим методом Монте-Карло для розмiру системи
𝐿 = 4. Червона лiнiя показує лiнiю переходу першого порядку, отри-
ману в результатi порiвняння вiльних енергiй обох фаз, розширену до
розташування критичної точки (символу), отриману з скiнченнорозмiр-
ного аналiзу даних QMC. У низькотемпературнiй областi (бiла) данi
QMC демонструють великi статистичнi флуктуацiї та були обрiзанi.

пературi можна оцiнити шляхом простого порiвняння вiльних енергiй обох фаз,

дотримуючись пiдходу, використаного в роботах [147, 257].

Обидвi фази LM i MD мають скiнченну щiлину у спектрi збуджень вiдносно

основних станiв. Тут, ми використовуємо загальну оцiнку вiльної енергiї щiлинних

систем при низьких температурах, якi у вiдповiдному режимi параметрiв задаю-

ться таким чином

𝐹

𝑁
= − 1

𝑁
𝑇 ln𝑍 ≈ 𝐸0

𝑁
− 2𝑇 ln(1 + e−Δ/𝑇 ) , (7.43)

де 𝐸0 — енергiя основного стану, а Δ — щiлина у спектрi збуджень. Множник

перед логарифмом у рiвняннi (7.43) враховує два димери в елементарнiй комiр-
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цi. Зауважимо, що у фазi MD та для ℎ > 𝐽1 + 𝐽2, рiвняння (7.43) вiдповiдає

низькотемпературному наближенню точного виразу для моделi ефективного ґра-

ткового газу локалiзованих магнонiв [37]. При фiксованому магнiтному полi лiнiя

переходу отримується з точок 𝐽 𝑐
2(𝑇𝑐), для яких виконується умова спiвiснування

𝐹LM(𝐽
𝑐
2, 𝑇

𝑐) = 𝐹MD(𝐽
𝑐
2, 𝑇

𝑐). Базуючись на рiвняннi (7.43), очiкується, що лiнiя пер-

шого порядку не буде вертикальною, а загинається до фази з бiльшою щiлиною

у спектрi збуджень.

Для кiлькiсної оцiнки лiнiї переходу потрiбнi значення 𝐸0 i Δ в обох фазах

при наближеннi до точки переходу. Ми використали точну дiагоналiзацiю для си-

стеми з 𝑁𝑠 = 30 вузлiв, щоб отримати оцiнку щiлини у спектрi збуджень. Δ як

функцiя спiввiдношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1 для рiзних магнiтних полiв ℎ показано на

рис. 7.15. Ми виявили, що при переходi вiд магнiтного поля ℎ/𝐽1 = 2 до ℎ/𝐽1 = 2.5

щiлина збуджень у фазi LM стає бiльшою, нiж у фазi MD. Таким чином, очiкує-

ться, що вигин лiнiї першого порядку змiниться зi збiльшенням магнiтного поля.

Зокрема, для випадку ℎ/𝐽1 = 2, 5, розглянутого вже на рис. 7.14, лiнiя трохи

згинається влiво. Однак це майже не видно в масштабi головної панелi рис. 7.14.

Вигин краще видно на вставцi, який також показує розташування критичної то-

чки, отримане з подальшого моделювання QMC (як детально описано нижче).

На основi аргументу про вiльну енергiю ми не можемо визначити розташування

критичної точки, але зi вставки рис. 7.14 ми знаходимо, що її розташування при-

близно збiгається з передбачуваною лiнiя переходу першого порядку. Вiдхилення,

яке видно на вставцi, можна аргументувати таким чином: форма рiвняння (7.43)

вiдповiдає точному виразу у фазi MD, тодi як у фазi LM знехтувано дисперсiйним

характером збуджень над щiлиною Δ. Отже, середня енергiя збудження в фазi

LM буде фактично бiльшою за Δ, так що лiнiя переходу справдi має нахилятися

далi до меншого 𝐽2.

Основна панель рис. 7.16 показує питому теплоємнiсть 𝐶 у перехiдному

режимi. Тут ми спостерiгаємо двi чiтко вираженi лiнiї максимумiв, якi розши-

рюються вiд розташування критичної точки, що дуже схоже на поведiнку, яка

спостерiгалася ранiше у подiбних системах [146, 147, 257].
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Рис. 7.15. Щiлина збуджень Δ/𝐽1 як функцiя вiдношення взаємодiй 𝐽2/𝐽1 для рi-
зних магнiтних полiв ℎ/𝐽1, отримана з точної дiагоналiзацiї для системи
𝑁𝑠 = 30. Суцiльнi (штрихованi) лiнiї позначають щiлину збуджень в ре-
жимi LM (MD).

Щоб коректно визначити критичну точку, проаналiзовано скiнченнорозмiр-

ний скейлiнг для флуктуацiй середнього заповнення синглетами, а саме, вiдповiд-

ну синглетну сприйнятливiсть [147],

𝜒𝑠 =
𝛽

4𝑁

⎛⎝⟨(︃ 2𝑁∑︁
𝑑=1

𝑛𝑑

)︃2⟩
−
⟨

2𝑁∑︁
𝑑=1

𝑛𝑑

⟩2
⎞⎠ . (7.44)

На лiвiй панелi рис. 7.17 показано цю величину для рiзних розмiрiв системи при

фiксованiй температурi 𝑇/𝐽1 = 0.32 в перехiднiй областi, де данi демонструють

яскраво вираженi максимуми. У рамках класу унiверсальностi двовимiрної мо-

делi Iзинґа, максимальне значення масштабується як 𝜒max
𝑠 ∝ 𝐿7/4 [147]. Цю вла-

стивiсть можна використати для отримання значення 𝑇𝑐 iз скiнченнорозмiрно-

го аналiзу для положення пiку, як показано на верхнiй правiй панелi рис. 7.17,
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Рис. 7.16. Питома теплоємнiсть поблизу LM-MD переходу для ℎ/𝐽1 = 2.5, отри-
мана QMC для розмiру системи 𝐿 = 4. Червона лiнiя показує лiнiю
переходу першого порядку, отриману в результатi порiвняння вiльних
енергiй обох фаз, розширену до розташування критичної точки (симво-
лу), отриману скiнченнорозмiрного аналiзу даних QMC. У низькотем-
пературнiй областi (бiла) данi QMC демонструють великi статистичнi
флуктуацiї та були обрiзанi.

що дає 𝑇𝑐/𝐽1 = 0.315(5). Аналiзуючи вiдповiднi значення 𝐽2/𝐽1 положення пi-

ку, див. нижню праву панель рис. 7.17, також отримуємо критичний коефiцiєнт

(𝐽2/𝐽1)𝑐 = 2.4745(5). Разом вони дають приблизне розташування критичної то-

чки, яка вже показана на рис. 7.14 i 7.16.

Також проведено вiдповiдний аналiз при ℎ/𝐽1 = 2. Тут, вiдповiдно до щi-

лин у спектрi збуджень, показаних на рис. 7.15, очiкуємо, що лiнiя першого по-

рядку буде згинатися вправо. Це дiйсно пiдтверджується нашим аналiзом згiдно

вiдповiдних даних для питомої теплоємностi, показаних на рис. 7.18. Невеликi

вiдхилення, якi можна побачити на вставцi рис. 7.18 можна пояснити тим самим
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Рис. 7.17. Лiва панель: синглетна сприйнятливiсть 𝜒𝑠 для фiксованої температури
𝑇/𝐽1 = 0.32 поблизу точки переходу для ℎ/𝐽1 = 2.5 i рiзних розмiрiв
системи, як отримано з моделювання QMC. Права панель: скiнченноро-
змiрний скейлiнг пiкового значення та його положення для визначення
розташування критичної точки на ℎ/𝐽1 = 2.5.

аргументом, що й у випадку ℎ/𝐽1 = 2.5, тобто нехтуванням дисперсiйним хара-

ктером збуджень у LM фазi.

7.2.3. Точнi результати для гiбридної моделi Iзинґа-Гайзенберґа

Модель Гайзенберґа на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, розгляну-

та вище, допускає точнi результати лише в основному станi для певного набору

параметрiв. Тут ми запроваджує простiший варiант моделi Iзинґа-Гайзенберґа,

яка дозволить нам проаналiзувати температурнi фазовi переходи в межах строго-

го пiдходу. Спiн-1/2 модель Iзинґа-Гайзенберґа на квадратнiй ґратцi, декорованiй
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Рис. 7.18. Питома теплоємнiсть поблизу переходу LM-MD для ℎ/𝐽1 = 2, отри-
мана QMC методом для розмiру системи 𝐿 = 4. Червона лiнiя пока-
зує лiнiю переходу першого порядку, отриману в результатi порiвняння
вiльних енергiй обох фаз, розширену до розташування критичної то-
чки (символу), отриману з скiнченнорозмiрного скейлiнгу даних QMC.
У низькотемпературнiй областi (бiла) данi QMC демонструють великi
статистичнi флуктуацiї та були обрiзанi.

ромбами описується таким гамiльтонiаном

𝐻̂ = 𝐽1

𝐿∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑗=1

[︁(︁
𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
1,𝑖+1,𝑗

)︁(︁
𝑆𝑧
2,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
3,𝑖,𝑗

)︁
+
(︁
𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗+1

)︁(︁
𝑆𝑧
4,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
5,𝑖,𝑗

)︁]︁
+𝐽2

𝐿∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑗=1

(︁
Ŝ2,𝑖,𝑗 · Ŝ3,𝑖,𝑗 + Ŝ4,𝑖,𝑗 · Ŝ5,𝑖,𝑗

)︁
− ℎ

5∑︁
𝑘=1

𝐿∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑗=1

𝑆𝑧
𝑘,𝑖,𝑗. (7.45)

Тут спiн-1/2 оператори Ŝ𝑘,𝑖,𝑗 ≡ (𝑆𝑥
𝑘,𝑖,𝑗, 𝑆

𝑦
𝑘,𝑖,𝑗, 𝑆

𝑧
𝑘,𝑖,𝑗) приписуються кожному вузлу

квадратної ґратки, декорованої ромбами, де перший iндекс 𝑘 визначає позицiю

вузла в елементарнiй комiрцi, а останнi два iндекси 𝑖 та 𝑗 визначають позицiю (в

термiнах рядка та стовпця) самої елементарної комiрки. Константа 𝐽1 враховує
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обмiнну взаємодiю типу Iзинґа мiж найближчими спiнами Iзинґа та Гайзенберґа,

тодi як константа 𝐽2 кiлькiсно визначає iзотропну обмiнну взаємодiю мiж най-

ближчими спiнами Гайзенберґа. Останнiй член враховує Зеєманову енергiю спiнiв

Гайзенберґа та Iзинґа в зовнiшньому магнiтному полi ℎ.

Для зручностi повний гамiльтонiан (7.45) нашої моделi можна переписати

як суму кластерних гамiльтонiанiв:

𝐻̂ =
𝐿∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑗=1

(𝐻̂ℎ
𝑖,𝑗 + 𝐻̂𝑣

𝑖,𝑗), (7.46)

де кожен кластерний гамiльтонiан 𝐻̂ℎ
𝑖,𝑗 (𝐻̂𝑣

𝑖,𝑗) включає всi взаємодiючi доданки

ромбiчного спiнового кластера, який мiстить один горизонтальний (вертикальний)

Гайзенберґовий димер

𝐻̂ℎ
𝑖,𝑗 = 𝐽1(𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
1,𝑖+1,𝑗)(𝑆

𝑧
2,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
3,𝑖,𝑗) + 𝐽2Ŝ2,𝑖,𝑗 ·Ŝ3,𝑖,𝑗

−ℎ(𝑆𝑧
2,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
3,𝑖,𝑗)−

ℎ

4
(𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗+𝑆
𝑧
1,𝑖+1,𝑗),

𝐻̂𝑣
𝑖,𝑗 = 𝐽1(𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗+1)(𝑆

𝑧
4,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
5,𝑖,𝑗) + 𝐽2Ŝ4,𝑖,𝑗 ·Ŝ5,𝑖,𝑗

−ℎ(𝑆𝑧
4,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
5,𝑖,𝑗)−

ℎ

4
(𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗+𝑆
𝑧
1,𝑖,𝑗+1). (7.47)

Множник 1/4 у доданку Зеємана Iзинґових спiнiв забезпечує правильний пiдра-

хунок його повного вкладу, який симетрично розбивається мiж чотирма кластер-

ними гамiльтонiанами, що включають один i той самий спiн Iзинґа. Розклад пов-

ного гамiльтонiана (7.45) на набiр комутуючих кластерних гамiльтонiанiв (7.47)

дозволяє частково розкласти загальну статистичну суму на добуток кластерних

статистичних сум:

𝑍 =
∑︁

{𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗}

𝐿∏︁
𝑖=1

𝐿∏︁
𝑗=1

[Tr2,𝑖,𝑗Tr3,𝑖,𝑗 exp(−𝛽𝐻̂ℎ
𝑖,𝑗)][Tr4,𝑖,𝑗Tr5,𝑖,𝑗 exp(−𝛽𝐻̂𝑣

𝑖,𝑗)]. (7.48)

З формули (7.48) видно, що спiновi ступенi вiльностi рiзних димерiв Гайзенберґа

можна вiдсумувати незалежно. Пряма дiагоналiзацiя кластерних гамiльтонiанiв

(7.47) у димерному базисi допомагає обчислити ефективнi ваги Больцмана, якi
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можна замiнити за допомогою узагальненого декорацiйно-iтерацiйного перетворе-

ння [288, 385, 386]. Явна форма перетворення для горизонтальних i вертикальних

ромбiчних спiнових кластерiв задається таким чином:

Tr2,𝑖,𝑗Tr3,𝑖,𝑗 exp(−𝛽𝐻̂ℎ
𝑖,𝑗) = 𝐴 exp

[︂
𝛽𝐽eff𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗𝑆

𝑧
1,𝑖+1,𝑗 +

𝛽ℎeff
4

(︀
𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
1,𝑖+1,𝑗

)︀]︂
, (7.49)

Tr4,𝑖,𝑗Tr5,𝑖,𝑗 exp(−𝛽𝐻̂𝑣
𝑖,𝑗) = 𝐴 exp

[︂
𝛽𝐽eff𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗+1 +

𝛽ℎeff
4

(︀
𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗+𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗+1

)︀]︂
. (7.50)

Фiзичний змiст декорацiйно-iтерацiйних перетворень (7.49) i (7.50) полягає в замi-

нi ваг Больцмана, пов’язаних iз кластером спiнiв ромба, еквiвалентним виразом,

який виключно залежить лише вiд двох Iзинґових спiнiв. З рiвнянь (7.49) та (7.50)

прямо випливає, що спiновий димер Гайзенберґа та пов’язанi з ним умови взає-

модiї можна замiнити ефективною взаємодiєю 𝐽eff та ефективним полем ℎeff , що

приписується двом сусiднiм Iзинґовим спiнам.

Лише три незалежнi рiвняння отримуються з декорацiйно-iтерацiйних пе-

ретворень (7.49) та (7.50), перебираючи всi чотири можливi комбiнацiї двох спiнiв

Iзинґа, якi однозначно визначають параметри перетворення як 𝐴, 𝐽eff , ℎeff :

𝐴 = e
3
4𝛽𝐽2

(︀
𝑉1𝑉2𝑉

2
3

)︀ 1
4 , (7.51)

𝛽𝐽eff = ln

(︂
𝑉1𝑉2
𝑉 2
3

)︂
, (7.52)

𝛽ℎeff = 𝛽ℎ+ 2 ln

(︂
𝑉1
𝑉2

)︂
, (7.53)

де

𝑉1 = 1 + e−𝛽𝐽2 [1 + 2 cosh (𝛽𝐽1 − 𝛽ℎ)] ,

𝑉2 = 1 + e−𝛽𝐽2 [1 + 2 cosh (𝛽𝐽1 + 𝛽ℎ)] ,

𝑉3 = 1 + e−𝛽𝐽2 [1 + 2 cosh (𝛽ℎ)] . (7.54)

Застосування формул (7.49) i (7.50) у факторизованiй формi статистичної суми

(7.48) встановлює точне вiдображення мiж статистичними сумами спiн-1/2 моделi

Iзинґа-Гайзенберґа на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами i ефективної спiн-

1/2 моделi Iзинґа на квадратнiй ґратцi:
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Рис. 7.19. Вiдображення мiж спiн-1/2 моделлю Iзинґа-Гайзенберґа на квадратнiй
ґратцi, декорованiй ромбами, i ефективною моделлю Iзинґа на квадра-
тнiй ґратцi, отримане шляхом декорацiйно-iтерацiйного перетворення
(7.49) та (7.50) до всiх горизонтальних i вертикальних ромбових спiно-
вих кластерiв.

𝑍(𝛽, 𝐽1, 𝐽2, ℎ) = 𝐴2𝑁𝑍eff(𝛽, 𝐽eff , ℎeff), (7.55)

яке визначається за допомогою ефективного гамiльтонiана, що включає залежну

вiд температури взаємодiю найближчих сусiдiв 𝐽eff i магнiтне поле ℎeff (див. рис.

7.19 для iлюстрацiї встановленого вiдображення):

𝐻eff = − 𝐽eff

𝐿∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑗=1

(𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗𝑆

𝑧
1,𝑖+1,𝑗 + 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗𝑆
𝑧
1,𝑖,𝑗+1)

− ℎeff

𝐿∑︁
𝑖=1

𝐿∑︁
𝑗=1

𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗. (7.56)

Оскiльки коефiцiєнт 𝐴 у рiвняннi (7.55) є регулярною функцiєю (див. рiвняння

(7.51)), 𝑍 успадковує сингулярну структуру вiд 𝑍eff так, що будь-який неперерв-

ний температурний фазовий перехiд, що виникає, буде в класi унiверсальностi

двовимiрної моделi Iзинґа.

Локальнi спостережуванi величини можна обчислити на основi вiдповiдно-

стi мiж оригiнальною i ефективною моделями. Зокрема, локальна намагнiченiсть

початкових спiнiв Iзинґа та кореляцiйна функцiя мiж найближчими Iзинґовими
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спiнами випливають зi статтей [387, 388]:

𝑚I ≡ ⟨𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗⟩ = ⟨𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗⟩eff ≡ 𝑚eff

𝜀I ≡ ⟨𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗𝑆

𝑧
1,𝑖+1,𝑗⟩ = ⟨𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗𝑆
𝑧
1,𝑖+1,𝑗⟩eff ≡ 𝜀eff , (7.57)

де ⟨· · · ⟩ i ⟨· · · ⟩eff позначають стандартне канонiчне середнє по ансамблю вихi-

дної моделi (7.45) та ефективного гамiльтонiану моделi Iзинґа (7.56), вiдповiдно.

Отже, локальна намагнiченiсть 𝑚I i кореляцiйна функцiя найближчих сусiдiв 𝜀I
прямо дорiвнюють величинам 𝑚eff i 𝜀eff ефективної моделi Iзинґа з ефективною

взаємодiєю 𝐽eff та ефективним полем ℎeff . Крiм того, вiдображення (7.55) мiж ста-

тистичними сумами, у свою чергу, забезпечує явну формулу для вiльної енергiї

оригiнальної моделi (7.45) 𝐹 = −𝑘B𝑇 ln𝑍, з якої вiдповiдно можна розрахувати

повну намагнiченiсть

𝑀T = −𝜕𝐹
𝜕ℎ

= 2𝑁
𝜕 ln𝐴

𝜕(𝛽ℎ)
+
𝜕 ln𝑍eff

𝜕(𝛽ℎ)
. (7.58)

Повернемось до моделi Iзинґа у нульовому полi на квадратнiй ґратцi, яку

можна точно розв’язати за допомогою розв’язку Онзагера [389]. Завдяки точно-

му вiдношенню вiдображення (7.55) мiж обома статистичними сумами, модель

Iзинґа-Гайзенберґа у магнiтному полi (7.45) також стає точно розв’язною в окре-

мому пiдпросторi параметрiв, де ефективне поле рiвне нулю, ℎeff = 0. З рiвняння

(7.53) випливає:

exp

(︂
𝛽ℎ

2

)︂
=

1 + e−𝛽𝐽2 [1 + 2 cosh (𝛽𝐽1+𝛽ℎ)]

1 + e−𝛽𝐽2 [1 + 2 cosh (𝛽𝐽1−𝛽ℎ)]
. (7.59)

Виявляється, що трансцендентне рiвняння (7.59), яке забезпечує нульове ефектив-

не поле ℎeff = 0, також має нетривiальний розв’язок для скiнченних магнiтних

полiв ℎ ̸= 0 i даної температури, окрiм тривiального розв’язку ℎ = 0, який є дiй-

сним для будь-якої температури. Одним iз важливих наслiдкiв точного розв’язку

Онзагера [389] є те, що спiн-1/2 модель Iзинґа на квадратнiй ґратцi в нульовому

(ефективному) полi демонструє неперервний фазовий перехiд при критичнiй тем-

пературi 𝛽𝑐𝐽eff = 𝐽eff/(𝑘B𝑇c) = 2 ln(1+
√
2), що в свою чергу передбачає iснування
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аналогiчних неперервних фазових переходiв класу унiверсальностi двовимiрної

моделi Iзинґа для вихiдної моделi Iзинґа-Гайзенберґа щоразу, коли виконується

така критична умова:

exp

(︂
𝛽𝑐ℎ

4

)︂
(1+

√
2) =

1 + e−𝛽𝑐𝐽2 [1 + 2 cosh (𝛽𝑐(𝐽1+ℎ))]

1 + e−𝛽𝑐𝐽2 [1 + 2 cosh (𝛽𝑐ℎ)]
.

(7.60)

Спiн-1/2 модель Iзинґа на квадратнiй ґратцi в ненульовому (ефективному) магнi-

тному полi не є точно розв’язною, тому в загальному випадку потрiбно вдаватися

до числових методiв. Для дослiдження моделi у рiзних магнiтних полях ми ви-

конали класичне моделювання методом Монте-Карло ефективної спiн-1/2 моделi

Iзинґа на квадратнiй ґратцi, використовуючи стандартний алгоритм Метрополiса

реалiзованому в пакетi ALPS [384] для ґраток скiнченного розмiру з лiнiйними

розмiрами до 𝐿 = 120 i загальною кiлькiстю до 8× 105 крокiв Монте-Карло.

Обговорення результатiв почнемо з представлення фазової дiаграми основ-

ного стану, показаної на рис. 7.20 у площинi 𝐽2/𝐽1 − ℎ/𝐽1. Усi основнi стани мо-

жуть бути отриманi з власних станiв з найнижчою енергiєю ромбiчних спiнових

кластерiв, заданих комутуючими локальними гамiльтонiанами (7.47). Використо-

вуючи цю процедуру, ми отримуємо три рiзнi фази основного стану: насичену па-

рамагнiтну (PM) фазу, класичну феримагнiтну (FRI) фазу та квантову мономер-

димерну (MD) фазу (див. детальнi визначення нижче). Порiвнюючи вiдповiднi

енергiї основного стану, можна отримати точнi формули для меж фаз першого

порядку:

ℎMD−FRI = 2(𝐽2 − 𝐽1), (7.61)

ℎMD−PM = 𝐽2 + 𝐽1, (7.62)

ℎFRI−PM = 4𝐽1. (7.63)

Всi три лiнiї фазових переходiв зустрiчаються в потрiйнiй точцi 𝐽2/𝐽1 = 3, ℎ/𝐽1 =

4. При достатньо великих магнiтних полях ℎ > ℎFRI−PM для 𝐽2 < 3𝐽1 i ℎ > ℎMD−PM

для 𝐽2 > 3𝐽1 система в основному станi перебуває в PM фазi з усiма спiнами,
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Рис. 7.20. Фазова дiаграма основного стану моделi Iзинґа-Гайзенберґа (7.45) у пло-

щинi 𝐽2/𝐽1 − ℎ/𝐽1. Позначення для рiзних основних станiв такi: FRI —
класична феримагнiтна фаза, MD — квантова мономер-димерна фаза
та PM — насичена парамагнiтна фаза. Пунктирна синя лiнiя показує
проекцiю критичного стану (7.60) на площину 𝐽2/𝐽1 − ℎ/𝐽1.

поляризованими вздовж напрямку магнiтного поля:

|PM⟩ =
𝐿∏︁

𝑖,𝑗=1

|↑1,𝑖,𝑗⟩⊗|↑2,𝑖,𝑗↑3,𝑖,𝑗⟩⊗|↑4,𝑖,𝑗↑5,𝑖,𝑗⟩. (7.64)

Крiм цiєї досить тривiальної фази, два додатковi основнi стани, схематично зо-

браженi на рис. 7.21, виникають при достатньо низьких магнiтних полях. Перший

основний стан можна iдентифiкувати як фазу FRI з усiма спiнами Гайзенбер-

ґа повнiстю поляризованими та всiма спiнами Iзинґа, спрямованими протилежно

магнiтному полю:

|FRI⟩ =
𝐿∏︁

𝑖,𝑗=1

|↓1,𝑖,𝑗⟩⊗|↑2,𝑖,𝑗↑3,𝑖,𝑗⟩⊗|↑4,𝑖,𝑗↑5,𝑖,𝑗⟩. (7.65)
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FRI MD

Рис. 7.21. Схематичне зображення класичної феримагнiтної (FRI) фази та кван-
тової мономер-димерної (MD) фази. Овал представляє стан синглетного
димера.

Цей основний стан суто класичної природи виникає в промiжному дiапазонi ма-

гнiтного поля, що розмежований двома умовами ℎ < ℎFRI−PM i ℎ > ℎMD−FRI. Фаза

FRI (7.65) породжує 3/5-плато на кривiй намагнiченостi при нульовiй температурi

вiдповiдно до теореми Лiба-Матiса [109].

У дiапазонi магнiтного поля, обмеженому умовами ℎ < ℎMD−FRI i ℎ <

ℎMD−PM, натомiсть зустрiчається основний стан MD з повнiстю поляризованими

Iзинґовими спiнами, а спiни Гайзенберґа утворюють димернi синглети,

|MD⟩ =
𝐿∏︁

𝑖,𝑗=1

|↑1,𝑖,𝑗⟩ ⊗ 1√
2
(|↑2,𝑖,𝑗↓3,𝑖,𝑗⟩ − |↓2,𝑖,𝑗↑3,𝑖,𝑗⟩)

⊗ 1√
2
(|↑4,𝑖,𝑗↓5,𝑖,𝑗⟩ − |↓4,𝑖,𝑗↑5,𝑖,𝑗⟩),

(7.66)

що призводить до 1/5-плато на кривiй намагнiченостi при нульовiй температурi.

Проекцiя нульового ефективного поля (7.59) на площину 𝐽2/𝐽1− ℎ/𝐽1, позначена

синьою пунктирною лiнiєю на рис. 7.20, точно слiдує за межею фази з нульовою

температурою мiж режимами основного стану FRI та MD.

Зазначимо, що фазовi дiаграми основного стану моделi Iзинґа-Гайзенберґа,

показана на рис. 7.20 i вiдповiдної моделi Гайзенберґа (7.31) (див. рис. 7.11) ви-
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Рис. 7.22. Асимптотичнi значення нульової температури ефективної взаємодiї 𝐽eff
(а) та ефективного магнiтного поля ℎeff (б) у площинi 𝐽2/𝐽1−ℎ/𝐽1. Чорнi
суцiльнi лiнiї визначають нульовi горизонталi для ефективної взаємодiї
𝐽eff = 0 та ефективного поля ℎeff = 0. Зеленi пунктирнi лiнiї в (а)
позначають межi фаз основного стану.

являють принципову схожiсть. Зокрема, обидвi моделi мають розширену лiнiю

квантового фазового переходу першого порядку, яка вiддiляє феримагнiтний ре-

жим вiд режиму MD (у випадку Гайзенберґа феримагнiтна фаза все ще демон-

струє квантовi флуктуацiї, на вiдмiну вiд суто класичної природи основного стану

FRI). Як буде показано далi, ми спостерiгаємо таку ж цiкаву термодинамiчну по-

ведiнку на лiнiї фазових переходiв другого роду, яку можна дослiдити строго у

випадку моделi Iзинґа-Гайзенберґа. Це додає цiнне розумiння фiзичного явища,

що лежить в основi обох моделей. На завершення порiвняння двох моделей за-

значимо, що обидвi моделi також демонструють високопольову фазу PM, тодi

як вузькi додатковi фази димер-тетрамер i спiн-скошенi фази, якi з’являються

у випадку Гайзенберґа, вiдсутнi у випадку Iзинґа-Гайзенберґа через анiзотропну

взаємодiю Iзинґових спiнiв.

На рис. 7.22 показано асимптотичнi значення ефективної взаємодiї 𝐽eff та

ефективного поля ℎeff при нульовiй температурi вiдповiдно до точного вiдобра-

ження (7.55) мiж оригiнальною та ефективною моделями. Наявнiсть спонтанно-

го дальнього порядку ефективної моделi вимагає нульового ефективного поля

ℎeff = 0 у поєднаннi з ненульовою ефективною взаємодiєю 𝐽eff ̸= 0 [389]. З рис.

7.22(a) стає зрозумiлим, що режим ненульової ефективної взаємодiї 𝐽eff ̸= 0 обме-

жений досить вузькою смугою в областi параметрiв ℎ > 𝐽2 − 𝐽1 i ℎ < 𝐽1 + 𝐽2.
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Таким чином, межа основного стану мiж фазами FRI та MD є єдиною, уздовж

якої виконується вимога ненульової ефективної взаємодiї 𝐽eff ̸= 0.

Рисунок 7.22(b) демонструє, що ефективне поле ℎeff змiнює знак на двох

межах фази FRI. Насправдi виявляється, що ефективне поле вiд’ємне (ℎeff < 0) у

фазi FRI, тодi як воно стає додатнiм (ℎeff > 0) у фазах MD та PM. Звiдси випли-

ває, що двi лiнiї нульового контуру ефективного поля ℎeff = 0 збiгаються з межами

фаз основного стану для переходiв FRI-PM i FRI-MD. Нагадаємо, що ефективна

взаємодiя зникає, 𝐽eff = 0, вздовж межi основного стану мiж фазами FRI та PM,

i, отже, цей фазовий перехiд з нульовою температурою не може з’явитися при

будь-якiй скiнченнiй температурi. На вiдмiну вiд цього, iнша нульова контурна

лiнiя ефективного поля ℎeff = 0, що стосується межi основного стану мiж фазами

FRI та MD, супроводжується ненульовою ефективною взаємодiєю 𝐽eff ̸= 0. От-

же, можливе розширення цього фазового переходу з нульовою температурою до

скiнченних температур стає можливим.

Далi детально розглядається температурна фазова дiаграма моделi (7.45),

яка зображена на рис. 7.23(a) у тривимiрному просторi параметрiв ℎ/𝐽1−𝐽2/𝐽1−
𝑘B𝑇/𝐽1. Вiдповiдно до фазової дiаграми основного стану, показаної на рис. 7.20,

зелена суцiльна лiнiя, яка лежить на площинi ℎ/𝐽1 − 𝐽2/𝐽1 рис. 7.23(a) вiдповiд-

ає нульовiй температурi квантових фазових переходiв першого роду мiж фазами

FRI та MD. Однак слiд зазначити, що спiвiснування фаз FRI та MD не обмежу-

ється нульовою температурою, оскiльки нетривiальний розв’язок нульової умова

поля (7.59) також поширюється на скiнченнi температури. Фактично виходить, що

ефективне поле обертається в нуль ℎeff = 0 уздовж розширеної поверхнi, тобто

стiнки розривiв. Ця стiна розповсюджується на червонi суцiльнi кривi, якi вибiр-

ково показано на рис. 7.23(a), кожна з яких представляє лiнiю теплових фазових

переходiв першого роду мiж фазами FRI та MD для вибраного значення спiввiд-

ношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1. Цi лiнiї температурних фазових переходiв першого роду

закiнчуються лiнiєю критичних точок Iзинґа, однозначно визначених критичною

умовою (7.60), утворюючи лiнiю фазових переходiв другого роду, вiдображену на

рис. 7.23(a) як синя пунктирна лiнiя.
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Рис. 7.23. (a) Повна фазова дiаграма спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на ква-

дратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, у просторi параметрiв ℎ/𝐽1 −
𝐽2/𝐽1 − 𝑘B𝑇/𝐽1. Синя пунктирна крива позначає лiнiю критичних то-
чок Iзинґа, на яких закiнчуються лiнiї переходiв першого роду (червонi
суцiльнi лiнiї) мiж фазами FRI та MD. Зелена суцiльна лiнiя в площинi
ℎ/𝐽1 − 𝐽2/𝐽1 визначає межу основного стану FRI/MD. (b) Синя пун-
ктирна крива показує лiнiю критичних точок Iзинґа як функцiя змiни
магнiтного поля Δℎ/𝐽1 i спiввiдношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1, при цьому вер-
тикальнi лiнiї є вiдповiдними проекцiями на Δℎ/𝐽1−𝐽2/𝐽1 лiтак. Змiна
магнiтного поля Δℎ/𝐽1 визначається рiзницею координати магнiтного
поля критичної точки Iзинґа та вiдповiдної межi фаз основного стану
FRI-MD.

Лiнiї фазових переходiв першого роду (тобто суцiльнi червонi кривi) не є

iдеально вертикальними, що означає, що магнiтне поле, яке приписується спiв-

iснуванню фаз FRI та MD, злегка вигинається при пiдвищеннi температури, тодi

як спiввiдношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1 зберiгається постiйним. Щоб проiлюструвати

це, на рис. 7.23(b) показано тривимiрний графiк лiнiї критичних точок Iзинґа

(7.60) разом iз її проекцiєю при нульовiй температурi на 𝐽2/𝐽1 − Δℎ/𝐽1 площи-

нi. Тут Δℎ/𝐽1 задано рiзницею значення магнiтного поля критичної точки Iзинґа

(7.60) i фазового переходу при нульовiй температурi мiж фазами FRI та MD для

заданого значення коефiцiєнт взаємодiї. Рисунок 7.23(b) показує, що цей зсув ма-

гнiтного поля є вiд’ємним, Δℎ/𝐽1 < 0, для менших значень 𝐽2/𝐽1 < 2, тодi як

вiн стає додатним у зворотньому випадку 𝐽2/𝐽1 > 2. Ця змiна означає виклика-
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не температурою викривлення лiнiй переходiв першого роду до нижчих (вищих)

магнiтних полiв для достатньо малих (великих) значень 𝐽2/𝐽1 < 2 (𝐽2/𝐽1 > 2) .

Зауважимо, що подiбну поведiнку вигину при фазових переходах першого роду

було ранiше виявлено для кiлькох фрустрованих спiн-1/2 моделей Гайзенберґа на

основi числових розрахункiв [37, 146, 147, 297], тому ми розглянемо цю цiкаву

особливiсть бiльш детально на основi наших точних результатiв для розглянутої

моделi.

Цiкаво з’ясувати, чому лiнiї фазових переходiв першого роду мiж фазами

FRI та MD загинаються або в бiк нижчих, або в бiк бiльших магнiтних полiв. При

низькiй температурi форма лiнiй фазових переходiв є прямим наслiдком кiлькох

низькоенергетичних збуджень. Для глибшого розумiння, зручно почати з дiаго-

нальної форми локальних гамiльтонiанiв (7.47) спiнових кластерiв ромбiв:

𝑒ℎ𝑖,𝑗 = 𝐽1𝑆
𝑧
23,𝑖,𝑗(𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗 + 𝑆𝑧

1,𝑖+1,𝑗) +
𝐽2
2
𝑆23,𝑖,𝑗(𝑆23,𝑖,𝑗 + 1)

−3𝐽2
4

− ℎ𝑆𝑧
23,𝑖,𝑗 −

ℎ

4
(𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗 + 𝑆𝑧
1,𝑖+1,𝑗),

𝑒𝑣𝑖,𝑗 = 𝐽1𝑆
𝑧
45,𝑖,𝑗(𝑆

𝑧
1,𝑖,𝑗 + 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗+1) +
𝐽2
2
𝑆45,𝑖,𝑗(𝑆45,𝑖,𝑗 + 1)

−3𝐽2
4

− ℎ𝑆𝑧
45,𝑖,𝑗 −

ℎ

4
(𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗 + 𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗+1), (7.67)

якi виражаються через квантовi спiновi числа S23,𝑖,𝑗 = S2,𝑖,𝑗 + S3,𝑖,𝑗 i S45,𝑖,𝑗 =

S4,𝑖,𝑗 +S5,𝑖,𝑗, що визначають повний спiн димерiв та їх 𝑧-компонент. Тодi загальну

енергiю можна отримати як суму всiх енергетичних внескiв окремих ромбiчних

кластерiв (7.67).

Фазова дiаграма основного стану на рис. 7.20 включає

• фазу MD (𝑆23,𝑖,𝑗 = 𝑆𝑧
23,𝑖,𝑗 = 0, 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗 = 1/2) з енергiєю на ромбiчний кластер

𝑒MD = −3

4
𝐽2 −

ℎ

4
.

• фазу FRI (𝑆23,𝑖,𝑗 = 𝑆𝑧
23,𝑖,𝑗 = 1, 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗 = −1/2) з енергiєю на ромбiчний кластер

𝑒FRI =
𝐽2
4

− 𝐽1 −
3ℎ

4
.
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• фазу PM (𝑆23,𝑖,𝑗 = 𝑆𝑧
23,𝑖,𝑗 = 1, 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗 = 1/2) з енергiєю на ромбiчний кластер

𝑒PM =
𝐽2
4

+ 𝐽1 −
5ℎ

4
.

Тут ми дотримуємося процедури, наведеної в додатку статтi [147]. Низь-

котемпературнi термодинамiчнi властивостi визначаються виключно низькоенер-

гетичними збудженнями над основним станом, так що вiльну енергiю 𝐹 можна

наближено визначити як

𝐹 ≈ 𝐸0 − 𝑘B𝑇
∑︁
𝑚

𝑁𝑚𝑒
−𝛽Δ𝑚, (7.68)

де 𝐸0 позначає енергiю основного стану, а Δ𝑚 i 𝑁𝑚 позначають енергiю i виро-

дження 𝑚-го збудження. Якщо розглядати межу мiж фазами MD i FRI, лiнiю

фазових переходiв першого роду отримують з рiвностi вiльних енергiй обох фаз,

тобто 𝐹MD = 𝐹FRI, як у випадку моделi Гайзенберґа вище [37].

Задля подальшого розгляду обчислимо збудження з найнижчою енергiєю

над даним основним станом. Спочатку введемо зручне позначення для власних

енергiй ромбiчних спiнових кластерiв: 𝐸(𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗, {𝑆23, 𝑆

𝑧
23}, 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗+1) та їхнi вiдповiд-

нi енергiї збудження Δ𝐸(𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗, {𝑆23, 𝑆

𝑧
23}, 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗+1). Якщо збуджений стан вiдноси-

ться до елементарного збудження спiна Iзинґа, елементарну енергiю збудження

слiд помножити на коефiцiєнт 4, щоб отримати загальний прирiст енергiї, тобто

Δ𝐸(𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗, {𝑆23, 𝑆

𝑧
23}, 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗+1) = 4(𝐸(𝑆𝑧
1,𝑖,𝑗, {𝑆23, 𝑆

𝑧
23}, 𝑆𝑧

1,𝑖,𝑗+1)−𝐸0), оскiльки кожен

спiн Iзинґа належить чотирьом рiзним кластерам зi спiном ромбiв. Використову-

ючи рiвняння (7.67), можна легко обчислити енергiї збуджених станiв, а також i

вiдповiднi низькоенергетичнi збудження у фазi MD: з низькою енергiєю, що сто-

суються фази MD:

Δ𝐸

(︂
1

2
, {0, 0},−1

2

)︂
=
ℎ

4
× 4 = ℎ,

Δ𝐸

(︂
1

2
, {1, 1}, 1

2

)︂
= 𝐽1 + 𝐽2 − ℎ,

Δ𝐸

(︂
1

2
, {1, 0}, 1

2

)︂
= 𝐽2. (7.69)
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Рис. 7.24. Густина найнижчої енергiї збудження над основними станами MD i FRI.
Тут “excit” означає збудження.

Енергiя збудження Δ𝐸(12 , {0, 0},−1
2) (Δ𝐸(12 , {1, 1}, 12)) є найменшою, якщо ℎ < ℎ1

(ℎ > ℎ1) (див. рис. 7.24), де

ℎ1 =
1

2
(𝐽1 + 𝐽2). (7.70)

При цьому, ℎ1 перетинає межу основного стану ℎMD−FRI в 𝐽2/𝐽1 = 5/3, ℎ/𝐽1 = 4/3.

З рiвняння (7.67) можна знайти енергiї низькоенергетичних збуджень у фазi

FRI

Δ𝐸

(︂
1

2
, {1, 1},−1

2

)︂
=

(︂
𝐽1 −

ℎ

4

)︂
× 4 = 4𝐽1 − ℎ,

Δ𝐸

(︂
−1

2
, {0, 0},−1

2

)︂
= 𝐽1 − 𝐽2 + ℎ,

Δ𝐸

(︂
−1

2
, {1, 0},−1

2

)︂
= 𝐽1 + ℎ. (7.71)
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Як випливає з рiвняння (7.71) енергiя збудження Δ𝐸(−1
2 , {0, 0},−1

2)

(Δ𝐸(12 , {1, 1},−1
2)) найменша у випадку ℎ < ℎ2 (ℎ > ℎ2) (див. рис. 7.24),

де

ℎ2 =
1

2
(3𝐽1 + 𝐽2). (7.72)

Порiвняння з (7.61) показує, що ℎ2 перетинає межу основного стану ℎMD−FRI в

точцi 𝐽2/𝐽1 = 7/3, ℎ/𝐽1 = 8/3. Поведiнка, подiбна до моделi Iзинґа-Гайзенберґа

(рис. 7.24), виявляється також у моделi Гайзенберґа на декорованiй ромбами ква-

дратнiй ґратцi (див. рис. 7.15).

Використовуючи енергiї збуджень (7.69) i (7.71), можна легко знайти низь-

котемпературне наближення для вiльної енергiї на ромбiчний кластер у фазах

MD i FRI:

𝑓MD =
𝐹MD

2𝑁
≈ 𝑒MD − 1

𝛽

(︂
1

2
e−𝛽Δ𝐸( 12 ,{0,0},− 1

2 )

+e−𝛽Δ𝐸( 12 ,{1,1}, 12 ) + e−𝛽Δ𝐸( 12 ,{1,0}, 12 )
)︁
, (7.73)

𝑓FRI =
𝐹FRI

2𝑁
≈ 𝑒FRI −

1

𝛽

(︂
1

2
e−𝛽Δ𝐸( 12 ,{1,1},− 1

2 )

+e−𝛽Δ𝐸(− 1
2 ,{0,0},− 1

2 ) + e−𝛽Δ𝐸(− 1
2 ,{1,0},− 1

2 )
)︁
. (7.74)

Зручно знову ввести вiдхилення магнiтного поля вiд перехiдного значення

поля мiж фазами MD i FRI,

Δℎ = ℎ− ℎMD−FRI = ℎ− 2(𝐽2 − 𝐽1), (7.75)

яке мале при низьких температурах. Далi ми розв’язуємо рiвняння 𝑓MD = 𝑓FRI,

зберiгаючи лише члени, лiнiйнi за Δℎ:

Δℎ ≈ 2𝑘B𝑇

[︂
e−𝛽(3𝐽1−𝐽2)+

1

2
e−𝛽(2𝐽2−2𝐽1)+e−𝛽𝐽2

−e−𝛽(𝐽2−𝐽1)−1

2
e−𝛽(6𝐽1−2𝐽2)−e−𝛽(2𝐽2−𝐽1)

]︂
. (7.76)

Цей результат мiстить внески всiх низькоенергетичних збуджень, заданих рiвня-

ннями (7.69) i (7.71). Однак лише деякi з цих внескiв залишаються суттєвими
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Рис. 7.25. Точнi результати та низькотемпературне наближення для температур-
них лiнiй фазового переходу першого роду моделi Iзинґа-Гайзенберґа
(7.45) для трьох рiзних значень спiввiдношення взаємодiї: (a) 𝐽2/𝐽1 =
1.5, (b) 𝐽2/𝐽1 = 1.995, (c) 𝐽2/𝐽1 = 2.5.

для конкретних значень магнiтного поля та спiввiдношення взаємодiї. На рис.

7.25(a) проiлюстровано перший парадигматичний приклад, типовий для областi

параметрiв 𝐽2/𝐽1 < 5/3, для якої найнижче енергетичне збудження у фазi MD

Δ𝐸(12 , {0, 0},−1
2) = ℎ стосується перевороту спiна Iзинґа, тодi як збудження з

найнижчою енергiєю у фазi FRI Δ𝐸(−1
2 , {0, 0},−1

2) = 𝐽1 − 𝐽2 + ℎ вiдповiдають

димеру Гайзенберґа (див. рис. 7.24). Рiвняння (7.76) можна ще бiльше спрости-

ти, зберiгши лише два найважливiших доданки, пов’язаних iз згаданими вище

збудженнями з найнижчою енергiєю:

Δℎ ≈ 2𝑘B𝑇
[︀
1
2e

−𝛽(2𝐽2−2𝐽1)−e−𝛽(𝐽2−𝐽1)
]︀
, 𝐽2𝐽1<

5
3 . (7.77)

Це рiвняння означає, що лiнiя фазового переходу мiж фазами FRI та MD загина-

ється до нижчих магнiтних полiв, Δℎ < 0, оскiльки найменша енергiя збудження

у фазi FRI менша, нiж у фазi MD. Цей висновок узгоджується з лiнiями фазового

переходу, зображеними на рис. 7.25(a), завдяки чому низькотемпературне набли-

ження (7.77) правильно вiдтворює форму точної лiнiї переходу за досить низьких

температур (звернiть увагу, що в межах цього наближення не можливо визначити

положення самої критичної точки).

Для другого парадигматичного прикладу, характерного для бiльшого зна-

чення вiдношення взаємодiї 𝐽2/𝐽1 > 7/3, найнижче енергетичне збудження

Δ𝐸
(︀
1
2 , {1, 1}, 12

)︀
= 𝐽1+ 𝐽2− ℎ димера Гайзенберґа у фазi MD має меншу енергiю,

нiж збудження з найнижчою енергiєю Δ𝐸
(︀
1
2 , {1, 1},−1

2

)︀
= 4𝐽1 − ℎ спiнiв Iзинґа
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у фазi FRI. Якщо взяти до уваги лише цi два найнижчi енергетичнi збудження,

формула (7.76) для Δℎ спрощується до

Δℎ ≈ 2𝑘B𝑇
[︀
e−𝛽(3𝐽1−𝐽2)−1

2e
−𝛽(6𝐽1−2𝐽2)

]︀
, 𝐽2𝐽1 >

7
3 . (7.78)

Цей результат показує, що лiнiя фазових переходiв мiж фазами FRI та MD тепер

загинається до бiльш високих магнiтних полiв Δℎ > 0, оскiльки найнижча енергiя

збудження у фазi FRI вища, нiж у фазi MD. Цей факт пояснює, чому точна лiнiя

фазового переходу, показана на рис. 7.25(c), змiщується в бiк вищих магнiтних

полiв вiдповiдно до прогнозу, отриманого за допомогою низькотемпературного

наближення (7.78).

Схожi аргументи також можуть бути використанi для помiрних значень

спiввiдношення взаємодiї 5/3 < 𝐽2/𝐽1 < 7/3, за винятком окремого випад-

ку, близького до 𝐽2/𝐽1 = 2. За цiєї умови найнижче енергетичне збудження

у фазах MD та FRI вiдноситься до елементарного збудження димера Гайзен-

берґа з вiдповiдними енергiями збудження Δ𝐸
(︀
1
2 , {1, 1}, 12

)︀
= 𝐽1 + 𝐽2 − ℎ i

Δ𝐸(−1
2 , {0, 0},−1

2) = 𝐽1−𝐽2+ℎ вiдповiдно. Отже, зумовленi температурою змiни

поля переходу мiж фазами MD i FRI випливають iз формули:

Δℎ ≈ 2𝑘B𝑇
[︁
e−𝛽(3𝐽1−𝐽2) − e−𝛽(𝐽2−𝐽1)

]︁
,

5

3
<
𝐽2
𝐽1

<
7

3
,
𝐽2
𝐽1

̸= 2. (7.79)

яка може бути додатньою або вiд’ємною, залежно вiд того, чи коефiцiєнт взає-

модiї бiльший або менший за 𝐽2/𝐽1 = 2 вiдповiдно. Окремий випадок 𝐽2/𝐽1 = 2

є особливим, тому що перше i друге збудження з найнижчою енергiєю в обох

фазах рiвнi, i їхнi внески в рiвняння (7.76) компенсуються. Отже, третє найниж-

че енергетичне збудження димерiв Гайзенберґа до триплетного стану з нульовою

намагнiченiстю вирiшальним чином визначає температурну поведiнку змiни ма-

гнiтного поля Δℎ:

Δℎ ≈ 2𝑘B𝑇
[︀
e−𝛽𝐽2−e−𝛽(2𝐽2−𝐽1)

]︀
, 𝐽2𝐽1 = 2. (7.80)
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Очевидно, що найменша енергiя збудження Δ𝐸
(︀
1
2 , {1, 0}, 12

)︀
= 𝐽2 у фазi MD мен-

ша нiж Δ𝐸
(︀
−1

2 , {1, 0},−1
2

)︀
= 𝐽1 + ℎ у фазi FRI i, отже, лiнiя фазового переходу

мiж фазами MD i FRI вигинається в бiк вищих магнiтних полiв. Специфiчний

випадок зi спiввiдношенням взаємодiї 𝐽2/𝐽1 ≲ 2 навiть набагато складнiший че-

рез тонку взаємодiю мiж декiлькома збудженнями низької енергiї. Лiнiя фазового

переходу мiж фазами MD i FRI спочатку згинається при досить низьких темпе-

ратурах у бiк нижчих магнiтних полiв вiдповiдно до формули (7.79), але проти-

лежний вигин у бiк вищих магнiтних полiв виникає при помiрних температурах

через вирiшальну роль третiх найнижчих збуджень димера Гайзенберґа до три-

плетного стану нульової намагнiченостi. Таким чином, можна зробити висновок,

що повторнi фазовi переходи, якi спостерiгаються у вузькiй областi параметрiв

взаємодiї 𝐽2/𝐽1 ≲ 2, можна вiднести до тонкого взаємовпливу всiх трьох збу-

джень з найнижчою енергiєю (7.69) i (7.71) над вiдповiдними фазами MD i FRI

[див. рис. 7.25(b)].

7.3. Точний розв’язок для двовимiрної гiбридної моделi
локалiзованих спiнiв i колективiзованих електронiв

Декорацiйно-iтерацiйне перетворення застосоване до спiнової моделi з деко-

рацiями у попередньому пiдроздiлi можна також узагальнити на випадок скла-

днiших спiн-електронних моделей. Розгляньмо гiбридну модель взаємодiючої спiн-

електронної системи на подвiйно декорованiй квадратнiй ґратцi, яка має локалi-

зований спiн Iзинґа на кожному нодальному вузлi ґратки i два делокалiзованих

мобiльних електрони на кожнiй парi декорованих вузлiв. Магнiтна структура до-

слiджуваної моделi схематично зображена на рис. 7.26. Повний гамiльтонiан моде-

лi можна записати як суму за гамiльтонiанами декорованих зв’язкiв ℋ̂ =
∑︀

𝑘 ℋ̂𝑘,

де кожен гамiльтонiан зв’язку ℋ̂𝑘 включає всi взаємодiючi доданки 𝑘-ої пари де-

локалiзованих електронiв

ℋ̂𝑘 = −𝑡
∑︁
𝛼=↑,↓

(︁
𝑐†𝑘1,𝛼𝑐𝑘2,𝛼 + h.c.

)︁
+ 𝑈

2∑︁
𝑖=1

𝑛𝑘𝑖,↑𝑛𝑘𝑖,↓



291

s
k1 s

k2c c
k k1 2

kth bond

t

J             J

localized Ising spin
itinerant electron

e
-

Рис. 7.26. Схематичне зображення подвiйно декорованої квадратної ґратки, яка
має один локалiзований спин Iзинґа на кожному нодальному вузлi ґра-
тки (чорнi кружечки) i два рухомих електрони на кожнiй парi декоро-
ваних вузлiв (порожнi кружечки). Елiпс розмежовує локалiзованi спiни
Iзинґа та мобiльнi електрони, описанi через гамiльтонiан 𝑘-го зв’язку
(7.81).

−𝐽
2

2∑︁
𝑖=1

𝜎̂𝑧𝑘𝑖

(︁
𝑐†𝑘𝑖,↑𝑐𝑘𝑖,↑ − 𝑐†𝑘𝑖,↓𝑐𝑘𝑖,↓

)︁
. (7.81)

Тут 𝑐†𝑘𝑖,𝛼 i 𝑐𝑘𝑖,𝛼 (𝛼 =↑, ↓) — звичайнi фермiоннi оператори народження та знище-

ння, вiдповiдно, 𝑛𝑖,𝛼 = 𝑐†𝑘𝑖,𝛼𝑐𝑘𝑖,𝛼 i 𝜎̂𝑧𝑘𝑖 — стандартний спiн-1/ 2 оператор. Параметр

тунелювання 𝑡 враховує кiнетичну енергiю рухомих електронiв, 𝐽 описує Iзинґо-

ву взаємодiю мiж мобiльними електронами та їхнiми найближчими Iзинґовими

спiнами, а 𝑈 ≥ 0 позначає Кулонове вiдштовхування на вузлi.

Випадок 𝑈 = 0 детально розглянуто в нашiй статтi [30]. Дотримуючись

строгого пiдходу, розробленого там, можна отримати просту унiверсальну рiвнiсть

𝒵(𝑇, 𝐽, 𝑡, 𝑈) = 𝐴𝑁𝑞/2𝒵Ising(𝑇,𝑅), (7.82)

яка встановлює точне вiдображення мiж статистичною сумою 𝒵 взаємодiючої

спiн-електронної системи на подвiйно декорованiй квадратнiй ґратцi та статисти-

чною сумою 𝒵Ising спiн-1/2 моделi Iзинґа на вiдповiднiй недекорованiй ґратцi. За-

уважимо, що спiввiдношення (7.82) дозволяє здiйснювати прямi розрахунки всiх
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вiдповiдних фiзичних величин, якi описують магнiтну поведiнку розглянутої си-

стеми.

Перейдемо до обговорення найцiкавiших результатiв, отриманих для спiн-

електроної моделi на подвiйно декорованiй квадратнiй ґратцi з одновузловим Ку-

лоновим вiдштовхуванням. Спочатку розглянемо окремий випадок цiєї гiбридної

системи без локального вiдштовхування [30]. Точнi результати для цiєї конкретної

моделi вказують на те, що основний стан системи складається з чотирипiдґратко-

вої квантової антиферомагнiтної фази |AF⟩. |AF⟩ з iдеальним порядком Нееля

спiнiв Iзинґа, розташованих у нодальних вузлах ґратки, i з квантовою заплутанi-

стю чотирьох мiкростанiв 𝑐†𝑘1,↑𝑐
†
𝑘2↓|0⟩, 𝑐

†
𝑘1,↓𝑐

†
𝑘2,↑|0⟩, 𝑐

†
𝑘1,↑𝑐

†
𝑘1,↓|0⟩ i 𝑐†𝑘2,↑𝑐

†
𝑘2,↓|0⟩ мобiль-

них електронiв, делокалiзованих на декорацiях ґратки (див. рис. 7.27), амплiтуди

ймовiрностей яких залежать вiд взаємного спiввiдношення мiж тунелюванням 𝑡

та взаємодiєю Iзинґа 𝐽 .

three possible minority microstates
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Рис. 7.27. Чотири заплутаних мiкростани, якi виникають у |AF⟩.

Далi, ми зосередимось на тому, як локальне Кулонове вiдштовхування 𝑈 > 0

впливає на спонтанний дальнiй порядок, що виникає в |AF⟩. Для простоти при-

пустимо феромагнiтну взаємодiю Iзинґа 𝐽 > 0, тому що змiна знака 𝐽 → −𝐽
приносить лише тривiальну змiну взаємної орiєнтацiї нодальних спiнiв Iзинґа вiд-

носно їхнiх найближчих сусiднiх електронiв. Глибше розумiння впливу локаль-

ного Кулонового вiдштовхування на розподiл ймовiрностей чотирьох заплутаних
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мiкростанiв у |AF⟩ можна отримати з рис. 7.28, який показує ймовiрностi вiдпо-

вiдних мiкростанiв як функцiй 𝑈/𝐽 для фiксованого 𝑡/𝐽 = 1.0. Як видно звiдси,
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Рис. 7.28. Розподiл iмовiрностi заплутаних мiкростанiв як функцiї одновузлового
вiдштовхування для 𝑡/𝐽 = 1.0.

ймовiрнiсть 𝑝↑,↓ основного мiкростану 𝑐†𝑘1,↑𝑐
†
𝑘2↓|0⟩ монотонно зростає при посилен-

нi внутрiшнього вiдштовхування за рахунок ймовiрностей 𝑝↓,↑, 𝑝↑↓,0, 𝑝0,↑↓ менш

заповнених мiкростанiв, доки вони асимптотично не досягнуть значень 𝑝↑,↓ → 1

i 𝑝↓,↑ = 𝑝↑↓,0 = 𝑝0,↑↓ → 0 вiдповiдно в границi 𝑈/𝐽 → ∞. Отже, можна зробити

висновок, що в межах безмежно сильного локального вiдштовхування кожен де-

корований вузол ґратки зайнятий лише одним рухомим електроном, який вiддає

перевагу феромагнiтному вилаштованню вiдносно свого найближчого локалiзо-

ваного спiна. За умови, що в рамках теорiї збурень другого порядку кiнетичний

член 𝑡 при половинному заповненнi еквiвалентний антиферомагнiтнiй взаємодiї

Гайзенберґа мiж спiнами, можна зробити висновок, що для достатньо сильного

вiдштовхування основний стан взаємодiючої спiн-електронної системи є iденти-

чним до спiн-1/2 антиферомагнетика Iзинґа-Гайзенберґа, визначеного на тiй самiй

подвiйно декорованiй ґратцi [351].
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Рис. 7.29. Критична температура взаємодiючої спiн-електронної системи на по-
двiйно декорованiй квадратнiй ґратцi як функцiя 𝑈/𝐽 для кiлькох зна-
чень кiнетичного доданка 𝑡/𝐽 .

На рис. 7.29 зображено критичну температуру спiн-електронної моделi на

подвiйно декорованiй квадратнiй ґратцi як функцiю Кулонового вiдштовхування

на вузлi для кiлькох значень кiнетичного доданка. Як бачимо, критична темпе-

ратура монотонно зменшується при посиленнi кулонiвського вiдштовхування при

достатньо малому тунелюваннi 𝑡/𝐽 ≲ 0.25, тодi як для бiльших значень 𝑡/𝐽 ≳ 0.25

вона демонструє чiтку залежнiсть iз вираженим максимумом через взаємну кон-

куренцiю мiж сильним тунелюванням 𝑡/𝐽 та Кулоновою взаємодiєю 𝑈/𝐽 .

7.4. Висновки

В цьому роздiлi дослiджено ряд квантових спiнових моделей та спiн-

електронну модель, якi виявляють складну поведiнку не лишень в основному

станi, а й також при ненульових температурах. За допомогою рiзноманiтних ана-

лiтичних та числових методiв вивчено фазову дiаграму основного стану, процес

намагнiчення та низькотемпературну термодинамiку спiн-1/2 октаедричного лан-
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цюжка Гайзенберґа [33]. Було продемонстровано, що область сильно фрустрова-

них параметрiв фазової дiаграми основного стану може бути точно знайдена в

межах варiацiйного принципу та пiдходу локалiзованих магнонiв, якi доводять

iснування мономер-тетрамерної фази (7.7) i фази локалiзованих магнонiв (7.13)

при низьких i сильних магнiтних полях, вiдповiдно. З iншого боку, частина фа-

зової дiаграми основного стану, що залишилася, була встановлена за допомогою

числових даних методу DMRG для ефективних ланцюжкiв Гайзенберґа зi змi-

шаним спiном. Було виявлено, що модель виявляє в цьому просторi параметрiв

рiзноманiтнi основнi стани, якi включають три рiзнi квантовi феримагнiтнi фази,

двi фази квантової спiнової рiдини, а також нестандартну синглетну тетрамер-

гексамерну фазу (7.28). Таке розмаїття призводить до появи у кривих намагнiче-

ностi додаткових промiжних плато на 1/5, 2/5, 3/5 намагнiченостi насичення.

Розроблено модифiковану теорiю локалiзованих магнонiв, яка враховує

одномагноннi та двомагноннi стани з найнижчою енергiєю [36]. Це є важливими

для вiдтворення багатомагнонних станiв, вiдповiдальних для правильного опису

низькотемпературної термодинамiки спiн-12 ромбiчного i октаедричного ланцюж-

кiв Гайзенберґа. Достовiрнiсть i точнiсть розробленого пiдходу локалiзованих ма-

гнонiв в областi сильно фрустрованих параметрiв пiдтверджено шляхом прямого

порiвняння з числовими даними повної дiагоналiзацiї скiнченних систем.

Детальне дослiдження змiшаного спiн-(1,1/2) октаедричного ланцюжка Гай-

зенберґа демонструє ще бiльше екзотичних квантових станiв iз характером одно-

рiдної фази Голдейна, кластерних фаз Голдейна, феримагнiтних фаз типу Лiба-

Матiса, квантових спiнових рiдин i зв’язанi фази магнонних кристалiв [35]. Три

кластернi фази Голдейна вiдповiдають вищому перiоду магнiтної елементарної

комiрки внаслiдок спонтанного порушення трансляцiйної симетрiї. Вони склада-

ються з скiнченного спiнового кластера в триплетному станi (кiлька з’єднаних

октаедрiв), який можна ефективно описати вiдкритими спiн-1 ланцюжками Гай-

зенберґа непарного числа спiнiв, вiдокремлених один вiд одного станом сингле-

тних плакеток. У той час як двi фрагментованi кластернi фази Голдейна з перiо-

дом 𝑝 = 3 i чотири стiйкi лише у вiдносно вузькiй областi параметрiв, гексамер-



296

тетрамерна фаза як iнший особливий випадок з перiодом 𝑝 = 2 стiйка у вiдносно

широкому iнтервалi магнiтних полiв. Варто зауважити, що аналогiчна кластер-

на фаза Голдейна була нещодавно передбачена також для мiнерального кристала

федотовiту [380].

Двовимiрнi моделi на декорованих ґратках характернi також тим, що кван-

товий порядок, який встановлюється в основному станi може бути стiйким що-

до температурних флуктуацiй, що дозволяє спостерiгати нетиповi фазовi пере-

ходи при ненульових температурах. Тут розглянуто спiн-1/2 антиферомагнетик

Гайзенберґа у скiнченному магнiтному полi на квадратнiй ґратцi, декорованiй

ромбами, використовуючи комбiнацiю аналiтичних пiдходiв, точної дiагоналiза-

цiї, DMRG, а також QMC вiльне вiд проблеми знаку [37]. Встановлено власти-

востi основного стану, серед яких (i) ранiше визначенi фази Лiба-Матiса (LM),

димер-тетрамерна (DT) i мономер-димерна (MD) фази поширюються на скiнчен-

нi магнiтнi поля з плато намагнiченостi 3/5, 0 i 1/5, (ii) у промiжних полях фаза

DT зникає, а за межами цього дiапазону магнiтного поля, прямий квантовий фа-

зовий перехiд першого роду вiдбувається мiж фазами LM i MD, (iii) при сильних

магнiтних полях, на додаток до повнiстю насиченої парамагнiтної фази (PM),

з’являється фаза зi скошеним спiном. Спираючись на вiдповiднi результати в iн-

ших квантових спiнових моделях, показано, що лiнiї квантових фазових переходiв

LM-MD простягаються до скiнченної температури, закiнчуючись лiнiєю крити-

чних точок, якi належать до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинґа.

Крiм того, виявлено, що нахил лiнiї переходу змiнює знак при збiльшеннi сили

магнiтного поля.

Строгi результати для таких лiнiй квантових фазових переходiв i лiнiї кри-

тичних точок отримано на основi спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на квадра-

тнiй ґратцi, декорованiй ромбами [38]. Узагальнене декорацiйно-iтерацiйне пере-

творення забезпечило нам точне вiдображення вихiдної моделi в ефективну спiн-

1/2 модель Iзинґа на квадратнiй ґратцi, iз залежними вiд температури ефектив-

ними взаємодiями найближчих сусiдiв i магнiтним полем. Ґрунтуючись на цьому

вiдображеннi, вихiдна модель на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами стає
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точно розв’язною в межах певного пiдпростору областi параметрiв, де ефектив-

не поле дорiвнює нулю. Окрiм тривiального випадку, можна отримати зникаюче

ефективне поле вздовж межi основного стану мiж фазами FRI та MD, що призво-

дить до точно визначених лiнiй теплових фазових переходiв першого роду, кожна

з яких закiнчується в критичнiй точцi. Точне вiдображення доводить, що ця кри-

тична точка належить до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинґа. Ми

продемонстрували, що лiнiї фазових переходiв першого роду згинаються або в бiк

нижчих, або в бiк вищих магнiтних полiв при пiдвищеннi температури, залежно

вiд спiввiдношення взаємодiй. Цей вигин лiнiй фазового переходу було пояснено

з точки зору низькоенергетичних збуджень вiдносно основних станiв FRI та MD.

На завершення, за допомогою узагальненого декорацiйно-iтерацiйного пере-

творення було дослiджено вплив локального Кулонового вiдштовхування та туне-

лювання делокалiзованих електронiв на властивостi основного стану та критичну

поведiнку взаємодiючої спiн-електронної системи на подвiйно декорованiй квадра-

тнiй ґратцi. Отриманi точнi результати чiтко показують, що залежнiсть критичної

температури вiд сили локального Кулонового вiдштовхування в основному зале-

жить вiд того, чи є кiнетичний доданок бiльшим або меншим за граничне значення

𝑡 ≈ 0.25𝐽 .



298

ВИСНОВКИ

Основнi висновки та результати проведених дослiджень можна сформулю-

вати у виглядi наступних тверджень.

1. Взаємодiя Дзялошинського-Морiя призводить до нетривiальних змiн у ди-

намiчних величинах квантових спiн-1/2𝑋𝑌 ланцюжкiв: двофермiоннi дина-

мiчнi величини, якi формують профiлi динамiчних структурних факторiв, є

вiдмiнними вiд нуля лише в обмеженiй областi площини хвильовий вектор-

частота, вони можуть мати сингулярностi ван Гова не лише з показником

1/2, а також з 2/3.

2. Отримано точнi результати для аналiзу динамiчних структурних факторiв

перiодичних та випадкових квантових спiн-1/2 𝑋𝑌 ланцюжкiв, де неодно-

рiднiсть задається знаком обмiнної взаємодiї. Виявлено, що випадковiсть

обмiнної взаємодiї змiнює поведiнку 𝑥𝑦 кореляцiйних функцiй зi степеневої

на еспоненцiйно загасаючу.

3. Метод фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера у поєднаннi з наближенням Гартрi-

Фока дає задовiльний опис одновимiрних фрустрованих спiнових моделей

близько до границi фази синглетних димерiв. Розв’язки цiєї теорiї для

фермiонних моделей є iнварiантнi вiдносно способiв задання перетворення

Йордана-Вiгнера, якi пов’язанi калiбрувальними перетвореннями.

4. Знайдено точний розв’язок для спiн-1/2 фрустрованої двоногої драбинки

Iзинґа-Гайзенберґа та дослiджено фази основного стану. Встановлено, що гi-

бридна модель Iзинґа-Гайзенберґа вiдтворює 1/2 дробове плато вiдповiдної

квантової моделi Гайзенберґа. Дану модель узагальнено на випадок магне-

тоелектрика на спiн-1/2 драбинцi Iзинґа-Гайзенберґа, для якої строго дослi-
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джено магнетоелектричний ефект близько критичного поля.

5. Знайдено точний розв’язок для спiн-1/2 одновимiрної ортогонально-

димерної моделi Iзинґа-Гайзенберґа та її двовимiрного аналогу на ґратцi

Шастри-Сазерленда. Отримано фазовi дiаграми моделей та продемонстро-

вано, що магнiтне поле призводить до виникнення дробових плато у цих мо-

делях. На основi точного розв’язку для ортогонально-димерного ланцюжка

Iзинґа-Гайзенберґа здiйснено теоретичний опис координацiйного полiмеру

[Dy2Cu2]𝑛.

6. Запропоновано теорiю збурень за квантовою 𝑋𝑌 частиною мiждимерної

взаємодiї для ряду одновимiрних та двовимiрних моделей з сильними димер-

ними взаємодiями. Продемонстровано, що така схема дає добру збiжнiсть

вже у другому порядку теорiї збурень. Цей метод застосовано до теоретично-

го опису двовимiрної магнiтної сполуки SrCu2(BO3)2 зi складною послiдовнi-

стю дробових плато, а також до квазiодновимiрної сполуки Cu3(P2O6OH)2,

яка вiдповiдає тримеризованому ланцюжку слабкозв’язаних спiнових диме-

рiв.

7. Дослiджено квантовий спiн-1/2 октаедричний ланцюжок, а також його ана-

лог зi змiшаними спiнами 1 i 1/2. Знайдено фазовi дiаграми моделей та

встановлено квантовi фази зi складною структурою. Змiшаний спiн-1 i спiн-

1/2 октаедричний ланцюжок Гайзенберґа виявляє розмаїття квантових ста-

нiв: однорiдна фаза Голдейна, кластернi фази Голдейна, феримагнiтнi фази

Лiба-Матiса, квантовi спiновi рiдини, яке призводить до появи серiї дробо-

вих плато намагнiченостi у магнiтному полi.

8. Для моделi Гайзенберґа на ромбiчно-декорованiй квадратнiй ґратцi iденти-

фiковано лiнiї квантових фазових переходiв першого роду мiж феримагнi-

тною фазою Лiба-Матiса i мономер-димерною фазою, якi закiнчуються лiнi-

єю критичних точок при скiнченних температурах. Встановлено, що модель

Iзинґа-Гайзенберґа на ромбiчно-декорованiй квадратнiй ґратцi дозволяє зна-

йти точний розв’язок для згаданих лiнiй фазових переходiв першого роду
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та строго дослiдити лiнiю критичних точок.

9. Спiн-електронна модель на подвiйно-декорованiй квадратнiй ґратцi з Iзи-

нґовими спiнами на основних вузлах i делокалiзованими електронами на

парi декорованих вузлiв демонструє немонотонну залежнiсть температури

переходу антиферомагнiтного впорядкування вiд iнтегралу переносу та Ку-

лонового вiдштовхування електронiв.
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Taras Verkholyak, Kataŕına Karl’ová // Phys. Rev. B . 2017. Vol. 95.

P. 224415.

34. Magnetization process and low-temperature thermodynamics of a spin-1/2

Heisenberg octahedral chain / Jozef Strečka, Johannes Richter, Oleg Derzhko,
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54. Verkholyak T., Strečka J. The Ising-Heisenberg model on the distorted Shastry-

Sutherland lattice: ground-state properties // Workshop on Quantum Mag-

netism: Theoretical Challenges and Future Perspectives, Košice (Slovakia),
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Stefan Wessel, Andreas Honecker // 1st Workshop on Perspective Electron

Spin Systems for Future Quantum Technologies, Košice (Slovakia), June 28–
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M. Horvati ć, L. P. Lévy, O. Piovesana // Phys. Rev. Lett. 1998. Vol. 80.

P. 2713–2716.

184. Magnetic Spin Ladder (C5H12N)2CuBr4: High-Field Magnetization and Scal-

ing near Quantum Criticality / B. C. Watson, V. N. Kotov, M. W. Meisel,

D. W. Hall, G. E. Granroth, W. T. Montfrooij, S. E. Nagler, D. A Jensen,

R. Backov, M. A. Petruska, G. E. Fanucci, D. R. Talham // Phys. Rev. Lett.

2001. Vol. 86. P. 5168–5171.

185. Magnetic properties of a molecular-based spin-ladder system: (5IAP)2CuBr4 ·
2H2O / C. P. Landee, M. M. Turnbull, C. Galeriu, J. Giantsidis, F. M. Wood-

ward // Phys. Rev. B . 2001. Vol. 63. P. 100402.

186. High-Field Magnetization Processes of Double Spin Chain Systems KCuCl3

https://doi.org/10.1063/1.2830527
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0022-4596(91)90394-W
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0022-4596(91)90394-W
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.73.3463
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.73.3463
https://doi.org/10.1021/ic00331a013
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.79.925
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.80.2713
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.86.5168
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.63.100402


322

and TlCuCl3 / Wakako Shiramura, Ken-ichi Takatsu, Hidekazu Tanaka,

Kenji Kamishima, Mitsue Takahashi, Hiroyuki Mitamura, Tsuneaki Goto //

Journal of the Physical Society of Japan. 1997. Vol. 66, no. 7. P. 1900–1903.

187. Field-induced magnetic ordering in the quantum spin system KCuCl3 / A. Oo-

sawa, T. Takamasu, K. Tatani, H. Abe, N. Tsujii, O. Suzuki, H. Tanaka,

G. Kido, K. Kindo // Phys. Rev. B . 2002. Vol. 66. P. 104405.

188. Magnon Dispersion in the Field-Induced Magnetically Ordered Phase of

TlCuCl3 / Masashige Matsumoto, B. Normand, T. M. Rice, Manfred Sigrist //

Phys. Rev. Lett. 2002. Vol. 89. P. 077203.

189. Maekawa S. Superconductivity in Spin Ladders // Science. 1996. Vol. 273,

no. 5281. P. 1515–1515.

190. Electronic structure and exchange interactions of the ladder vanadates CaV2O5

and MgV2O5 / M A Korotin, V I Anisimov, T Saha-Dasgupta, I Dasgupta //

Journal of Physics: Condensed Matter . 2000. Vol. 12, no. 2. P. 113.

191. Singlet Ground States in an Organic 𝑆 = 1/2 Spin Ladder and a Novel Double

Spin Chain of Ferromagnetic Dimers Formed by an Organic Tetraradical /

Keiichi Katoh, Yuko Hosokoshi, Katsuya Inoue, Tsuneaki Goto // Journal of

the Physical Society of Japan. 2000. Vol. 69, no. 4. P. 1008–1011.

192. Exact Dimer Ground State and Quantized Magnetization Plateaus in the

Two-Dimensional Spin System SrCu2(BO3)2 / H. Kageyama, K. Yoshimura,

R. Stern, N. V. Mushnikov, K. Onizuka, M. Kato, K. Kosuge, C. P. Slichter,

T. Goto, Y. Ueda // Phys. Rev. Lett. 1999. Vol. 82. P. 3168–3171.

193. Incomplete Devil’s Staircase in the Magnetization Curve of SrCu2(BO3)2 /
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244. Läuchli A. M. Numerical Simulations of Frustrated Systems // Introduction

to Frustrated Magnetism: Materials, Experiments, Theory / Ed. by Clau-

dine Lacroix, Philippe Mendels, Frédéric Mila. Berlin, Heidelberg : Springer

Berlin Heidelberg, 2011. P. 481–511.

245. Weiße A., Fehske H. Exact Diagonalization Techniques // Computational

Many-Particle Physics / Ed. by H. Fehske, R. Schneider, A. Weiße. Berlin,

Heidelberg : Springer Berlin Heidelberg, 2008. P. 529–544.

246. White S. R. Density matrix formulation for quantum renormalization groups //

Phys. Rev. Lett. 1992. Vol. 69. P. 2863–2866.

247. Noack R. M., White S. R. The Density Matrix Renormalization Group //

Density-Matrix Renormalization / Ed. by Ingo Peschel, Matthias Kaulke, Xi-

aoqun Wang, Karen Hallberg. Berlin, Heidelberg : Springer Berlin Heidelberg,

1999. P. 27–66.
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316. Hagemans R., Caux J.-S., Löw U. Gapped anisotropic spin chains in a field //

Phys. Rev. B . 2005. Vol. 71. P. 014437.

317. Tokuno A., Okamoto K. Inversion Phenomenon and Phase Diagram of the

𝑆 = 1/2 Distorted Diamond Chain with the 𝑋𝑋𝑍 Interaction Anisotropy //

Journal of the Physical Society of Japan. 2005. Vol. 74, no. Suppl. P. 157–160.

318. Okamoto K., Tokuno A., Sakai T. Interplay between the trimerization and

frustration in spin-1/2 distorted diamond type spin chain with the 𝑋𝑋𝑍

anisotropy // Journal of Magnetism and Magnetic Materials . 2007. Vol. 310,

no. 2, Part 2. P. e457–e459. Proceedings of the 17th International Conference

on Magnetism.

319. Experimental Observation of the 1/3 Magnetization Plateau in the Diamond-

Chain Compound Cu3(CO3)2(OH)2 / H. Kikuchi, Y. Fujii, M. Chiba, S. Mit-

sudo, T. Idehara, T. Tonegawa, K. Okamoto, T. Sakai, T. Kuwai, H. Ohta //

Phys. Rev. Lett. 2005. Vol. 94. P. 227201.

320. Magnetic Properties of the Diamond Chain Compound Cu3(CO3)2(OH)2 /

Hikomitsu Kikuchi, Yutaka Fujii, Meiro Chiba, Seitaro Mitsudo, Toshitaka Ide-

hara, Takashi Tonegawa, Kiyomi Okamoto, Tôru Sakai, Tomohiko Kuwai,
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European Physical Journal B . 2011. Vol. 80, no. 4. P. 433 –444.

13. Effect of the on-site interaction on the magnetic properties of an exactly solv-

able spin-electron system / L Gálisová, J Strečka, A Tanaka, T Verkholyak //
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Abstracts. Košice, 2004. P. 72.

33. The effects of the symmetric and antisymmetric anisotropies on the dynamics

of the spin-1/2 𝑋𝑌 chain / O. Derzhko, T. Verkholyak, T. Krokhmalskii,
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48. Verkholyak T., Strečka J. Effect of the bond distortion in the Ising-Heisenberg

model on the Shastry-Sutherland lattice // 5-th Conference on Statistical

Physics: Modern Trends and Applications, Lviv (Ukraine), June 3–6, 2019.

Lviv, 2019. P. 167.
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2022. Košice, 2019. P. 40.



350
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