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АНОТАЦIЯ

Гайдукiвська Х.А. Характеристики розмiру та форми в статистичному описi

полiмерних структур. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук (доктора наук) за спецiальнiстю 01.04.02 Теоретична фiзика (104 — Фiзика

та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,

2024.

Дисертацiйна робота присвячена аналiтичному опису та чисельному моде-

люванню унiверсальних характеристик полiмерних структур у сильнорозведе-

них розчинах, а саме, складногалужених полiмерiв (мiстять петлi або бiльше

нiж один центр галуження) як однорiдної, так i неоднорiдної природи. Основна

увага придiляється кiлькiснiй оцiнцi в рамках аналiтичного пiдходу неперервної

моделi розмiрних характеристик (радiус гiрацiї, гiдродинамiчний радiус).

Опис розпочинається з розгляду iдеальних структур, для яких не врахову-

ються взаємодiї мiж мономерами, не зв’язаними хiмiчним зв’язком. Таке на-

ближення для взаємодiй може описувати властивостi полiмерiв в околi тета-

точки, а також давати певне уявлення про характерний розмiр макромолекул

у концентрованому розчинi. Дослiдження проводиться в рамках неперервної

моделi полiмеру. У роботi неперервна модель розширюється на випадок полiме-

рiв з бiльше нiж одним центром галуження. Для низки архiтектур з багатьма

центрами галуження проводиться точний розрахунок радiуса гiрацiї та гiдро-

динамiчного радiуса (алгоримт розрахунку останнього пропонується тут же)

та вiдповiдних унiверсальних розмiрних вiдношень, якi можуть бути порiвня-

нi з результатами експериментальних вимiрювань, чисельного моделювання чи

iнших аналiтичних моделей оскiльки не залежать вiд мiкроскопiчних деталей

системи. Для випадку iдеальних полiмерiв результати отриманi в рамках непе-

рервної моделi, порiвнюються з даними чисельного моделювання та результа-
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тами, отриманими в рамках методу Вея.

Аналiз унiверсальних властивостей продовжується в напрямку врахування

взаємодiї мiж хiмiчно не зв’язаними мономерами. З цiєю метою розглядаються

архiтектури з одним центром галуження, що мiстять петлi. Розрахунки про-

водяться з використанням методу прямого полiмерного перенормування. Для

початку проводиться аналiз впливу взаємодiї на iмовiрнiсть утворення петель у

зiркових полiмерах, що є найпростiшим прикладом галуженої архiтектури. Мо-

делювання виконується як для випадку присутностi короткосяжного вiдштов-

хування мiж мономерами, яке пов’язане з наявнiстю забороненого об’єму так i

для далекосяжних взаємодiї, що можуть бути пов’язанi з присутнiстю слабкої

електростатичної взаємодiї мiж мономерами або ж з присутнiстю скорельваних

домiшок в розчинi, що веде до появи ефективного далекосяжного вiдштовхува-

ння. Подальший розгляд архiтектур з одним центром галуження зосережується

на властивостях розеткових полiмерiв. У випадку короткосяжних взаємодiй для

кiлькiсної оцiнки характерного розмiру в тривимiрному просторi використову-

ється наближення, запропоноване Дугласом i Фрiдом. Результати отриманi як

в рамках перенормування, так i з використанням наближення порiвнюються з

даними чисельного моделювання та окремими наявними даними експеримен-

тальних вимiрювань.

Логiчним продовженням цього дослiдження є аналiз полiмерiв з двома цен-

трами галуження. З цiєю метою розглядаються об’єкти, де до кiнцiв полiмерно-

го ланцюжка (основи) прикрiплюються зiрковi або кiльцевi полiмери, утворю-

ючи вiдповiдно пом-пом та гантелько-подiбнi полiмери. Залишаючись у межах

неперервної моделi та згаданих вище методiв, проводиться дослiдження впливу

ступеня галуження на властивостi форми пом-пом полiмеру з короткосяжним

вiдштовхуванням мiж мономерами. Окрiм радiусу гiрацiї та вiдповiдних роз-

мiрних вiдношень, у роздiлi пропонуються новi вiдношення, якi дозволяють

оцiнити цилiндричнiсть архiтектури та вплив асиметрiї галуження (кiлькiсть

гiлок на центрах галуження є рiзною). Усi отриманi результати порiвнюються

з даними чисельного моделювання.
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Iншим питанням, що дослiджується, є впив вiдносного ступеня полiмериза-

цiї (вiдношення ступеня полiмеризацiї основи до ступеня полiмеризацiї одного

з бокових ланцюжкiв) на унiверсальнi характеристики як пом-пом полiмерiв

так i гантелькових полiмерiв. Оскiльки в межах синтезу обидвi згаданi стукту-

ри цiлеспрямовано отримуються з рiзними ступенями полiмеризацiї, розумiння

впливу вiдношень на властивостi розмiру в розчинах є важливим питанням так

як наявнiсть бокових галужень може бути як тривiальним не даючи внеску

в унiверсальнi характеристики, так i домiнуючим. В обох випадках у роботi

проводиться кiлькiсна оцiнка цього переходу, а у випадку гантелькових полiме-

рiв результати аналiтичного прогнозу для унiверсальних розмiрних вiдношень

порiвнюються з даними чисельного моделювання.

Врештi аналiз проводиться для випадку полiмерiв з багатьма центрами га-

луження, якi не мiстять петель, однак володiють певною перiодичнiстю в стру-

ктурi. Найчастiшi експериментально синтезованi гiпергалуженi полiмери воло-

дiють нерегулярною структурою, однак з метою аналiзу їх можна помiстити

мiж двома граничними регулярними структурами – дедроподiбної i йоршико-

подiбною. Саме для граничних випадкiв проводиться аналiз у рамках неперерв-

ної моделi з врахуванням короткосяжного вiдштовхування. Радiуси гiрацiї для

цих структур та вiдповiднi унiверсальнi розмiрнi вiдношення розраховуються

як функцiя кiлькостi центрiв галуження та ступенi галуження, а у випадку йор-

шикоподiбних полiмерiв ще й вiдностого ступеня полiмеризацiї мiж центрами

галуження. Розгляд саме перiодичних архiтектур дозволяє спростити фiнальнi

вирази та провести вiдповiдний аналiз. В усiх доступних випадках результати

порiвнюються з даними чисельного моделювання та експериментальними спо-

стереженнями.

Подальше дослiдження продовжується аналiзом характерного розмiру окре-

мих структурних елементiв (петель, гiлок) вище згаданих архiтектур. Знання

про внутрiшню структуру складногалужених молекул вiдiграє ключову роль у

розумiннi бiльш складних процесiв, їх взаємодiї мiж собою при утвореннi мате-

рiалiв. Це питання є особливо цiкавим, оскiльки, на вiдмiну вiд зiркових полiме-
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рiв, якi також розглядаються в роботi, у випадку складногалужених полiмерiв

структурнi елементи зазнаватимуть рiзного впливу архiтектури в залежностi

як вiд оточення, так i вiд типу самого елементу. З цiєю метою, залишаючись в

рамках неперервної моделi, проводиться якiсна оцiнка розтягування цих елеме-

тнiв пiд впливом оточення iнших елементiв. Розглядаючи розтягування петель

та кiлець в розетковому полiмерi, аналiзується не лише вплив вiдповiдних сту-

пенiв галуження, а й типу вiдштовхування мiж мономерами: короткосяжного чи

далекосяжного. При розглядi пом-пом полiмерiв проводиться порiвняння мiж

боковими гiлками пом-пому та гiлкою в зiрковому полiмерiв, а також аналiз

впливу двох центрiв галуження та їх ступенiв на ступiнь розтягування основи

пом-пом полiмеру. Урештi як для пом-пом полiмеру, так i для гантелькового

полiмеру аналiзується вплив вiдносного ступеня полiмеризацiї на характерний

розмiр основи. В усiх доступних випадках проводиться порiвняння з чисельним

моделюванням.

На завершення розглядаються складнi кополiмернi архiтектури. У рамках

неперервної моделi скейлiнговi властивостi окремих блокiв описуються або га-

усоовим скейлiнговими показниками, або ж показниками Флорi, якi описують

хороший розчинник. Замiсть того макромолекула в цiлому описується як сума

внескiв окремих блокiв з їх вiдповiдними скейлiнговими показниками та внескiв

вiд кореляцiї мiж блоками, що описуються окремим скейлiнговим показником.

У роботi розглядається питтаня впливу складної архiтектури на скейлiнгову по-

ведiнку кополiмерiв. Використовуючи метод прямого полiмерного перенормува-

ння в однопетлевому наближеннi розраховуються нерухомi точки для складно-

галуженого полiмеру з багатьма центрами галуження. З цiєю метою розгляда-

ється лiнiйний n-блоковий кополiмер, що є мiнiмальною необхiдною архiтекту-

рою для розрахунку вiдповiдних нерухомих точок. Оскiльки наявнiсть трьох

характерних масштабiв в кополiмерах може спостерiгатись лише теоретично, у

подальшому також розраховуються ефективнi скейлiнговi показники для копо-

лiмерiв зi складно-галуженими архiтектурами (пом-пом та розетковi полiмери).

Проводиться аналiз впливу архiтектури на скейлiнгову поведiнку кополiмерiв
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та порiвняння отриманих результаттiв з даними чисельного моделювання.

Ключовi слова: унiверсальнi властивостi, неперервна модель полiмеру, пря-

ме полiмерне перенормування, радiус гiрацiї, гiдродинамiчний радiус.
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ABSTRACT

Haydukivska K.A. Size and shape characteristics in statistical description of

polymer structures. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on

the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy). —

Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Lviv, 2024.

The subject of the dissertation is the analytical description and numerical

simulation of universal properties of complex polymers in dilute solution, mainly

polymers with complex branching architecture that contain loops or more them

one branching point. Both homopolymers and copolymers are considered. The

main attention is paid to quantitative of shape chasracteristics (gyration radius

hydrodynamic radius) in the framework of continuous chain model.

The description begins with consideration of ideal structures for which inter-

actions between monomers not connected by a chemical bond are not taken into

account. Such an approximation for interactions can describe the properties of

polymers in the vicinity of the theta point, as well as give a certain idea about

the characteristic size of macromolecules in a concentrated solution. The study is

conducted within the framework of the continuous chain model. In present work,

the model is extended to the case of polymers with more than one branching

poinr. Radius of gyration and the hydrodynamic radius (the algorithm for calcu-

lation of the latter is prioposed in the work) for a number of architectures with

many branching points, are exactly calculated and the corresponding universal

size ratios are received. Those ratios can be compared with the results of ex-

perimental measurements, numerical simulations or other analytical models since

they do not depend on microscopic details of the systems. For the case of ideal

polymers, the results obtained within the continuum model are compared with
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numerical simulation results and the results obtained within the Wei’s method.

The analysis of universal properties continues in the direction of taking into ac-

count the interaction between monomers without chemical connections. For this

purpose, single-center branching architectures containing loops are considered.

Calculations are carried out using the method of direct polymer renormalization.

Firstly, an analysis of the interaction effect on the probability of loops forma-

tion in star polymers, which is the simplest example of branched architecture,

is carried out. The calculations are performed for both the case of short-range

repulsion between monomers, which is associated with the presence of a excluded

volume, and long-range interactions, which may be associated with the presence

of a weak electrostatic interaction between monomers, or with the presence of

correlated impurities in the solution, leading to the appearance of effective long-

range repulsion. Further consideration of architectures with one branching point

focuses on the properties of rosette polymers. In the case of short-range interac-

tions, the approximation proposed by Douglas and Fried is used to quantitatively

estimate the characteristic size in three-dimensional space. The results obtained

both within the framework of renormalization and using the approximation are

compared with the data of numerical modeling and individual available data of

experimental measurements.

The logical continuation of this study is the analysis of polymers with two

branching points. For this purpose, objects are considered where star or ring

polymers are attached to the ends of the polymer chain (backbone), forming

pom-pom and dumbbell polymers, respectively. Remaining within the framework

of the continuous chain model and the methods mentioned above, the influence

of the degree of branching on the shape properties of the pom-pom polymer with

short-range repulsion between monomers is studied. In addition to the radius of

gyration and the corresponding size ratios, the new ratios that allow us to evaluate

the cylindricity of the architecture and the influence of branching asymmetry

(the number of branches at the branching centers is different) are proposed. All

obtained results are compared with numerical simulation data.
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Another issue under consideration is the influence of the relative degree of

polymerization (the ratio of the degree of polymerization of the backbone to the

degree of polymerization of one of the side chains) on the universal characteristics

of both pom-pom polymers and dumbbell polymers. Since both mentioned struc-

tures are purposefully obtained with different degrees of polymerization during

synthesis, understanding the influence of relative degree of polymerization on size

properties in solutions is an important issue, since the presence of side branches

can be both trivial and do not contribute to universal characteristics, and domi-

nant. In both cases, this transition is quantinatively estimated, and in the case of

dumbbell polymers, the results of analytical predictions for universal size ratios

are compared with numerical simulation data.

Finally, the analysis is carried out for the case of polymers with many branch-

ing points, which do not contain loops, but have a certain periodicity in the

structure. The most frequent experimentally synthesized hyperbranched poly-

mers have an irregular structure, but for the purpose of analysis, they can be

placed between two extreme regular structures: dedritic and bottlebrush-like. It

is those cases that the analysis is carried out within the framework of a continuous

chain model, taking into account short-range repulsions. The radii of gyration for

these structures and the corresponding universal size ratios are calculated as a

function of the number of branching points and the degree of branching, and in

the case of bottlebrush-like polymers also the relative degree of polymerization

between the branching centers. The consideration of periodic architectures allows

us to simplify the final expressions and carry out the appropriate analysis. In

all available cases, the results are compared with numerical simulation data and

experimental observations.

Further research continues with the analysis of the characteristic size of indi-

vidual structural elements (loops, branches) of the aforementioned architectures.

Knowledge of the internal structure of complex branched molecules plays an im-

portant role in understanding more complex processes of their interaction with

each other during the formation of materials. This issue is particularly interest-
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ing because, unlike star polymers, which are also considered in the chapter, in

the case of complex branched polymers, structural elements are affected by the

architecture differently depending on both the environment and the type of the el-

ement itself. For this purpose, remaining within the framework of the continuous

chain model, a qualitative estimation of the stretching of these elements under the

influence of other elements is carried out. Considering the stretching of loops and

rings in a rosette polymer, not only the influence of the corresponding degrees of

branching is analyzed, but also the type of repulsion between monomers: short-

range or long-range. When considering pom-pom polymers, a comparison is made

between the side branches of the pom-pom and the branch in the star polymer,

as well as the analysis of the influence of two branching centers and their degrees

on the degree of stretching of the backbone of the pom-pom polymer. Finally,

both for the pom-pom polymer and for the dumbbell polymer, the influence of

the relative degree of polymerization on the characteristic size of the backbone is

analyzed. In all available cases, a comparison with numerical simulation is made.

Lastly, complex copolymer architectures are considered. Within the contin-

uous chain model, the scaling properties of individual blocks can be described

either by Gaussian scaling exponents or by Flory exponents, which describe a

good solvent. However, the macromolecule as a whole is described as the sum of

contributions from individual blocks with their respective scaling exponents and

contributions from correlations between blocks described by a separate scaling ex-

ponent. The chapter examines the influence of complex architecture on the scaling

behavior of copolymers. Using the method of direct polymer renormalization in

the one-loop approximation, fixed points are calculated for a complex branched

polymer with many branching centers. For this purpose, a linear n-block copoly-

mer is considered, which is the minimum necessary architecture for the calculation

of the corresponding fixed points. Since the presence of three characteristic scales

in copolymers can be observed only theoretically, effective scaling exponents are

also calculated for copolymers with complex branched architectures (pom-pom

and rosette polymers). The influence of architecture on the scaling behavior of
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copolymers is analyzed, and the results obtained are compared with numerical

simulation data.

Key words : universal properties, continuous chain model, direct polymer renor-

malization, gyration radiuys, hydrodynamic radius.
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ВСТУП

Полiмернi макромолекули складають широкий клас об’єктiв м’якої речови-

ни та вiдiграють фундаментальну роль як в природних, так i антропогенних

процесах. За своїм походженням цi молекули можуть бути дуже рiзними на

мiкроскопiчному рiвнi, залежно вiд хiмiчної природи мономерiв, з яких вини

складаються. Однак на великих просторових масштабах макромолекули ма-

ють низку спiльних властивостей, якi не залежать вiд їх хiмiчної природи, а

зумовленi в першу чергу їх властивiстю гнучкостi. Саме цi властивостi i є пре-

дметом розгляду в статистичнiй фiзицi та носять назву унiверсальних, тобто

таких що об’єднують широкий клас рiзних за своєю природою об’єктiв.

Одним з центральних прикладiв таких властивостей є характеристики роз-

мiру та форми полiмерних макромолекул у розчинi, а також характеристична

в’язкiсть таких розчинiв. Так характерний розмiр макромолекули в розчинi

зростає зi зростанням її ступеня полiмеризацiї за степеневим законом: R ∼ N ν

з показником, що залежить лише вiд глобальних властивостей розчину, як-от,

температури, взаємодiї полiмеру з розчинником, присутностi домiшок у розчин-

нику, близькостi поверхонь, концентрацiї розчиненої речовини. Так у сильно-

розведеному розчинi, коли мономерам енергетично вигiдно бути оточеними мо-

лекулами розчинника (хороший розчинник), цей показник є в околi 3/5 в три-

вимiрному просторi, однак при зростаннi концентрацiї вiн знижується до 1/2,

ця ж змiна може бути спричинена також змiною температури та змiною кисло-

тностi. У першому випадку, причина зниження характерного розмiру молекул

пов’язана з конформацiйними обмеженнями, в iнших же зi зростанням прива-

бливостi для мономерiв злипатись. Тут варто зазначити, що показник може

знизитись ще бiльше за умови, що притягання мiж мономерами i молекулами

розчинника стане небажаним (поганий розчинник) [1, 2, 3].

Ще один глобальний фактор, що впливає на унiверсальнi властивостi полi-
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мерних макромолекул, є їх архiтектура: закономiрнiсть, з якою низка довгих

гнучких ланцюжкiв з’єднанi мiж собою. Цiкава властивiсть полiмерних макро-

молекул полягає в тому, що зi зростанням ступеня полiмеризацiї характерний

розмiр макромолекул у розчинi зростає з одним i тим же ж показником не за-

лежно вiд архiтектури, однак при одному i тому ж ступенi полiмеризацiї хара-

ктерний розмiр макромолекул може дуже суттєво вiдрiзнятись. Так змикання

вiльних кiнцiв ланцюжка для утворення кiльця веде до зниження характерно-

го розмiру вдвiчi [4], а характерний розмiр дендримера може складати всього

кiлька вiдстоткiв вiд розмiру лiнiйного полiмеру з такою ж кiлькiстю мономе-

рiв [5].

Усi цi особливостi спостерiгались у рамках цiлої низки експериментальних

вимiрювань [6,1], що робить їх дослiдження в рамках аналiтичних та чисельних

пiдходiв важливою задачею.

У рамках аналiтичних пiдходiв вищезгаданi особливостi найефективнiше до-

слiджуються в рамках моделей неперервного ланцюжка [7,1] та ренормгрупових

пiдходiв [2, 1, 8], якi дозволяють отримувати хорошi кiлькiснi та якiснi перед-

бачення властивостей полiмерних макромолекул у розчинах, що мають хороше

узгодження з експериментальними спостереженнями на основi простих моде-

лей, що залежать всього вiд кiлькох параметрiв. У випадку неперервних моде-

лей – це довжина траєкторiй (ступiнь полiмеризацiї), ефективна взаємодiя мiж

мономерами, архiтектура або ж умови обмеження на початок i кiнець кожної з

траєкторiй.

У рамках чисельних пiдходiв використовуються модельнi потенцiали та ме-

тоди огрублення, що дозволяє при вiдносно невеликiй затратi ресурсiв отримати

передбачення для широкого класу макромолекул.

Актуальнiсть теми. В останнi десятилiття значна увага придiляється

синтезу макромолекул з нелiнiйною архiтектурою [9, 10, 11, 12, 13], а розвиток

методiв синтезу та очищення дозволяє отримувати монодисперснi зразки полi-

мерiв зi складною архiтектурою. Значна увага в хiмiкiв, що займаються полi-

мерним синтезом, зосереджена на копiюваннi властивостей природних полiме-
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рiв, беручи приклади з природи та шляхiв формування складних полiмерiв у

нiй.

Прикладами складних архiтектур серед природних макромолекул є, зокре-

ма, мiтохондрiальна ДНК та ДНК деяких бактерiй, що мають кiльцеву архi-

тектуру [14, 15]. Замкненi полiмернi ланцюжки також появляються в процесах

петлеутворення, що вiдiграють важливу роль у стабiлiзацiї глобурярних проте-

їнiв [16,17,18,19], компактифiкацiї ДНК [20,21,22] та регулюваннi генiв [23,24].

Iншим прикладом полiмерних макромолекул зi складною архiтектурою є

полiсахариди, що дуже часто характеризуються гiпергалуженою структурою.

Вони можуть мати як дуже малий ступiль галуження, так i такий, що сягає

∼ 80% [25]. Прикладами полiсахаридiв з низьким ступенем галуження є амiло-

пектин [26], полiглiкоген [27],глiкоген [28]. Загалом полiсахариди мають високу

бiосумiснiсть i низьку токсичнiсть, що робить їх привабливими для бiомеди-

чних застосувань. З цiєю метою синтезуються модифiкованi полiсахариди, якi

задовольняють вимоги щодо їх використання [29,30].

Серед прикладiв найпростiших складногалужених архiтектур, що синтезу-

ються та дослiджуються, є кiльцевi полiмери, пуголовкоподiбнi полiмери, ган-

тельковi та пом-пом полiмери. Кiльцевi полiмери мають суттєво вiдмiннi вла-

стивостi вiд лiнiйних, основна з яких – вiдсутнiсть вiльних кiнцiв, що робить їх

привабливою альтернативою для низки застосувань. Так для кiльцевих полiме-

рiв є характерними пiдвищена розчиннiсть, вища стабiльнiсть та кращi каталi-

тичнi властивостi, до прикладу, циклiчнi пептиди та олiгонуклеотиди викори-

стовуються при створеннi та вдосконаленi лiкiв, оскiльки їх макромолекулярна

архiтектура пiдвищує їх бiосумiснiсть та покращує взаємодiю з молекулами-

цiлями. Характерний розмiр кiльцевих полiмерiв у розчинi є меншим, анiж в

їх лiнiйних аналогiв, в результатi чого для них характерна нижча в’язкiсть у

розчинi та вiдсутнiсть плато в’язкостi в розплавi. Для них також характерний

бiльший фактор набухання та вище значення навантаження на розрив в набу-

хлих мережах та вища термостабiльнiсть [4, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39]. Ци-

клiчна архiтектура також веде до зниження взаємопроникнення та тертя мiж
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полiмерним покриттям та поверхнею [40] та дозволяє пiдлаштовувати розмiр

доменiв у самоорганiзованих матерiалах [41].

Змiшування лiнiйних та кiльцевих полiмерiв, як i хiмiчне прикрiплення кi-

лець до ланцюжкiв, вiдкриває нове поле для матерiалiв з наперед заданими

фiзичними властивостями, що є важливим серед iншого при розробцi екологi-

чночистих полiмерiв [42]. Так, в’язкiсть полiмерних розплавiв для сумiшi лiнiй-

них та кiльцевих полiмерiв зростає зi зростанням концентрацiї лiнiйних домi-

шок, а у випадку, коли їх концентрацiї рiвнi, в’язкiсть приблизно в два рази

перевищує характерну для випадку чистого розплаву лiнiйних полiмерiв [43].

При ковалентному зв’язуваннi кiльцевого полiмеру з одним з кiнцiв лiнiйно-

го утворюється їх гiбрид, вiдомий як пуголовкоподiбний полiмер, що веде до

подальшої модифiкацiї в’язкоеластичних властивостей. У випадку, коли лiнiй-

нi хвостики пуголовкоподiбних полiмерiв є довшi, нiж довжина заплутування,

спостерiгається плато в’язкостi, порiвнюване за величиною з типовим для роз-

плаву лiнiйних полiмерiв, але зi значно повiльнiшою кiнцевою релаксацiєю нiж

вiдповiднi розплави їх складових елементiв [44, 45]. Цi властивостi пов’язують

з пронизуванням кiлець ланцюжками [46]. Прив’язування ще одного кiльця до

вiльного кiльця в пуголовкоподiбному полiмерiв веде до утворення так званого

гантелькоподiбного полiмеру, для якого спостерiгається суттєво бiльше плато

в’язкостi нiж у всiх попереднiх випадках [47].

Найпростiшим прикладом полiмерiв з бiльше нiж одним центром галуже-

ння є пом-пом полiмери [4, 48, 49]. Цей полiмер складається з лiнiйної основи

та прикрiплених до неї зiркових полiмерiв. Цi полiмери iнтенсивно вивчались

у розплавах [50,51,52,53], та характеризуються пiдвищеною у порiвняннi з зiр-

ковими полiмерами в’язкiстю та появою феномену затвердiння пiд дiєю одновi-

сного розтягуючого потоку [50].

Прогрес в розвитку методiв синтезу вiдкрив широке поле можливостей для

синтезу макромолекул з тонкими особливостями їх структури, у тому числi гi-

пергалужених полiмерiв [9, 10, 11, 12, 13]. Гiпергалужений полiмер є термiном,

що описує широкий клас макромолекул, якi мають велику кiлькiсть центрiв
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галуження. Цi макромолекули мають характернi тривимiрнi структури з ба-

гатьма гiлками, що вiдходять вiд кожного з центрiв галуження. Присутнiсть

великої кiлькостi вiльних кiнцiв у такiй архiтектурi суттєво впливає на реологi-

чнi властивостi їх розплавiв [54,55,56]. З iншого боку наявнiсть великої кiлькостi

вiльних кiнцiв та порожнин в серединi вiдкриває широкi можливостi для їх за-

стосування. Серед прикладiв таких застосувань: адресна доставка лiкiв [9, 57],

iнкапсуляцiя барвникiв [11, 58], очищення бiлкiв [10, 59], утворення нанокри-

сталiв [60], створення свiтловипромiнювальних матерiалiв [61], матерiалiв для

покриття поверхонь [62], використання в дiагностицi в бiозображеннях [63], iн-

женерiя бiологiчносумiсних тканин [64], бiоклеїв [65]та iнше.

Одним з найбiльш теоретично дослiджуваних прикладiв гiпергалужених по-

лiмерiв є йоршиковi полiмери, що складаються з основи, до якої густо прикрi-

пленi боковi гiлки [66,67]. Структурнi та реологiчнi властивостi цих макромоле-

кул залежить вiд деталей архiтектури [54,55,56], як от, густина прикрiплювання

та вiдносний ступiнь полiмеризацiї бокових гiлок до основи. Найпростiшим при-

кладом цих молекул є гребiнцевi полiмери, що утворюються при низькiй густинi

прикрiплення [67]. У розплавi вони, як i пом-пом полiмери, характеризуються

ефектом затвердiння пiд дiєю розтягувального поля, що пов’язано з розтягува-

нням сегментiв основи мiж центрами галуження у розчинi [67].

Iншим прикладом гiпергалужених полiмерiв є дендричнi макромолекули,

що характеризуються деревоподiбною структурою. На вiдмiну вiд iнших гiпер-

галужених полiмерiв, дендримери мають високий ступiнь органiзацiї, центри

галуження строго задану кiлькiсть гiлок, вiд яких на строго заданiй хiмiчнiй

вiдстанi вiдходять наступнi центри галуження. Вони характеризуються наявнi-

стю центрального ядра, низки шарiв, що називаються генерацiями та кiнцевих

груп. Уперше такого типу макромолекули були синтезованi групою Фогеля в

1978 роцi та називались каскадними молекулами [68]. А сам термiн “дендри-

мери” з’явився значно пiзнiше в роботах групи Томалiї в 1985 роцi, коли вони

синтезували подiбнi молекули [69]. Як й iншi гiпергалуженi полiмери дендри-

мери мають широкий перелiк технологiчних застосувань, а їх основна перевага
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в строго означенiй структурi з вiльним простором всерединi та чiтко означеною

кiлькiстю вiльних кiнцiв, що можуть мiстити активнi центри на їх поверхнi [70].

У недавнiх роботах [71,72], були синтезованi унiкальнi архiтектури снiжин-

коподiбних полiмерiв. Цi макромолекули складаються з довгих ланцюжкiв по-

критих короткими вiдгалуженнями, що вiдходять вiд спiльного центру галу-

ження. Як i дендримери, вони характеризуються високою кiлькiстю активних

центрiв, але значно бiльшим об’ємом в серединi молекули, що дозволяє захо-

плювати значно бiльшi частинки.

У той час колиб в’язко-елестичнi i динамiчнi властивостi полiмерних розпла-

вiв i концентрованих розчинiв вiдiграють центральну роль в розумiннi властиво-

стей полiмерних матерiалiв у їх найпоширенiших застосуваннях, конформацiйнi

властивостi полiмерiв у сильнорозведених розчинах також привертають суттє-

ву увагу [73]. На практицi вони використовуються як модифiкатори в’язкостi в

мастилах, де архiтектура макромолекул вiдiграє суттєву роль, так як вона не

тiльки важлива для отримання потрiбної в’язкостi, але й може продовжувати

термiн використання мастила, так як у залежностi вiд їх архiтектури макро-

молекули руйнуються по рiзному [74]. Вiдомо, що як лiнiйнi, так i галуженнi

полiмери характеризуються значно нижчою в’язкiстю в розчинi в порiвняннi з

їх лiнiйними аналогами [75,48,76], вона також знижується зi зростанням ступе-

ня галуження [48].

Однак найбiльшу цiннiсть сильно-розведенi розчини мають саме для вивче-

ння властивостей архiтектури, що дозволяє прогнозувати їх властивостi при

подальшому утвореннi матерiалiв [6], так як велика вiдстань мiж макромо-

лекулами в сильно-розведених розчинах дозволяє ефективно вивчати окрему

макромолекулу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН

України. Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно з планами ро-

бiт у рамках бюджетних тем НАН України: "Вплив молекулярної структури i

процесiв локального впорядкування на фiзичнi властивостi багаточастинкових
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систем"(2014-2018 рр., номер держреєстрацiї 0114U001048), "Процеси впорядку-

вання i властивостi багаточастинкових статистичних систем: Теорiя i комп’ютерне

моделювання"(2019-2023 рр., номер держреєстрацiї 0119U100663), "Структуро-

утворення та динамiка в м’якiй речовинi: комп’ютерне моделювання та теоре-

тичний аналiз (2024-2028 рр., номер держреєстрацiї 0124U001505), а також тем

"Новi концепцiї статистичного опису i їх застосування у теорiї багаточастинко-

вих систем"(2017-2021 рр., номер держреєстрацiї 0117U002093), "Форми скла-

дних полiмерних макромолекул: теорiя та моделювання 2017-2018 рр., номер

держреєстрацiї 0117U006391).

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є побудова аналiтичної тео-

рiї та чисельне моделювання складногажужених полiмерних макромолекул (ро-

зетковi, пом-пом, снiжинкоподiбнi, йоршикоподiбнi), що мають як однорiдну

так i неоднорiдну хiмiчну природу (кополiмери) в сильнорозведених розчинах,

що можуть мiстити домiшки, скорельованi на великих масштабах. Завданнями

роботи є:

— Розрахунок гiдродинамiчних радiусiв iдеальних складногалужених по-

лiмерiв у рамках неперервної моделi полiмеру та їх вiдношень до вiдпо-

вiдних радiусiв гiрацiї

— Аналiз впливу петлеутворення на унiверсальнi властивостi галужених

полiмерiв, зокрема iмовiрностi петлеутворення та компактифiкацiї мо-

лекул у результатi петлеутворення.

— Аналiз впливу скорельованих домiшок на унiверсальнi характеристики

галужених полiмерiв, зокрема петлеутворення та ефекти компактифiка-

цiї.

— Аналiз впливу мультигалуженостi на унiверсальнi характеристики роз-

мiру та форми складногалужених полiмерiв у хороших розчинниках,

зокрема їх компактифiкацiї та змiни форми.

— Порiвняння даних аналiтичних передбачень з даними чисельного мо-

делювання методом молекулярної динамiки, дисипативної динамiки та

Монте-Карло з метою тестування застосованостi наближення Дугласа-
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Фрiда для складногалужених полiмерiв.

— Якiсний аналiз впливу архiтектури на окремi структурнi елементи скла-

дногалужених полiмерiв.

— Аналiз конформацiйних властивостей кополiмерiв зi складною полiмер-

ною архiтектурою, зокрема розрахунок ефективних показникiв Флорi та

оцiнка зростання характерного розмiру структурних елементiв у зале-

жностi вiд композицiї макромолекул.

Методи дослiдження. Для досягнення поставлених задач у роботi вико-

ристовувались як аналiтичнi, так i чисельнi методи дослiдження. Аналiтичнi

розрахунки проводились з використанням методу iнтегрування за траєкторiями

в рамках неперервної моделi для розрахунку розмiрних характеристик iдеаль-

них полiмерiв, який доповнювався прямим полiмерним перенормуванням для

врахування ефекту забороненого об’єму та впливу середовища. Чисельне моде-

лювання проводилось з використанням методу молекулярної динамiки в рамках

бусинково-пружинкової моделi та методу Монте-Карло з використанням стри-

жневого алгоритму в рамках граткової моделi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Центральною вiссю роботи

є узагальнення неперервної моделi полiмерiв для опису складних полiмерних

архiтектур з двома i бiльше центрами галуження в сильнорозведених розчи-

нах. Структурно показано методику узагальнення статистичної суми на випа-

док складних архiтектур.

У рамках неперервної моделi запропоновано алгоритм, який дозволяє отри-

мати точнi значення для гiдродинамiчних радiусiв iдеальних полiмерiв зi скла-

дною архiтектурою. Показано, що цей алгоритм розрахунку працює у всiх ви-

падках, у яких працює алгоритм де Клуазо для розрахунку радiуса гiрацiї.

Проаналiзовано вплив галуження на iмовiрностi петлеутворення. Показано,

що зростання ступеня галуження веде до зниження iмовiрностi петлеутворен-

ня у випадку, коли петля утворюється за участю центрального мономеру, та

зростання iмовiрностi у випадку iнших типiв петель за рахунок зростання ком-

бiнаторних можливостей. Присутнiсть скорельованих домiшок у системi веде
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до зниження iмовiрностi утворення петель та слабших ефектiв компактифiка-

цiї у той час, як присутнiсть петель у чистому середовищi веде до суттєвої

компактифiкацiї.

Показано, що наближення Дугласа-Фрiда для кiлькiсної оцiнки розмiрних

характеристик полiмерiв у хорошому розчиннику надiйно працює для широкого

перелiку полiмерiв, зокрема розеткових, пом-пом, гантелькових та снiжинкових

полiмерiв у широкому дiапазонi параметрiв галуження. Для цих макромолекул

порiвняння з даними чисельного моделювання методами Монте-Карло, дисипа-

тивної та молекулярної динамiк дають хорошi кiлькiснi узгодження як з вра-

хуванням поправок вiд скiнченно-розмiрного скейлiнгу, так i без їх врахуван-

ня. Наближення також виявилось ефективним для обмеженого набору параме-

трiв архiтектури “йоршикових” полiмерiв, де отримуємо кiлькiсне узгодження

з даними моделювання методом молекулярної динамiки та якiсне в межах 30%

узгодження для всiх iнших значень параметрiв.

Уперше проаналiзовано вплив мультигалуженостi та вiдносних ступенiв по-

лiмеризацiї на характерний розмiр полiмерних макромолекул у хорошому роз-

чиннику. Показано, що рiзнi структурнi елементи зазнають розтягування пiд

впливом архiтектури по рiзному. Так гiлка зiркового полiмера та гiлка в пом-

пом полiмерi розтягуються так само, а лiнiйна основа пом-пом полiмеру зазнає

суттєвiшого розтягування, коли її ступiнь полiмеризацiї порiвнюваний зi ступе-

нем полiмеризацiї гiлки, та майже не зазнає впливу архiтектури, коли вiн суттє-

во бiльший. У той же час кiльце в розетковому полiмерi розтягується сильнiше

нiж ланцюжок.

Уперше розраховано нерухомi точки для n блокових кополiмерiв та показа-

но, що в рамках неперервної моделi може бути враховано лише два можливих

типи блокiв, що пiдпорядковуються одному з двох скейлiнгових законiв. Для n

блокового полiмеру, у якому блоки з’єднанi послiдовно, проаналiзовано вплив

порядкового номеру в структурi на характерний розмiр блоку. У випадку скла-

дногалужених полiмерiв уперше розраховано ефективнi скейлiнговi показники

та показано, що на них впливає лише ефективна взаємодiя мiж мономерами в
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межах блокiв та не впливає ефективна взаємодiя мiж мономерами на рiзних

блоках. Пiдтверджено iснування трьох характерних масштабiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi в роботi чи-

словi значення для унiверсальних розмiрних характеристик складногалужених

макромолекул у хорошому розчиннику можуть бути в подальшому використанi

при описi гiдродинамiчних та в’язкоеластичних властивостей полiмерних роз-

чинiв. Результати, отриманi для iдеальних полiмерних структур важливi, так

як можуть застосовуватись у тому числi для подальшого аналiзу властивостей

концентрованих полiмерних розчинiв та розплавiв. Також можуть використо-

вуватись для прогнозу характеристичних масштабiв у самоорганiзованих мате-

рiалах.

Важливий внесок цiєї роботи пов’язаний зi запропонованим у нiй алгори-

тмом точного розрахунку гiдродинамiчного радiуса складногалужених полiме-

рiв, що є важливим для подальших дослiджень гiдродинамiчних властивостей

полiмерних розчинiв.

Особистий внесок здобувача. Особистий внесок здобувача в роботах

виконаних у спiвавторствi може бути визначений таким чином: у роботах [77,

78, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90] було розраховано розмiрнi характери-

стики в межах неперервної моделi; роботах [84, 85, 86, 89] розроблено код для

iмплементацiї стрижневого алгоритму; у роботi [78] запропоновано алгоритм

для розрахунку гiдродинамiчного радiусу в рамках неперервної моделi; у ро-

ботах [85,86] виконано розрахунок спостережуваних величин в рамках молеку-

лярної динамiки.

Здобувач брала безпосередню участь в обговоренi всiх результатiв у проведе-

них дослiдженнях та постановцi задач в [77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,89,90]

Апробацiя результатiв дисертацiї. Ключовi результати дослiджень до-

повiдались на наукових зустрiчах: Ulam computer Simulations Workshop: Challenges

& Opportunities in Molecular Simulations (Lviv, Ukraine, 2017); 18th International

NTZ-Workshop on New Developments in Computational Physics(Leopzig, Germany,
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2017); Workshop on current problems in physics(Lviv, Ukraine, 2018); 19-та Все-

українська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статистичної фiзики та

теорiї конденсованої речовини (Львiв, Україна, 2019); 5th Conference on Stati-

stical Physics: Modern Trends and Applications (Lviv, Ukraine, 2019); Рiздвянi

дискусiї (Львiв, Україна, 2020; 20-ї Всеукраїнської школи-семiнару та конкур-

су молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини

(Львiв, Україна, 2020); 20th International NTZ-Workshop on New Developments

in Computational Physics (Leipzig, Germany, 2020); XI Young Scientists Conference

Problems of Theoretical Physics (Kyiv, Ukraine, 2020); 46th Conference of Middle

European Cooperation in Statistical Physics (MECO46) (Riga, Latvia, 2021); 22-

й Всеукраїнської школи-семiнару та конкурсу молодих вчених зi статистичної

фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, Україна, 2022); Workshop on

current problems in physics (Lviv, Ukraine, 2023), а також на семiнарах "Стати-

стична фiзика складних систем"Iнституту фiзики конденсованих систем НАН

України та семiнарах вiддiлу компютерного моделювання багаточастинкових

систем Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiкавано 14 статей у наукових

виданнях та 8 тез мiжнародних конференцiй.

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу ше-

сти роздiлiв оригiнальної частини та списку використаних джерел зi 212 найме-

нувань, мiстить 92 рисункiв та 10 таблиць. Повний обсяг дисертацiї 265 сторiнок.

У першому роздiлi здiйснено огляд робiт, присвячених вивченню хара-

ктеристик розмiру та форми складних полiмерних молекул у сильнорозведених

розчинах.

Другий роздiл роботи зосереджується на вивченнi характеристик розмiру

та форми складних полiмерних макромолекул у тета-розчинах, коли взаємо-

дiї притягування i вiдштовхування мiж мономерами нiвелюють одна одну, а

полiмернi конформацiї пiдпорядковуються гауссовiй статистицi. Так, у роздiлi

розглядається алгоритм розрахунку гiдродинамiчного радiуса в рамках моделi

неперервного ланцюжка, який дозволяє точно розраховувати цю величину для
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iдеальних полiмерiв. Для розеткових полiмерiв результати розрахунку вiдноше-

ння мiж гiдродинамiчним радiусом та радiусом гiрацiї кiлькiсно узгоджуються

з даними чисельного моделювання методом молекулярної динамiки.

У випадку складногалужених полiмерiв з “йоршиковою” архiтектурою по-

казано, що замикання як бокових ланцюжкiв так i основи в кiльця веде до

компактифiкацiї архiтектури. Подiбне спостереження є правдивим i для полi-

мерних мереж, де зростання зв’язностi веде до компактифiкацiї. Для цих стру-

ктур результати порiвнюються з даними, отриманими у пiдходi методу Вея.

Так, у випадку перiодичних структур з великою кiлькiстю iзольованих петель

переваги є на сторонi неперервної моделi, так як метод Вея втрачає точнiсть

через присутнiсть вiд’ємних власних значень у матрицi Кiрхгофа. Натомiсть у

випадку полiмерних мереж переваги має метод Вея, оскiльки дозволяє опису-

вати сильнозв’язнi мережi так само легко, як i мережi з нижчою зв’язнiстю в

той час, як складнiсть розрахункiв для неперервної моделi стрiмко зростає зi

зростанням зв’язностi мережi.

У третьому роздiлi розглядаються полiмери з одним центром галуження.

Для початку проводиться аналiз впливу як короткосяжної, так i далекосяжної

взаємодiї на процес утворення петель у зiркових полiмерах. З отриманих семи

можливих типiв петель лише для двох з них затухання iмовiрностi їх утворе-

ння залежить вiд ступеня галуження, але у всiх семи випадках присутнiсть

далекосяжної взаємодiї веде до зниження петлеутворення.

Далi аналiз проводиться для розеткових полiмерiв. Цi струткури серед iн-

шого можуть утворюватись у процесах петлеутворення в зiркових полiмерах i

цiкавi тим, що все ще характеризуються лише одним цетром галуження. Так

як i для iмовiрностей утворення петель, розмiрнi вiдношення для розеткових

полiмерiв розглядались як для короткосяжної, так i для далекосяжної взаємо-

дiї мiж мономерами. Показано, що присутнiсть далекосяжної взаємодiї веде до

набухання клубка. У випадку короткосяжних взаємодiй результати розрахову-

валась з використанням наближення Дугласа-Фрiда, яке було запропоновано,

як альтернатива розрахунку вищих порядкiв теорiї збурення для кiлькiсного
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передбачення розмiрних вiдношень. Порiвняння отриманих результатiв з дани-

ми молекулярної динамiки показує, що у випадку полiмерiв з одним цетром

галуження це наближення дає кiлькiсне передбачення розмiрного вiдношення.

Четвертий роздiл продовжує тему застосування наближення Дугласа-

Фрiда до полiмерiв з двома цетрами галуження. З цiєю метою розглядаються

пом-пом та гантельковi полiмери, для яких аналiтичнi результати порiвнюю-

ться з даними дисипативної динамiки та Монте-Карло симуляцiй у першому

випадку та молекулярної динамiки в другому випадку. Усi отриманi результати

дають хороше кiлькiсне узгодження.

Важливим моментом цього роздiлу є рогляд впливу вiдносної довжини се-

гмента мiж двома центрами галуження (основи) у порiвняннi з боковими се-

гментами на характерний розмiр макромолекул. Розгляд цiєї залежностi для

розмiрного вiдношення у порiвняннi з лiнiйним полiмером дає монотонне зро-

стання до значення одиницi, а отже боковi гiлки не вiдiграватимуть суттєвої

ролi. У випадку гантелькових полiмерiв цi спостереження добре узгоджую-

ться з експериментальними спостереженнями. Проте розгляд асферичностi дає

бiльш нетривiальну поведiнку, коли на промiжних довжинах галуженi молекули

є бiльш видовженi за лiнiйнi.

У п’ятому роздiлi розглядаються гiпергалуженi полiмери, що не мiстять

петель. Зокрема “йоршиковi” полiмери та дендроподiбнi (снiжинковi) полiмери.

У випадку останнiх показано, що при вiдносно невисоких ступенях галуження

в архiтектурi результати наближення Дугласа-Фрiда добре узгоджуються з да-

ними чисельного моделювання в рамках молекулярної динамiки. Натомiсть у

випадку “йоршикових” полiмерiв картина є дещо складнiшою: у випадку коли

вiдстань мiж центрами галуження вздовж основи є бiльшою нiж боковi гiлки

або ж коли загальна довжина основи є спiвмiрною з довжиною бокових гiлок

наближення дає хорошi кiлькiснi передбачення, в усiх iнших випадках узгодже-

ння є швидше якiсними.

У випадку снiжинкових полiмерiв також були розгляненi властивостi фор-

ми. Тут використовувались результати молекулярної динамiки та данi методу
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Вея. У першому випадку полiмери розглядались у хорошому розчиннику, а в

другому – тета. Метою такого порiвняння було оцiнити вплив ефекту заборо-

неного об’єму на форму макромолекул без необхiдностi проведення додаткових

симуляцiй. Показано, що зростання ступеня галуження в центрi архiтектури ве-

де до стрiмкого спаду асферичностi, що пiдсилюється присутнiстю забороненого

об’єму. Натомiсть зростання ступенiв галуження на зовнiшнiй оболонцi веде до

незначного зниження асферичностi та є нечутливим до типу розчинника.

Шостий роздiл роботи зосереджується на розглядi характерного розмiру

структурних елементiв та аналiзi впливу архiтектури на них. У рамках непе-

рервної моделi якiсно оцiнено видовження структурних елементiв у порiвняннi

з аналогiчними ланцюжками (кiльцями), що не є частиною архiтектури. Кiль-

кiсна оцiнка проведена в рамках чисельного моделювання рiзними методами.

Показано, що наближення Дугласа-Фрiда не дає кiлькiсного передбачення, а

отже, на локальному рiвнi вищi порядки вiдiграють важливу роль.

Наостанок, сьомий роздiл присвячено розгляду складних кополiмерiв. По-

казано, що в рамках неперервної моделi скейлiнговi показники розмiру не зале-

жать вiд взаємодiї мiж мономерами на рiзних сегментах полiмеру. Бiльше того,

незважаючи на складнiсть архiтектури кополiмер описуватиметься трьома ха-

рактерними масштабами: по одному на блок кожного типу, а таких у моделi є

лише два доступних, та один, який описує кореляцiї мiж цими блоками.

Результати неперервної моделi порiвнюються з даними чисельного моделю-

вання методом Монте-Карло, якi пiдтверджують, що для всiх розглянутих ар-

хiтектур скейлiнговi показники розмiру не залежать вiд вiзаємодiї мiж мономе-

рами рiзних типiв.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У роздiлi висвiтлюється огляд робiт, присвячених вивченню впливу полiмер-

ної архiтектури на унiверсальнi характеристики розмiру та форми полiмерних

макромолекул.

1.1. Чому важливi сильнорозведенi розчини?

Полiмернi макромолекули часто є довгими гнучкими ланцюжками. Найча-

стiше мова йде про довгi лiнiйнi ланцюжки, де мономери одного або рiзних типiв

з’єднанi послiдовно. Типовими прикладами є довгi молекули полiетилену, ДНК

та бiлки. Однак, як серед природних, так i синтетичних макромолекул є бага-

то молекул, де гнучкi ланцюжки з’єднуються, утворюючи складнi архiтектури.

Найпростiшими прикладами є кiльцевi та зiрковi полiмери, найскладнiшими –

полiмернi мережi [2, 91,92].

Починаючи з раннiх етапiв вивчення полiмерiв, було зрозумiло, що при син-

тезi полiмерних макромолекул не завжди виникають довгi лiнiйнi ланцюжки,

де кожен мономер з’єднаний хiмiчними зв’язками з щонайбiльше двома iнши-

ми мономерами [6, 4]. Хоча в цей перiод мова йшла про гiпергалуженi стру-

ктури i полiмернi мережi з доволi хаотичною архiтектурою. Розвиток методiв

синтезу вiдкрив можливостi для контролю за полiмерною архiтектурою, вiд-

криваючи можливостi для створення матерiалiв з чiтко вiдомими властивостя-

ми [93, 13, 94]. Низка поширених архiтектур, що були синтезованi, наведенi на

рисунку 1.1. Серед них добре вiдомi i широко дослiджуванi кiльцевi, зiрковi

та гребiнцевi полiмери, а також менш вiдомi архiтектури, що були синтезованi

вiдносно недавно, як от пом-пом [48,49,95] чи пулоговкоподiбнi [96].

Зазначимо, що зображений на рисунку розетковий полiмер є узагальненням

пуголовкоподiбного, частковi випадки якого були синтезованi [35, 94]. Також
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Рис. 1.1: Схематичне зображення полiмерних архiтектур

структури з великою кiлькiстю петель виникають у процесi стабiлiзацiї глобу-

лярних бiлкiв [97] та при компактифiкацiї ДНК [24].

Незважаючи на рiзну хiмiчну природу полiмерiв, низка їх властивостей пов’я-

зана з гнучкiстю та макромолекулярною архiтектурою, серед них, до прикладу,

модулi еластичностi i пружностi в полiмерних розплавах та в’язкiсть полiмер-

них розчинiв [91]. Таким чином, розумiння впливу архiтектури на поведiнку

матерiалiв є важливим, однак у випадку розплавiв чи концентрованих розчинiв

взаємодiя мiж макромолекулами вiдiграє важливу роль, як-от, процеси заплу-

тування в розплавах, якi є причиною наявностi плато в’язкостi [50,52]. З метою

вивчення архiтектури, особливо у випадках синтезу нових полiмерiв, їх власти-

востi вивчаються у сильнорозведених розчинах. Низька концентрацiя зразкiв

у розчинi дозволяє нехтувати взаємодiями мiж макромолекулами й ефектив-

но вивчати особливостi окремої молекули. У сильнорозведених розчинах лише

другий вiрiальний коефiцiєнт парцiального тиску залишається важливим [6].

Експериментально полiмернi розчини вивчають з використанням статичного

i динамiчного розсiяння свiтла, вузько-кутовим розсiюванням рентгенiвських

променiв та нейтронiв i капiлярною вiзкозиметрiєю. Вони також доповнюються

вимiрюваннями парцiального тиску та витiсною хроматографiєю.
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В експериментах зi статичного розсiювання параметри оцiнюються, викори-

стовуючи вiдношення:

K

Rθ
=

1

Mw

((
1 +

1

3
⟨R2

g⟩q2θ
)

+ 2A2Mwc

)
(1.1)

що пов’язує нормовану iнтенсивнiсть розсiювання з характеристиками макро-

молекул у розчинi: ваговоусередненою молярною масою (Mw), середнiм ква-

дратом радiуса гiрацiї (Rg) та другим вiрiальним коефiцiєнтом A2. Зауважимо,

що цей вираз має обмеження у використаннi, так як розмiр макромолекул має

бути меншим нiж довжина хвилi опромiнення (qθRg < 2, де qθ довжина векто-

ра розсiювання), а концентрацiя низька (2A2Mwc < 0.5). З цього виразу видно

що в експериментах зi статистичного розсiювання радiусу гiрацiї може бути

однозначно визначений.

У рамках експериментiв з динамiчного розсiювання визначають часову ко-

реляцiйну функцiю для iнтенсивностi розсiювання [98]:

g2(q, t) =
⟨I(0)I(t)⟩
⟨I(∞)⟩2

, (1.2)

ця величина загасає вiд ≈ 2 до одиницi. Опускаючи детальний опис, у випадку

сильно-розведених розчинiв можливим є використання спiввiдношення:

g2(q, t) ≈ 1 + β exp(−2q2Dzt), q2Dzt << 1 (1.3)

де Dz коефiцiєнт дифузiї переносу, який у свою чергу пов’язаний з гiдродина-

мiчним радiусом через спiввiдношення Стокса-Ейнштейна:

Dz =
kBT

6πη0⟨Rh⟩
(1.4)

де η0 в’язкiсть розчинника.

Варто зауважити, що в рамках вiзкозиметричних вимiрювань отриманi ре-

зультати для в’язкостi також пов’язують з характерним радiусом (в’язкоеласти-

чним), однак в рамках цих вимiрювань макромолекули не можна розглядати

як такi, що лише коливаються в розчинi, а отже їх результати не порiвнюються

зi статичними теорiями якi є предметом цiєї роботи.
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1.2. Унiверсальнi характеристики

Хоча радiус гiрацiї та гiдродинамiчний радiус вимiрюються на експеримен-

тi, їх значення залежать як вiд глобальних (вимiрнiсть простору, полiмерна

архiтектура, взаємодiя з розчинником, молярної маси), так i локальних хара-

ктеристик (деталей хiмiчної структури). Оскiльки для широкого класу практи-

чних застосувань макромолекул важливими є саме глобальнi характеристики, у

статистичному описi та при аналiзi експериментiв розглядаються унiверсальнi

величини, якi залежать лише вiд глобальних характеристик системи.

1.2.1. Скейлiнговi показники. Iсторично одна з провiдних ролей серед

унiверсальних характеристик припадає на скейлiнговi показники. Так, до при-

кладу в’язкiсть полiмерних розчинiв пов’язана з молярною масою полiмеру за

степеневим законом:

[η] ∼ Ma (1.5)

де a скейлiнговий показник, що залежить лише вiд глобальних характеристик

макромолекул. Цей вираз вiдомий як рiвняння Марка-Хоувiнка, а показник

a = 3ν − 1, де ν, показник Флорi. Саме вивченню показника Флорi вiд витокiв

науки про полiмери i дотепер придiляється чи не найбiльше уваги. Цей показник

описує зв’язок розмiрних характеристик з масою макромолекул:

⟨Rg⟩ ∼ ⟨Rh⟩ ≈ AM ν. (1.6)

Тут Rg позначає радiус гiрацiї, а Rh – гiдродинамiчний радiус. У теорiї Флорi

для полiмерiв у хорошому розчиннику показник ν подано виразом:

ν =
3

2 + d
, (1.7)

де d вимiрнiсть простору. У хорошому розчиннику полiмери набувають стану

розгорнутого клубка, так як взаємодiя мiж мономерами полiмеру та молекула-

ми розчину є енергетично вигiдною. Випадок, коли такi взаємодiї не є енергети-

чно вигiдними, називається поганим розчинником, у ньому полiмер перебуває

в станi компактної глобули з показником ν = 1
3 .
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Цiкавим є промiжний мiж цими станами випадок, коли показник ν = 1
2 . Цей

випадок є селективним або θ-розчинником. З погляду фiзики, такий розчинник

характеризується зрiвноваженням притягання i вiдштовхування мiж мономе-

рами або ж рiвностi другого вiрiального коефiцiєнта нулю [8]. Варто зазначити,

що тета-розчин визначається саме значенням другого вiрiального коефiцiєнта,

а не скейлiнгового показника, так як останнiй набуває цього ж значення i в

iнших випадках, як, до прикладу, концентрованi розчини чи розплави лiнiйних

полiмерiв. У рамках теоретичних пiдходiв цей показник також спостерiгається

для вимiрностей простору d ≥ 4.

Дослiдження показника Флорi з використанням як чисельних, так й ана-

лiтичних методiв дають значення, якi збiгаються зi значенням виразу 1.7 для

всiх цiлих вимiрностей простору при d ≤ 4, окрiм d = 3 [1], а також деяких

фрактальних вимiрностей [99]. У випадку тривимiрного простору значення є

дещо завищеним. У рамках теоретико-польових розрахункiв цей показник –

ν = 0.5882(11) [100], а чисельне моделювання методом Монте-Карло дає значе-

ння ν = 0.587597(7) [101].

Експериментальнi вимiрювання скейлiнгового показника для радiуса гiрацiї

розрахованi для п’яти найбiльш поширених гнучких лiнiйних полiмерiв коли-

ваються мiж 0.61 i 0.546, а для гiдродинамiчного радiуса мiж 0.592 та 0.552

[102, 103]. У випадку ДНК експериментальнi вимiрювання з використанням

атомної мiкроскопiї дають значення ν = 0.585(14) [104]. Цi експерименталь-

нi значення узгоджуються як з формулою Флорi, так i зi значеннями iнших

дослiджень.

Важливою особливiстю скейлiнгу полiмерiв є те, що показник ν не залежить

вiд архiтектури макромолекул [105,106], лише вiд взаємодiї полiмеру з розчин-

ником та вимiрностi простору. До прикладу, у випадку зiркових полiмерiв з

чотирма [107] та шiстьма [108] гiлками цей показник є 0.595.

Скейлiнговi властивостi стають значно складнiшими, коли макромолекула

складається з сегментiв, якi по рiзному взаємодiють з розчинником. Такi моле-

кули називають кополiмерами.
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У найпростiшому випадку це диблок кополiмери – лiнiйнi молекули, якi

складаються з двох сегментiв, що по рiзному взаємодiють з розчинником. Так,

для однiєї частини розчинник буде хорошим, i її характерний розмiр буде пiд-

порядковуватись скейлiнговому показнику Флорi, а для iншої розчинник буде

в околi тета точки i її характерний скейлiнг буде 1
2 [109, 110]. Це означає, що

навiть у випадку найпростiших кополiмерiв молекула матиме три характернi

масштаби i вiдповiдно три скейлiнговi показники, два згаданi для кожного з се-

гментiв i третiй вiд взаємодiї мiж сегментами, або ж їх взаємного розташування

в просторi.

У випадку диблок кополiмерiв цi показники розраховувались у низцi робiт

[111,112,113,114,115], а значення показникiв отриманi як аналiтично [111,116],

так i чисельно [111, 112]. Важливим є те, що було пiдтверджено, що скейлiн-

говий показник для кожного iз сегментiв залежить лише вiд його взаємодiї з

розчинником i не зазнає впливу вiд iншого сегмента.

Три характерних масштаби (скейлiнговi показники) для кополiмерiв можуть

спостерiгатись лише в рамках теоретичних дослiджень, пiд час експеримен-

тальних вимiрювань можна отримати лише ефективний показник для цiлої мо-

лекули. Такi показники знову ж розраховувались теоретично, i для зiркових

полiмерiв вони залежать вiд архiтектури макромолекул [117, 118]. Ефективнi

показники за значеннями близькi до показника взаємодiї мiж гiлками рiзного

типу. Таким чином, у випадку кополiмерiв скейлiнговi показники є залежними

вiд архiтектури макромолекул.

На вiдмiну вiд скейлiнгового показника ν, що може бути вимiряним на екс-

периментi та характеризує поведiнку експериментально спостережуваної вели-

чини, скейлiнговий показник γ описує поведiнку статистичної суми (кiлькостi

конфiгурацiй) макромолекули в розчинi:

ZN = µNN 1−γ, (1.8)

тут N ступiнь полiмеризацiї ланцюжка. Ця характеристика є частиною стати-

стичного опису полiмерних розчинiв, а показник γ вiдiграє важливу роль так

як є унiверсальним i не залежить вiд моделi, що використовується для опису.
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Як i у випадку з попереднiм показником γ залежить вiд вимiрностi простору.

У двовимiрному просторi вiн може бути розрахований точно γ = 43/32 [119], а

в тривимiрному в рамках теоретико-польової ренормгрупи дається приблизною

оцiнкою : γ = 1.1596(2) [100].

У виразi 1.8 µ позначає фугативнiсть. Це неунiверсальна величина, яка за-

лежить вiд локальних параметрiв моделi, як, до прикладу, параметрiв гратки,

на якiй проводиться моделювання. Її фiзичний змiст пов’язаний з кiлькiстю

можливих положень мономеру вiдносно сусiднiх.

Також варто зазначити, що цей показник залежить вiд архiтектури полiме-

ру. У випадку кiльцевих полiмерiв вiн пов’язаний з показником ν через спiввiд-

ношення гiперскейлiнгу [106] γ = 1 + νd, а для зiркових полiмерiв спостерiгає-

ться значно багатша скейлiнгова поведiнка:

ZN = µNf(Nf)1−γf , (1.9)

де f кiлькiсть гiлок зiрки [120,121]. У випадку кополiмерних зiрок скейлiнгова

поведiнка статсуми стає ще бiльш насиченою [122].

У станi полiмерного клубка мономери, якi роздiленi значною вiдстанню вздовж

полiмерного ланцюжка, наближаються в просторi один до одного на вiдстань

достатньо малу, щоб мiж ними виникло притягання. Такi процеси називаються

петлеутворенням i вiдiграють важливу роль у низцi технiчних (синтез кiльцевих

полiмерiв) та бiологiчних (регулювання генiв [123] чи стабiлiзацiя бiлкiв [124])

процесiв.

Найбiльш поширеним та найлегшим для статистичного опису є петлеутво-

рення мiж лише двома мономерами. Iмовiрнiсть утворенням петель також пiд-

лягає скейлiнговому закону з унiверсальним показником [125]. Для полiмерiв у

тета-розчинi ця iмовiрнiсть дається виразом:

P ∼ |i− j|−d/2, (1.10)

де P iмовiрнiсть утворення петлi довжиною |i − j| з тим, що i та j номери

мономерiв вздовж ланцюжка. Для полiмерiв у хорошому розчиннику також
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зберiгається скейлiнгова поведiнка, однак значення показника залежить не ли-

ше вiд вимiрностi простору, але й вiд вiдносної позицiї мономерiв вздовж лан-

цюжка [126], так найвища iмовiрнiсть утворення петель спостерiгається при

взаємодiї двох мономерiв на кiнцях ланцюжка, а найнижка для двох внутрi-

шнiх мономерiв [127]. У загальному виглядi скейлiнговий закон для iмовiрностi

утворення петель у хорошому розчиннику дається виразом:

P a ∼ |i− j|−λa (1.11)

де λa - скейлiнговий показник для певного типу петлi. Цi показники розрахо-

вувались у низцi робiт [120, 128, 129]. Чисельне моделювання методом Монте-

Карло дає λ0 = 1.920 для iмовiрностi утворення кiлець або ж петель мiж дво-

ма кiнцевими мономерами. Iмовiрнiсть утворення петлi мiж одним кiнцевим i

одним внутрiшнiм мономером визначається показником λ1 = 2.035, а найбiль-

ше значення було отримане для петель мiж двома внутрiшнiми мономерами

λ2 = 2.242 [128].

Слiд зазначити, що iмовiрнiсть утворення петель спадає зi зростанням вiд-

станi мiж мономерами вздовж полiмерної макромолекули, що є суттєвою про-

блемою при синтезi високомолекулярних полiмерних кiлець методом замикання

кiнцiв. Також перехiд вiд тета-розчинника до хорошого є фактором що знижує

iмовiрнiсть утворення петель, так як ефективне вiдштовхування мiж мономе-

рами бiльше не зрiвноважується притяганням.

Усе сказане вище стосується макромолекул, для яких взаємодiя мiж моно-

мерами є короткосяжною, однак є випадки полiмерних розчинiв, коли мiж мо-

номерами є далекосяжна взаємодiя, як, до прикладу, полiелектролiти. Для по-

лiмерiв з високою концентрацiєю заряду скейлiнговий показник наближається

до одиницi, а сама макромолекула стає стрижнеподiбна у випадку ланцюжкiв

та плоским елiпсоїдом у випадку кiлець [130]. У випадку, коли концентрацiя

зарядiв є незначною, спостерiгається бiльш розгорнений клубок з показником

дещо вищим, нiж у випадку незаряджених полiмерiв [131].

Ще одним прикладом ефективної далекосяжної взаємодiї є полiмер у пори-

стому середовищi, як, до прикладу, аерогелi, колоїднi системи, внутрiклiтинне
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середовище, яке значною мiрою заповнене бiохiмiчними елементами клiтини.

У статистичному описi такi випадки розглядають як наявнiсть точкових де-

фектiв, скорельованих на великiй вiдстанi за певним законом [132]. Найпростi-

шим випадком для аналiтичного опису є дефекти, скорельованi за степеневим

законом [133]:

g(r) ∼ r−a (1.12)

де a параметр, що може бути спiввiднесений з фрактальною вимiрнiстю дефек-

тiв : a = d− df .

Результати, отриманi для цих моделей у рамках ренормгрупових пiдходiв

вказують на зростання скейлiнгового показника та набухання клубка [134], а

сам показник залежить вiд параметра a.

1.2.2. Розмiрнi спiввiдношення. Як зазначалось ранiше, у випадку го-

мополiмерiв скейлiнговий показник ν не залежить вiд архiтектури полiмерних

молекул, однак самi характеристики розмiру залежать вiд архiтектури. З метою

дослiдження цих особливостей Зiмм i Стокмаєр запропонували розглядати вiд-

ношення мiж радiусами гiрацiї галуженої структури та лiнiйної макромолекули

такої ж молекулярної маси [4]:

gc =
⟨R2

g⟩complex

⟨R2
g⟩chain

. (1.13)

Оскiльки архiтектури, якi порiвнюються, пiдпорядковуються тому ж закону

скейлiнгу, то скейлiногова частина M 2ν скоротиться, залишивши лише вiдно-

шення амплiтуд. Тут варто зазначити, що амплiтуди мiстять не лише iнфор-

мацiю про архiтектуру, але i про хiмiчну структуру полiмеру чи модель, яку

використовували для опису, а отже, чисельник i знаменник у виразi (1.13) по-

виннi бути отриманi для макромолекул тiєї ж хiмiчної природи, а в теоретичних

результатах з використанням тiєї ж моделi.

У своїй оригiнальнiй роботi Зiмм i Стокмайер [4] розглядали три типи по-

лiмерної архiтектури: кiльця, зiрки та структуру з двома центрами галуження.

Для кiлець вони показали, що факт замикання кiнцiв полiмеру веде до компа-

ктифiкацiї полiмерного клубка в два рази. У випадку ж галужених структур
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були отриманi складнi вирази, що мiстять залежнiсть вiд ступенiв полiмери-

зацiї молекул. У кiнцi сорокових рокiв технологiї полiмеризацiї не дозволяли

отримати зразки з низькою полiдисперснiстю, а тому розгляд зiрок з гiлками

рiзного ступеня полiмеризацiї був актуальною проблемою. Розгляд ж випадку

коли всi гiлки зiркового полiмеру мають однаковий степiнь полiмеризацiї веде

до суттєвого спрощення виразу:

gstarc =
3f − 2

f 2
, (1.14)

де f кiлькiсть гiлок зiрки.

Подiбним чином спрощується i вираз для галуженого полiмеру з двома цен-

трами галуження, який вже в 90х роках отримав назву пом-пом полiмеру [50]:

gpom−pom
c =

3(f 2
1 + f 2

2 ) + 4(f1 + f2) + 12f1f2 + 1

(f1 + f2 + 1)2
, (1.15)

де f1 та f2 кiлькiсть бокових гiлок на кожному з центрiв галуження пом-пому.

Вирази отриманi в [4] розрахованi для випадку полiмеру в тета розчин-

нику. Аналiтичнi та чисельнi розрахунки розмiрного вiдношення gc в хоро-

шому розчиннику вказують лише на незначне зростання чисельного значен-

ня [31, 138, 137]. Так (1.14) для зiрки з чотирьох гiлок дає значення 0.625, у

хорошому розчиннику найкраща аналiтична оцiнка дає значення 0.631 [31]. Екс-

периментальнi вимiрювання дають значення 0.62 [135] та 0.61 [107]. Для зiрок

з шiстьма гiлками розмiрне вiдношення набуває значень 0.444 [4], 0.453 [31] та

0.45 [108] вiдповiдно. Бiльше значень для порiвняння наведено на рисунку 1.2.

Розмiрне вiдношення gc також вимiрювалось для низки складнiших полiме-

рiв [49,139,47,96]. Загальноспостережуваною є тенденцiя зниження характерно-

го розмiру галуженого полiмеру у порiвняннi з лiнiйним такої ж маси. У випад-

ку гребiнцевих полiмерiв та пом-пом полiмерiв зростання ступеня галуження

веде до пониження значення gc. Обмежений перелiк результатiв вказаний на

рисунку 1.3 як функцiя молекулярної маси. У роботi [96] були отриманi значен-

ня для пуголовкоподiбних полiмерiв з одним та двома хвостиками. Їх значення

меншi за одиницю, але бiльшi вiд 1/2 характерної для вiдношення мiж кiльцем
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Рис. 1.2: Значення розмiрного вiдношення gc для зiркових полiмерiв як функцiя кiлькостi

гiлок. Суцiльною лiнiєю позначенi результати аналiтичного розрахунку для зiрко-

вих полiмерiв в хорошому розчиннику [31], штрихованою вираз 1.14, кружечками

позначеннi результати експериментальних вимiрювань для полiстиролу в хоро-

шому розчиннику. f = 4 [135] розчинник: ацетон, f = 6 [108] розчинник: бензен,

решта [136] розчинник: толуен, а квадратами – результати симуляцiй [137]

та ланцюжком, ще один результат для архiтектури з кiльцями – гантельковий

полiмер з основою у вiсiм разiв важчою нiж кожне з кiлець причеплених до

її кiнцiв. Для гантельки Доi зi спiвавторами отримали значення близьке до

одиницi [47].

Часом в рамках експериментальних вимiрювань зосереджуються на розра-

хунку вiдношення мiж гiдродинамiчними радiусами g
1/2
h =

⟨Rh⟩complex

⟨Rh⟩chain . В [140] по-

дiбний аналiз проводився для гребiнцевих полiмерiв з лiнiйною або кiльцевою

основою. Як i в результатах, отриманих в [139], тут спостерiгаються знижен-

ня характерного розмiру зi зростанням кiлькостi галужень, а також замикання

основи в кiльце веде до компактифiкацiї архiтектури. Варто також зауважи-
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Рис. 1.3: Значення розмiрного вiдношення gc для складногалужених полiмерiв як функцiя

молярної маси. Синiми позначено результати для пом-пом з [49], оранжевi i зеленi

позначають два набори даних для гребiнцевих полiмерiв [139]

ти, що хоча i вiдношення gc i вiдношення g
1/2
h меншi одиницi для галужених

полiмерiв, останнє має дещо вище значення, а це означає, що рiзниця мiж гi-

дродинамiчними радiусами для галуженого i лiнiйного полiмеру менша нiж у

випадку радiусiв гiрацiї [141].

Ще одним способом оцiнити компактифiкацiю галуженого полiмеру у порiв-

няннi з лiнiйним є розрахунок вiдношення мiж характеристичними в’язкостями

галуженого i лiнiйного полiмеру:

g′ =
[η]complex

[η]linear
. (1.16)

Хоча характеристична в’язкiсть i є динамiчною характеристикою, з якою пов’язаний

вiзкоеластичний радiус [6], вона також може бути пов’язана з iншими характе-

ристиками розмiру через рiвняння Флорi-Фокса [142,143,144]:

[η] = Φ
R3

M
, (1.17)



42

де Φ унiверсальна константа. У грубому наближеннi R береться як радiус гiра-

цiї. Бiльш детально R3 пов’язане з часом релаксацiї. У моделi Зiмма є два хара-

ктерних масштаби. Перший пов’язаний з коефiцiєнтом дифузiї, а тому привнесе

гiдродинамiчний радiус Rh у вираз для в’язкостi, другий пов’язаний зi змiщен-

ням молекули за цей час, що привносить квадрат радiусу гiрацiї. У результатi

вираз для в’язкостi читається як [91]:

[η] =
NA

M
⟨R2

g⟩⟨Rh⟩, (1.18)

де NA число Авогадро. Таким чином, вiдношення для в’язкостi з одного боку

можна пов’язувати з розмiрним вiдношенням gc в степенi 3/2, або ж з добутком

вiдношень g
1/2
h gc.

Експериментальнi вимiрювання цiєї величини вказують на зниження хара-

ктерної в’язкстi зi зростанням кiлькостi галужень [5,49,145], зокрема аналiзува-

лись зiрковi [49],гребiнцевi полiмери [49], пом-пом полiмери [49, 48], дендриме-

ри [5], гiпергалуженi [145]. Утворення петель чи кiлець також веде до зниження

в’язкостi [146].

Подiбним чином можна означати i вiдношення для порiвняння двох рiзних

галужених архiтектур. Варто зауважити, що розгляд розмiрних вiдношень у ви-

падку кополiмерiв є складнiшою задачею i вимагає обережного пiдходу, оскiль-

ки скейлiнговий показник ν для них є залежним вiд архiтектури, а отже, роз-

мiрне вiдношення зберiгатиме залежнiсть вiд маси макромолекул.

Для порiвняння рiзних характеристик розмiру макромолекули мiж собою

розглядаються вiдношення мiж ними, знову ж таки завдяки однаковiй скейлiн-

говiй поведiнцi. Традицiйно розглядаєтьс вiдношення мiж радiусом гiрацiї та

гiдродинамiчним радiусом:

ρ =

√
⟨R2

g⟩

⟨Rh⟩
. (1.19)

так для лiнiйного полiмеру ця величина добре вiдома i для тета розчину була

вперше розрахована в роботi Зiмма i Стокмаєра [4]:

ρchain =
8

3
√
π
≈ 1.5045 (1.20)
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Рис. 1.4: Схемаиче порiвняння радiусу гiрацiї та гiдродинимiчного радiусу для ланцюжка

У випадку хорошого розчинника чисельне моделювання дає значення 1.58 [147].

Схематично радiус гiрацiї i гiдродинамiчний радiус для лiнiйного полiмеру зо-

бражено на рисунку 1.4.

Замикання кiнцiв ланцюжка веде до суттєвого зниження цього вiдношення

[98]:

ρring =

√
2π

2
≈ 1.2533 (1.21)

Зазначимо, що цей результат для кiльцевих полiмерiв був отриманий для тета

розчинника та був пiдтвердженний чисельним моделюванням [148,149].

Для зiркових полiмерiв як i попереднi вiдношення ρstar є функцiєю степеня

галуження [150]:

ρstar =
8
√

f(3f − 2)

3f 2
√
π

(
√

2 − 1)(
√

2 + f) (1.22)

Чисельнi розрахунки ρstar були отриманi в [151]. Використовуючи метод мо-

лекулярної динамiки, Уехара i Дегучi отримали значення вiдношення ρ для

кiлець, пуголовкополiбних полiмерiв та двох з’єднаних кiлець [148]. Так, у ви-

падку пуголовкоподiбного полiмеру з одним хвостиком e цiй роботi було отри-

мане значення 1.380(21), а у випадку двох з’єднаних кiлець – 1.215(11). Для

зiрок з трьома i чотирма гiлками в роботi [151] були отриманi значення 1.11 та
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1.04 вiдповiдно, що є значно нижчими нiж отриманi з виразу (1.22). Така роз-

бiжнiсть пов’язана з тим, що в симуляцiях використовувались вiдносно короткi

ланцюжки.

E роботi [152] авторам вдалось наближено отримати значення вiдношення ρ

для пом-пом полiмеру.

Для всiх згаданих вище випадкiв вiдношення ρ є бiльшим вiд одиницi та зни-

жується зi зростанням складностi архiтектури, а для дендримерiв стає меншим

одиницi [5, 153].

1.2.3. Характеристики форми. Описанi вище властивостi характери-

зують макромолекули як сфери певного радiусу. Натомiсть, як було показано

в роботi [154], в’язкiсть полiмерних розчинiв не зовсiм пояснюється при опи-

сi полiмерiв як сфер з радiусом Rg. Розумiння форми макромолекул вiдiграє

важливу роль в каталiтичних процесах [155], в’язкостi [156,157,158] та iн.

Першi спроби подолання цiєї проблеми були пов’язанi з описом форми по-

лiмерного клубка в термiнах нормованих власних значень тензора гiрацiї. Так

у випадку клубка сферичної форми всi власнi значення будуть однаковими. В

роботi [154] показано, що навiть у випадку найпростiшої моделi випадкового

блукання одне з власних значень є дещо бiльшим вiд решти, що означає дещо

видовжену форму для полiмерного клубка. Цi результати були пiдтвердженi в

симуляцiях [159].

Для розрахунку власних значень тензора гiрацiї кiльцевих полiмерiв вико-

ристовувались методи чисельного моделювання. Як i у випадку з лiнiйними

полiмерами одне з власних значень помiтно бiльше, а отже хоча кiльцевий по-

лiмер i має бiльш сферичну форму. проте теж не є строго сферичним.

Згодом було запропоновано описувати форму полiмерних макромолекул з

використанням ротацiйно iнварiантних характеристик тензора гiрацiї. Такий

пiдхiд дозволяв використовувати ширший перелiк моделей та дещо оптимiзо-

вувати розрахунки при чисельному моделюваннi [160, 161]. Та [160, 161] найпо-

ширенiшим iнварiантом тензора гiрацiї є радiус гiрацiї, що фактично є сумою

всiх власних значень або ж шпуром. Вiдхилення форми вiд сферичної описують
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асферичнiстю, яка в термiнах власних значень дається виразом:

⟨Ad⟩ =

〈
d

d− 1

∑
i

(λi − λ̄)2

λ̄2

〉
(1.23)

де λ̄ середнє власне значення. Хоча вираз i є доволi простим на практицi скла-

дностi виникають при усередненi за конфiгурацiями. Навiть у випадку лiнiй-

ного ланцюжка усереднення виразу є складною задачею [162] навiть у випадку

розгляду полiмеру в тета-розчиннику, коли полiмер описується як випадкове

блукання. А тому часто в аналiтичних пiдходах розглядається окремо, усере-

дненi чисельник та знаменник:

Ad =
d

d− 1

∑
i

⟨(λi − λ̄)2⟩
⟨λ̄2⟩

(1.24)

Так у випадку лiнiйного полiмеру (випадкове блукання) усереднення з вико-

ристанням виразу 1.23 дає значення 0.394 [162], проте використовуючи усере-

днення 1.24 отримуємо значення 0.526. З погляду фiзики усереднення 1.23 є

коректним, однак не дозволяє отримати простi для iнтерпретацiї вирази навiть

у випадку ланцюжкiв чи кiлець, що вдається зробити, використовуючи усере-

днення 1.24, хоча воно i дає лише якiсну оцiнку асферичностi. Так для полiме-

рiв в тета розчиннику (випадкове блукання) для кiлець [163] i ланцюжкiв [160]

асферичнiсть дається виразами:

Achain
d =

2(d + 2)

5d + 4
(1.25)

Aring
d =

d + 2

5d + 2
(1.26)

Зауважимо що при переходi вiд тета до хорошого розчинника, форма лiнiйного

полiмеру дещо видовжується ⟨Ad⟩ = 0.431. Подiбна поведiнка спостерiгається

i для кiльцевого полiмеру для якого асферичнiсть у тета-розчиннику ⟨Ad⟩ =

0.252 та дещо зростає при переходi до хорошого ⟨Ad⟩ = 0.262 [162].

Розрахунок асферичностi у випадку зiркових полiмерiв з використанням

усереднення 1.23 був проведений аналiтично в рамках ренорм групового пiдхо-

ду. Для випадку тета-розчинника (без врахування вiдштовхування) мiж моно-
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Рис. 1.5: Асферичнiсть для зiркових полiмерiв. Кружечками позначенi результати симу-

ляцiй [164]. Лiнiями аналiтичнi результати [165]. Синi кружечки i зелена лiнiя

вiдповiдають тета розчиннику. Чорнi символи i червона лiнiя – хороший розчин-

ник.

мерами усереднення було проведено точно, хоча отриманi вирази i є громiзд-

кими, для випадку хорошого розчинника результат був отриманий з точнiстю

до лiнiйного вкладу за ϵ (вiдхиленням вiд верхньої критичної вимiрностi). Ре-

зультати цього розрахунку у порiвняннi з симуляцiями наведенi на рисунку 1.5.

Так для тета-розчинника спостерiгається хороше узгодження теорiї i симуляцiй,

однак у випадку хорошого теорiя дає дещо заниженi результати. Iншим цiкавим

спостереженням є те, що для зiркових полiмерiв асиметрiя форми знижується

при переходi вiд тета- до хорошого розчинника.

Як i у попереднiх випадках, для зiркового полiмеру є можливим отримання

простого аналiтичного виразу з використанням усереднення 1.24 [166]:

Astar
d = 2

(2 + d)(15f − 14)

5d(3f − 2)2 + 4(15f − 14)
(1.27)

Як видно з рисунку 1.5 (червона крива), результат має ту ж якiсну поведiнку

що i коректне усереднення. Натомiсть з використання усереднення (1.24) до-
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Рис. 1.6: Асферичнiсть як функцiя кiлькостi гiлок. Червоною лiнiю результати для зiрко-

вих полiмерiв. Чорною для розеткового полiмеру, що мiстись тiльки кiльця [166]

зволяє отримувати доволi простi вирази навiть у випадку складних полiмерних

архiтектур, як от розеткового полiмеру [166]. У випадку, коли розетковий полi-

мер складається лише з кiлець, його характерна форма є значно сферичнiшою

(див.рис. 1.6 чорна крива). Зазначимо, що характерний розмiр такої структури

є також менший вiд аналогiчної зiрки.

У випадку, коли полiмер розглядається як сукупнiсть випадкових блукань

(тета розчинник), його можна розглядати як математичний граф, де мономери

розглядаються як вузли, а хiмiчнi зв’язки мiж ними як ребра. Хiмiчнi функцiо-

нальностi мономерiв в такiй структурi є рiвнини ступеням вiдповiдних вузлiв.

Метод Вея [167] може використовуватись для оцiнки розмiрних характери-

стик довiльної полiмерної архiтектури, якщо для неї може бути означена матри-

ця Кiрхгофа з її власними значеннями. Для полiмеру, що мiстить M мономерiв

матриця Кiрхгофа K розмiром M ×M означається таким чином: дiагональнi

елементи Kii є рiвнi до ступеня вузла i, в той час як недiагональнi Kij рiвнi −1
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для вузлiв i та j, якi з’єднанi мiж собою та 0 в протилежному випадку. Така

матриця має (M − 1) ненульових власних значень.

Розмiрне вiдношення (1.13) в цьому методi дається виразом:

g =

∑M
j=2 1/λcomplex

j∑M
j=2 1/λchain

j

, (1.28)

де λcomplex
j та λchain

j є власними значеннями для вiдповiдних матриць Кiрхгофа,

а асферичнiсть в d вимiрному просторi дається виразом:

⟨Ad⟩ =
d(d + 2)

2

∫ ∞

0

dy
M∑
j=2

y3

(λj + y2)2

[
M∏
k=2

λk

λk + y2

]d/2
. (1.29)

Цей метод дає можливiсть розраховувати асферичнiсть з фiзично коректним

усередненням для архiтектур довiльної складностi, варто однак зазначити, що

цей метод вимагає застосування скiнченно-розмiрного скейлiнгу. У роботi [168]

розглянута низка складногалужених полiмерiв. Так для Н-полiмеру (пом-пом з

двома боковими гiлками на кожному з центрiв галуження) було отримано зна-

чення 0.297, що дещо бiльше вiд характерного для зiрки з f = 5 та нижче вiд

значення, отриманого в симуляцiях для хорошого розчинника 0.318 [169]. Хоча

загалом як в тета-розчиннику (метод Вея [168, 170]), так i в хорошому розчин-

нику (чисельне моделювання [169]) асферичнiсть галужених макромолекул є

нижчою нiж у випадку лiнiйного полiмеру.

1.3. Неперевна модель для опису полiмерiв

Моделi на основi випадкового блукання використовувались ще з раннiх ета-

пiв розвитку науки про полiмери [154]. Однiєю з перших була модель випад-

кових польотiв. У рамках цiєї моделi полiмерна макромолекула описується, як

випадкове блукання з N крокiв однакової довжини b [4,92]. Радiус гiрацiї такого

випадкового блукання ⟨R2
g⟩ = b2N/6. Зауважимо, що в цьому випадку ν = 1/2,

а модель описує ланцюжок в тета розчиннику, а ⟨. . .⟩ позначає усереднення

за ансамблем можливих конформацiї. Ймовiрнiсть для окремої конформацiї в
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рамках цiєї моделi дається виразом:

P (r⃗)0 =
N∏
i=0

(
2πb2

3

)−3/2

exp

(
− 3

2b2
(r⃗i)

2

)
(1.30)

що в свою чергу дає моделям для опису полiмерiв в тета розчиннику назву

гауссових.

Модель випадкових польотiв доволi ефективно дозволяє розраховувати ха-

рактеристики розмiру полiмерiв та низку iнших характеристик блукань. Однак

у випадку складних полiмерних архiтектур отримання результатiв точно є про-

блематичним i доступнi лише наближенi результати [152].

Модель випадкових польотiв згодом була розширена для опису полiмерiв в

хорошому розчиннику. Для цього в модель була додана заборона для траєкторiї

блукання перетинати себе (ефект забороненого об’єму), в результатi чого iмовiр-

нiсть для певної траєкторiї P (r⃗)0 доповнюється множником
∏∏

k>l(1−δ(r⃗kl)β)

[171]. Тут β – бiнарний кластерний iнтеграл, що вiдображає ефективний об’єм,

який є недоступний для сусiднiх в просторi сегментiв. З цим доповненням хара-

ктерний розмiр макромолекули може бути виражений через кiлькiсть сегментiв

N , їх довжину b та параметр β, однак у вирази вони входять завжди лише в

двох комбiнацiях Nb2 та n2β, завдяки чому цi моделi отримали назву двопа-

раметричних. У рамках цих моделей характеристики розмiру отримуються як

функцiї обезрозмiреного параметру β: z = (3/2πb2)3/2n1/2β. У випадку лiнiйних

полiмерiв результат для вiдстанi мiж кiнцями ланцюжкiв був отриманий вклю-

чно з доданком порядку z6. Однак у випадку радiусу гiрацiї для галужених

полiмерiв значення були отриманi лише в лiнiйному наближеннi [172].

Згодом Едвардс [7] ввiв самоузгоджений потенцiал для цiєї моделi та пред-

ставив полiмер як неперервну траєкторiю з контурною довжиною L = bN (див.

рис. 1.7).Проте як i для iнших формулювань двопараметричної моделi необхi-

днiсть визначення параметру β з iнших джерел ускладнюють використання цих

моделей для порiвняння з експериментами чи симуляцiями.

Одним з перших практикiв iдей перенормування був П’єр-Жiль де Жен,

який вiдмiтив подiбностi мiж блуканням без самоперетинiв на гратцi, що три-
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Рис. 1.7: Схематичне зображення полiмеру злiва: дискретна модель (ramdom flight model),

справа неперервна модель

валий час використовувалось для чисельного моделювання полiмерiв, та n-

векторною моделлю, коли n прямує до нуля [2]. Цей пiдхiд дозволив скори-

статись надбаннями моделi i отримати скейлiнговi показники не лише для лi-

нiйних полiмерiв [100],але i для складногалужених полiмерiв та полiмерних ме-

реж [122]. Однак розрахунок радiусу гiрацiї чи вiдповiдних вiдношень не є анi

простою анi очевидною задачею в цьому пiдходi.

Найбiльш перспективною серед двопараметричних моделей виявилась непе-

рервна модель Едвардса, так як дозволяла використовувати апарат Фейнма-

нiвських iнтегралiв за траєкторiями при розрахунках. З введенням перепозна-

чень ефективний гамiльтонiан неперервної моделi без взаємодiї мiж мономерами

z = 0 [1] дається виразом:

H0 =
1

2

∫ L

0

(
dr⃗(s)

ds

)2

, (1.31)

де полiмер описується як крива довжиною L, що параметризована радiус векто-

ром r⃗(s). Спостережуванi величини в такому пiдходi розраховуються як середнє

за всiма можливими траєкторiями:

⟨(. . .)⟩ =
1

Z0

∫
Dr⃗e−H0, (1.32)
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де Dr⃗ позначає iнтегрування за траєкторiями, а Z0 визначає їх кiлькiсть (ста-

тистична сума) i дається виразом Z0 =
∫
Dr⃗ e−H0. Як i в роботi Едвардса ефе-

ктивне вiдштовхування мiж мономерами вводиться як доданок у ефективний

гамiльтонiан:

HEV = H0 + u0

∫ L

0

ds

∫ s

0

dz δ(r⃗(s) − r⃗(z)) (1.33)

де u0 константа взаємодiї аналогiчна β, а рiзниця |s − z| > s0. Tут, як i у

випадку вищезгаданих двопараметричних моделей, спостережуванi величини

розглядаються як ряд теорiї збурення за константою взаємодiї u0, що завжди

входить у фiнальнi вирази як:

u = u0(2π)−d/2L2−d/2 (1.34)

тут u безрозмiрна константа взаємодiї, фактично вона є узагальненням z на

випадок d вимiрного простору. Оскiльки всi спостережуванi величини залежать

вiд u, вони прямуватимуть до безмежностi при L → ∞.

У цiй моделi спостерiгається два типи розбiжностей: s0 прямуюче до нуля та

прямування довжини траєкторiї до безмежностi. Подолання першої з них, яка

подiбна до так знаного вiднiмання маси в теорiї поля, зводиться до видiлення

всiх внескiв вiд s0 у статистичну суму в окремий множник [173]. У випадку

другої вводяться фактори перенормування, якi дозволяють отримати скiнченнi

значення спостережуваних величин в границi L → ∞. У роботах де Клуазо

цими факторами є [Z(L, u)]−2, де Z статистична сума та χ0(L, u, v) – фактор

набухання для вiдстанi мiж кiнцями ланцюжка. χ0 = ⟨R2
e⟩/L. Вибiр цих факто-

рiв пов’язаний зi змiною масштабу довжини. Цi ж фактори використовуються

щоб пов’язати статистичну суму двох взаємодiючих полiмерiв ζ(L,L) з другим

вiрiальним коефiцiєнтом uR, що є бiльш фiзичною величиною нiж u:

uR(u) = −[Z(L, u)]−2ζ(L,L)[2πχ0(L, u)]−2+ϵ/2 (1.35)

тут ϵ = 4−d – вiдхилення вiд верхньої критичної вимiрностi простору. Саме uR
в подальшому використовується як перенормований парамент взаємодiї, або ж

нерухома точка для даного гамiльтонiану. Зауважимо, що у вище наведеному
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виразi uR є функцiєю u, однак для отримання нерухомої точки розглядається

обернена функцiя u(uR), а фiксована точка визначається як рiвнiсть потокової

функцiї нулевi w[uR] = 0. Для вказаного вище гамiльтонiану пiдхiд прямого

полiмерного перенормування де Клуазо має двi нерухомi точки:

Gaussian : u∗R = 0, at d ≥ 4 (1.36)

EV : u∗
R =

ϵ

8
, at d < 4. (1.37)

Паралельно з цим Ооно i Фрiд [8,174,175,176] пiдiйшли до проблеми перенор-

мування дещо iнакше, хоча стартовою точкою був той же ж гамiльтонiан (1.33).

На мiкроскопiчному рiвнi в двопараметричних моделях полiмер описується па-

раметрами N – кiлькiсть мономерiв, що пропорцiйна до маси макромолекули

M = bN та параметр β. Аналогiчно в феноменологiчнiй теорiї розглядають два

параметри L та u0, з тим що M = ΛL, де Λ феноменологiчний аналог параметру

b, i u означається як u = u0Λ
2−d/2. Зв’язок мiж N та L дається виразом:

L = CΛ(z, b/Λ)N, (1.38)

тут CΛ коефiцiєнт пропорцiйностi, який залежить лише вiд безрозмiрних пара-

метрiв. Подiбним чином спостережувана величина в мiкроскопiчному i фено-

менологiчному описах пов’язана:

Q = C−1
Q QB, (1.39)

Коефiцiєнти пропорцiйностi CQ CΛ в цьому пiдходi є константами перенорму-

вання, а величина u є функцiєю z та b/Λ.

У цьому пiдходi рiвняння ренорм групи має вигляд:[
Λ

∂

∂Λ
+ ζ(u)

∂

∂u
+ ζΛ(u)Λ

∂

∂Λ
+ ζQ(u)

]
Q = 0 (1.40)

де ζ(u) = ∂u
∂Λ , ζΛ(u) = Λ∂ lnCΛ

∂Λ та ζQ(u) = Λ
∂ lnCQ

∂Λ . Параметри ζ та ζΛ не за-

лежать вiд спостережуваної величини, а тому рiвняння ренорм групи не дуже

змiнюється.
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У феноменологiчнiй границi b → 0 спостережувана величина QB може не

бути скiнченною, з чого випливає, що феноменологiчна спостережувана Q є чу-

тливою до мiкроскопiчних деталей моделi. Однак навiть у цьому випадку при

коректному виборi параметрiв CQ, CΛ можливим є отримання добре визначеної

функцiональної форми Q(L, u,Λ). У фiзичному сенсi це означає, що фiзична

величина Q є чутливою до мiкорскопiчних деталей моделi, однак цi деталi по-

глинаються феноменологiчними параметрами, так що функцiональна форма

сама по собi вiд них не залежить [8].

Зауважимо, що нерухома точка в цьому випадку u = π2ϵ
2 , однак враховуючи

фактор (2π)−d/2, на який вiдрiзняються означення з точнiстю до ϵ, цi нерухомi

точки збiгаються. Зауважимо однак, що процедура отримання нерухомої точки

в пiдходi Ооно-Фрiда не настiльки строга, як в пiдходi де Клуазо. Проте їх пiдхiд

дозволяє отримати скейлiнгову форму для спостережуваних величин [174].

Скейлiнговий показник ν, отриманий в роботi де Клуазо [173] в двопетлево-

му наближеннi, дається виразом:

ν =
1

2

(
1 +

ϵ

8
+

15

256
ϵ2 + . . .

)
(1.41)

Чисельна оцiнка цього показника з точнiстю до ϵ дає значення 0.5625, з

точнiстю до ϵ2 – значення 0.592. Найточнiший на сьогоднiшнiй день результат,

що отриманий у треоретико-польовому пiдходi, був отриманий в роботi [100] в

семипетлевому наближеннi та дає значення ν = 0.5882.

Розмiрне вiдношення gc для кiльцевих полiмерiв в однопетлевому наближен-

нi має значення 0.568 [177, 178], експериментальнi вимiрювання дають значен-

ня 0.53(3) [179], а чисельне моделювання 0, 536(7) [162]. У випадку зiркових

полiмерiв з чотирма гiлками експериментальнi вимiрювання дають значення

0.62 [135], що узгоджується з даними симуляцiй 0.6132 [137], зате однопетлеве

наближення дає значення 0.667 [180,181].

Зауважимо, що результати однопетлевого наближення доволi погано узго-

джуються з даними як експерименту, так i чисельного моделювання. У випад-

ку скейлiнгового показника ситуацiя покращується, якщо врахувати двопетле-

ве наближення. Однак у випадку галужених полiмерiв двопетлевi розрахунки
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стикаються з експоненцiйно зростаючою складнiстю. Бiльше того довший час

були вiдомi лише результати у тривимiрному просторi в пiдходi двопараметри-

чної моделi [92, 172], в однопетлевому наближенi вони були отриманi згодом

для кiлець [177] та зiрок [180]. Для розрахунку величин в неперервнiй моделi

використовується дiаграмна технiка [173]. Так для розрахунку радiуса гiрацiї

лiнiйного чи кiльцевого полiмеру необхiдно розглянути шiсть дiаграм. У випад-

ку двопетлевого наближення до них треба додати ще 45. У випадку зiркових

полiмерiв до 21ї дiаграми в першому порядку треба додати в околi 350 в дру-

гому.

У 1984 роцi Джек Дуглас i Карл Фрiд запропонували пiдхiд, який базується

на поєднаннi ренормгрупових розрахункiв з результатами двопараметричної

моделi в тривимiрному просторi [31].

Як зазначалось вище, у пiдходi Ооно-Фрiда є можливим отримання скейлiн-

гової форми для спостережуваних величин. Радiус гiрацiї можна представити

в формi:

⟨R2
g⟩ = ⟨R2

g⟩0
(

2πL

Λ

)2ν(κ)−1

fp(κ), (1.42)

тут κ є псевдо температурою при κ = 0 вiдтворюється гауссовий випадок для

полiмеру в тета-точцi, а випадок полiмеру в хорошому розчиннику вiдтворює-

ться при κ → ∞. У цiй границi в пiдходi ренорм групи fp(κ) подається виразом:

fp(κ) = 1 + a(0)p ϵ + a(1)p ϵ2 + b(0)p ϵ2 (1.43)

тут a та b коефiцiєнти якi визначаються при розкладi в ряд за ϵ та не вплива-

ють на скейлiнговий показник вiдповiдно в першому та другому порядках теорiї

збурення. Зауважимо, що коефiцiєнти з групи a походять виключно з першого

порядку теорiї збурень, а вiдповiдно група b походить з другого порядку. Тут

варто вiдзначити, що в пiдходi ренормгрупи доданок a
(1)
p ϵ2 враховується лише

разом з b
(0)
p ϵ2, а для врахування вищих порядкiв за ϵ необхiдний розгляд ви-

щих порядкiв теорiї збурень. Однак внесок вiд a суттєво бiльший вiд b, а отже,

бiльшiсть iнформацiї для вищих порядкiв вже мiститься в a. Зауважимо, що

останнiй аргумент застосовують до амплiтуди, а не до скейлiгнових показни-
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кiв. Оскiльки саме амплiтуда мiстить iнформацiю про вплив архiтектури, як

зазначалось, вище розмiрне вiдношення мiж радiусами гiрацiї двох архiтектур

в термiнах виразу (1.42) запишеться як:

gx =
⟨R2

g,1⟩0
⟨R2

g,2⟩0
1 + a1
1 + a2

. (1.44)

тут a1 та a2 внески в амплiтуду для вiдповiдних топологiй в першому порядку

теорiї збурення.

Оскiльки ренорм-груповi пiдходи в дiйсному просторi, якi розглядаються

тут побудованi на основi двопараметричної моделi для всiх випадкiв радiус гi-

рацiї можна записати як ряд теорiї збурень за безрозмiрним параметром взає-

модiї:

⟨R2
g⟩ = ⟨R2

g⟩0 (1 + Cx + . . .) , (1.45)

де x може бути або z або u в залежностi вiд того розглядається двопараметри-

чна модель в тривимiрному просторi чи ренорм-групових пiдходiв в d вимiрному

просторi.

У своїй роботi Дуглас i Фрiд запропонували введення феноменологiчного

параметру z̄ = 3
4

(
2πL
Λ

)ϵ/2
uR, який може бути спiввiднесений з z двопараметри-

чної моделi. Коефiцiєнт 3/4 вибраний для зручностi i не впливає на розгляд та

приходить з виразу для вiдстанi мiж кiнцями ланцюжка:

⟨R2
e⟩ = dL

(
1 +

4

(4 − d)(6 − d)
u0

)
(1.46)

розрахованiй в тривимiрному просторi.

Використовуючи скейлiногову форму (1.42) та феноменологiчний параметр

z̄ було отримано вираз:

a =
(4 − d)(6 − d)

4

ϵ

8
C − 1

4
=

3

32
C − 1

4
. (1.47)

тут C результат, отриманий для неперервної моделi (двопараметричної моде-

лi) в тривимiрному просторi. В оригiнальнiй роботi [31] результати наближення

порiвнюються з наявними на той час результатами експериментальних вимiрю-

вань. Для кiльцевого полiмеру було отримано значення 0.512, що значно краще
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узгоджується з даними вимiрювання [179]. Для зiркового полiмеру порiвняння

наведено на рисунку 1.2.

Вище описана модель може бути розширена на випадок iнших взаємодiй

мiж мономерами та не обмежуються лише однiєю константою взаємодiї. Роз-

гляд моделi з доданою триточковою взаємодiєю описує полiмери як в хорошому,

так i в поганому розчиннику в d вимiрному просторi, однак цi результати не

застосовнi для тривимiрного випадку, оскiльки верхня критична вимiрнiсть для

константи триточкової взаємодiї є d = 3, а тому задача зводиться до гауссового

випадку [182]. Також розглядався випадок полiмеру, причепленого до поверхнi

одним або двома кiнцями [183,184].

У рамках пiдходу де Клуазо модель легко розширити на випадок полiме-

ру в середовищi з дефектами [181]. У цьому випадку ефективний гамiльтонiан

записується як:

HLR = H0 + u

∫ L

0

ds

∫ s

0

dz δ(r⃗(s) − r⃗(z)) + v

∫ L

0

dsV (r⃗(s)) (1.48)

тут V (r⃗(s)) випадковий потенцiал спричинений наявнiстю домiшок у системi.

У випадку неперервної моделi для усереднення за рiзними випадковими кон-

фiгурацiями безладу проводиться усереднення вiдпаленого безладу, або ж роз-

рахунок середнього статистичної суми за рiзними реалiзацiями безладу. Для

цього не обов’язково знати вигляд самого потенцiалу, а радше його усередненi

моменти, а саме перший V (r⃗(s)) = ρ0, що дає густину домiшок та веде до по-

яви множника статистичної суми i не впливає на розрахунки спостережуваних

величин, та другий:

V (r⃗(s))V (r⃗(s′)) = h(r⃗(s) − r⃗(s′)) (1.49)

де конкретна форма функцiї h(r⃗(s) − r⃗(s′)) залежить вiд типу домiшок в си-

стемi. У випадку точкових нескорельованих домiшок це v0δ(r⃗(s)− r⃗(s′)), з чого

легко бачити, що точковий нескорельований безлад не впливає на унiверсальнi

властивостi, так як константи взаємодiї u0 та v0 можуть бути об’єднанi [181].

Зауважимо, що в випадку теоретико-польового пiдходу результат є тим самим

хоча не настiльки очевидним [185].
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Iншим випадком є скорельований безлад w0|r⃗(s) − r⃗(s′)|−a. У даному ви-

падку розглядається степеневий закон. У рамках теоретико-польового пiдходу

було показано, що вiн веде до змiни зростання показникiв [134] та зростання анi-

зотропiї форми [186]. У випадку неперервної моделi усереднений за безладом

ефективний гамiльтонiан записується у виглядi:

HLR = H0+u0

∫ L

0

ds

∫ s

0

dz δ(r⃗(s)− r⃗(z))+w0

∫ L

0

ds

∫ s

0

dz |r⃗(s)− r⃗(z)|−a (1.50)

зауважимо, що для кореляцiйного параметру a рiвного d − 2 цей гамiльтонiан

спiвпадає з вiдповiдним для випадку кулонiвської взаємодiї, що описує полiеле-

ктролiти [131].

Метод прямого полiмерного перенормування де Клуазо [1] доволi легко роз-

шиюється на випадок двох параметрiв взаємодiї. У цьому випадку статистична

сума для двох взаємодiючих полiмерiв Z(L,L) = Zu(L,L) + Zw(L,L) розбива-

ється на двi частини спираючись на аналiз вимiрностей для кожного з додан-

кiв. Перший фактор перенормування однаковий для обох частин [Z(L, u, w)]−2,

натомiсть другий, який пов’язаний з фактором набухання χ0(L, u, w) вiдрiзня-

ється:

uR(u0) = −[Z(L,w, v)]−2Zu(L,L)[2πχ0(L, u, w)]−2+ϵ/2, (1.51)

wR(v0) = −[Z(L,w, v)]−2Zw(L,L)[2πχ0(L, u, w)]−2+δ/2, (1.52)

тут ϵ = 4 − d та δ = 4 − a вiдхилення вiд верхнiх критичних вимiрностей для

вiдповiдних констант взаємодiї u = u0(2π)−d/2L2−d/2 та w = w0(2π)−a/2L2−a/2.

Для цього гамiльтонiану є три нерухомi точки. Для перших двох wR = 0, а

uR описує або гауссовий полiмер (1.36) або ж полiмер в хорошому розчиннику

(1.37). Третя нова точка описує полiмер в хорошому розчиннику за присутностi

далекосяжноскорельованих домiшок [181]:

u∗R =
δ2

4(ϵ− δ)
, w∗

R =
δ(ϵ− 2δ)

4(δ − ϵ)
. (1.53)

Варто зазначити, що для далекосяжноскорельованого безладу скейлiнговi

показники ν та γ i розмiрнi спiввiдношення в однопетлевому наближеннi за-

лежать лише вiд параметру δ та мають вищi значення у порiвняннi з чистим
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середовищем [134, 186, 181, 178]. Зростання скейлiнгового показника описує на-

бухання клубка, подiбно i зростання значень для вiдношення радiусiв гiрацiї

зiркового та лiнiйного полiмерiв [181]. Натомiсть у випадку кiльцевого полiме-

ру зростання вiдношення мiж радiусами гiрацiї вiдповiдає не лише набухан-

ню клубка, але i розтягуванню кiльця, що також пiдтверджується зростанням

вiдношення половинного радiуса до радiуса гiрацiї [178]. Наслiдком набухання

клубка пiд впливом далекосяжної взаємодiї мiж мономерами є зниження iмо-

вiрностi утворення петель [187].

Iнший випадок розширення моделi на випадок бiльше нiж однiєї константи

взаємодiї є опис кополiмерiв. Основна увага придiлялась у цих питаннях роз-

гляду диблок кополiмерiв [113,188] та кополiмерних зiрок [189]. Так у випадку

диблок кополiмерiв є три параметри взаємодiї: два з них мiж мономерами одно-

го блоку та третiй для взаємодiї мiж мономерами на рiзних блоках. Два першi в

нерухомих точках набувають значень лише 0 та ϵ/8. Для третього є можливими

чотири рiзнi значення. Оскiльки модель здатна описувати кополiмер який мi-

стить лише два типи блокiв, у зiркових полiмерiв справджуються тi ж нерухомi

точки [189].

Розширення методу прямого полiмерного перенормуання на випадок копо-

лiмерiв було виконано в роботi [113].

1.4. Висновки

Розгляд унiверсальних характеристик розмiру та форми полiмерних макро-

молекул тривалий час розглядається в лiтературi, однак є низка важливих

питань, якi залишаються без вiдповiдi. Так грунтовнi аналiтичнi та чисельнi

дослiдження впливу архiтектури на унiверсальнi характеристики в основно-

му обмежувались кiльцевими, зiрковими та гребiнцевими полiмерами. Довший

час саме цi архiтектури були доступнi для синтезу, однак з розвитком методiв

синтезу кiлькiсть доступних архiтектур суттєво збiльшилась, як i можливостi

експериментальних вимiрювань для цих архiтектур.

Одним з аспектiв є аналiз наявних пiдходiв до опису скейлiнгу та форми,
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зокрема наближення, запропонованого Дугласом i Фрiдом для оцiнки розмiрних

вiдношень для складногалужених полiмерiв. У час написання основоположної

статтi копм’ютернi потужностi не дозволяли симулювати складнi архiтектури,

а поширенi сьогоднi методи молекулярної та дисипативної динамiки ще не були

сформульованi.

Iнше питання стосується розрахункiв гiдродинамiчного радiусу, який в моде-

лi випадкових польотiв розраховується лише для вiдносно простих архiтектур,

а в рамках неперервної моделi алгоритм його розрахунку для довiльних архi-

тектур окрiм лiнiйного полiмеру, взагалi вiдсутнiй.

Прикладом ще одного питання без вiдповiдi є вплив довжин структурних

елементiв на унiверсальнi властивостi. Окрiм основоположної роботи Зiмма i

Стокмаєра, цьому питанню те придiлялось достатньо уваги.
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РОЗДIЛ 2

ГАУССОВЕ НАБЛИЖЕННЯ ДЛЯ ОПИСУ РОЗМIРНИХ

ХАРАКТЕРИСТИК В θ ТОЧЦI

У роздiлi дослiджується вплив архiтектури складних полiмерних макромо-

лекул на розмiрнi характеристики полiмерних макромолекул у рамках гаусово-

го наближення. Були проведенi розрахунки радiуса гiрацiї для гiпергалужених

полiмерiв, що мiстять петлi, а також для полiмерних мереж. Результати цих

розрахункiв порiвнюються з результатами, отриманими в методi Вея. Обгово-

рюються труднощi в використаннi неперервної моделi для опису сильнозв’язних

мереж. У роздiлi запропоновано метод для точного розрахунку гiдродинамiчно-

го радiуса для гауссової моделi. У випадку розеткових полiмерiв результати для

вiдношення ρ були порiвнянi з даним моделювання методом молекулярної ди-

намiки. Результати дослiджень опублiкованi в роботах [78,77,88].

2.1. Стратегiя розрахунку гiдродинамiчного радiусу на мовi

неперервної моделi

На мовi неперервної моделi радiус гiрацiї для полiмеру дається виразом:

⟨R2
g⟩ =

1

2(
∑F

i=1 Li)2

F∑
i,j=1

∫ Li

0

∫ Lj

0

⟨(r⃗i(s1) − r⃗j(s2))
2⟩0, (2.1)

тут r⃗i(s) радiус вектор кривої з параметром s, що змiнюється вiд 0 до Li, де

останнє контурна довжина траєкторiї iндекс i визначає номер траєкторiї в скла-

днiй полiмернiй архiтектурi, що мiстить F траєкторiї. Подiбним чином визна-

чається i гiдродинамiчний радiус:

⟨R−1
h ⟩ =

1

(
∑F

i=1 Li)2

F∑
i,j=1

∫ Li

0

∫ Lj

0

⟨|r⃗i(s2) − r⃗j(s2)|−1⟩0 (2.2)
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У той час, коли перший, як зазначалось ранiше, є шпуром тензора гiрацiї, дру-

гий є шпуром тензора Озеєна. ⟨. . .⟩0 позначає усереднення з гамiльтонiаном

1.31.

У випадку радiуса гiрацiї для розрахунку середнього пiд знаком iнтегрува-

ння використовується iдентичнiсть [1]:

⟨(r⃗i(s2) − r⃗j(s1))
2⟩ = −2

d

d|⃗k|2
ξ(k⃗)k⃗=0,

ξ(k⃗) ≡ ⟨e−ιk⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1))⟩. (2.3)

Перехiд вiд усереднення (r⃗i(s2) − r⃗j(s1))
2 до усереднення e−ιk⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1)) до-

зволяє скористатись доповненням до повного квадрата, що в свою чергу робить

можливим виконання iнтегрування за всiма можливими траєкторiями (усере-

днення).

У випадку з розрахунком гiдродинамiчного радiуса є можливим використа-

ння подiбного методу розрахунку. З цiєю метою вираз |r⃗i(s2) − r⃗j(s2)|−1 пiд

знаком усереднення замiнюється на його Фур’є перетворення [178]:

|r⃗|−1 = (2π)−d

∫
dk⃗ 2d−1π

d−1
2 Γ

(
d− 1

2

)
k1−deir⃗k⃗. (2.4)

Порядок iнтегрування за можливими конфiгурацiями (dr⃗) та за “хвильовим”

вектором dk⃗ можна переставити, що веде до виразу:

⟨|r⃗i(s2) − r⃗j(s1)|−1⟩ = (2π)−d

∫
dk⃗ 2d−1π

d−1
2 Γ

(
d− 1

2

)
k1−d⟨eik⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1))⟩.(2.5)

Таким чином, як у випадку радiуса гiрацiї, так i у випадку гiдродинамiчного

радiуса, усереднення за траєкторiями виконується для виразу ⟨eik⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1))⟩,
оскiльки лише в експонентi мiститься залежнiсть вiд радiус-вектора. Викону-

ючи усереднення з гамiльтонiаном для iдеального ланцюжка, (1.31) дозволяє

отримати вираз:

⟨eik⃗(r⃗i(s2)−r⃗j(s1))⟩ = e−
k⃗2

2 (s2−s1). (2.6)

Використовуючи вирази 2.3 та 2.5, отримуємо вiдповiднi середнi значення для

квадрата вiдстанi мiж мономерами s1 та s2, а також оберненої вiдстанi мiж
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ними:

⟨(r⃗i(s2) − r⃗j(s1))
2⟩ = d(s2 − s1), (2.7)

⟨|r⃗i(s2) − r⃗j(s1)|−1⟩ =
Γ
(
d−1
2

)
√

2Γ
(
d
2

)(s2 − s1)
−1/2. (2.8)

Зауважимо, що для отримання першого з виразiв необхiдно взяти другу похiдну

за модулем “хвильового вектора”, натомiсть у другому випадку розраховується

d-вимiрний iнтеграл. Вiдiнтегровуючи отриманi вирази за s1 та s2, а також

виконуючи дiлення на 2L2 та L2 для радiуса гiрацiї та гiдродинамiчного радiуса

вiдповiдно, отримуємо вирази:

⟨R2
g⟩ =

dL

6
(2.9)

⟨R−1
h ⟩ =

√
2Γ
(
d−1
2

)
Γ
(
d
2

) 4

3
L− 1

2 (2.10)

Тут варто зазначити, що отриманi вирази для лiнiйного ланцюжка не є новим

результатом, а вiдтворюють вiдомi вирази [1]. Новим елементом є сам процес

розрахунку гiдродинамiчного радiуса, що дозволяє розширити його розраху-

нок на випадок складногалужених макромолекул, використовуючи дiаграмну

технiку де Клуазо.

На основi вищеотриманих виразiв можна розрахувати вiдношення мiж цими

розмiрними характеристиками:

ρ =

√
⟨R2

g⟩

⟨R−1
h ⟩−1

=

√
2dΓ

(
d−1
2

)
Γ
(
d
2

) 4

3
√

6
(2.11)

Зауважимо, що при d = 3 це вiдношення вiдтворює вiдомi значення для

iдеального ланцюжка [152]

2.2. Вiдношення ρ для розеток

Застосовуючи описану вище методику для розрахунку гiдродинамiчного ра-

дiуса, був розглянений розетковий полiмер – узагальнена полiмерна архiтектура

з одним центром галуження [166]. Схематично вона зображена на рисунку 2.1.
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Рис. 2.1: Схематичне зображення розеткового полiмеру з чотирьма кiльцями fr = 4 i

вiсьмома ланцюжками fc = 8.

У загальному випадку розетковий полiмер мiстить fr траєкторiй, що починаю-

ться i закiнчуються в центрi галуження та fc – що лише починаються в центрi

галуження, а на мовi неперервної моделi ця архiтектура описується статисти-

чною сумою, що дається виразом:

Zrosette =
1

Z0

∫
Dr⃗

fc+fr∏
i=1

δ(r⃗i(0))

fr∏
j=1

δ(r⃗j(L) − r⃗j(0))e−H0, (2.12)

тут перший добуток дельта-функцiй вказує на початок всiх траєкторiй в по-

чатку координат, а другий те, що fr з них там же i закiнчуються, утворюючи

петлi. Зауважимо, що при fr = 0 вiдтворюється зiрковий полiмер, fr = 1, fc = 0

описує випадок кiльцевого полiмеру [4], а fr = 1, fc = 1 та fr = 1, fc = 2

описують пуголовкоподiбнi полiмери [96].

Дотримуючись процедури, описаної на початку роздiлу для отримання роз-

мiрних характеристик, спершу необхiдно розрахувати функцiю ξ(k⃗). У випадку

лiнiйного ланцюжка ця функцiя складається з одного доданка, так як враховує-

ться лише взаєморозташування мономерiв (s1, s2) одного ланцюжка. Натомiсть

у випадку розеткових полiмерiв вираз буде значно складнiшим. Схематично рi-

знi типи внескiв зображенi дiаграмами на рисунку 2.2. Перша з них вiдповiдає



64

ξ2ξ1 ξ3 ξ4
ξ5

Рис. 2.2: Схематичне зображення дiаграм для розрахунку ξ(k⃗). Суцiльними лiнiями по-

значено траєкторiї полiмеру, а кружечками точки обмеження s1 та s2

лiнiйному ланцюжковi i в фiнальному виразi враховуватиметься fc разiв, друга

(ξ2) вiдповiдає за внески вiд замкнених траєкторiй i враховуватиметься fr ра-

зiв. Tри наступнi вiдповiдають за врахування вiдстаней мiж мономерами, що

знаходяться на рiзних гiлках i в виразах для розмiрних характеристик врахо-

вуватимуться fc(fc − 1)/2, fcfr та fr(fr − 1)/2 вiдповiдно. У випадку радiусу

гiрацiї внески вiд дiаграм даються такими виразами:

ξ1,g = d
L3

6
(2.13)

ξ2,g = d
L3

12
(2.14)

ξ3,g = d
L1L2(L1 + L2)

2
(2.15)

ξ4,g = d
L1L2(3L1 + L2)

6
(2.16)

ξ5,g = d
L1L2(L1 + L2)

6
. (2.17)

Зауважмо, що цi вирази записанi для випадку, коли траєкторiї можуть бу-

ти рiзної довжини. Такий запис є корисним для подальшого розрахунку як в

цьому, так i в наступних роздiлах. У випадку, коли траєкторiї є однакової дов-

жини вiдтворюється результат для радiуса гiрацiї розрахований в [166]. Подiбно
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отримуємо вирази для функцiї ξ(k⃗) при розрахунку гiдродинамiчного радiусу:

ξ1,h = Cξ
4L3/2

3
, (2.18)

ξ2,h = Cξ
πL3/2

2
, (2.19)

ξ3,h = Cξ
4(L1 + L2)

3/2 − 4L
3/2
1 − 4L

3/2
2

3
, (2.20)

ξ4,h = Cξ

(
L2

√
L1 +

(
L
3/2
2

2
+ 2
√

L2L1

)
arcsin

(
L2√

4L1L2 + L2
2

)
− πL

3/2
2

4

)
,(2.21)

ξ5,h = Cξπ
(
L1

√
L2 + L2

√
L1 −

√
L2

√
L1

√
L1 + L2

)
, (2.22)

тут вводиться позначення Cξ =
√
2Γ(d−1

2 )
Γ(d

2)
для спрощення виразiв. У подальшо-

му при розглядi розеткових полiмерiв мова йтиме лише про випадок, коли всi

трєкторiї однакової довжини. Остаточний вираз для гiдродинамiчного радiуса

пiсля пiдсумовування всiх внескiв з їх вiдповiдними комбiнаторними множни-

ками набуває вигляду:

⟨R−1
h ⟩0rosette =

√
2Γ
(
d−1
2

)
(fc + fr)3Γ

(
d
2L
) (4(

√
2 − 1)

3
f 2
c +

4(2 −
√

2)

3
fc +

(
√

2 − 1)π

2
fr+

(2 −
√

2)π

2
f 2
r +

(
5

2
arctan

(
1

2

)
+ 1 − π

4

)
fcfr

)
. (2.23)

Традицiйно вплив полiмерної архiтектури та розмiрнi характеристики описує-

ться вiдношенням мiж радiусами гiрацiї складної архiтектури та лiнiйного полi-

меру (1.13), або ж аналогiчним вiдношенням гiдродинамiчних радiусiв. Обидва

вiдношення мають тут ж якiсну поведiнку i для розеткового полiмеру в гаус-

совому наближеннi вiдношення (1.13) було розраховане ранiше [166]. А тому

надалi мова йтиме про вiдношення мiж радiусом гiрацiї та гiдродинамiчним

радiусом:

ρrosette =

√
⟨R2

g⟩0rosette(
⟨R−1

h ⟩0rosette
)−1 (2.24)

.

Результати аналiтичного розрахунку для цього вiдношення порiвнюються з

даними чисельного моделювання з використанням методу молекулярної дина-
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Рис. 2.3: Результати симуляцiй для вiдношення ρ лiнiйного (червонi символи) та кiльце-

вого (синi символи) полiмеру як функцiя N−1/2 p з вiдповiдними скрiншотами з

симуляцiй для траєкторiй з ступенем полiмеризацiї N = 6400. Суцiльнi лiнiї вiд-

ображають апроксимацiю результатiв методом найменших квадратiв. Шрихованi

горизонтальнi лiнiї вiдображають отриманi асимптотичнi значення.

мiки. У рамках цього моделювання полiмернi макромолекули описувались, як

сукупнiсть кульок, з’єднаних мiж собою пружньою взаємодiєю:

V (r⃗) =
k

2
(r⃗ − r⃗0)

2, (2.25)

де сила взаємодiї дається k = 200kBT/b
2, що вимiрюється в одиницях kBT ,

а b = r0 довжина рiвноважного зв’язку мiж кульками. Рух кульок у рамках

симуляцiї отримуємо з розв’язкiв рiвнянь Ланжевена, де, окрiм пружнiх сил

мiж кульками, на них ще дiє повiльно-змiнна в’язка взаємодiя та швидкодiюча

стохастична. Симуляцiї були проведенi при постiйнiй температурi забезпече-

нiй ланжевенiвським термостатом. П’ятдесят iдентичних макромолекул, що не

взаємодiють одна з одною жодним чином, були помiщенi в кубiчний бокс з пе-
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Таблиця 2.1

Розмiрне вiдношення ρrosette для розеткових полiмерiв

fc fr Theory Dif.sim. MD

1 0 1.504 1.5045 ± 0.000533 [148] 1.499 ± 0.005

2 0 1.504 1.5045 ± 0.000533 [148] 1.499 ± 0.005

3 0 1.401 1.11 [151] 1.395 ± 0.006

4 0 1.334 1.04 [151] 1.336 ± 0.006

0 1 1.253 1.253 ± 0.013 [148] 1.244 ± 0.004

0 2 1.217 1.215 ± 0.011 [148] 1.204 ± 0.010

0 3 1.171 −−− 1.165 ± 0.011

0 4 1.143 −−− 1.135 ± 0.012

1 1 1.415 1.380 ± 0.021 [148] 1.401 ± 0.008

2 2 1.305 −−− 1.295 ± 0.018

рiодичними граничними умовами усiх напрямках, таким чином забезпечуючи

умови сильнорозведеного розчину [78].

Для кожної з розглянутих архiтектур симуляцiї проводились для низки

довжин траєкторiй, остаточнi значення отриманi з використанням скiнченно-

розмiрного скейлiнгу 2.3

Отриманi результати для всi розглянутих архiтектур та порiвняння з iнши-

ми вiдомими результатами наведенi в таблицi 2.1. Зауважимо, що результати

аналiтичного розрахунку в межах похибок узгоджуються з наявними резуль-

татами симуляцiй, окрiм даних для зiркових полiмерiв з трьома та чотирма

гiлками, отриманими в роботi [151]. Краще узгодження результатiв теорiї та

симуляцiй в [78], пов’язане з розглядом набагато довших ланцюжкiв та застосу-

ванням скiнченно-розмiрного скейлiнгу, адже саме для асимптотичних значень

можливе узгодження мiж результатами.

З отриманих результатiв видно, що два фактори ведуть до зменшення вiд-

ношення, а отже, i рiзницi мiж характеристиками. Перше це зростання ступеня

галуження, друге – наявнiсть кiльцевих траєкторiй. Як i вiдношення gc, вiдно-

шення ρ вiдображає компактифiкацiю полiмерної архiтектури. У випадку остан-

нього зниження пов’язане зi зменшенням вiдстаней мiж мономерами. Оскiльки
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Рис. 2.4: Схематичне зображення “йоршикового” полiмеру з боковими ланцюжками у фор-

мi кiлець та ланцюжкiв.

радiус гiрацiї сильнiше залежить вiд цих вiдстаней (див. означення) отже вiн i

зменшується сильнiше при зростаннi густини мономерiв у полiмерному клубку.

2.3. Розмiрнi вiдношення для гiпергалужених полiмерiв

Як зазначалось в попередньому роздiлi, гiпергалуженими полiмерами на-

вивають молекули що мiстять велику кiлькiсть центiв галуження. Часто такi

макромолекули мають неоднорiдну архiтектуру. У цiй частинi розглядається

випадок архiтектур, що радше є розширенням гребiнцевої архiтектури. Розгля-

нутi структури складаються з основи, до якої на однакових вiдстанях причi-

плено розетковi структури (див.рис. 2.4 та 2.8) на вiдмiну вiд поодиноких лан-

цюжкiв в гребiнцевих полiмерах. Надалi їх називатимемо “йоршиковими” для

спрощення, через подiбнiсть з йоршиковими полiмерами, вiдомими у лiтературi.

2.3.1. “Йоршиковi” полiмери з лiнiйною основою. На рисунку 2.4

зображено “йоршиковий” полiмер з лiнiйною основою, розбитою на n сегмен-

тiв однакової довжини (n − 1)-м центром галуження, кожен центр галуження

мiстить fc ланцюжкiв та fr кiлець. Для спрощення розрахункiв всi боковi лан-

цюжки розглядаються однакової довжини L та їх кiлькiсть однакова у кожно-
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Рис. 2.5: Схематичне зображення додаткових дiаграм для розрахунку радiусу гiрацiї та

гiдродинамiчного радiусу. Суцiльними лiнiями позначенi траєкторiї полiмеру, а

кружечками точки обмеження.

му центрi галуження. Зауважимо, що випадок fc = 1 вiдповiдає гребiнцевому

полiмеру, а випадок fc = 0 може бути використаний для опису процесiв компа-

ктифiкацiї ДНК, так як зображатиме ланцюжок з великою кiлькiстю петель.

У рамках неперервної моделi ця архiтектура дається статистичною сумою:

Zbb =
1

Z0

∫
Dr⃗

n−1∏
k=1

δ(r⃗k(Lb)− ⃗rk+1(0))

fc+fr∏
i=1

δ(r⃗k(L)−r⃗i(0))

fr∏
j=1

δ(r⃗j(L)−r⃗j(0))e−H0.

(2.26)

Тут перший набiр дельта-функцiй описує послiдовне з’єднання n сегментiв

основи, кожен довжиною Lb, що дає повну довжину основи nLb. Другий набiр

дельта-функцiй описує закрiплення бокових ланцюжкiв в центрах галуження, а

третiй набiр описує замикання fr бокових ланцюжкiв в кiльця. Хоча всi боковi

ланцюжки розглядаються з однаковою довжиною, сегменти основи можуть ма-

ти iншу довжину з тим, що в границi безмежнодовгих ланцюжкiв вiдношення

мiж довжиною сегменту основи та довжиною бокового ланцюжка залишається

постiйною величиною limL→∞(Lb/L) = l. Радiус гiрацiї “йоршикового” полiмеру

розраховується з використанням дiаграмної технiки. До дiаграм, розрахованих

в попередньому пiдроздiлi, додається ще три дiаграми, зображенi на рисунку

2.5. Оскiльки структурнi елементи мають рiзну довжину, це повинно врахову-

ватись у фiнальних виразах. Додатковi дiаграми даватимуть такi внески:

ξ6,g = d

(
L1L2(L1 + L2)

6
+ iLbL1L2

)
, (2.27)

ξ7,g = d

(
L1L2(L1 + L2)

2
+ iLbL1L2

)
, (2.28)

ξ8,g = d

(
L1L2(3L1 + L2)

6
+ iLbL1L2

)
, (2.29)
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тут l кiлькiсть сегментiв основи мiж точками галуження, для яких розгляда-

ється вираз. Зауважимо, що всi дiаграми для розрахунку радiуса гiрацiї ∼ L3

з тим, що Lb = lL, оскiльки всi фiнальнi вирази в рамках неперервної моделi

даються в границi безмежно довгих ланцюжкiв. У загальному виглядi вираз

для розрахунку не лише радiуса гiрацiї, але i гiдродинамiчного радiусу можна

записати:

Rx =
Lp

(ln + (fr + fc)(n− 1))2
((n− 1) (fcξ1,x(1) + frξ2,x(1)

+
fc(fc − 1)

2
ξ3,x(1, 1) +

fr(fr − 1)

2
ξ5,x(1, 1) + frfcξ4,x(1, 1)

)
+nξ1,x(a) + 2fc(n− 1)ξ3,x(1, a) + (n− 1)ξ3,x(l, l) + 2fr(n− 1)ξ4,x(1, l) +
n−2∑
i=1

(n− i− 1)
(
f 2
c ξ7,x(1, 1) + 2fcξ7,x(1, l) + ξ7,x(l, l) + 2fcfrξ8,x(1, 1)

+2frξ8,x(1, l) + f 2
r ξ6,x(1, 1)

))
, (2.30)

тут p рiвне 1 у випадку радiуса гiрацiї i −1/2 для гiдродинамiчного радiуса, iн-

декс x вiдповiдає iндексам g та h в залежностi, котра з розмiрних характеристик

розраховується. У дужках для внескiв ξ вказується одиниця у випадку бокових

гiлок та l у випадку сегментiв основи. У випадку радiуса гiрацiї пiдсумовування

за iндексом l доволi легко виконується i кiнцевий вираз:

⟨R2
g⟩bb =

dL

(an + (fr + fc)(n− 1))2

(
l3n3

6
+

n− 1

6

(
(ln2 − 2ln + 3n− 3)f 2

c

+(2l2n2 − l2n + 3ln− 2)fc +
1

2
(4l2n2 − 2l2n + 2ln− 1)fr

+(ln2 − 2ln + n− 1)f 2
r + 2(ln2 − 2ln + 2n− 2)fcfr

))
(2.31)

Для оцiнки компактифiкацiї структури розглянемо вiдношення радiусу гi-

рацiї “йоршикового” полiмеру до лiнiйного з такою ж молекулярною масою.

У випадку, коли fr = 0, це вiдношення ранiше обговорювалось в лiтера-

турi [190], i отриманий тут результат збiгається з ним. Цiкавим у цiй частинi

є розширення на випадок з наявними боковими кiльцями. На рисунку 2.6 зо-

бражено значення для розмiрного вiдношення у випадку, коли кожен з центрiв

галуження мiстить два боковi ланцюжки: у першому випадку це два ланцюж-

ки, у другому – один ланцюжок i одне кiльце. Зауважимо, що “йоршиковий”
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Рис. 2.6: Характерне розмiрне вiдношення 1.13 для “йоршикового” полiмеру як функцiя

кiлькостi сегментiв основи n, при фiксованому l = 1. Результати порiвнянi з да-

ними отриманими з використанням методу Вея [88].

полiмер з кiльцями (чорна крива на рисунку 2.6) є компактнiший вiд аналогi-

чного без кiлець, а збiльшення довжини основи веде до зменшення цiєї рiзницi.

Результати аналiтичного розрахунку були порiвнянi з даними, отриманими ме-

тодом Вея. Як i очiкувалось, для розглянутих наборiв параметрiв отримуємо

хороше узгодження. У цьому мiсцi варто зазначити, що метод Вея втрачає свою

надiйнiсть зi зростанням кiлькостi кiлець в архiтектурi через появу вiд’ємних

власних значень матрицi Кiрхгофа [191].

“Йоршиковий” полiмер, що мiстить лише кiльця на центрах галуження буде

найкомпактнiшим. Його можна порiвняти з аналогiчним, коли всi боковi гiлки

є ланцюжками:

gbb =
⟨R2

g⟩bb(fc = 0, fr = f, l = 1)

⟨R2
g⟩bb(fc = f, fr = 0, l = 1)

=
1

2

2f 2n3 − 4f 2n2 + 4fn3 − 4fn2 + 2n3 + 2f 2 − fn + f

f 2n3 + 2fn3 − 4f 2n + n3 + 3f 2 − 4fn + 2f
. (2.32)

Тут параметр a фiксований з метою спрощення виразiв. У випадку n = 2 вираз
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(2.32) вiдповiдає вiдношенню мiж радiусом гiрацiї розеткового i зiркового полi-

меру. У границi n → ∞ це вiдношення прямує до фiксованого значення gbb = 1.

Зi зростанням кiлькостi бокових гiлок у кожному з центрiв галуження ефект

компактифiкацiї в результатi замикання бокових траєкторiй в кiльця стає не-

суттєвим. Зауважимо, що це вiдношення зростає зi зростанням n та спадає зi

зростанням f .

Подiбно i для гiдродинамiчного радiусу розраховуються три додатковi дiа-

грами, однак тут варто зауважити, що на вiдмiну вiд дiаграм для радiусу гiрацiї

вирази для дiаграм ускладнюються з ускладненням архiтектури:

ξ6,h =
Cξ√

4L2li + L1L2 + L2
2

(
L2

√
L1

(
arctan

(
4li + L2 +

√
L2(4li + L1 + L2)

2
√
L1al

)

− arctan

(
4li + L2 −

√
L2(4li + L1 + L2)

2
√
L1li

))
(4li + L1 + L2)−

(
L1

√
L2 arcsin

(
L2√

L2(4li + L2)

)
+ L2

√
L1 arctan

(√
L1

2
√
li

))
×

2
√

L2(4li + L1 + L2)
)

(2.33)

ξ7,h = Cξ
4

3

(
(li)

3
2 − (li + L1)

3
2 − (l + L2)

3
2 + (li + L1 + L2)

3
2

)
(2.34)

ξ8,h = Cξ

√
L1

2

(
arctan

( √
L1

2
√
li + L2

)
(4li + L1 + 4L2) − arctan

(√
L1

2
√
li

)
×

(4al + L1) + 2
√

(al + L2)L1 − 2
√

alL1

)
(2.35)

Вираз (2.30) записаний в загальнiй формi, а тому вираз для гiдродинамi-

чного радiусу буде:

⟨R−1
h ⟩0bb =

√
2Γ
(
d−1
2

)
L−1/2

(an + (fr + fc)(n− 1))2Γ
(
d
2

) (4l
3
2n

3
+

n− 1

12

(
16(2l

3
2 + f 2

c )(
√

2 − 1)

+(32(1 + l)
3
2 − 32a

3
2 − 16

√
2)fc + 12 arctan

(
1

2
√
l

)
(4a + 1)fr − 6frπ(fr − 1) ×

(
√

2 − 2) + 24
√
lfr + frfc(−3π + 30 arctan

(
1

2

)
+ 12)

)
+

4

3

n−2∑
i=1

(n− i− 1) ×(
f 2
c (li + 2)

3
2 + 2fc(li + l + 1)

3
2 − 2fc(li + 1)

3
2 (fc + 1) + (li + 2l)

3
2
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Рис. 2.7: Розмiрне вiдношення ρ для “йоршикових” полiмерiв, ак функцiя кiлькостi сегмен-

тiв основи n при їх фiксованiй вiдноснiй довжинi l = 1.

−2(l(i + 1))
3
2 (fc + 1) + (li)

3
2 (fc − 1)2

)
+ 2fcfr

n−2∑
i=1

(n− i− 1) ×(
1

2
arctan

(
1

2
√
li + 1

)
(4al + 5) − 1

2
arctan

(
1

2
√
li

)
(4li + 1) +

√
li + 1

−
√
li
)

+ 2fr

n∑
i=1

−2(n− i− 1)

(
1

2
arctan

(
1

2
√
li + l

)
(4li + 4l + 1)

−1

2
arctan

(
1

2
√
li

)
(4li + 1) +

√
li + l −

√
li
)
− f 2

r

n−2∑
i=1

n− i− 1√
4li + 2

((4li + 2)(
arctan

(
4li + 1 +

√
4li + 2

2
√
li

)
+ arctan

(√
4li + 2 − 4al − 1

2
√
li

))
−2 arcsin

(
1√

4li + 1

)√
4li + 2 − 2 arctan

(
1

2
√
li

)√
4li + 2

))
(2.36)

Як результат, складнiших виразiв для дiаграм у виразах для гiдродинамi-

чного радiуса не вдається провести пiдсумовування в загальному випадку. Слi-

дуючи аргументацiї з попереднього пiдроздiлу, розглядається вiдношення мiж

радiусом гiрацiї та гiдродинамiчним радiусом, який означається подiбно до ви-
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разу (2.24). Значення вiдношення для окремо вибраних параметрiв наведенi на

рисунку 2.7. На вiдмiну вiд вiдношення gc, для якого спостерiгається монотонно

спадна поведiнка, вiдношення ρ спадає при малих значеннях n, а потiм зростає,

повiльно наближаючись до значення вiдношення для лiнiйного полiмеру. У ви-

падку, коли боковi гiлки є лiнiйними ланцюжками, вiдношення набуває менших

значень нiж у випадку, коли частина з них є кiльцями.

Зауважимо, що хоча параметр l присутнiй у виразах для розмiрних вiдно-

шень, його вплив наразi не обговорювався. Цiкавими для цього параметру є

його значення в границях прямування до нуля та до безмежностi. У першо-

му випадку вiдтворюються результати для розеткових полiмерiв, а в другому

вiдношення прямують до значень gc = 1 та ρ ≈ 1.5, що вiдповiдає вiдсутностi

впливув бокових галужень на конформацiйнi властивостi макромолекули.

2.3.2. “Йоршиковi” полiмери з кiльцевою основою. Цiкавим випад-

ком для продовження є розгляд “йоршикового” полiмеру з кiльцевою основою.

Як i у випадку з лiнiйною основою, таку модель можна пов’язувати з ефектами

компактифiкацiї, а також такi структури були синтезованi [35, 146]. У робо-

тi [140], як згадувалось в попередньому роздiлi, був порiвняний вплив лiнiйної

i кiльцевої основи на характерний розмiр макромолекул.

Як i у випадку з лiнiйною основою, кожен з центрiв галуження мiстить

розетковий полiмер з fc боковими ланцюжками та fr кiльцями на основi з n

сегментiв. Однак на вiдмiну вiд лiнiйної основи у цьому випадку розглядається

n, а не n− 1 центри галуження (див. рис. 2.8).

Математично архiтектура задається статистичною сумою:

Zdr =
1

Z0

∫
Dr⃗δ(r⃗n(L) − r⃗0(0))

n−1∏
k=0

δ(r⃗k(L) − ⃗rk+1(0))

fc+fr∏
i=1

δ(r⃗k(L) − r⃗i(0))

fr∏
j=1

δ(r⃗j(L) − r⃗j(0))e−H0, (2.37)

тут
∏n−1

k=0 δ(r⃗k(L) − ⃗rk+1(0)) описує послiдовне з’єднання сегментiв основи, а

δ(r⃗n(L) − r⃗0(0)) її замикання в кiльце. Зауважимо, що iндекс k у цьому ви-
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Рис. 2.8: Схематичне зображення “йоршикового” полiмеру з кiльцевою основою.
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Рис. 2.9: Схематичне зображення додаткових дiаграм для розрахунку радiусу гiрацiї та

гiдродинамiчного радiусу. Суцiльними лiнiями позначенi траєкторiї полiмеру, а

кружечками точки обмеження.

разi на вiдмiну вiд аналогiчного для лiнiйної основи починається з нуля, щоб

включити в архiтектуру додаткову розетку. Як i у випадку з лiнiйною основою,

для розрахунку розмiрних характеристик необхiдно розглянути три додатковi

дiаграми (see fig. 2.9):

ξ9,g = d

(
L1L2(L1 + L2)

2
+ iLbL1L2 +

iLbL1L2

n

)
, (2.38)

ξ10,g = d

(
L1L2(L1 + L2)

6
+ iLbL1L2 +

iLbL1L2

n

)
, (2.39)

ξ11,g = d

(
L1L2(3L1 + L2)

6
+ iLbL1L2 +

iLbL1L2

n

)
. (2.40)

Як i у попередньому випадку розмiрнi характеристики можна представити в
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загальнiй формi:

Rx =
Lp

((fr + fc + l)n)2

(
n

(
fcξ1,x(1) + frξ2,x(1) +

fc(fc − 1)

2
ξ3,x(1, 1)

+
fr(fr − 1)

2
ξ5,x(1, 1) + frfcξ4,x(1, 1)

)
+ ξ1,x(nl) + fcnξ4,x(1, ln) (2.41)

+frnξ5,x(1, ln) +
n−1∑
i=1

(n− i− 1)
(
f 2
c ξ9,x(1, 1) + 2frfcξ11,x(1, 1) + f 2

r ξ10,x(1, 1)
))

Зауважимо, що вираз не мiстить залежностi вiд дiаграм ξ6 − ξ8. Знову ж пара-

метр p буде або 1 або −1/2, у залежностi вiд того розглядається радiус гiрацiї

чи гiдродинамiчний радiус. Вiдповiдно для кожного з випадкiв iндекс x є або

g або h в залежностi вiд того яка саме величина розглядається. У випадку ра-

дiуса гiрацiї пiдсумовування за iндексом l знову ж виконується доволi легко, i

остаточно вираз для радiуса гiрацiї:

⟨R2
g⟩0dr =

dL

(an + (fr + fc)n)2

(
l3n3

12
+

n

12

(
(ln2 − l + 6n)f 2

c + (ln2 − l + 2n)f 2
r

+(2l2n2 + 2ln− 1)fr + (2ln2 − 2l + 8n− 8)fcfr + (2l2n2 + 6ln− 4)fc
))

.(2.42)

Традицiйно для оцiнки компактифiкацiї архiтектури розглядається вiдно-

шення мiж радiусами грацiї “йоршикового” полiмеру та лiнiйного. Для двох ви-

браних значень параметрiв галуження fc = 2, fr = 0 та fc = 1, fr = 1 наведенi

на рисунку 2.10. Знову ж, зростання кiлькостi центрiв галуження та наявнiсть

кiльцевих бокових гiлок веде до компактифiкацiї архiтектури. Другим цiкавим

спостереженням є меншi значення вiдношення у порiвняннi з “йоршиковим”

полiмером з лiнiйною основою. Цей результат узгоджується з експерименталь-

ними спостереженнями [140]. У випадку, коли боковi гiлки є лiнiйними лан-

цюжками, результати, отриманi в методi Вея та в рамках неперервної моделi,

добре узгоджуються. Однак при наявностi бокових кiлець це узгодження є не

настiльки хорошим. Нагадаємо, що проблема в цьому випадку саме з методом

Вея i вiд’ємними значеннями матрицi Кiрхгофа [191].

Врештi зазначимо, що параметр a в границi малих значень дає вiдношення

для розеткового полiмеру в порiвняннi з лiнiйним, а в протилежнiй границi

виходить на значення 1/2, що є вiдомими значенням для вiдношення кiльцевого
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Рис. 2.10: Розмiрне вiдношення gc для “йоршикового” полiмеру з кiльцевою основою як

функцiя кiлькостi сегментiв основи n для вибраних параметрiв галуження та

при фiксованому l = 1. Результати аналiтичних розрахункiв порiвнюються з

даними отриманими в методi Вея.

i лiнiйного полiмерiв, знову ж в цьому випадку вплив бокових гiлок є нехтувано

малим.

Як i у випадку з “йоршиковим” полiмером з лiнiйною основою, цiкаво є по-

рiвняти мiж собою випадки, коли боковi гiлки є або всi лiнiйнi, або всi кiльцевi.

Для цього розглядається вiдношення:

gdd =
⟨R2

g⟩dr(fc = 0, fr = f, l = 1)

⟨R2
g⟩dr(fc = f, fr = 0, l = 1)

=
f 2n2 + 2f 2n + 2fn2 − f 2 + 2fn + n2 − f

f 2n2 + 6f 2n + 2fn2 − f 2 + 6fn + n2 − 4f
.

(2.43)

Знову є для спрощення параметр l = 1. Зауважимо, що в цьому випадку для

асимптотично довгої основи n → ∞ вираз прямує до фiксованого значення 1.

Для нього знову ж спостерiгається зростання зi зростанням n та спадання зi

зростанням f .

Таким чином, в обох випадках рiзниця (вiдношення 2.32 та 2.43) мають якi-

сно однакову поведiнку. З тим, що для дуже довгих основ тип бокових галужень
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не має значення, натомiсть у випадку, коли в архiтектурi присутнi лише кiлька

центрiв галуження, тип бокових галужень вiдiграє важливу роль.

Переходячи до розгляду гiдродинамiчного радiуса, вiдзначимо суттєву рi-

зницю у порiвняннi з дiаграмами ξ6 − ξ8, тут основа утворює замкнену петлю,

а отже, вирази залежатимуть не лише вiд довжини сегменту l, але i вiд повної

довжини основи nLb:

ξ9,h =
4Cξ

3n
3
2

(
((L1 + L2 + Lbi)n− Lbi

2)
3
2 − ((L2 + Lbi)n− Lbl

2)
3
2

−((L1 + Lbl)n− Lbi
2)

3
2 + (Lbi(n− i))

3
2

)
(2.44)

ξ10,h =
Cξ√

L2n((4Lbi + L1 + L2)n− 4Lbi2)

(
L2

√
L1 ×(

arctan

(
4Lbin− 4Lbi2 −

√
L2

√
(4Lbi + L1n + L2n) − 4Lbi2

√
n + L2n

2
√

n(n− i)L1iLb

)

− arctan

(
(4Lbi + L2)n− 4Lbi

2 +
√
L2n((4Lbin + L1 + L2) − 4Lbi2)

2
√
L1lLb(n− i)n

))
((4Lbin + L1 + L2) − 4Lbi

2) + 2
√
L2n((4Lbi + L1 + L2)n− 4Lbi2) × (2.45)(

L1 arcsin

( √
L2n

4Lbin + L2n− 4Lbi2

)√
L2 + L2

√
L1 arctan

( √
L1n√

Lbi(n− i)

)))

ξ11,h =
Cξ

√
L2

2n
3
2

(
√
n arcsin

( √
nL2√

(4Lbi + 4L1 + L2)n− 4Lbi2

)
×

((4Lbi + 4L1 + L2)n− 4Lbl
2) −

√
n arcsin

( √
nL2√

(4Lbi + L2)n− 4Lbi2
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×

((4Lbi + L2)n− 4Lbi
2) + 2

√
L2Lbin + L1L2n− L2Lbi2n

−2
√

(L2Lbin− L2Lbi
2)n
)

(2.46)

Як вже згадувалось вище, зi зростанням складностi архiтектури зростає i

складнiсть виразiв для розрахунку гiдродинамiчного радiуса, i для “йоршиково-

го” полiмеру з кiльцевою основою, як i для випадку з лiнiйною, пiдсумовування

за iндексом i не вдається виконати, а повний вираз буде значно бiльш громi-

здкий, а тому надалi вiн не наводиться в текстi. Цей вираз можна отримати

пiдставивши значення для вiдповiдних дiаграм у загальну формулу для розра-

хунку розмiрних характеристик (2.42).
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Рис. 2.11: Розмiрне вiдношення ρ як функцiя кiлькостi сегментiв основи n при фiксованому

значеннi l = 1 та для рiзних наборiв параметрiв галуження.

Для порiвняння впливу типу основи на вiдношення ρ розглядаються тi ж

два випадки параметрiв галуження, що i у випадку лiнiйної основи, а саме –

fc = 2, fr = 0 та fc = 1, fr = 1. Результати наведенi на рисунку 2.11. У

випадку лiнiйної основи “йоршикового” полiмеру якiсна поведiнка вiдношення

не залежала вiд кiлькостi та типу параметрiв галуження, натомiсть у випадку

“йоршикового” полiмеру з лiнiйною основою тип бокових гiлок має значення.

Так коли всi боковi гiлки є ланцюжками, вiдношення має характерну поведiн-

ку зниження зi зростанням кiлькостi центрiв галуження. Однак замiна однiєї

з бокових гiлок на кiльце дiаметрально змiнює поведiнку вiдношення – тепер

воно зростає зi зростанням кiлькостi центрiв галуження. Проте варто зазна-

чити, що в границi великих n незалежно вiд типу бокових гiлок вiдношення

прямує до значення, характерного для кiльцевого полiмеру, знову ж вказуючи

на зниження впливу бокових гiлок.

Попри те, що повний вираз для гiдродинамiчного радiуса не наводиться

в текстi, для кiлькох окремо вибраних наборiв параметрiв наведення точних
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Таблиця 2.2

Розмiрне вiдношення gdrc та розмiрне вiдношення ρdr для кiлькоx полiмерiв з

лiнiйною основою при l = 1

fc fr n gc ρ

0 1 2 11
32

√
22

32
√
π

(
3π

√
2 − 2π

√
6 − 4 arctan(2

√
2) + 2 arcsin

(√
3
3

)
+9π − 6 arctan

(
5√
2

))
0 2 2 1

4

√
6

36
√
π

(
3π

√
2 − 4π

√
6 + 30π − 16 arctan(2

√
2)

−24 arctan
(

5√
2

)
+ 8 arcsin

(√
3
3

))
0 1 3 23

72

√
69

216
√
π

(
21π − 3π

√
3 − 2 arctan

(
24

√
7

103

)√
42

+12 arctan
(√

6
4

)
+ 12 arcsin

( √
3√
11

))
0 2 3 37

162

√
74

486
√
π

(
54π − 6π

√
2 − 9π

√
3 − 8 arctan

(
24

√
7

103

)√
42

+48 arctan
(√

6
4

)
+ 48 arcsin

( √
3√
11

))
1 0 2 35

64

√
35

96
√
π

(
5
√

10 +
√

2 + 20 − 6
√

6 + 18
√

2 arcsin
(√

3
3

))
виразiв має сенс, так як вони були синтезованi на експериментах [146, 35], цi

данi наведенi в таблицi 2.2.

Хоча вирази в таблицi наведенi точно, що є великою перевагою гаусового

наближення неперервної моделi, для порiвняння їх краще розглянути у деся-

тковiй формi. Так перший i останнiй рядок вiдрiзняються типом бокових гiлок,

у першому це кiльця, в останньому ланцюжки. У цьому випадку розмiрного

вiдношення gc вiдрiзняється майже у два рази: 0.34 проти 0.55, а от у випадку

ρ рiзниця є значно меншою: 1.22 проти 1.33. Як i може очiкуватись найнижчi

значення для обох вiдношень отримуємо при n = 3, fr = 2 та fc = 0. Заува-

жимо, що саме для цiєї архiтектури на експериментi спостерiгається найнижче

значення в’язкостi [146].

2.4. Вiдношення g ρ для мереж

У попереднiх пiдроздiлах мова йшла про складнi полiмернi архiтектури, що

однак мали певнi закономiрностi в архiтектурi, як от кiлькiсть та тип структур-

них елементiв та кiлькiсть вузлiв. Прикладом нерегулярних складногалужених
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Рис. 2.12: Представлення полiмерної мережi з п’ятьма вузлами на мовi графiв. параметр

c дає зв’язнiсть мережi.

полiмерiв є полiмернi мережi. Цей тип полiмерної архiтектури може бути опи-

саний на мовi теорiї графiв, де центри галуження є вершинами, а ланцюжки

лiнками. Для випадку п’яти вершин всi можливi зв’язнi конфiгурацiї зображенi

на рисунку 2.12. Тут найменша кiлькiсть лiнкiв чотири, а максимальна – десять

(повний граф).

Полiмернi мережi – це випадковi структури, що утворюються в процесi скле-

ювання хiмiчними зв’язками лiнiйних ланцюжкiв. Основою полiмерної мережi є
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Рис. 2.13: Схематичне зображення полiмерних структур в термiнах неперервної моделi.

Кожна лiнiя позначає траєкторiю довжиною Li.

вузли, з яких виходять лiнiйнi ланцюжки, коли їх бiльше нiж два, такий вузол є

центром галуження. Розподiл вузлiв в ковалентнiй полiмернiй мережi визнача-

ється хiмiчною функцiональнiстю реагуючих мономерiв вздовж вихiдних лан-

цюжкiв. Деякi полiмернi мережi, як от полiуритани та полiестровi гуми, утво-

рюються на основi реагуючих мономерiв на кiнцях ланцюжкiв, утворюючи ме-

режу через змикання кiнцiв. Мережi також можуть утворюватись через реакцiї

мiж внутрiшнiми мономерами, як до прикладу, через водневi зв’язки утворюю-

чи так званi фiзичнi мережi, як-от, бiологiчнi та синтетичнi гелi [192,193]. Асо-

цiйованi полiмернi мережi в цьому випадку привертають значну увагу, так як

утворюються з водорозчинних полiмерiв, що мiстять асоцiативнi групи вздовж

ланцюжкiв [194, 195]. Цi центри асоцiацiї збираються докупи в розчинах утво-

рюючи фiзично зв’язанi полiмернi мережi з тимчасовими зв’язками.

Опис полiмерних мереж в термiнах графiв дозволяє розраховувати для них

характеристики розмiру та форми з використанням методу Вея. Варто зауважи-

ти, що на вiдмiну вiд попереднiх пiдроздiлiв, де присутнiсть петель, приєднаних

до основи в однiй точцi, спричиняла проблеми для цього методу, тут метод Вея

дозволяє отримати асферичнiсть та вiдношення мiж радiусами гiрацiї для всiх



83

структур на рисунку 2.12. Оскiльки полiмернi мережi є випадковими структу-

рами, асферичнiсть та розмiрне вiдношення розраховуються як середнє за всiма

можливими мережами при фiксованiй зв’язностi з тим, що кожна з архiтектур

враховується з її iмовiрнiстю утворення:

⟨Ad⟩ =
∑
n

pn⟨Ad⟩n, g =
∑
n

pngn (2.47)

Результати, отриманi в методi Вея вказують на зростання компактностi i

сферичностi зi зростанням зв’язностi мережi [88].

Частина мереж, зображених на рисунку 2.12, може бути розрахована в тер-

мiнах неперервної моделi (див. рисунок. 2.13). Тут кожен вузол, з якого ви-

ходять лише два ланцюжки, вилучається, а ланцюжки “об’єднуються”. Таким

чином розглядаються архiтектури з рiзними довжинами сегментiв.

У випадку зв’язностi c = 0.4 Усi три архiтектури можуть вважатись зiрко-

вим полiмером з тим, що перший має чотири гiлки однакової довжини, другий

– три гiлки, з яких одна вдвiчi довша за iншi, i врештi останнiй – лiнiйний полi-

мер, який завжди можна розглядати як зiрку з одним або двома ланцюжками.

У цiй частинi вважається, що сумарна довжина всiх сегментiв L, а довжина

кожного з сегментiв – це частка вiд повної довжини. Так всi гiлки в першiй

архiтектурi L/4, а в другiй – L1 = L2 = L/4, L3 = 2L1 = L/2.

За винятком другої структури, для зв’язностi c = 0.5 всi випадки є розе-

тковими полiмерами з елементами рiзної довжини. Вплив довжини елементiв

ранiше не розглядався, хоча тут вiн вiдiграє важливу роль. Так перша стру-

ктура вiдповiдає пуголовкоподiбному полiмеру з двома хвостиками однакової

довжини та кiльцем в три рази довшим (L0 = 3L1 = 3L/5 та L1 = L2 = L/5).

третя та четверта – пуголовкоподiбнi полiмери з одним хвостиком. Рiзниця мiж

ними в спiввiдношеннi довжин сегментiв, для третьої кiльце має L0 = 3L/5,

а ланцюжок L1 = 2L/5, у випадку четвертої це L0 = L/5 та L1 = 4L/5 вiд-

повiдно. Остання структура в цiй групi це звичайне полiмерне кiльце. Друга

структура є декорованим кiльцем з двома центрами галуження. Зауважимо,

що тут кiльце розбивається центрами галуження на два неперервнi сегменти з
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вiдповiдними довжинами L1 = L2 = L4 = L/5, L3 = 2L/5.

Однаково для зв’язностей c = 0.4 та c = 0.5 статистичнi суми та всi не-

обхiднi дiаграми були наведенi в попереднiх пiдроздiлах. Ще одна структура

була порахована ранiше, а саме друга для зв’язностi c = 0.6 або ж два з’єднанi

кiльця. Для цих випадкiв радiуси гiрацiї з врахуванням рiзних довжин даються

виразами:

⟨R2
g⟩0star =

d

(
∑f

i=1 Li)2

 f∑
i=1

L3
i

6
+

f∑
j ̸=i=1

L2
iLj

2

 , (2.48)

⟨R2
g⟩0rosette,fr=1 =

d

(L0 +
∑f

i=1 Li)2

(
L3
0

12
+

f∑
i=1

(
L3
i + LiL

2
0

6
+

L2
iL0

2
+

f∑
j ̸=i=1

L2
iLj

2

 , (2.49)

⟨R2
g⟩0net,5,2 =

d

12(
∑4

i=1 Li)2(L2 + L3)

(
2(L1 + L4)

3(L3 + L2) (2.50)

+6(L3 + L2)
2(L2

1 + L2
4) + 12L1L2L3L4 + (L3 + L2)

4 + 2(L3 + L2)
3(L1 + L4)

)
,

⟨R2
g⟩0doublering =

d(L1 + L2)

8
. (2.51)

Тут вираз для зiркового полiмеру вiдтворює вiдомий з роботи Зiма i Сто-

кмаєра [4] i записується для довiльної кiлькостi гiлок. У випадку розеткового

полiмеру вираз обмежується врахуванням одного кiльця та довiльної кiлькостi

ланцюжкiв, а от два останнi вирази записуються виключно для архiтектур що

розглядаються.

Для розрахунку радiусiв гiрацiї решти стуркур зi зв’язнiстю c = 0.6 дода-

тково розглядаються дiаграми (див. рис. 2.14). Перша з них дається статсумою:

Z6,1({Li}) =

∫
Dr⃗(s)

3∏
i=1

δ(r⃗i(0)) δ(r⃗3(L3) − r⃗1(L1)) δ(r⃗3(L3) − r⃗2(L2)) ×

×δ(r⃗3(L3) − r⃗4(0)) exp(−
4∑

i=1

Hi), (2.52)

тут добуток дельта-функцiй вказує на те, що три траєкторiї починаються в по-

чатку координат i закiнчуються в тiй самiй точцi простору, визначають насту-

пнi три дельта-функцiї у той час, як остання прикрiплює в цю точку простору
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Рис. 2.14: Схематичне зображення додаткових дiаграм для розрахунку гiдродинамiчного

радiусу та радiусу гiрацiї полiмерних мереж

ланцюжок, другий кiнець якого залишається вiльним. Довжини сегментiв у цiй

структурi L1 = L2 = L/3 та L3 = L4 = L/6. Третя структура для цiєї зв’язностi

дається статсумою:

Z6,3({Li}) =

∫
Dr⃗(s)

3∏
i=1

δ(r⃗i(0))δ(r⃗1(L1) − r⃗2(L2))δ(r⃗3(L3) − r⃗4(L4)) ×

×δ(r⃗2(L2) − r⃗4(0))δ(r⃗3(L3) − r⃗5(0)) exp(−
5∑

i=1

Hi)

тут знову є добуток дельта-функцiй, який закрiплює три сегменти в початку

координат, δ(r⃗1(L1) − r⃗2(L2)) з’єднує протилежнi кiнцi двох з них, добуток

δ(r⃗3(L3) − r⃗4(L4))δ(r⃗2(L2) − r⃗4(0)) приєднує четвертий сегмент мiж другим i

третiм, а остання дочiпляє ланцюжок з вiльним ланцюжком до одного з цен-

трiв галуження. У цiй структурi структурнi сегменти мають довжини L1 =

L/3, L2 = L3 = L4 = L5 = L/6. Четверта i п’ята структури мають ту ж архiте-

ктуру що i перша лише за умови, що L4 = 0 або ж вiдсутностi хвостика. У лiте-
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Таблиця 2.3

Результати для розмiрних вiдношень gc полiмерних мереж отриманi з

використанням неперервної моделi

g1 g2 g3 g4 g5 gc

c = 0.4 5/8 13/16 1 - - 179/200
c = 0.5 23/50 123/250 151/250 61/125 1/2 957/1850
c = 0.6 97/288 3/8 13/36 139/396 1/3 949/2706

ратурi такi архiтектури вiдомi як тета-подiбнi полiмери [196,35]. Для четвертої

структури розглядаються довжини L1 = L/2, L2 = L/3, L3 = L/6, у той час як

для п’ятої структури всi сегмети мають однакову довжину L1 = L2 = L3 = L/3.

Радiуси гiрацiї для них даються виразами:

⟨R2
g⟩0net,6,3 =

d
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∑5

i=1 Li)3
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L3
1

12
+

L3
2

12
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3
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+

L3
5

6
+

1

6
(L3 + L4)

2(L1 + L2)

+
1

6
(L3 + L4)(L

2
1 + L2

2) +
1

6
(L2

1L2 + L1L
2
2) +

L2
5

2
(L1 + L2 + L3 + L4)

+
L1L2(L3 + L4)(L1 + L2 + L3 + L4)

2

12(L1L2 + (L1 + L2)(L3 + L4))
+

L5(L1L2 + L3L4)(L1 + L2)(L3 + L4)

2(L1L2 + (L1 + L2)(L3 + L4))

+
L5(L1L2(L

2
3 + L2

4) + 2L3L4(L1 + L2)
2)

2(L1L2 + (L1 + L2)(L3 + L4))

+
L5((L

3
1 + L3

2)(L3 + L4)) + L3
1L2 + L1L

3
2

6(L1L2 + (L1 + L2)(L3 + L4))

)
, (2.53)

⟨R2
g,6,1⟩0net,6,1 =

d

(
∑4

i=1 Li)2

 4∑
i=2

L3
i

12
+

LiL
2
1

2
+

3∑
j ̸=i=1

L2
iLj

6


+

L2L3L1(L2 + L3 + L1)
2

12(L2L3 + L2L1 + L3L1)
+

L3
4

6
+

(L2 + L3L1)L
2
4

2

+
(L1L2(L

2
1 + L2

2) + (L1 + L2)
3L3 + 3L1L2L

2
3 + (L1 + L2)L

3
3)L4

6(L1L2 + L1L3 + L2L3)

)
. (2.54)

Розмiрне вiдношення gc для цих структур визначається як вiдношення отри-

маних вище радiусiв гiрацiї роздiлених на радiус гiрацiї лiнiйного полiмеру

⟨R2
g⟩0chain = Ld

6 . Результати наведенi в таблицi 2.3. Як i у випадку регулярних

структур, розглянених ранiше. У гауссовому наближеннi є доступним розраху-

нок гiдродинамiчного радiуса для тих структур, для яких розраховувався радiус

гiрацiї. Тут варто зазначити, що у випадку гiдродинамiчного радiуса для ме-
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реж дiаграми, наведенi на рисунку 2.14, здебiльшого розраховуються лише при

фiксованих значеннях Li, характерних для певної структури, оскiльки пiдiнте-

гральнi вирази мають степiнь −1/2, що накладає обмеження на спiввiдношення

мiж Li, для яких можна виконати iнтегрування. Отриманi в результатi вирази

для вiдповiдних вiдношень як i у випадку “йоршикових” полiмерiв з кiльцевою

основою є складними навiть при фiксованих Li, а тому лише чисельна оцiнка

результатiв наводиться в таблицi 2.4. Як i для вiдношення gc тут знову ж спо-

стерiгається зниження вiдношення зi зростанням зв’язностi полiмерної мережi.

У випадку розмiрного вiдношення gc результати аналiтичного розрахунку

можна порiвняти з результатами, отриманими в методi Вея (див.рис. 2.15 ). Ре-

зультати, отриманi в двох методах, добре узгоджуються мiж собою. Структур

зi зв’язностями до c = 0.6 включно неперервна модель має перевагу в тому, що

архiтектури можуть бути розрахованi як функцiї Li точно, натомiсть отрима-

ння таких виразiв для вищих зв’язностей мережi стає громiздким. Зi зростан-

ням зв’язностi зростає i кiлькiсть параметрiв в виразах, а отже i ускладнення

розрахунку дiаграм. Натомiсть для методу Вея не спостерiгається зростання

складностi розрахунку зi зростанням зв’язностi мережi.

Варто зазначити однак, що на момент написання роботи в методi Вея вiд-

сутня стратегiя для розрахунку гiдродинамiчного радiуса, а отже, для цього

параметру розрахунок в рамках неперервної моделi залишається найкращою

можливiстю. На додаток, такi розрахунки доступнi лише для гауссової моде-

лi зважаючи на складнiсть виразiв та на той факт, що у випадку розрахунку

дiаграм в першому порядку теорiї збурення для низки дiаграм виникають не-

Таблиця 2.4

Результати для розмiрних вiдношень ρ полiмерних мереж отриманi з

використанням неперервної моделi

ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5 ρ

c = 0.4 1.334 1.423 1.505 - - 1.459

c = 0.5 1.261 1.443 1.359 1.262 1.253 1.337

c = 0.6 1.195 1.217 1.216 1.189 1.172 1.1999
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Рис. 2.15: Порiвняння результатiв для розмiрного вiдношення gc отриманих з вокористан-

ням методу Вея (чорна штрихова лiнiя та чорнi кружечки) з результатами отри-

маними в рамках неперервної моделi (Червонi квадрати)

фiзичнi розбiжностi при d = 3, для усунення яких в прямому полiмерному

перенормуваннi вiдсутнi механiзми.

2.5. Висновки

У роздiлi розглядається вплив архiтектури на унiверсальнi розмiрнi хара-

ктеристики полiмерних макромолекул в тета-розчиннику, у якому ефективне

вiдштовхування та ефективне притягання мiж мономерами зрiвноважене. Цей

факт дозволяє описувати такi полiмери з використанням гауссової моделi яка

враховує лише зв’язнiсть полiмерних ланцюжкiв. У даному роздiлi була вико-

ристана неперервна модель Едвардса, для якої розраховувались радiус гiрацiї

та гiдродинамiчний радiус. У той час як, схема розрахунку радiуса гiрацiї для

цiєї моделi є давно вiдома, схема розрахунку гiдродинамiчного радiуса є новим

результатом. Ефекти компактифiкацiї для складногалужених полiмерiв опи-

суються в термiнах розмiрних вiдношень мiж радiусами гiрацiї галуженого та
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лiнiйного полiмеру з однаковими ступенями полiмеризацiї (gc) та вiдношеннями

мiж радiусом гiрацiї та гiдродинамiчним радiусом тiєї ж архiтектури (ρ).

Найпростiша архiтектура, розглянена в роздiлi – розетковi полiмери, якi

складаються з fc ланцюжкiв та fr кiлець, з’єднаних у центрi галуження. Вiд-

ношення ρ для цiєї архiтектури знижується зi зростанням кiлькостi гiлок. За-

микання гiлок в кiльце також веде до пониження вiдношення, так у випадку

тригiлкової зiрки ρ = 1.401, натомiсть у випадку трьох кiлець з’єднаних в спiль-

ному центрi, це вiдношення ρ = 1.171. Аналiтичнi результати добре узгоджую-

ться з даними чисельного моделювання методом молекулярної динамiки (див.

табл.2.1).

Розгляд складногалужених архiтектур був продовжений аналiзом перiоди-

чних структур у формi “йоршикових” полiмерiв з лiнiйною та кiльцевою осно-

вою. Знову ж зростання ступенiв галуження на наявнiсть як бокових кiлець

так i кiльцевої основи веде до компактифкацiї архiтектури. Для вiдношення ρ

спостерiгаються двi новi особливостi: для “йоршикових” полiмерiв з лiнiйною

основою, воно має мiнiмум, а для “йоршикових” полiмерiв з кiльцевою осно-

вою наявнiсть бокових кiлець веде до зростання вiдношення при одночасному

зростаннi кiлькостi центрiв та довжини основи (a = const).

Зростання складностi архiтектури веде не лише до компактифiкацiї архiте-

ктур, але i до ускладнення виразiв, що їх описують. При розрахунку вiдношень

для полiмерних мереж аналiтичнi вирази можливо отримати лише для мереж

низької зв’язностi, а для мереж високої зв’язностi ефективнiше використовува-

ти метод Вея.
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РОЗДIЛ 3

СКЛАДНОГАЛУЖЕНI ПОЛIМЕРИ З ОДНИМ ЦЕНТРОМ

ГАЛУЖЕННЯ

E роздiлi розглядається вплив петлеутворення на унiверсальнi властивостi

полiмерiв з одним центром галуження.

Спочатку розглядаються iмовiрностi утворення петель на зiркових полiме-

рах з тим, що мономери можуть мати як короткосяжну, так i далекосяжну

взаємодiю мiж мономерами. Показано, що для зiркових полiмерiв є сiм можли-

вих типiв петель. Степiнь галуження впливає на iмовiрнiсть їх утворення в двох

напрямках: скейлiнговий показник та амплiтуда iмовiрностi. У випадку остан-

нього ступiнь галуження є важливим для всiх випадкiв, натомiсть у випадку

показникiв лише два залежать вiд степеня галуження.

Вплив кiлець, один з випадкiв петель, на розмiрнi характеристики зiрок з

кiльцям або ж розеток розглядається знову ж для випадкiв з короткосяжною i

далекосяжною взаємодiєю.

У випадку розеток з далекосяжною взаємодiєю увага зосереджується на ро-

зетцi з одним кiльцем, так як саме така архiтектура вiдповiдає одному з типiв

петель. У той час, як випадок розеток з бiльшою кiлькiстю петель розглядає-

ться лише для випадку короткосяжної взаємодiї, оскiльки його можна порiвня-

ти з даними чисельного моделювання. У цьому роздiлi результати отриманi як

в ренорм-груповому пiдходi, так i в наближеннi Дугласа-Фрiда порiвнюютьсяб

з даними молекулярної динамiки.

Результати роздiлу були опублiкованi в статтях [81,82,80]

3.1. Iмовiрнiсть утворення петель на зiркових полiмерах

Для вивчення ймовiрностей утворення петель у цiй роботi використовує-

ться неперервна модель Едвардса [7]. Розглядається зiрковий полiмер з f гiл-
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Рис. 3.1: Схематичне представлення рiзних можливих типiв петель на зiркових полiмерах.

ками однакової довжини L, кожна з яких описується радiус вектором r⃗i(s),

i = 1, . . . , f , що параметризований величиною s, що змiнюється в межах вiд 0

до L.

У випадку зiркових полiмерiв є сiм можливостей петель мiж двома мономе-

рами (див. рис. 3.1). Статистична сума в загальному дається виразом:

Zx
y;f(L) =

∫
Dr⃗ δxy

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H

∫
Dr⃗

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H

. (3.1)

Iнтегрування проводиться за всiма можливими траєкторiями для траєкторiй

r⃗1, . . . , rf , а добуток δ-функцiй δ(r⃗i(0)) описує початок всiх траєкторiй з поча-

тку координат, що формує зiрковий полiмер врештi δxy (x = 1, 2, y = 1, 2, 3, 4)

описує наявнiсть петлi певного типу, що утворюється через взаємодiю двох мо-

номерiв, якi належать або до однiєї гiлки (x = 1), або до рiзних гiлок x = 2

(див.рис. 3.1). Кожна з них дається сумою дельта функцiй:

δ11 =

f∑
a=1

δ(r⃗a(L) − r⃗a(0)), (3.2)
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δ12 =

f∑
a=1

δ(r⃗a(L/2) − r⃗a(0)), (3.3)

δ13 =

f∑
a=1

δ(r⃗a(L) − r⃗a(L/2)), (3.4)

δ14 =

f∑
a=1

δ(r⃗a(2L/3) − r⃗a(L/3)), (3.5)

δ21 =

f∑
a,b=1

δ(r⃗a(L) − r⃗b(L)), (3.6)

δ22 =

f∑
a,b=1

δ(r⃗a(L) − r⃗b(L/2)), (3.7)

δ23 =

f∑
a,b=1

δ(r⃗a(L/2) − r⃗b(L/2)), (3.8)

де H ефективний гамiльтонiан системи, що дається виразом 1.50. Для обчисле-

ння ймовiрностей утворення петель розглядається вiдношенням статистичної

суми з даним типом петлi до повної статистичної суми зiркового полiмеру:

P x
y =

Zx
y;f(L)

Zf(L)
∼ Lλx

y , (3.9)

де Zf(L) позначає статистичну суму зiркового полiмеру, яка визначається з

виразу:

Zf(L) =

∫
Dr⃗

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−Heff

∫
Dr⃗

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H0

(3.10)

де H0 =
∑f

a=1
1
2

∫ L

0 ds
(
dr⃗a(s)
ds

)2
гамiльтонiан зiркового полiмеру в гауссовому

наближеннi.

Основним завданням є розрахунок скейлiнгових показникiв λx
y , якi описують

асимптотичну поведiнку для iмовiрностi утворення петель на зiркових полiме-

рах. З цiєю метою використовується метод прямого полiмерного перенормува-

ння де Клуазо [1].
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З цiєю метою вводяться фактори набрякання для ймовiрностей χx
y({z0}) як:

P x
y

P x
y
Gauss

= χx
y({z0}). (3.11)

Враховуючи вираз (3.9), а також той факт, що для гауссового полiмеру всi

iмовiрностi пiдпорядковуються скейлiнгу P x
y
Gauss ∼ L−d/2, остаточно отримуємо

вирази для скейлiнгових показникiв λx
y({z0}):

λx
y({z0}) − d/2 = −L

∂ lnχx
y({z0})

∂L
. (3.12)

Цi критичнi показники, визначаються як розклад в ряд за константами вза-

ємодiї u0 та w0 оскiльки розглядається випадок з далекосяжною взаємодiєю з

ефективним гамiльтонiаном 1.50. В гауссовому випадку статистична сума запи-

сується у виглядi:

Z1
y;f(L) =

∫
Dr⃗

f∑
a=1

δ(r⃗a(m) − r⃗a(n))

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H0

∫
Dr⃗

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H0

,

Z2
y;f(L) =

∫
Dr⃗

f∑
a,b=1

δ(r⃗a(m) − r⃗b(n))

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H0

∫
Dr⃗

f∏
a=1

δ(r⃗a(0))e−H0

,

де m та n вiдповiдають можливим значення з виразiв (3.2) - (3.8), а саме можуть

бути 0, L/2, L/3, L, 2L/3.

Використовуючи Фур’є перетворення дельта-функцiї:

δ(r⃗a(m) − r⃗b(n)) =
1

(2π)d

∫
dq⃗ e−iq⃗(r⃗a(m)−r⃗b(n))

отримуємо вирази:

Z1
y;f(L) = f(2π(m− n))−d/2, (3.13)

Z2
y;f(L) =

f(f − 1)

2
(2π(m + n))−d/2, (3.14)
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Рис. 3.2: Дiаграмне представлення внескiв у Zx
y;f

u в однопетлевому наближеннi.

де m− n та m+ n вiдповiдають довжинам петель та можуть набувати значень

L/3, L/2, L, 3L/2 та 2L в залежностi вiд типу петель що розглядається.

Константи взаємодiї u0 та w0 вважаються малими у порiвняннi з гауссовим

внеском, а отже, статистична сума розглядається як розклад в ряд теорiї збуре-

ння за ними. У першому порядку теорiї збурень статистична сума в загальному

матиме вигляд:

Zx
y;f(L) = ξ(2πL)−d/2 − uZx

y;f
u + wZx

y;f
w + . . . (3.15)
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де ξ є або f або f(f−1)
2 , а u=u0(2π)−d/2L2−d/2, w=w0(2π)−a/2L2−a/2 безрозмiр-

нi константи взаємодiї. Для розрахунку Zx
y;f

u та Zx
y;f

w використовується дiа-

грамна технiка де Клуазо, внески в рамках якої зображенi схематично на ри-

сунку 3.2. Зауважимо, що дiаграми D12, D14, D24, D25, D26, D36, D37, D38,

D39,D72,D74,D76 враховуються з комбiнаторним множником (f − 1); дiаграми

D43, D54, D55, D57, D510, D67 з множником (f − 2); D66, D69 та D42 вiдповiд-

но з множником 2(f − 2); D13, D27, D310,D77 з множником (f − 1)(f − 2)/2;

D68, D56, D44 з множником (f − 2)(f − 3)/2, а дiаграми D41, D61, D63, D64 та

D610 враховуються двiчi. Тут варто зазначити, що вiдповiднi вирази для Zx
y;f

w

отримуємо простою замiною d на a у виразi Zx
y;f

u [178].

Пiсля розкладу отриманих виразiв в ряд теорiї збурень за параметрами ϵ =

4−d та δ = 4−a та обмежуючи розклади лише доданками, що мiстять полюси.

Статистичнi суми для рiзних випадкiв петель записуються у виглядi:

Z1
1;f(L) = (2π)−d/2L−d/2f

(
1 − u

f 2 − f + 4

ϵ
+ w

f 2 − f + 4

δ

)
, (3.16)

Z1
2;f(L) = (2π)−d/2L−d/2f

(
1 − u

f 2 + f + 4

ϵ
+ w

f 2 + f + 4

δ

)
, (3.17)

Z1
3;f(L) = (2π)−d/2

(
L

2

)−d/2

f

(
1 − u

f 2 − 3f + 8

ϵ
+ w

f 2 − 3f + 8

δ

)
, (3.18)

Z1
4;f(L) = (2π)−d/2

(
L

3

)−d/2

f

(
1 − u

f 2 − 3f + 12

ϵ
+ w

f 2 − 3f + 12

δ

)
, (3.19)

Z2
1;f(L) = (2π)−d/2(2L)−d/2f(f − 1)

2

(
1 − u

f 2 − 3f + 6

ϵ
+ w

f 2 − 3f + 6

δ

)
,(3.20)

Z2
2;f(L) = (2π)−d/2

(
3L

2

)−d/2
f(f − 1)

2

(
1 − u

f 2 − 3f + 8

ϵ
+ w

f 2 − 3f + 8

δ

)
,(3.21)

Z2
3;f(L) = (2π)−d/2L−d/2f(f − 1)

2

(
1 − u

f 2 − 3f + 12

ϵ
+ w

f 2 − 3f + 12

δ

)
,(3.22)

Zf(L) = 1 − u
f 2 − 3f

ϵ
+ w

f 2 − 3f

δ
. (3.23)

Використовуючи означення для ймовiрностей утворення петель (3.9), та вра-

ховуючи, що константи взаємодiї u та w в першому порядку теорiї збурення є

пропорцiйнi до ϵ, δ, та зберiгаючи лише доданки, що є лiнiйними за ϵ та δ,
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отримуємо вирази для ймовiрностей:

P 1
1 (L) = (2π)−d/2L−d/2f

(
1 − u

2f + 4

ϵ
+ w

2f + 4

δ

)
, (3.24)

P 1
2 (L) = (2π)−d/2L−d/2f

(
1 − u

4f + 4

ϵ
w

4f + 4

δ

)
, (3.25)

P 1
3 (L) = (2π)−d/2

(
L

2

)−d/2

f

(
1 − u

8

ϵ
+ w

8

δ

)
,

P 1
4 (L) = (2π)−d/2

(
L

3

)−d/2

f

(
1 − u

12

ϵ
+ w

12

δ

)
,

P 2
1 (L) = (2π)−d/2(2L)−d/2f(f − 1)

2

(
1 −−u

6

ϵ
+ w

6

δ

)
,

P 2
2 (L) = (2π)−d/2

(
3L

2

)−d/2
f(f − 1)

2

(
1 − u

8

ϵ
+ w

8

δ

)
,

P 2
3 (L) = (2π)−d/2L−d/2f(f − 1)

2

(
1 − u

12

ϵ
+ w

12

δ

)
.

Виходячи з означення для скейлiнгових показникiв (3.12), отримуємо ана-

лiтичнi вирази для цих показникiв λx
y , як ряди за константами u, w:

λ1
1 − d/2 = (f + 2)u− (f + 2)w, (3.26)

λ1
2 − d/2 = (2f + 2)u− (2f + 2)w, (3.27)

λ1
3 − d/2 = 4u− 4w, (3.28)

λ1
4 − d/2 = 6u− 6w, (3.29)

λ2
1 − d/2 = 3u− 3w, (3.30)

λ2
2 − d/2 = 4u− 4w, (3.31)

λ2
3 − d/2 = 6u− 6w. (3.32)

Для подальшого аналiзу показникiв використовуються значення констант

взаємодiї в нерухомих точках. У випадку наявностi в системi далекосяжних

взаємодiй цi точки були розрахованi ранiше [134]. Загалом в задачi є три неру-

хому точки: перша описує гауссовий випадок, коли мiж мономерами вiдсутнi

взаємодiї (1.36), другий вiдповiдає короткосяжним взаємодiям (1.37) або ж ви-

падку полiмеру в хорошому розчиннику без домiшок. Третiй описує випадок

присутностi в системi далекосяжних взаємодiй, спричинених або домiшками,
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Рис. 3.3: Скейлiнговi показники λ1
1
Pure та λ1

2
Pure в тривимiрному просторi як функцiя кiль-

костi гiлок

або наявнiстю заряду на полiмерi (1.53). У першому випадку для показникiв

(3.26)-(3.32) вiдтворюється значення λx
y = d/2. Для полiмерiв з короткосяжною

взаємодiєю отримуємо вирази:

λ1
1
Pure

= 2 +
f − 2

8
ϵ, (3.33)

λ1
2
Pure

= 2 +
f − 1

4
ϵ, (3.34)

λ1
3
Pure

= 2, (3.35)

λ1
4
Pure

= 2 +
ϵ

4
, (3.36)

λ2
1
Pure

= 2 − ϵ

8
, (3.37)

λ2
2
Pure

= 2, (3.38)

λ2
3
Pure

= 2 +
ϵ

4
. (3.39)

Зауважимо, що лише показники λ1
1
Pure та λ1

2
Pure є нетривiальними i залежать

вiд кiлькостi гiлок зiркового полiмеру f (див.рис. 3.3). Це веде до висновку, що
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зi зростанням кiлькостi гiлок iмовiрнiсть утворення петель знижується. При

f = 1, показники λ1
1
Pure та λ2

1
Pure вiдтворюють вiдомi вирази для лiнiйного лан-

цюжка λ1 та λ2. Показники λ1
3
Pure та λ2

2
Pure спiвпадають з вiдомим для лiнiйного

полiмеру показником λ2, а показники λ1
4
Pure та λ2

3
Pure спiвпадають з вiдомим для

лiнiйного показником λ3. Врештi показник λ2
1
Pure спiвпадає з показником λ1

Врештi для нерухомої точки з далекосяжною взаємодiєю (1.53) вирази (3.26)-

(3.32) переписуються у виглядi:

λ1
1
LR

= 2 − ϵ/2 +
f + 2

4
δ, (3.40)

λ1
2
LR

= 2 − ϵ/2 +
f + 1

2
δ, (3.41)

λ1
3
LR

= 2 − ϵ/2 + δ, (3.42)

λ1
4
LR

= 2 − ϵ/2 +
3

2
δ, (3.43)

λ2
1
LR

= 2 − ϵ/2 +
3

4
δ, (3.44)

λ2
2
LR

= 2 − ϵ/2 + δ, (3.45)

λ2
3
LR

= 2 − ϵ/2 +
3

2
δ. (3.46)

Знову лише показники λ1
1
LR та λ1

2
LR мiстять залежнiсть вiд ступеня галуження

f , та зростають зi зростанням кiлькостi гiлок (див. рис. 3.4). Як i у випадку

полiмерiв з короткосяжною взаємодiєю, показники, що не залежать вiд кiлько-

стi гiлок, збiгаються з їх аналогами для лiнiйного полiмеру, а тi, що залежать,

збiгаються з вiдповiдними лiнiйними при f = 1

Оцiнюючи вирази (3.33), (3.34), (3.40) та (3.41) у тривимiрному просторi

(ϵ = 1) зростання δ веде до зростання вiдповiдних показникiв, що в свою чер-

гу означає зниження iмовiрностi утворення петель. Ще одним фактором, що

знижує iмовiрнiсть їх утворення, є зростання кiлькостi гiлок. Також варто за-

уважити, що iмовiрностi утворення петель залежать не лише вiд показникiв,

але i вiд амблiтуд, якi мiстять залежнiсть вiд f . Зi зростанням кiлькостi гiлок

амплiтуда зростає, частково компенсуючи зниження iмовiрностi, пов’язаної з

показниками.

З семи архiтектур, що утворюються злiплюванням двох мономерiв, лише
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Рис. 3.4: Скейлiнговi показники λ1
1
Pure, λ1

2
Pure, λ1

1
LR та λ1

2
LR в тривимiрному просторi для

п’ятигiлкового зiркового полiмеру f = 5 як функцiя δ

три ведуть до утворення стуктур з одним центром галуження, що є топологi-

чно однаковими та вiдповiдають розетковому полiмеру з одним кiльцем. Саме

для розеткового полiмеру в подальшому проводиться розгляд, а решту чотири

топологiї залишаються поза межами розгляду.

3.2. Розетковi полiмери з врахуванням взаємодiї мiж

мономерами

3.2.1. Статистична сума. Розрахунок розпочинається з розгляду ста-

тистичної суми розеткового полiмеру (2.12), виконуючи розклад в ряд теорiї

збурень за константами взаємодiї u0 та w0, що є вимогою можливостi засто-

сування методу та допустиме, оскiльки в хорошому розчиннику цi взаємодiї

вiдiграють незначну роль у порiвняннi зi з’язнiстю архiтектури, що дається

гауссовим доданком [1,181]. У результатi статистична сума записується:

Zfc,fr =
1

Z0

fc+fr∏
i=1

fr∏
j=1

∫
dr⃗i(s) δ(r⃗i(0))δ(r⃗j(L) − r⃗j(0))e−H0



100

−u0
2

1

Z0

fc+fr∏
i=1

fr∏
j=1

∫
dr⃗i(s) δ(r⃗i(0))δ(r⃗j(L) − r⃗j(0))

fc+fr∑
i,j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′))e−H0

−w0

2

1

Z0

fc+fr∏
i=1

fr∏
j=1

∫
dr⃗i(s) δ(r⃗i(0))δ(r⃗j(L) − r⃗j(0))

fc+fr∑
i,j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ |r⃗i(s′) − r⃗j(s
′′)|−ae−H0, (3.47)

де H0 =
∑fc+fr

i=1

∫ L

0 ds
(
dr⃗i(s)
ds

)2
гамiльномiан моделi в гауссовому наближеннi.

Для розрахунку першого доданку використовується iнтегральне представлення

дельта функцiй δ(r⃗j(L) − r⃗j(0)), що описують замикання fr ланцюжкiв. Пiсля

виконання iнтегрування вiдтворюється вiдомий вираз для статистичної суми

iдеального розеткового полiмеру [166]:

Zfc,fr
0 = (2πL)−

d
2fr . (3.48)

У випадку другого доданку для розрахунку використовується не лише iнте-

гральнi представлення дельта-функцiй, але i дiаграмна технiка з вiдповiдними

дiаграмами, зображеними на рисунку 3.5. Кiнцевi вирази для дiаграм в d ви-

мiрному просторi даються виразами:

Z1 = −2u (2πL)−
d
2fr

Γ
(
2 − d

2

)2
(d− 2) Γ (3 − d)

(3.49)

Z2 = u (2πL)−
d
2fr

4

(4 − d)(2 − d)
(3.50)

Z3 = u (2πL)−
d
2fr

4(22−d/2 − 2)

(4 − d)(2 − d)
r (3.51)

Z4 = u (2πL)−
d
2fr

(
−1

8

2d
√
πΓ
(
1 − d

2

)
Γ
(
5−d
2

)
+

1

3

2d−15−
d
2

(
2F1(

3
2 ,

d
2 ; 5

2 ; 1
5) − 3 2F1(

1
2 ,

d
2 ; 3

2 ; 1
5)
)

d− 2

)
(3.52)

Z5 = u (2πL)−
d
2fr

2
d−1
2
√
π2F1(

1
2 ,

d−1
2 ; 3

2 ; 1
2)Γ

(
1 − d

2

)
Γ
(
3−d
2

) (3.53)
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Рис. 3.5: Дiаграмне представлення внескiв у статистичну суму в однопетлевому наближен-

нi. Суцiльними лiнiями позначено полiмер, а штриховою взаємодiю мiж мономе-

рами.

Врештi для розрахунку третього доданку використовується Фур’є перетво-

рення для |r⃗i(s′) − r⃗j(s
′′)|−a:

|r⃗|−f = (2π)−d

∫
dk⃗ 2d−aπ

d−a
2 Γ

(
d− a

2

)
ka−deir⃗k⃗. (3.54)

Як вже згадувалось вище, в однопетлевому наближеннi це веде до простої за-

мiни d на a в кiнцевих виразах.

Кожна з дiаграм враховується з комбiнаторними множниками: для дiаграм

Z1 та Z2 це вiдповiдає кiлькостi кiлець fr та ланцюжкiв fc; дiаграми Z3 та Z5

враховуються для кожної можливої пари ланцюжкiв (fc(fc − 1)/2) чи кiлець

(fr(fr − 1)/2), а дiаграма Z4 для кожної можливої пари що мiстить одне кiль-

це та один ланцюжок. Виконуючи розклад в ряд за вiдхиленнями вiд верхнiх

критичних вимiрностей ϵ = 4 − d та δ = 4 − a отримуємо наступний вираз для

статистичної суми:

Zfc,fr = (2πL)−
d
2fr

(
1 − u0

f 2
c + 4fcf2 + 2f 2

r − 3fc + 2fr
ϵ

−w0
f 2
c + 4fcf2 + 2f 2

r − 3fc + 2fr
δ

−(u0 + w0)

(
fc(fc − 3)

2
− fc(fc − 1)

2
ln(2) +

2

5
fcf2

√
5 ln

(
2√

5 + 3

)

+2fcf2 − f 2
r − fr − fr(fr − 1)

√
2

∫ 1

0

dt
ln(2 − t)√

t(t− 2)
√

4 − 2t

))
(3.55)
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Рис. 3.6: Дiаграмне представлення внескiв у радiус гiрацiї в однопетлевому наближеннi

Зауважимо, що в роботi [82] ця статистична сума обговорювалась для випад-

ку fr = 1, а в роботi [80] у випадку лише короткосяжних взаємодiй, але для

довiльних fr.

3.2.2. Радiус гiрацiї. За методикою розрахунку, описаною в попередньо-

му роздiлi, проводимо розрахунок i тут. Зазначимо, що в гауссовому випадку

вираз був порахований ранiше в роботi [166], тому тут вiн лише приводиться:

⟨R2
g⟩0rosette =

2fc(3fc − 2) + 8fcf2 + fr(2fr − 1)

12(fc + fr)2
(3.56)

Подiбно до гаусового випадку, про який йшла мова в попередньому роздi-

лi внески у функцiю ξ(k⃗) розраховуються з використанням дiаграмної технiки

(див.рис.3.6). Тут колонка злiва може роздiлятись на два випадки, зiрки та

розетки, що мiстить лише кiльця, а колонка справа додає дiаграми для змiша-

ного випадку. Чорними лiнiями позначенi дiаграми, внески вiд яких зводяться

до добутку внеску вiд статсуми та внеску в гауссовому випадку, в результатi
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чого вони фактично не враховуються в кiнцевих виразах. Зновутаки дiаграми

враховуються з вiдповiдними комбiнаторними множниками, що все разом веде

до кiнцевого виразу, а можна записати у формi:

⟨R2
g⟩rosette = ⟨R2

g⟩0rosette
(

1 +
2u

ϵ
+

2w

δ
− (u0 + w0)R1(fc, fr)

)
(3.57)

де R1(fc, fr) функцiя, що залежиться вiд параметрiв галуження:

R1(fc, fr) = −16800πf 2
r − 109200f 3

c − 189840f 2
c fr − 231167fcf

2
r

8400(6f 2
c + 8fcfr + 2f 2

r − 4fc − fr)

−−16800πfr + 273000f 2
c + 333647fcfr − 50400f 2

r − 182000fc + 50400fr
8400(6f 2

c + 8fcfr + 2f 2
r − 4fc − fr)

+
2

5

√
5 ln(

√
5 + 3)fcf2 −

48fcf2 ln(2)
√

5

120
−

√
5fcf2

4200
arctanh

(√
5

5

)
×

20160f 2
c + 26880fcf2 + 6720f 2

r + 61824fc + 141275fr − 148667

6f 2
c + 8fcf2 + 2f 2

r − 4fc − fr

−fc ln(2)

120

2880f 2
c + 2880fcf2 − 197f 2

r − 7680fc − 2683fr + 4800

6f 2
c + 8fcf2 + 2f 2

r − 4fc − fr

+fr(fr − 1)
12fc + 12fr − 18

8(6f 2
c + 8fcf2 + 2f 2

r − 4fc − fr)
+

2fr(fr − 1)

6f 2
c + 8fcf2 + 2f 2

r − 4fc − fr
×

∫ 1

0

dt
ln(2 − t)(t2 − 3t + 1)√

t(2 − t)3/2
− fr(fr − 1)

√
2arctanh

(√
2
2

)
(34fc + 34fr − 59)

8(6f 2
c + 8fcf2 + 2f 2

r − 4fc − fr)

+8fr(fr − 1)

∫ 1

0

dt arctan
(

(4t2 − 4t− 1)−
1
2

)
(t− 1)(12t2(t− 1)(fc + fr) − 30t4 + 39t3 + 5t2 − 14t− 2)

(4t2 − 4t− 1)5/2(6f 2
c + 8fcf2 + 2f 2

r − 4fc − fr)
. (3.58)

Зауважимо, що наведенi вище формули вiдповiдають випадку, коли дiагра-

ми розраховуються для загальної вимiрностi простору d, однак лише у випадку,

коли наявне одне кiльце, аналiтичнi вирази для довiльної вимiрностi простору

отримуються доволi легко. Зате цiла низка дiаграм, що мiстять два кiльця,

не дозволяє легко отримати вирази, з якими потiм можна продовжувати лег-

ко працювати. А саме мова йде про дiаграми де взаємодiя вiдштовхування дiє

мiж двома кiльцями. Цю проблему легко розв’язати, якщо врахувати, що ли-

ше дiаграми, якi описують вiдштовхування мiж мономерами одного i того ж

ланцюжка чи кiльця, дають внесок у полюс кiнцевого виразу.



104

Для прикладу, розглянемо дiаграми для двох ланцюжкiв, коли точки обме-

ження s1 та s2 на одному з них, а мономери, для яких враховується вiдштов-

хування s′ та s′′, знаходяться на рiзних. Таких дiаграм є три, оскiльки точки

обмеження розбивають один з ланцюжкiв на три сегменти, для кожного з яких

розглядається вiдповiдна дiаграма:

∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

∫ s

0

ds2

∫ s2

0

ds1

(
s2 − s1 −

(s2 − s1)
2

s + z

)
(s + z)−

d
2 +∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

∫ L

s

ds2

∫ s

0

ds1

(
s2 − s1 −

(s− s1)
2

s + z

)
(s + z)−

d
2 +∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

∫ L

s

ds2

∫ s2

s

ds1 (s2 − s1) (s + z)−
d
2 (3.59)

Оскiльки всi цi дiаграми мiстять множник (s+ z)−
d
2 , що не залежить вiд точок

обмеження, його можна винести за дужки , а сам вираз переписати як:

∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

[∫ s

0

ds2

∫ s2

0

ds1

(
s2 − s1 −

(s2 − s1)
2

s + z

)
+ (3.60)∫ L

s

ds2

∫ s

0

ds1

(
s2 − s1 −

(s− s1)
2

s + z

)
+

∫ L

s

ds2

∫ s2

s

ds1 (s2 − s1)

]
(s + z)−

d
2 .

Всi iнтеграли в серединi квадратних дужок [. . .] мiстять однаковий доданок

пiд знаком iнтегрування, що дозволяє переписати вираз:

∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

[∫ s

0

ds2

∫ s2

0

ds1 (s2 − s1) +

∫ L

s

ds2

∫ s

0

ds1 (s2 − s1)

+

∫ L

s

ds2

∫ s2

s

ds1 (s2 − s1)

]
(s + z)−

d
2

+

∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

[∫ s

0

ds2

∫ s2

0

ds1

(
−(s2 − s1)

2

s + z

)
+

∫ L

s

ds2

∫ s

0

ds1

(
−(s− s1)

2

s + z

)]
(s + z)−

d
2 (3.61)

Останнi два доданки в перших дужках можна об’єднати, оскiльки границi iн-
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тегрування за s2 одинаковi, а для iнтегралiв за s1 їх можна об’єднати в один:∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

[∫ s

0

ds2

∫ s2

0

ds1 (s2 − s1) +

∫ L

s

ds2

∫ s2

0

ds1 (s2 − s1)

]
×

(s + z)−
d
2 +

∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

[∫ s

0

ds2

∫ s2

0

ds1

(
−(s2 − s1)

2

s + z

)
+

∫ L

s

ds2

∫ s

0

ds1

(
−(s− s1)

2

s + z

)]
(s + z)−

d
2 (3.62)

Так само можна об’єднати тепер i iнтеграли за змiнною s2:∫ L

0

ds

∫ L

0

dz (s + z)−
d
2

[∫ L

0

ds2

∫ s2

0

ds1 (s2 − s1)

]
+

∫ L

0

ds

∫ L

0

dz

[∫ s

0

ds2

∫ s2

0

ds1

(
−(s2 − s1)

2

s + z

)
+

∫ L

s

ds2

∫ s

0

ds1

(
−(s− s1)

2

s + z

)]
(s + z)−

d
2 (3.63)

Тут перший рядок дається добутком внескiв дiаграм для радiусу гiрацiї в га-

уссовому наближеннi ξ1 (див. попереднiй роздiл) та статистичної суми в одно-

петлевому наближеннi Z3. У загальному випадку розрахунок радiуса гiрацiї в

однопетлевому наближеннi можна записати як:

⟨R2
g⟩ = Z−1(⟨R2

g⟩0 − u(Sum of digrams)) =

⟨R2
g⟩0Z−1

(
1 − u

(Sum of digrams)
⟨R2

g⟩0

)
=

⟨R2
g⟩0(1 + uZx)

(
1 − u

(Sum of digrams)
⟨R2

g⟩0

)
= ⟨R2

g⟩0
(

1 − u

[
(Sum of digrams)

⟨R2
g⟩0

− Zx

])
(3.64)

Вираз в квадратних дужках можна переписати як (Sum of digrams)−Zx⟨R2
g⟩0

⟨R2
g⟩0

. Як вже

згадувалось вище, дiаграми, що на рисунку 3.6 позначенi чорними лiнiями, ско-

рочуються та не дають внеску в кiнцевий вираз для радiуса гiрацiї. Тi ж дiагра-

ми, якi дають не нульовi внески, можна завжди згрупувати подiбно до прикла-

ду, описаного вище, так що окремо видiляється доданок, який пропорцiйний

до однiєї з дiаграм для статистичної суми, який скорочується i не входить в

кiнцевий вираз.
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Таким чином у випадку, коли розглядається ϵ розклад, що був наведений

вище для iнтегралiв, якi не скорочуються та даватимуть внесок в кiнцевий ви-

раз можна провести розклав у ряд спочатку, а потiм проiнтегрувати за s′ та s′′.

Натомiсть для застосування методу Дугласа-Фрiда дiаграми, якi складно роз-

рахувати для довiльної вимiрностi простору розраховуються при d = 3 оскiльки

лише в цьому випадку наближення є застосовним. У результатi коефiцiєнт R1

в тривимiрному просторi задається виразом:

R1 =
12
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√
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+8fc + 2f 2
c

√
2 − 4f 2

c − 2fc
√

2 − 4
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fcfr

√
52F1

(
3

2
,
3

2
,
5

2
,
1

5

)
− 2fcfrπ(3.65)

З метою опису характерного розмiру розеткового полiмеру та впливу петель

розглядається не лише вiдношення у порiвняннi з лiнiйним полiмером такої ж

молекулярної маси, але i вiдношення у порiвняннi з зiркою з такою ж кiлькiстю

гiлок:

grosettec =
⟨R2

g⟩rosette
⟨R2

g⟩chain
(3.66)

grosettes =
⟨R2

g⟩rosette
⟨R2

g⟩star
(3.67)

тут ⟨R2
g⟩c та ⟨R2

g⟩s вiд повiдно вирази для радiусiв гiрацiї ланцюжка та зiрки,

що даються виразами [181]:

⟨R2
g⟩chain =

dL

6((fc + fr)L)

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0 ln((fc + fr)) −
13

12

)
(3.68)

⟨R2
g⟩star =

dL(3(fc + fr)
2 − 2fc − 2fr)

6(fc + fr)2

(
1 +

2u0
ϵ

+
u0

12(3fc + 3fr − 2)

(
144(fc + fr)

2 ln(2) + 195(fc + fr)

−(384(fc + fr) ln(2) − 78(fc + fr)
2 + 240 ln(2) − 130

))
(3.69)

3.2.3. Розмiрнi вiдношення у випадку далекосажної взаємодiї. Для

початку проаналiзуємо вплив утворення петлi на розмiрнi характеристики у ви-

падку як короткосяжної, так i далекосяжної взаємодiї. У цьому випадку обме-

жимось наявнiстю лише одного кiльця. Також зауважимо, що одразу три мо-

жливих петлi утворюють таку архiтектуру, хоча з елементами рiзної довжини.

Оскiльки в цiй частинi розглядається однопетлеве наближення, що дає лише

якiсну оцiнку параметрiв, вплив вiдносних довжин стуктурних елементiв не

розглядається. Графiчно вiдношення зображенi на рисунках 3.7 та 3.8.

Наявнiсть забороненого об’єму веде до зростання характерного розмiру ро-

зеткового полiмеру, а присутнiсть вже навiть одного кiльця вiдiграє важливу

роль у випадку малої кiлькостi ланцюжкiв fc та стає тривiальним при їх бiльшiй

кiлькостi (див.рис. 3.8). Натомiсть присутнiсть далекосяжної взаємодiї очiкува-

но веде до значного зростання характерного розмiру макромолекул з тим, що
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Рис. 3.7: Розмiрне вiдношення (3.66) як функцiя fc. Квадратиками тут позначено гауссовий

випадок, а зiрочками вiдношення при d = 3(ϵ = 1); трикутниками ромбиками i

кружечками позначенi випадки a = 3 (δ = 1), a = 2 (δ = 2), a = 1 (δ = 3)

вiдповiдно.

наявнiсть петлi вже не є тривiальним у порiвняннi з зiрковим полiмером, так як

зi зростанням кiлькостi гiлок fc характерний розмiр розетки з одним кiльцем є

бiльший вiд зiркового полiмеру.

Цiкавим є випадок δ = 3, що вiдповiдає кореляцiйному параметру рiвному

одиницi. Цей випадок описує не лише присутнiсть сильноскорельованих домi-

шок в системi, але також може описувати полiелектролiт. У випадку полiеле-

ктролiту говоритимемо не про усереднення за зiрними реалiзацiями безладу, а

про усереднення за рiзними реалiзацiями випадково розкиданих зарядiв вздовж

ланцюжка. Тут варто зазначити, що описується лише слабо заряджений полi-

електролiт, так як у випадку високої густини заряду гауссовий доданок вже не

буде домiнувати (w0 вже не буде малою величиною). У цьому випадку спостерi-

гаємо вiдношення gc в околi одиницi, що вказує на порiвняно однаковi розмiри
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Рис. 3.8: Розмiрне вiдношення (3.67) як функцiя параметру fc, розрахована для рiзних зна-

чень нерухомих точок. Зiрочками позначено гауссовий випадок; квадратиками:

вираз (3.67) розрахований при d = 3 (ϵ = 1); кружечками, ромбиками i трику-

тниками вiдповiднi значення цього ж виразу для кореляцiйного параметру a = 3

(δ = 1), a = 2 (δ = 2), a = 1 (δ = 3) вiдповiдно.

лiнiйного та зiркового полiмеру. Цей результат є лише якiсним, а для кiлько-

стi гiлок бiльше п’яти (одна з них кiльце) починає спостерiгатись нефiзична

поведiнка.

Зауважимо, що хоча кiнцевi вирази для розмiрних вiдношень i залежать

лише вiд δ, проте задача в цiлому мiстить двi константи взаємодiї а тому на-

ближення Дугласа-Фрiда тут не застосовується. Таким чином порiвняння з цим

наближенням проводитиметься лише для короткосяжної взаємодiї забороненого

об’єму.

Результати аналiтичних обчислень порiвнюються з даними чисельного мо-

делювання методами Монте-Карло з використанням стрижневого алгоритму

та молекулярної динамiки. Спiльною рисою цих методiв є наявнiсть жорстко-
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Рис. 3.9: Схематичне зображення операцiї стрижневого алгоритму для ланцюжка (злiва)

та для кiльця (справа) як блукання без самоперетинiв на гратцi. Чорним позна-

чено сегмент траєкторiї що залишається без змiн, червоним показано частину, що

зазнає змiни, а зеленим показано результат перетворення. Штриховими лiнiями

позначенi осi симетрiї

го потенцiалу вiдштовхування, а вiдмiнною те, що перший використовується у

випадку дискретного простору (на гратцi), а другий в неперервному просторi.

3.2.4. Методи чисельного моделювання. У межах пiдходу стрижне-

вого алгоритму полiмерний ланцюжок розглядається як блукання без самопере-

тинiв на простiй квадратнiй гратцi. Зауважимо, що стрижневий алгоритм впер-

ше був запропонований у роботi [197], а згодом модифiкований i вдосконалений

у роботах [101, 198]. Стрижневий алгоритм використовує операцiї симетрiї на

гратцi для генерування ансамблю конформацiй полiмерної макромолекули. У

випадку розеткового полiмеру початкова конформацiя задається як сукупнiсть

прямих лiнiй, що виходять з початку координат та утворюють лiнiйнi гiлки

архiтектури та кiлець, сформованих з використанням алгоритму Розенблютiв.
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Хоча замикання в кiльце для аглоритму Розенблютiв i є часоємною задачею,

це дозволяє ефективнiше релаксувати розеткову архiтектуру. Основнi кроки

алгоритму такi:

— випадково вибирається одна з траєкторiй;

— на цiй траєкторiї випадковим чином вибирається один з вузлiв ;

— якщо траєкторiя має вiльний кiнець (ланцюжок), випадковим чином ви-

бирається одна з сорока семи операцiй симетрiї на гратцi та виконується

вiдповiдне перетворення для частини траєкторiї мiж вiльним кiнцем i ви-

браним вузлом. У випадку, коли траєкторiя є замкненою для випадково

вибраної операцiї симетрiї, шукаємо другий вузол на траєкторiї, який

дозволить виконати перетворення мiж цими вузлами без розмикання

кiльця. Приклад таких перетворень наведений на рисунку 3.9;

— далi перевiряється, чи нова конформацiя задовiльняє умову блукання

без самоперетенiв по вiдношенню до всiх траєкторiй архiтектури. У ви-

падку, коли траєкторiя задовiльняє цю умову, вона зберiгається, iнакше

– вiдкидається, а вихiдна для операцiї траєкторiя повторно додається до

ансамблю;

— процедура повторюється.

Першi 20N(fc + fr) операцiй використовуються для релаксацiї архiтектури

та не враховуються при розрахунку спостережуваних величин. Приклад кон-

формацiй для розеткового полiмеру, отриманий з використанням стрижневого

алгоритму, наведено на рисунку 3.10. Наступнi 107 операцiй використовувались

для розрахунку радiусiв гiрацiї.

Моделювання проводилось для ланцюжкiв довжиною вiд десяти до ста кро-

кiв, а кiнцевi значення отриманi з використанням скiнченно-розмiрного скей-

лiнгу для усунення артефактiв, пов’язаних зi скiнченним розмiром блукань.

Симуляцiї методом молекулярної динамiки базуються на бусинково-пружин-

ковiй моделi [199], тут кожна з бусинок описує один кунiвський сегмент реаль-

ного полiмеру. Модель розглядається для випадку, коли всi бусинки є одна-

кового розмiру та мають дiаметр σ. Мономери гiлок прикрiпляються до цен-



112

Рис. 3.10: Приклади конформацiй розенткового полiмеру отриманi з результатiв моделю-

вання на простiй кубiчнiй гратцi. Справа : fc = fr = 3, та злiва: fc = fr = 4.

Кожна з траєкторiй мiстить N = 100 крокiв. Червоним позначено ланцюжки, а

зеленим кiльця.

трального мономеру, чий розмiр є порiвнюваним з розмiром решти бусинок.

Оскiльки розетковий полiмер мiстить fc гiлок та fr кiлець, кожна з яких скла-

дається з N бусинок, у цiлому розетковий полiмер мiстить їх (fc + fr)N , не

включаючи центральної бусинки. Взаємодiя мiж бусинками дається потенцiа-

лом Кремера-Греста: [200] V KG(r) = V FENE(r) + V WCA(r), де перший додаток є

скiнченно-розтяжним потенцiалом пружинки:

V FENE(r) = −0.5kr20 ln [1 − (r/r0)
2]. (3.70)

Загалом усi бусинки мiж собою вiдштовхуються, що описується потенцiалом

Вiкса-Чандлера-Андерсона, або ж зсуненим i обрiзаним потенцiалом Леннарда-

Джонса:

V WCA(r) = 4ϵ
[
(σ/r)12 − (σ/r)6 + 1/4

]
θ(21/6σ − r). (3.71)

У виразах (3.70) та (3.71), r позначає вiдстань мiж центрами двох бусинок, ϵ

та σ визначають одиницi вимiрювання енергiї та вiдстанi вiдповiдно. Решту ж

параметрiв мають фiксованi значення k = 30ϵ/σ2 та r0 = 1.5σ. У виразi. (3.71)

використовується функцiя Хевiсайда:

θ(x) =

 1 x ≥ 0

0 x < 0
(3.72)
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Рис. 3.11: Приклад траєкторiї з симуляцiй молекулярної динамiки для розеткового полiме-

ру з fr = 2 кiльцями та fc = 1 ланцюжками. Ступiнь полiмеризацiї N кожного

ланцюжка 1000. Лiнiйна гiлка позначена червоним, а кiльця зеленим.

Для отримання конформацiй розв’язуються Ньютонiвськi рiвняння з ви-

користанням алгоритму швидкостi Верле. Симуляцiї проводяться при постiй-

нiй температурi, що забезпечується термостатом. Останнiй вводиться в рiвня-

ння за допомогою Ланжевенiвського доданку з коефiцiєнтом ζ = 0.5mτ−1 де

τ =
√

mσ2/ϵ одиниця часу, а m = 1 маса бусинки. Iнтегрування рiвнянь руху

проводиться з кроком ∆t = 0.003τ в кубiчному боксi з перiодичними гранични-

ми умовами у всiх напрямках. Для проведення розрахункiв використовувався

пакет Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator (LAMMPS) [201],

а зразок конформацiї був отриманий з використанням Visual Molecular Dynami-

cs (VMD) [202].

Початковi конформацiї для зiркоподiбних полiмерiв отримувались з допо-

могою блукання без самоперетинiв, а потiм помiщенi в симуляцiйну комiрку.

Моделювання для розеткових полiмерiв проводилось для довжин гiлок N =
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100, 500, 1000 та 3000.

Для збiльшення кiлькостi конформацiй у кожному з випадкiв симуляцiйна

комiрка мiстила 12 iдентичних молекул, якi не взаємодiють мiж собою. Вiд-

ключення взаємодiї мiж молекулами забезпечує умову сильнорозведеного роз-

чину. Перший етап симуляцiї проводиться, поки розетковi полiмери не досяга-

ють рiвноважної конформацiї. Цей етап проводиться для щонайменше трьох

часiв релаксацiї τR для вiдповiдної системи, де τR визначається як час рела-

ксацiї радiуса гiрацiї гiлки розетки. З цiєю метою використовується вiдповiдна

автокореляцiйна функцiя. Необхiдний час для релаксацiї залежить вiд ступеня

полiмеризацiї гiлки розеткового полiмеру. Пiсля досягнення рiвноваги симуля-

цiї проводились для часiв, що сягають а ж до 106 τ , результати, отриманi з них,

використовувались для розрахунку радiуса гiрацiї.

Обидва параметри, що описують архiтектуру розеткового полiмеру (fc лан-

цюжкiв та fr кiлець), змiнюються в межах вiд одного до чотирьох. На основi

даних, отриманих в симуляцiях, розраховувались розмiрнi вiдношення (3.66) та

(3.67) для кожної з розглянутих довжин. Обидва вiдношення дефакто означа-

ються для безмежнодовгих гiлок (N → ∞), але так як симуляцiї проводяться

для макромолекул зi скiнченною довжиною гiлок для отримання значень вiд-

ношень, що потiм порiвнюватимусь з даними аналiтичних розрахункiв, викори-

стовується лiнiйна апроксимацiя для усунення ефектiв скiнченного розмiру:

gi(N) = gi + Ai/N, (3.73)

де i = c, s та Ai константи апроксимацiї.

3.2.5. Аналiз результатiв та обговорення. На рисунках 3.12 та 3.13

зображенi результати як аналiтичних, так i чисельних розрахункiв, а також

деякi наявнi експериментальнi данi для розмiрних вiдношень gc та gs для розе-

ткових полiмерiв. Данi на графiках наведенi як функцiя кiлькостi ланцюжкiв

fc в розетковому полiмерi для рiзних фiксованих значень кiлькостi кiлець fr в

архiтектурi. Зауважимо, що для всiх розглянутих наборiв параметрiв галуже-

ння, результати отриманi в однопетлевому наближеннi реномгрупового пiдхо-
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Рис. 3.12: Розмiрне вiдношення gc для розеткових полiмерiв у порiвняннi з лiнiйним полi-

мером, як функцiя кiлькостi ланцюжкiв fc. Графiки наведенi для рiзної кiлькостi

кiлець fr , що позначено на рисунках. Данi наведенi для двох методiв чисель-

ного моделювання: кружечками (граткова модель) а ромбиками (модель в непе-

рервному просторi). Лiнiями позначено данi аналiтичних розрахункiв: Гауссове

наближення (зi статтi [166]) (точковою лiнiєю), ренормгрупове передбачення

(штриховою лiнiєю) та наближення Дугласа-Фрiда (суцiльною лiнiєю). Експери-

ментальнi данi позначенi квадратиками для кiлець взятi з роботи [179] (fr = 1

та fc = 0), а для пуголовкоподiбних полiмерiв зi статтi [96] (fr = 1 та fc = 1, 2)

ду(штриховi лiнiї на графiках) дають лише якiсне узгодження з результатами

як чисельного моделювання (кружечки та ромбики), так й експерименту (ква-

дратики) [96, 179]. Фактично результати ренормгрупи та гауссового наближен-

ня [166] (точкова лiнiя) вiдображають своєрiднi верхню i нижню границю вiдпо-

вiдно для чисельних та експериментальних даних. Однак результати наближен-



116

ня Дугласа-Фрiда (суцiльна лiнiя) дають значно краще узгодження з даними як

симуляцiй в методi молекулярної динамiки, так i з даними експериментальних

вимiрювань. Це узгоджується з оригiнальним висновком з роботи [31], у якiй

дається висновок, що для кiлькiсного узгодження ренорм групових результатiв

з експериментальними чи симуляцiйними спостереженнями, необхiдно врахо-

вувати вищi порядки теорiї збурень за константою взаємодiї. У цiй же роботi

ренорм груповий розрахунок проводиться лише в першому порядку теорiї збу-

рень.

У цьому мiсцi варто зауважити, що результати, отриманi у межах граткової

моделi, краще узгоджуються з результатами гауссового наближення а нiж над-

ближенням Дугласа-Фрiда, а часом мають i меншi значення нiж прогнозованi

для iдеального розеткового полiмеру. Для цього може бути двi причини. Одна

з них той факт, що у випадку граткової моделi розглядаються вiдносно короткi

гiлки до N = 150 крокiв у ланцюжку. У цiлому цього достатньо i результати

отриманi для радiусiв гiрацiї для рiзних N , мають коректну скейлiнгову по-

ведiнку. Iнша причина може виходити вiд дискретного середовища (гратки),

у якому розглядаються розетковi полiмери, так як у цьому випадку є суттєво

менша кiлькiсть доступних конформацiй особливо для кiльцевих гiлок. На ри-

сунках 3.10 та 3.11 наведенi приклади конформацiй з алгоритмiв. Зауважимо,

що конформацiї на рисунку 3.10 компактнiшi, а кiльця (зеленi кульки) знахо-

дяться ближче до центру. Така компактифiкацiя кiлець в околi центру i веде

до нижчих значень вiдношення. Також варто зазначити, що це не є фiзичною

поведiнкою, а радше артефактом моделi, що обмежує її використання для опи-

су полiмерiв з великою кiлькiстю петель. Ця ситуацiя є майже несуттєвою при

fr = 1, але погiршується зi зростанням кiлькостi кiлець.

Чисельнi оцiнки розмiрного вiдношення дано для окремого кiльця в хоро-

шому розчиннику (а саме для fr = 1, fc = 0) у порiвняннi з лiнiйним полi-

мером такої ж довжини N є: gsim
c = 0.539 (див рисунок 3.12a). Це значення

непогано узгоджується з результатом, отриманим в наближеннi Дугласа-Фрiда

gDF
c = 0.516. Воно також близьке до значення, отриманого з експериментальних
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Рис. 3.13: Розмiрне вiдношення gs для розеткових полiмерiв в порiвняннi з зiрковим полi-

мером що мiстить fc + fr гiлок. Всi позначення тi ж, що i на рисунку 3.12.

вимiрювань gexp
c = 0.53 [179]. Цей результат пiдтримує добре вiдомий факт, що

цiльця мають значно компактнiший характерний розмiр нiж лiнiйнi полiмери.

Зауважимо, що значення gsim
c , gDF

c та gexp
c є дещо бiльшими вiд вiдповiдного значе-

ння для iдеального кiльця gc = 0.5 [4]. Для усiх розглянутих випадкiв розетко-

вого полiмеру (а саме для fc > 0) розмiрне вiдношення gc спадає зi зростанням

кiлькостi гiлок (див.рис. 3.12). Цей тренд також збiгається з iншими вiдомими

експериментальними спостереженнями, а саме для пуголовкоподiбних полiме-

рiв з одним fc = 1 та двома fc = 2 хвостиками [96]. З графiкiв також можна

зробити висновок, що зi зростанням кiлькостi кiлець вiдношення також спа-

дає, i спадає суттєво. Це пiдтверджує важливу роль петлеутворення в процесах

компактифiкацiї бiологiчних макромолекул.
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Розмiрне вiдношення gs, що порiвнює розетковий та зiрковий полiмери з

однаковими кiлькостями гiлок, зображено на рисунку 3.13. Як i очiкувалось зi

зростанням кiлькостi ланцюжкiв в розетковому полiмерi характерний розмiр

(розмiрне вiдношення) зростає, але разом з тим, чим бiльше кiлець в архiтекту-

рi, тим менший характерний розмiр та вiдповiдне вiдношення.

3.3. Висновки

У роздiлi розглядається вплив петлеутворення на унiверсальнi властивостi

макромолекул з одним центром галуження у випадку, коли мiж мономерами

дiє вiдштовхування, що може бути спричинене:

— розчинником, який притягується до мономерiв та веде до набухання,

що ефективно описується короткосяжним вiдштовхуванням (хороший

розчинник);

— присутнiсть в розчинi далекосяжно скорельованих домiшок;

— наявнiсть на полiмерному ланцюжку заряду (полiелектролiти) низької

густини.

Для початку розглядаються iмовiрностi утворення петель на зiркових по-

лiмерах. Загалом є сiм типiв можливих петель за участi лише двох мономерiв

(це найбiльш iмовiрнi петлi). Розрахунок скейлiнгових показникiв для iмовiр-

ностi їх утворення показує, що лише два з цих показникiв залежать вiд ступеня

галуження зiркового полiмеру. Цiкаво те, що для цих двох випадкiв петля утво-

рюється за участю ядра зiркового полiмеру, а їх iмовiрнiсть утворення знижу-

ється зi зростанням кiлькостi гiлок. Також показано, що присутнiсть в системi

далекосяжної взаємодiї мiж мономерами веде до пригнiчення петлеутворення.

Аналiз характерного розмiру розеткових полiмерiв в хорошому розчиннику

показує, що наявнiсть кiлець веде до компактифiкацiї архiтектури у порiвняннi

з зiрковим полiмером з такою ж кiлькiстю гiлок. У той же час присутнiсть дале-

косяжного вiдштовхування мiж мономерами веде до суттєвого набухання клуб-

ка з тим, що розетковий полiмер може мати бiльший характерний розмiр нiж

аналогiчний зiрковий полiмер. Варто вiдзначити, що цi спостереження в межах
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ренормгрупогово пiдходу дають лише якiсну оцiнку характерного розмiру ро-

зеткового полiмеру у порiвняннi як з линiйними, так i зiрковими полiмерами. З

метою кiлькiсної оцiнки у випадку короткосяжного вiдштовхування використо-

вується наближення Дугласа-Фрiда. Результати, отриманi в цьому наближеннi,

мають добре кiлькiсне узгодження з даними чисельного моделювання методом

молекулярної динамiки.
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РОЗДIЛ 4

СКЛАДНОГАЛУЖЕНI ПОЛIМЕРИ З ДВОМА ЦЕНТРАМИ

ГАЛУЖЕННЯ

У роздiлi розглядаються складно галуженi полiмери з двома центрами галу-

ження: пом-пом полiмери та гантельковий полiмер. У першому випадку аналiзу-

ється як вплив ступенiв галуження f1, f2 на характеристики розмiру та форми,

так i вплив вiдносної довжини основи на них. Окрiм добре вiдомого вiдношення

мiж радiусом гiрацiї пом-пому та лiнiйного полiмера, розглядається ще низка

iнших унiверсальних розмiрних вiдношень, деякi з них були розгляненi вперше.

Результати, отриманi в рамках неперервної моделi для унiверсальних розмiрних

спiввiдношень, були порiвнянi з даними симуляцiй в методах дисипативної ди-

намiки та Монте-Карло (стрижневий алгоритм), а результати для асферичностi

якiсно порiвнюються з даними, отриманими з допомогою методу Вея.

Для гантелькових полiмерiв увага зосереджується на порiвняннi даних ана-

лiтичних розрахункiв з даними молекулярної динамiки для розмiрного вiдно-

шення gc та аналiзi властивостей форми в рамках молекулярної динамiки та

методу Вея.

Результати були опублiкованi в статтях [79,89,90,85].

4.1. Пом-пом полiмер

В рамках моделi Едвардса [7] пом-пом полiмер, який схематично зображено

на рисунку 4.1 описується як сукупнiсть F траєкторiй довжиною Li, що пара-

метризованi радiус векторами r⃗i(s), 0 ≤ s ≤ Li, i = 1, . . . , F . Гамiльтонiан для

даної архiтектури дається виразом:

HF =
1

2

F∑
i=1

∫ Li

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2

+
u

2

F∑
i,j=1

∫ Li

0

ds′
∫ Lj

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)),(4.1)
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Рис. 4.1: Схематичне зображення пом-пом полiмеру, який складається з основи, до кiнцiв

якої прикрiпленi центри галуження з функцiональностями f1 та f2.

де перший доданок описує зв’язнiсть кожного з ланцюжкiв, а другий – ефе-

ктивне вiдштовхування або ж ефект забороненого об’єму мiж ланцюжками з

константою взаємодiї u.

Архiтектура макромолекули дається статистичною сумою:

Zpom−pom =

∫
Dr⃗(s)

f1∏
i=1

f2∏
j=1

δ(r⃗i(0) − r⃗0(0)) × δ(r⃗j(0) − r⃗0(Lc)) e−HF .(4.2)

тут ланцюжок основи, який сполучає два центри галуження, рахується як 0й,

а набори траєкторiй, f1 та f2 закрiпленi одним кiнцем у початку координат

(r⃗0(0)) та на iншому кiнцi ланцюжка основи (r⃗0(Lc)) вiдповiдно. Зауважимо,

що у цьому випадку розглядається випадок, коли основа має довжину Lc, а

боковi ланцюжки L. А вiдношення мiж ними Lc/L = l в границi безмежно

довгих ланцюжкiв залишається скiнченною величиною.

Традицiйно в неперервнiй моделi статистична сума розраховується, як роз-

клад у ряд теорiї збурень за константою взаємодiї u, оскiльки вважається, що

внесок вiд другого доданку в гамiльтонiанi є суттєво меншим нiж гауссовий

доданок. Як i в попередньому роздiлi розгляд обмежується першим порядком
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Рис. 4.2: Схематичне зображення дiаграм для розрахунку статистичної суми в першому

порядку теорiї збурень. Суцiльними лiнiями позначено траєкторiї ланцюжкiв, а

штрихованою взаємодiю вiдштовхування мiж мономерами.

за константою u, що вiдповiдає однопетлевому наближенню:

Zpom−pom
f1,f2

=
1

Z0

f1∏
i=1

f2∏
j=1

∫
Dr⃗(s) δ(r⃗i(0) − r⃗0(0))δ(r⃗j(0) − r⃗0(L)) ×(

exp

(
−1

2

f∑
i=1

∫ L

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2
)
−

−u

2

f∑
i,j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)) × e
− 1

2

∑f
i=1

∫ L

0
ds
(

dr⃗i(s)

ds

)2)
(4.3)

де Z0 =
∏f1

i=1

∏f2
j=1

∫
Dr⃗(s) δ(r⃗i(0) − r⃗0(0))δ(r⃗j(0) − r⃗0(L))e

− 1
2

∑f
i=1

∫ L

0
ds
(

dr⃗i(s)

ds

)2
– статистична сума пом-пом полiмеру без врахування ефекту забороненого

об’єму. Для розрахунку другого доданку в (4.3) розглядається набiр дiаграм,

зображених на рисунку 4.2. Перша з дiаграм описує взаємодiю мiж мономера-

ми одного бокового ланцюжка, а тому в кiнцевий вираз входить з множником

f1 + f2, вiдштовхування мiж боковими гiлками зi спiльним центром галуження

описується дiаграмою Z2 та враховується з множником (f1(f1−1)+f2(f2−1))/2.

Третя дiаграма вiдображає вiдштовхування мiж гiлками на рiзних центрах га-

луження та враховується з множником f1f2. Дiаграми Z4 та Z5 описують взає-

модiї всерединi основи та основи з боковими гiлками, а тому враховуються без

та з f1 + f2 вiдповiдно.

Для розрахунку дiаграм використовується Фур’є перетворення для Дельта
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функцiї:

δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)) =
1

(2π)d

∫
dp⃗u e(−ιp⃗u(r⃗i(s

′)−r⃗j(s
′′)) (4.4)

У результатi чого дiаграми даються виразами:

Z1 =
u(2π)−d/2L2−d/2

(1 − d/2)(2 − d/2)
, (4.5)

Z2 =
u(2π)−d/2L2−d/2(22−d/2 − 2)

(1 − d/2)(2 − d/2)
, (4.6)

Z3 =
u(2π)−d/2L2−d/2

(1 − d/2)(2 − d/2)

(
(2L + Lc)2−d/2 − 2(L + Lc)

2−d/2 + L2−d/2
c

)
,(4.7)

Z4 =
u(2π)−d/2L

2−d/2
c

(1 − d/2)(2 − d/2)
, (4.8)

Z5 =
u(2π)−d/2L2−d/2

(1 − d/2)(2 − d/2)

(
(L + Lc)2−d/2 − 2(L)2−d/2 − L2−d/2

c

)
. (4.9)

Остаточно статистична сума в однопетлевому наближеннi для пом-пом по-

лiмеру з урахуванням множникiв є вираз:

Zpom−pom
f,f = 1 − u0

(
2f(f − 1) − 2

ϵ
+ f 2 − f − 1

− ln(l)(f − 1)2 + 2f ln(1 + l)(f − 1) − f ln(2)(f − 1) − f 2 ln(l + 2)
)
(4.10)

Зауважимо, що в цьому виразi внески вiд дiаграм розглянутi як розклади в

ряд за вiдхиленням вiд верхньої критичної вимiрностi ϵ = 4 − d. Вираз для

статистичної суми використовується при розрахунку спостережуваних величин,

якi усереднюються за ансамблем конфiгурацiї згiдно з виразом:

⟨(. . .)⟩ =
1

Zpom−pom
f1,f2

f∏
i=1

f∏
j=1

∫
Dr⃗(s)δ(r⃗i(0) − r⃗0(0))δ(r⃗j(0) − r⃗0(L)) e−H(. . .).(4.11)

Подiбно до статистичної суми радiус гiрацiї пом-пом полiмеру також роз-

раховується з використанням низки дiаграм. Перша група цих дiаграм, яка

описує зiркоподiбнi частини структури була описана в попередньому роздiлi та

зображена злiва на рисунку 3.6. Друга вiдображає взаємодiї типовi для пом-пом

полiмеру i наведена на рисунку 4.3. Подiбно до попереднього роздiлу дiаграми
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Рис. 4.3: Схематичне представлення дiаграм для розрахунку радiусу гiрацiї пом-пом по-

лiмеру.

позначенi чорним кольором не дають внеску в кiнцевий вираз для радiусу гi-

рацiї. Вираз для радiусу гiрацiї пом-пом полiмеру в загальному виглядi можна

представити як:

⟨R2
g⟩pom−pom = ⟨R2

g⟩0pom−pom (1 − u0Rpp(d, l, f1, f2)) (4.12)

де a = Lc/L, ⟨R2
g,pom−pom⟩0 – радiус гарацiї пом-пом полiмеру в гауссовому на-

ближеннi:

⟨R2
g,pom−pom⟩0 =

(f1 + f2)(3f1 + 3f2 − 2 + 3l2) + 3(2f1f2 + f1 + f2)l + l3

6(FL)2
(4.13)

Внесок вiд забороненого об’єму Rpp(d, l, f1, f2) дається виразом:

Rpp =
((f1 + f2)(3f1 + 3f2 − 2 + 3l2) + 3(2f1f2 + f1 + f2)l + l3)−1

(d− 10)(d− 4)(d− 2)d(d− 6)(d− 8)(
23040f2 + 23040f1 + 14848df1f2 − 2464d2f1f2 − 8d4f1f2 − 112d3f 2

1f2

−112d3f1f
2
2 + 224d3f1f2 + 1232d2f 2

1f2 − 38400f 2
1 − 38400f 2

2 + 4d4f 3
1

+23040f 2
1f2 + 23040f1f

2
2 + 12848df 2

1 + 12848df 2
2 − 5696df 3

2 − 2180d2f 2
2
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−5696df 3
1 + 1136d2f 3

2 − 2180d2f 2
1 + 196d3f 2

1 + 196d3f 2
2 + 1136d2f 3

1 + 4d4f 3
2

−7d4f 2
1 − 7d4f 2

2 − 112d3f 3
1 − 112d3f 3

2 + 4d4f 2
1f2 + 4d4f1f

2
2 − 7424df1f

2
2

+3d4f2 − 84d3f1 − 84d3f2 + 1044d2f2 − 7152df2 + 15360f 3
1 + 15360f 3

2

−a3−
d
2 (f2 − 1)(f1 − 1)(12(d− 8)(d− 10)(d2f1f2 − 10df1f2 + 24f1f2 + 8f1

+8f2) + 4(d− 10)(d3 − 18d2 + 80d− 192)(f1 + f2)l + d(d− 2)(d2 − 26d

+136)a2) + 1044d2f1 − 7152df1 − 46080f1f2 − 7424df 2
1f2 + 1232d2f1f

2
2

+(l + 1)1−
d
2 (24f1f2(d− 10)(d− 6)(d− 8)(d− 4)(f2 − 1)(f1 − 1)

−12(f2 − 1)(f1 − 1)(4f1f2 − f1 − f2)(d− 10)(d− 6)(d− 8)(d− 4)(l + 1)

+(12(d− 8))(d− 10)(16f1f2(3f1f2 − 4f1 − 4f2 + 5) + 24(f 2
1 + f 2

2 − f1 − f2)

+d(f2 − 1)(f1 − 1)(2f1f2 − f1 − f2)(d− 10))(l + 1)2 + 4(f1 + f2 − 1) ×

(2f1f2 − f1 − f2)(d− 10)(d3 − 18d2 + 80d− 192)(l + 1)3 + d(d− 2) ×

(d2 − 26d + 136)(2f1f2 − f1 − f2)(l + 1)4) + 4(f 2
1 + f 2

2 − f1 − f2)(d− 10) ×

(d3 − 18d2 + 128d− 576)l − (2 + l)1−
d
2f1f2(48(d− 10)(d− 6) ×

(d− 8)(d− 4)(f2 − 1)(f1 − 1) − 12(d− 10)(d− 6)(d− 8)(d− 4) ×

(4f1f2 − 5f1 − 5f2 + 6)(2 + a) + 12(d− 10)(d− 6)(d− 8)(d− 4)(2 + l)2 ×

(f1f2 − 2f1 − 2f2 + 3) + 4(d− 10)(d3 − 18d2 + 80d− 192)(f1 + f2 − 2) ×

(2 + l)3 + d(d− 2)(d2 − 26d + 136)(2 + l)4) + 23−
d
2 (f 2

1 + f 2
2 − f1 − f2) ×

(d4f1 + d4f2 − 28d3f1 − 28d3f2 + 188d2f1 + 188d2f2 − 272df1 − 272df2

+1920f1 + 1920f2 − 3840 + (d− 10)(d3 − 18d2 + 8d− 192)l)
)

(4.14)

Зважаючи на велику кiлькiсть параметрiв у цiй задачi, розгляд їх впливу на

характеристики форми розбивається на кiлька частин. Спочатку розглядати-

меться вплив ступеня галуження, для чого фiксується l = 1 та f1 = f2 = f . Далi

при фiксованiй кiлькостi гiлок розглядатиметься вплив нерiвномiрного розподi-

лу гiлок на центрах галуження на характеристики форми. На завершення при

фiксованому ступенi галуження розглядатиметься вплив довжини основи l.

4.1.1. Симетричний випадок. Для опису впливу ступеня галуження на

характерний розмiр, окрiм вiдношення gc, яке традицiйно розглядається тут



126

також розглядається кiлька iнших вiдношень, щоб описати вплив на рiзних

масштабах.

Розгляд розпочинається з розрахунку вiдстанi мiж кiнцями ланцюжкiв. Це

дозволить описати просторове видовження макромолекули в розчинi. З цiєю

метою розглядаються рiзнi можливостi:

1) вiдстань мiж вiльними кiнцями двох випадково вибраних ланцюжкiв на

одному з центрiв галуження “помiв”:

⟨r2f1,f1⟩ =
2

f(f − 1)

f∑
i,j=1

⟨(r⃗i(L) + r⃗j(L))2⟩; (4.15)

2) вiдстань мiж кiнцями двох ланцюжкiв на рiзних “помах”:

⟨r2f1,f2⟩ =
1

f 2

f∑
i,j=1

⟨(r⃗i(L) + r⃗0(L) + r⃗j(L))2⟩. (4.16)

Як i у випадку радiуса гiрацiї для розрахунку використовується дiаграмна

технiка. Схематично дiаграми подiбнi до попереднiх лише з точками обмеже-

ння, фiксованими на кiнцях ланцюжкiв. Тут як i у випадку статстичної суми,

наведеному вище, вирази розглядаються з коефiцiєнтами, записаними як ряди

за ϵ:

⟨r2f1,f1⟩ = 2Ld

(
1 + u

(
2

ϵ
− 4f + 9

12
− 2f(ln(2) − ln(3))

))
, (4.17)

⟨r2f1,f2⟩ = 3Ld

(
1 + u

(
2

ϵ
+

ln(2)(2f − 2)

3
+

ln(3)(1 + 2f)

3

−f 2 − 9f − 10

18

))
. (4.18)

Так само можна записати i вираз для радiуса гiрацiї:

⟨R2
g⟩pom−pom = ⟨R2

g,pom−pom⟩0
(

1 + u0

(
2

ϵ
+

1

12(6f + 1)

(
12f 4 + 1296f 3 ln(3)

−864f 3 ln(2) − 972 ln(3)f 2 + 1056 ln(2)f 2

−648f 3 − 192 ln(2)f + 246f 2 + 52f − 13
)))

(4.19)

де вираз у гауссовому наближеннi у симетричному випадку дається спрощеною

формулою:

⟨R2
g⟩0pom−pom =

dL

6(2f + 1)2

(
3f 2 +

4

3
f+

1

6

)
. (4.20)
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Як уже зазначалось ранiше, у рамках неперервної моделi спостережуванi

величини розраховуються в границi безмежно довгих ланцюжкiв. Це є однiєю з

причин чому для порiвняння з експериментальними результатами чи результа-

тами симуляцiй розглядаються розмiрнi вiдношення [31,4,181]. Такi вiдношення

є унiверсальними, оскiльки не залежать вiд деталей моделi, що використовує-

ться, чи деталей хiмiчної структури. Також цi вiдношення не залежать вiд мас-

штабу довжини, а отже, дають скiнченнi результати для всiх моделей. У цiй

частинi для радiусу гiрацiї розглядаються два таких вiдношення:

gpom−pom
s =

⟨R2
g⟩star

⟨R2
g⟩pom−pom

, (4.21)

gpom−pom
c =

⟨R2
g⟩pom−pom

⟨R2
g⟩chain

, (4.22)

де ⟨R2
g,star⟩ – радiус гiрацiї для зiркового полiмеру, що мiстить F ланцюжкiв

однакової довжини [181]:

⟨R2
g⟩star =

dL(12F 2 + 8F + 1)

6(2F + 1)

(
1 +

2u0
ϵ

+
u0

12(6F + 1)

(
576 ln(2)F 2

−192 ln(2)F − 312F 2 + 78F − 13
))

(4.23)

а ⟨R2
g,chain⟩ – радiус гiрацiї лiнiйного ланцюжка довжиною FL [1] :

⟨R2
g⟩chain =

dL

6(FL)

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0 ln(FL) − 13

12

)
. (4.24)

Для вiдношень маємо такi вирази:

gs =
12f 2 + 8f + 1

18f 2 + 8f + 1

(
1− u0f

2

(6f + 1)(18f 2 + 8f + 1)

(
648 ln(3)f 2 − 1296 ln(2)f 2

+6f 3 − 378 ln(3)f + (360f + 72) ln(2) + 145f 2 − 81 ln(3) + 160f + 40
))

,(4.25)

gc =
18f 2 + 8f + 1

(2f + 1)3

(
1 − u0

(
27 ln(3)f 2(3 − 4f)

18f 2 + 8f + 1
+

f(1 − f)(f 2 − 53f − 13)

18f 2 + 8f + 1

+
8 ln(2)f(9f − 2)(f − 1)

18f 2 + 8f + 1
+ ln(1 + 2f)

))
. (4.26)

Значення виразiв (4.25) та (4.26) оцiнюється в нерухомiй точцi (1.37) та у ви-

падку тривимiрного простору (ϵ = 1).
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Iнщою цiкавою характеристикою для пом-пом полiмеру є вiдношення вiд-

станей мiж вiльними кiнцями бокових ланцюжкiв якi знаходяться на одному

“помi” (див. озн. в виразi (4.15)), у порiвняннi з вiдстанню мiж вiльними кiнця-

ми ланцюжкiв на рiзних “помах” (див. озн. в виразi (4.16)):

ge =
⟨r2f1,f1⟩
⟨r2f1,f2⟩

, (4.27)

що характеризує ацилiндричнiсть пом-пом архiтектури. Використовуючи вира-

зи (4.17) та (4.18), вiдношення запишемо як:

ge =
2

3

(
1 + u0

(
1

3
(4f − 1)(ln(3) − 2 ln(2)) − 7

36
+

f

6
− f 2

18

))
. (4.28)

Знову ж значення розраховується в нерухомiй точцi (1.37) та у випадку триви-

мiрного простору (ϵ = 1).

Оскiльки вирази, розрахованi вище, наведенi в однопетлевому наближен-

нi їх узгодження з результатами симуляцiй чи експериментiв може бути лише

якiсним. Як зазначалось в першому роздiлi, для кiлькiсного порiвняння в та-

кому пiдходi необхiдно розглянути як мiнiмум двопетлеве наближення. Краще

узгодження для вiдношень gc та gs отримуємо при використаннi наближення

Дугласа-Фрiда [31]. Дещо iнша ситуацiя спостерiгається у випадку вiдношення

ge, оскiльки в цьому випадку враховуються лише вiдстанi мiж кiнцями, а не

попарнi вiдстанi мiж всiма мономерами, як у випадку радiуса гiрацiї, вiдноше-

ння є бiльш чутливим до ефекту забороненого об’єму, i для його кiлькiсного

порiвняння з даними симуляцiй необхiдним є розгляд вищих порядкiв теорiї

збурень.

Результати для цих вiдношень порiвнюються з даними симуляцiй, отрима-

ними з використанням методу дисипативної динамiки [203]. У цьому пiдходi

полiмер i розчинник описуються як м’якi сфери, кожна яких узагальнює гру-

пу атомiв. Масштаб довжини в системi визначається дiаметром сфери, а енер-

гiя вимiрюється в kBT , де kB стала Больцмана, а T – температура в системi.

Мономери (м’якi сфери, що описують полiмер) зв’язанi мiж собою пружньою

взаємодiєю з константою пружностi k. На додаток всi м’якi сфери взаємодiють
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мiж собою, i ця взаємодiя має три складовi елементи: вiдштовхування (консе-

рвативна складова), тертя (дисипативна складова) та випадкова складова, що

симулює термостат. Загалом взаємодiя вiдштовхування може бути рiзною за

величиною для взаємодiй полiмер-полiмер, полiмер-розчинник та розчинник-

розчинник, однак у випадку “хорошого” розчинника вони вибираються однако-

вими.

Симуляцiї проводились в кубiчному боксi зi стороною 1.75(3Nf−1)0.59, де Nf

число мономерiв у гiлцi пом-пому. Для оцiнки впливу довжини гiлок на розмiр-

нi вiдношення було розглянено два випадки довжини гiлки Nf = 8 таNf = 16.

Оскiльки результати збiгаються в межах похибок вимiрювання детальнi розра-

хунки проводились лише для Nf = 8.

Симуляцiї розглядались випадки, починаючи з F = 1 до 17. Випадок F =

1 вiдповiдає звичному випадку лiнiйного полiмеру. Подiбно випадок F = 3

вiдповiдає лiнiйному полiмеру довжиною 3Nf сфер, що є тричi довшою нiж

довжина основи. Архiтектура, що мiстить F = 5, вiдома в лiтературi як H-

полiмер [204,152,169].

Для початку пом-пом полiмер порiвнюється з зiрковим полiмером gpom−pom
s ,

що дається виразом (4.21). Це вiдношення визначає, наскiльки зiрковий полi-

мер з F гiлками є компактнiший нiж пом-пом полiмер з такою самою кiлькiстю

гiлок. Результати наведенi на рисунку 4.4. Зауважимо, що формальна границя

gpom−pom
s = 1 при F = 1 виконується, а також результат для F = 3 спiвпадає

з вiдомими значенням для вiдношення gstarc (3) мiж тригiлковою зiркою та лан-

цюжком . Обидвi величини мають те ж значення gpom−pom
s (3) ≈ gstarc (3) ≈ 0.8.

В останньому випадку значення взяте з роботи [87]. Зi збiльшенням кiлько-

стi гiлок F , як аналiтичнi так i чисельнi результати вказують на зниження of

gpom−pom
s , вказуючи на бiльш компактний розмiр зiркового полiмеру у порiвнян-

нi з пом-пом полiмером, що є очiкуваним зважаючи на їх полiмерну архiтектуру.

Аналiтичнi результати загалом мають доволi складну залежнiсть вiдношення

gpom−pom
s вiд параметру галуження F у той час як, спадання чисельних результа-

тiв можна наблизити виразом gpom−pom
s ≈ 1−0.39[1−exp(−0.52)1/2]. Результати
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Рис. 4.4: Розмiрне вiдношення gpom−pom
s як функцiя кiлькостi гiлок F . Символи з вусами

зображають результати ДПД симуляцiй для довжини гiлок Nf = 8, а символи без

вусiв зображують результати для довжини гiлок Nf = 16, штрихованою лiнiєю

позначено апроксимацiю даних симуляцiї аналiтичною функцiєю, суцiльною зеле-

ною лiнiєю позначено результати ϵ розкладу (вираз (4.21)), Суцiльною червоною

лiнiєю позначено результати наближення Дугласа-Фрiда [31].

чисельного моделювання досить добре узгоджуються з ренормгруповим резуль-

татом для кiлькостей гiлок F = 1 − 5 та F = 15 − 17, для всiх iнших випадкiв

розбiжнiсть мiж результатами не перевищує 7%. Зауважимо, що наближення

Дугласа-Фрiда, застосоване до аналiтичних результатiв, узгоджується з резуль-

татами симуляцiй надзвичайно добре. В основному це спостерiгається тому, що

наближення дозволяє частково врахувати вищi порядки за ϵ

Унiверсальне вiдношення gpom−pom
c , що визначається виразом (4.22), описує

компактифiкацiю пом-пом полiмеру з F гiлок у порiвняннi з лiнiйним полiме-

ром такої ж молекулярної маси. Результати наведенi на рисунку 4.5. Вiдзна-

чимо, що для значень параметру галуження F = 1 та 3 вiдношення набуває

значення gpom−pom
c = 1, яке передбачено означенням. А при F > 3 залежнiсть

вiд параметра галуження для результатiв симуляцiй може бути апроксимована
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Рис. 4.5: Те ж що i на рисунку 4.4 але для розмiрного вiдношення gpom−pom
c , що дається

виразом (4.22).

степеневим законом gpom−pom
c ≈ 2.14F−0.69. У цьому випадку спостерiгається

рiзкiше загасання нiж у випадку вiдношення gpom−pom
s , що є очiкуваним, так як

i пом-пом полiмер, i зiрковий полiмер є значно компактнiшi вiд еквiвалентного

лiнiйного полiмеру. Отже, вiдношення gpom−pom
s дає порiвняння для радiусiв гi-

рацiї двох компактних об’єктiв, i для F > 3 воно набуває значень у вузькому

промiжку 0.65 < gs < 0.8. Також зауважимо, що ренормгруповi результати та

результати симуляцiй для вiдношення gpom−pom
c добре узгоджуються в дiапазонi

F ≤ 7. Для бiльшостi значень параметра галуження ренормгруповий результат

переоцiнює значення вiдношень, отриманих у симуляцiях, однак наближення

Дугласа-Фрiда знову дає хороше узгодження з симуляцiями в усьому дiпазонi,

що розглядався 1 < F < 17.

Для аналiзу асиметрiї форми пом-пом полiмеру в цiлому використовується

вiдношення асиметрiї ge, означене у виразi (4.27). В основi цього вiдношен-

ня лежить порiвняння середнiх вiдстаней мiж вiльними кiнцями ланцюжкiв на

одному помi до вiдстаней мiж кiнцями ланцюжкiв на рiзних помах. Це вiдно-

шення дає середню асиметрiю пом-пом полiмеру в напрямках паралельному i



132

0.45

0.50

0.55

0.60

0.65

 5  7  9  11  13  15  17 F

ge

simulation data

fit: ge=0.74 F
-0.14

theory

Рис. 4.6: Теж що i на рисунку 4.4 але для вiдношення асиметрiї ge що дається виразом

(4.27).

перпендикулярному напрямках до лiнiї, що з’єднує центри галуження. Згiдно

з означенням вiдношення має сенс лише для архiтектур з F ≥ 5. Графiчно ре-

зультати зображенi на рисунку 4.6, для значень параметру галуження F ≤ 7

теорiя i симуляцiї мають хороше узгодження. Зi зростанням параметру галуже-

ння F , теорiя передбачає значно стрiмкiший спад для вiдношення ge, на вiдмiну

вiд вiдношення gpom−pom
c . Однак данi симуляцiй вказують на значно повiльнiше

загасання вiдношення зi зростанням F , що добре описується степеневою фун-

кцiєю ge ≈ 0.74F−0.14.

Виходячи з розмiру похибок на графiках 4.4-4.6, можна зробити висновок,

що результати чисельного моделювання методом дисипативної динамiки дають

хорошу точнiсть для розглянутих величин.

Варто зауважити, що обидва методи, якi використовувались у роботi [79],

мають свої недолiки. З одного боку, означення полiмерної архiтектури в рамках

неперервної моделi з використанням дельта-функцiй при означенi статистичної

суми дозволяє розраховувати складну архiтектуру в однопетлевому наближен-

нi доволi легко, однак врахування вищих порядкiв стає технiчно недоступним
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через непосильно велику кiлькiсть дiаграм вже навiть у другому порядку, якi

на додаток мають зростаючу математичну складнiсть iнтегрування. З iншого

боку, використання теорiї збурень накладає обмеження на параметр F у рамках

яких результати можуть бути порiвнянi з даними симуляцiй чи експерименту.

Проте симуляцiї дисипативної динамiки проводяться з використанням м’якого

потенцiалу на вiдмiну вiд твердостiнного дельта-потенцiалу, що використову-

вався в теорiї. Хоча застосування такого потенцiалу дозволяє отримати коре-

ктну скейлiнгову поведiнку [205], вiн також може вести до невеликих розбiжно-

стей з аналiтичними передбаченнями, однак дозволяє легше моделювати вищi

значення показникiв галуження на вiдмiну вiд граткових моделей.

Зауважимо, що незважаючи на цi обмеження в моделях, результати отри-

манi з їх допомогою, мають хорошi узгодження особливо у випадку порiвняння

чисельного моделювання з наближенням Дугласа-Фрiда.

4.1.2. Асиметричний випадок. З метою опису впливу неоднакової кiль-

костi галуження на центрах знову ж розглядаються розмiрнi вiдношення мiж

радiусами гiрацiї для лiнiйного та пом-пом полiмеру (4.22) та мiж радiусами

гiрацiї для пом-пом полiмеру та зiрковим полiмеру (4.21), аналогiчно до випад-

кiв розглянутим у попередньому пiдроздiлi. На додаток до них у цiй частинi

також розглядається вiдношення мiж радiусами гiрацiї симетричного та асиме-

тричного пом-пом полiмерiв, яке означається як:

gp =
⟨R2

g⟩pom−pom

⟨R2
g⟩pom−pom,sym

(4.29)

Радiуси гiрацiї для згаданих архiтектур даються виразами:

⟨R2
g⟩chain =

LdF

6

(
1 + u0F

2−d/2Rpp(d, 1, 0, 0)
)

(4.30)

⟨R2
g⟩star =

Ld(3F − 2)

6F
(1 + u0Rpp(d, 1, F − 1, 0)) (4.31)

⟨R2
g⟩pom−pom,sym =

Ld(18f 2 + 8f + 1)

6F 2
(1 + u0Rpp(d, 1, f, f)) (4.32)
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У рамках ренормгрупового пiдходу вираз для Rpp розглядається як розклад в

ряд за вiдхиленням вiд верхньої критичної вимiрностi ϵ = 4 − d:

⟨R2
g⟩chain =

LdF

6

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0Ag(1, 0, 0)

)
(4.33)

⟨R2
g⟩star⟩ =

Ld(3F − 2)

6F

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0Ag(1, F − 1, 0)

)
(4.34)

⟨R2
g⟩pom−pom,sym =

Ld(18f 2 + 8f + 1)

6F 2

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0Ag(1, f, f)

)
(4.35)

⟨R2
g⟩pom−pom = ⟨R2

g⟩0pom−pom

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0Ag(1, f1, f2)

)
(4.36)

Зауважимо, що вирази Ag для ланцюжкiв [1] i зiрок [181] вiдтворюють вiдомi

результати, а випадок для симетричного пом-пом наведений в попередньому

пiдроздiлi.

Вирази для розмiрних вiдношень (4.22,4.21,4.29) у першому за ϵ порядку

отримуються з використанням ще одного розкладу в ряд теорiї збурень за u0,

оскiльки як чисельник, так i знаменник залежать вiд нього. Остаточнi вирази

пiсля пiдстановки значення для нерухомої точки записуються як:

gpom−pom
c =

6⟨R2
g,pom−pom⟩
LdF

(
1 +

ϵ

8
(Ag(1, f1, f2) − Ag(1, 0, 0))

)
(4.37)

gpom−pom
s =

Ld(3F − 2)

6F ⟨R2
g,pom−pom⟩

(
1 +

ϵ

8
(Ag(1, F − 1, 0) − Ag(1, f1, f2))

)
(4.38)

gp =
6F 2⟨R2

g,pom−pom⟩
Ld(18f 2 + 8f + 1)

(
1 +

ϵ

8
(Ag(1, f1, f2) − Ag(1, f, f))

)
(4.39)

Зауважимо, що з кожним розкладом в ряд ми втрачаємо частину iнфор-

мацiї, а отже, вирази (4.37,4.38,4.39) у загальному дають радше якiсний нiж

кiлькiсний опис. З метою збереження якомога бiльшої кiлькостi iнформацiї тут

знову використовуємо наближення Дугласа-Фрiда [31] для значень розмiрних

вiдношень, якi можна порiвняти з даними чисельного моделювання. У цьому

випадку порiвняння ведеться не лише з даними дисипативної динамiки, але i

з даними Монте-Карло. Для реалiзацiї останнього застосовувався стрижневий

алгоритм [101,198].

Пом-пом полiмер розглядається як сукупнiсть F блукань без самоперети-

нiв на простiй кубiчнiй гратцi: кожнiй траєкторiї заборонено вiдвiдувати вузол
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Рис. 4.7: Зразки конформацiй для рiзних значень f1 та f2 для 100 крокiв блукання на

кожному з ланцюжкiв.

зайнятий нею ж або iншою траєкторiєю. f1 + 1 траєкторiй починається в по-

чатку координат, а f2 з них починаються з протилежного кiнця траєкторiї з

iндексом нуль. Обидва параметри галуження f1 та f2 змiнюються вiд 1 до 13 з

тим, що всi траєкторiї мають однакову кiлькiсть крокiв. Максимальна довжина

траєкторiї, що розглядалась N = 100 крокiв, дає загальну кiлькiсть крокiв в

пом-пом макромолекулi – N(f1 + f2 + 1). Для генерацiї ансамблю конфiгурацiї

застосовується стрижневий алгоритм, а стартова конфiгурацiя розглядається

як набiр прямих лiнiй. Генерацiя нової траєкторiї починається з випадкового

вибору траєкторiї i вузла на нiй. Далi випадковим чином вибирається одна з

сорока семи операцiй симетрiї на кубiчнiй гратцi. Ця операцiя застосовується до

траєкторiї мiж вибраним вузлом i вiльним кiнцем у випадку бокових гiлок. А у

випадку, коли випадково вибрана траєкторiя є основою (iндекс нуль), операцiя

застосовується до частини основи мiж вибраним вузлом i центром галуження

f2 з тим, що перетворенню пiдлягають всi f2 ланцюжки прикрiпленi до цього

вузла. Якщо нова конфiгурвацiя у свою чергу є блуканням без самоперетинiв,

то така конфiгурацiя додається в ансамбль, якщо ж нi, то конфiгурацiя, до якої

застосовувалась операцiя додається в ансамбль. Першi 20N(f1+f2+1) вiдповiд-

ають процесу релаксацiї системи до рiвноваги, а тому вiдкидаються, наступнi

105 використовуються для розрахунку спостережуваних величин. Спостережу-

ванi розраховуються як середнє арифметичне за ансамблем конфiгурацiй.
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Рис. 4.8: Розмiрне вiдношення (4.22) при фiксованiй загальнiй кiлькостi гiлок F = 15 як

функцiя параметру галуження на одному з центрiв. Синьою лiнiєю зображено ре-

зультати ренормгрупового розрахунку в однiй петлi при ϵ = 1(d = 3).Червоною

штрихованою лiнiєю позначено результати наближення Дугласа-Фрiда, чорною

штрихованою лiнiєю – результат для гауссового наближення. Зеленими симво-

лами позначено данi Монте-Карло моделювання, а червоними символами данi

моделювання методом дисипативної динамiки.

Моделювання проводилось для траєкторiй довжиною вiд 10 до 100 крокiв з

кроком змiни в 10. Остаточнi значення отримуються пiсля проведення процеду-

ри скiнченно-розмiрного скейлiнгу gx = gx,∞ +B/N , де B константа. Приклади

пом-пом полiмерiв на мовi граткових модей наведенi на рисунку 4.7.

Результати розмiрних вiдношень наведенi на рисунках 4.8-4.10. На цiй основi

можемо зробити низку висновкiв:

— симетричний пом-пом має бiльший характерний розмiр нiж асиметри-

чний, однак менший нiж лiнiйний i бiльший нiж зiрковий;

— ϵ-розклад дає лише якiсне узгодження з даними симуляцiй;

— для низки випадкiв гауссова модель дає хороше кiлькiсне узгодження

з даними симуляцiй в околi симетричного пом-пом, однак узгодження
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Рис. 4.9: Теж що i на рисунку 4.8 але для вiдношення 4.38

погiршується для бiльш асиметричних випадкiв;

— Найкраще узгодження аналiтичних результатiв з даними симуляцiй да-

ється знову ж таки наближенням Дугласа-Фрiда;

— розбiжнiсть результатiв у двох методах симуляцiй з погляду Монте-

Карло симуляцiй можна пояснити розглядом вiдносно коротких лан-

цюжкiв (лише до 100 крокiв на траєкторiю), у результатi чого менша

кiлькiсть конформацiй враховується. Але розгляд довших траєкторiй

вестиме до суттєво бiльшого часу розрахунку, а отже, робитиме симу-

ляцiї не ефективними.

Для подальшого опису впливу асиметрiї пропонується розгляд ще однiєї ха-

рактеристики – середньої вiдстанi вiд центру галуження. У випадку пом-пом

полiмеру таких розглядається двi по однiй для кожного з центрiв галуження:

⟨r21⟩ =
1

FL

f1+f2+1∑
i=1

∫ L

0

ds⟨(r⃗i(s) − r⃗0(0))2⟩, (4.40)

⟨r22⟩ =
1

FL

f1+f2+1∑
i=1

∫ L

0

ds⟨(r⃗i(s) − r⃗0(L))2⟩, (4.41)
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Рис. 4.10: Теж що i на рисунку 4.8 але для вiдношення 4.29

Тут знову ж для розрахунку цiєї величини використовується дiаграмна те-

хнiка з дiаграмами подiбними до тих що розглядались для радiуса гiрацiї, але

одна з точок обмеження фiксується на центрi галуження. У гауссовому набли-

женнi необхiдно розглянути двi дiаграми: коли незафiксована точка обмеження

є на одному з ланцюжкiв, що виходять з центру галуження, та коли вона на

протилежному “помi”. Знову використовємо iдентичнiсть (2.3) для розрахун-

ку внескiв вiд дiаграм в гауссовому наближеннi, що дає значення L/2 та 3L/2

вiдповiдно. Величини для iдеального випадку даються виразами:

⟨r21⟩ =
dL(f1 + 1 + 3f2)

2F
(4.42)

⟨r22⟩ =
dL(f2 + 1 + 3f1)

2F
(4.43)

Подiбно отримуємо вирази в однопетлевому наближеннi:

⟨r21⟩ =
dL(f1 + 1 + 3f2)

2F

(
1 + u0

(
2

ϵ
+

1

12(f1 + 1 + 3f2)

(12 ln(2)(2f 2
1 − 20f1f2 + 2f1 + 7f2)

+216 ln(3)f1f2 − 13f 2
1 − 40f1f2 − 27f1 − 52f2 − 14 − 12f1f

2
2 )
))

(4.44)
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⟨r22⟩ =
dL(f2 + 1 + 3f1)

2F

(
1 + u0

(
2

ϵ
+

1

12(f2 + 1 + 3f1)

(12 ln(2)(2f 2
2 − 20f1f2 + 2f2 + 7f1)

+216 ln(3)f1f2 − 13f 2
2 − 40f1f2 − 27f2 − 52f1 − 14 − 12f2f

2
1 )
))

(4.45)

Загалом вирази отримуємо як функцiї вимiрностi простору. Тут наведенi вирази

в однопетлевому наближеннi (ϵ- наближеннi) так як з них легше бачити, що на

основi цих величин можна запропонувати унiверсальне вiдношення:

gasym =

∣∣∣∣⟨r21⟩⟨r22⟩
− ⟨r22⟩

⟨r21⟩

∣∣∣∣ (4.46)

тут | . . . | абсолютне значення величини, а сама функцiя означена так, що вона

рiвна нулю для симетричного випадку f1 = f2 та досягає максимуму для най-

бiльш асиметричного випадку f1 = 1 та f2 = F−2 або ж навпаки. У гауссовому

випадку ця величина подана виразом:

gasym =

∣∣∣∣ (4(2f1 + 1 + 2f2))(f2 − f1)

(f2 + 1 + 3f1)(f1 + 1 + 3f2)

∣∣∣∣ (4.47)

Результати для цього вiдношення наведенi на рисунку 4.11. Як i для вiдно-

шень для радiусiв гiрацiї знову ж спостерiгається хороше узгодження наближе-

ння Дугласа-Фрiда з симуляцiями. Саме ж вiдношення зростає майже лiнiйно

по мiрi вiддалення вiд значення симетричного випадку в обидвi сторони.

4.1.3. Вплив довжини основи. Традицiйно розгляд впливу параметра

на характеристики розмiру починається iз розгляду розмiрного вiдношення

(1.13). Для цього при кiлькох фiксованих значеннях параметра галуження f по-

рiвнюються результати аналiтичного опису в гауссовому наближеннi та з вико-

ристанням наближення Дугласа-Фрiда. Результати зображенi на рисунку 4.12.

Зауважимо, що вплив ефекту забороненого об’єму для розглянутих значень

параметру l є радше незначним, а загальна поведiнка є однаковою для обох

наближень. Граничнi значення i тренди є одинаковi в обох наближеннях:

— для l = 0 (довжина основи рiвна нулевi), вiдношення набуває добре

вiдомих значень для зiркового полiмеру з 2f гiлок вiдносно лiнiйного

полiмеру [181].
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Рис. 4.11: Розмiрне вiдношення 4.46) при фiксованiй загальнiй кiлькостi гiлок F = 15 як

функцiя параметру галуження на одному з центрiв. Жовтою штрихованою лi-

нiєю позначено результати наближення Дугласа-Фрiда Зеленими символами по-

значено данi Монте-Карло моделювання, а червоними та фiолетовими символами

данi моделювання методом дисипативної динамiки.

— в границi l = ∞ вiдношення прямує до 1. У цьому випадку боковi зiрки

не вiдiграють значної ролi в унiверсальнiй поведiнцi пом-пому з безме-

жно довгою основою

— у випадку l = 1 вiдновлюється результат, описаний вище.

Оскiльки заборонений об’єм вiдiграє незначну роль, характеристики фор-

ми розглядаються в гауссовому наближеннi. Для цього розраховується асфери-

чнiсть пом-пом полiмеру. Як зазначалось в оглядi лiтератури, в рамках непе-

рервної моделi неможливо провести усереднення (1.23) для архiтектур складнi-

ших за лiнiйнi. А отже розглядається iнше усереднення [160], яке передбачає

окреме усереднення чисельника i знаменника:

Ad =
1

d(d− 1)

⟨Tr Ŝ2⟩
⟨(TrS)2⟩

(4.48)
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Рис. 4.12: Розмiрне вiдношення gc у симетричному випадку f1 = f2 = f як функцiя вiдно-

сної довжини основи l.

У термiнах компонент тензора гiрацiї вираз переписується як:

Ad =
⟨SααSαα⟩ + d⟨Sαβ⟩ − ⟨SααSββ⟩
⟨SααSαα⟩ + (d− 1)⟨SααSββ⟩

(4.49)

де Sαβ в термiнах неперервної моделi дається виразом:

Sαβ =
1

2(LF + lL)2

F∑
i,j=0

∫ Lj

0

∫ Li

0

(rαi (s2) − rαj (s1))(r
β
i (s2) − rβj (s1))ds1 ds2.(4.50)

Для отримання внескiв у (4.49) використовується тотожнiсть, подiбна до тiєї,

що використовується для радiуса гiрацiї:

rαi (s2) − rαj (s1))(r
β
i (s2) − rβj (s1)(r

α
l (s4) − rαm(s3))(r

β
m(s4) − rβj (s3)) =

d

dkα1

d

dkβ1

d

dkα2

d

dkβ2
ζ(k⃗1, k⃗2)|k⃗1=k⃗2=0 (4.51)
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Рис. 4.13: Дiаграмне представлення внескiв в D ζ(k⃗1, k⃗2) в гауссовому наближеннi. Су-

цiльнi лiнiї зображають полiмернi траєкторiї а кружечки представляють точки

обмеження s1, s2, s3 and s4.

де ζ(k⃗1, k⃗2) = e−ιk⃗1(r⃗i(s2)−r⃗j(s1))e−ιk⃗2(r⃗l(s4)−r⃗m(s3)). Внески в цю функцiю розрахову-

ються з використанням дiаграмної технiки, а дiаграми зображенi на рисунку

4.13.

Пiсля розрахунку дiаграм отримуємо вираз:

Ad =
2(2 + d)C1(f1, f2, l)

5dC2(f1, f2, l) + 4C1(f1, f2, l)
(4.52)

де C1(f1, f2, l) та C2(f1, f2, l) позначають:

C1(f1, f2, l) = f 2
2 (15f2 − 14) + f 2

1 (15f1 − 14) + f1l(6l
4 + 15l3f1 + 20l2

+15l + 30f1 − 24) + l6 + f2l(6l
4 + 15l3f2 + 20l2 + 15l + 30f2 − 24)

+f1f2(45f2 + 45f1 − 28 + 30l(2f1 + 2f2 + 2

+(6f1f2 − 3f1 − 3f2 + 7)l + (f1 + f2 + 2)l2 + l3)) (4.53)
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Рис. 4.14: Асферичнiть для симетричного випадку f1 = f2 = f нормована на асферичнiсть

ланцюжка Adpom−pom/Adchain як функцiя параметру a.

C2(f1, f2, l) = f 2
2 (3f2 − 2)2 + f 2

1 (3f1 − 2)2 + 36f 2
1f2(f1 − 1) + 6f 2

1 (3f1 − 2)l

+3f 2
1 (6f1 − 1)l2 + 4f1(6f1 − 1)l3 + 3f1(3f1 + 2)l4 + 6l5f1 + 36f1f

2
2 (f2 − 1)

+6f 2
2 (3f2 − 2)l + 3f 2

2 (6f2 − 1)l2 + 4f2(6f2 − 1)l3 + 3f2(3f2 + 2)l4

+6l5f2 + l6 + 2f1f2(27f1f2 + 4 + (18(f1 + f2)
2 + 6f1 + 6f2 + 6)l

+(18f1f2 + 27f1 + 27f2 + 33)l2 + (9f1 + 9f2 + 42)l3 + 15l4) (4.54)

При f1 = f2 = 1 та довiльних значеннях l вiдтворюється результат для лiнiйного

ланцюжка [161], а при f2 = 0, f1 = f, l = 0 – вираз для асферичностi зiркового

полiмеру [181].

Метою цiєї частини є аналiз впливу вiдносної довжини i результати на рисун-

ку 4.14 приводяться при фiксованих значеннях параметрiв галуження. Оскiль-

ки в рамках неперервної моделi використовується альтернативне усереднення
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Рис. 4.15: Асферичнiть для симетричного випадку f1 = f2 = f нормована на асферичнiсть

ланцюжка ⟨Ad⟩pom−pom/⟨Ad⟩chain як функцiя параметру l отримана з використа-

нням методу Вея.

.

(4.48), замiсть (1.23) отримуємо радше якiсний нiж кiлькiсний опис. Розгляд

форми лише в гауссовому наближеннi має ту перевагу, що, використовуючи ме-

тод Вея, у рамках якого проводиться коректне усереднення можна порiвняти

результати двох усереднень.

Оскiльки використовуються як рiзнi моделi, так i рiзнi пiдходи до усередне-

ння, для порiвняння розглядаємо вiдношення асферичностi пом-пом полiмеру

до асферичностi лiнiйного:

α(a) =
Apom−pom

d

Achain
d

(4.55)

де Ad позначає або Ad або ⟨Ad⟩. Це дозволяє провести вiдносне порiвняння не

лише методiв, але й архiтектур. В обох пiдходах (див рис. 4.14, 4.15) є два

вiдмiннi регiони: при малих значеннях параметра l, вiдношення є менше за 1

(форма пом-пом полiмеру є бiльш сферичною нiж лiнiйної молекули), у той час,

коли при l, вищих за певне критичне значення, ситуацiя є оберненою. У гратицi

l → ∞ вiдношення прямує до одиницi.

Цiкаво вiдзначити, що при вищих значеннях l асферичнiсть пом-пому є лише
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трошки (менше нiж 10%) бiльшою вiд асферичностi лiнiйного полiмеру в обох

пiдходах до усереднення. Це вказує на нетривiальний вплив бокових ланцюж-

кiв навiть у випадках, коли gc є в околi одиницi 1. Вище значення асферичностi

пов’язане з видовженням макромолекули пiд впливом бокових галужень. Хоча

розрахунки асферичностi проводяться в гауссовому наближеннi, що може опи-

сувати полiмер в тета розчиннику, поведiнка в хорошому розчиннику очiкується

такою ж.

4.2. Гантельковий полiмер

Рис. 4.16: Схематичне зображення гантелькового полiмеру

Вище мова йшла про пом-пом полiмери, що є двома зiрками, причепленими

до рiзних кiнцiв ланцюжка, у цiй частинi проводиться аналiз архiтектури, коли

до кiнцiв ланцюжка прикрiплено кiльця (див рис.4.16) – гантелькових полiме-

рiв. Як i пом-пом полiмери, гантельковi синтезуються на експериментi та мають

цiкавi властивостi в розплавi [47].

На мовi неперервної моделi така архiтектура дається статистичною сумою:

ZDB
Lc,L

=
1

ZDB
0

∫
Dr⃗(s) × δ(r⃗1(0) − r⃗0(0))δ(r⃗2(0) − r⃗0(Lc)) ×

δ(r⃗2(0) − r⃗2(L))δ(r⃗2(0) − r⃗2(L)) e−H , (4.56)

тут δ(r⃗1(0) − r⃗0(0)) та δ(r⃗2(0) − r⃗0(Lc)) описують прикрiплення траєкторiй па-

раметризованих радiус векторами r⃗1 та r⃗2 до траєкторiї r⃗0, а двi iншi δ-функцiї

описують їх замикання в кiльця (див. рис. 4.16).

Тут розглядається випадок, коли траєкторiї в архiтектурi гантельки мають

рiзну довжину: довжина основи є Lc, а довжина кожного з кiлець L. Оскiльки
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в пiдходi неперервної моделi обидва цi параметри прямують до безмежностi, як

i в попереднiх випадках розглядається їх вiдношення limL,Lc→∞ Lc/L = l.

Зауважимо, що усереднення за всiма можливими конфiгурацiями в рамках

неперервної моделi включає також i конфiгурацiї, що мiстять вузли. Однак

оскiльки кiльця розглядаються як безмежно довгi, а вузли є локалiзованими,

вони не впливають на скейлiнговi показники та амплiтуди розмiрних характе-

ристик [206,207,208].

У рамках неперервної моделi ефект забороненого об’єму вважається малим

у порiвняннi з гауссовим доданком, а тому використовується розклад в ряд

теорiї збурень за константою взаємодiї u [1]. У загальнiй формi статистична

сума матиме вигляд:

Z(L,Lc) = Z0 (1 − u0Z1(l, d) + . . .) (4.57)

де Z0 = (2πL)−d статистична сума гантельки в гауссовому наближеннi, а кое-

фiцiєнт Z1(l, F, d) представляє внесок вiд взаємодiї забороненого об’єму, який

розраховується з допомогою дiаграмної технiки. Дiаграми для цього коефiцiєн-

ту виглядають подiбно до дiаграм для розрахунку радiусу гiрацiї в гауссовому

наближеннi (див рис.4.17) однак замiсть точок обмеження розглядаються точки

взаємодiї, а внески даються виразами:

Z1 = u(2π)−
d
2 (2πL)−dL2−d

2
Γ
(
1 − d

2

)2
(2 − d)

2Γ(3 − d)
(4.58)

Z2 = u(2π)−
d
2 (2πL)−dL2−d

2

(
2d−2

√
πΓ(2 − d

2)

(2 − d)Γ(52 −
d
2)

−2d−1(4l + 1)1−
d
2

d− 2
hypergeom

(
1

2
,
d

2
− 1;

3

2
;

1

4l + 1

))
(4.59)

Z3 =
u(2π)−

d
2 (2πL)−dL

2−d
2

c(
1 − d

2

) (
2 − d

2

) (4.60)

Z4 = u(2π)−
d
2 (2πL)−dL2−d

2

∫ 4l+2

4l+1

(
x
4

)−d
2 hypergeom

(
1
2 ,

d
2 ; 3

2 ; 1
x

)
2
√

2 − x + 4l
dx (4.61)

Уже на цьому моментi розрахунку варто вiдзначити складнiсть, так як одна

з дiаграм все ще мiстить iнтеграл, однак оскiльки iнтеграл не мiстить розбi-
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Рис. 4.17: Схематичне зображення дiаграм для розрахунку радiусу гiрацiї в гауссовому

наближеннi. Полiмернi траєкторiї зображенi суцiльними лiнiями, кульки позна-

чають точки обмеження s1 та s2.

жностей за ϵ = 4 − d, можна спершу виконати розклад в ряд за ϵ, а оскiльки в

однопетлевому наближеннi лише доданки з полюсом та доданки ∼ ϵ0, ефектив-

но iнтеграл зводиться до розрахунку при фiксованiй вимiрностi простору d = 4.

Пiдсумовуючи внесок вiд однопетлевого наближення, можна представити як:

Z1(l, d) = 2Z1 + 2Z2 + Z3 + Z4 (4.62)

Подiбно в загальному виглядi можна представити й iншi спостережуванi

величини, так радiус гiрацiї даватиметься виразом:

⟨R2
g⟩ = ⟨R2

g⟩0 (1 − u0R1(l, d) + . . .) (4.63)

де ⟨R2
g⟩0 радiус гiрацiї в гауссовому наближеннi, а R1 внесок вiд взаємодiї забо-

роненого об’єму.

У гауссовому наближеннi внески визначаються з розрахунку дiаграм на ри-

сунку 4.17, як вже зазначалось вище. А фiнальний вираз для радiуса гiрацiї в

гауссовому наближеннi як функцiя вiдносного ступеня полiмеризацiї l:

⟨R2
g⟩0 =

dL

6
(l + 1)(l2 + 5l + 3) (4.64)

Значно бiльший набiр дiаграм необхiдно розглянути в однопетлевому на-

ближеннi (див рис. 4.18). Зважаючи на результати, отриманi для пом-пом та

розеткових полiмерiв, у цьому випадку радiус гiрацiї розраховується лише у

тривимiрному просторi, подiбно до двопараметричної моделi, так як це умова

застосування наближення Дугласа-Фрiда (розклад в ряд за ϵ тут не розгляда-

ється):
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Рис. 4.18: Схематичне зображення дiаграм для розрахунку радiусу гiрацiї в однопетлевову

наближеннi. Полiмернi траєкторiї зображенi суцiльними лiнiями, кульки позна-

чають точки обмеження s1 та s2, а штрихована лiнiя – взаємодiю забороненого

об’єму

⟨R2
g⟩ =

3L3(l + 1)(l2 + 5l + 3)

6
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72
arcsin
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1
2
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−π(192l2 − 332l + 47)

72
− arctan((2

√
l)−1)

3

−1072l6 + 8308l5 + 862l4 + 42588l3 + 36505l2 + 7630l + 420

630
√
l(1 + 4l)(2l + 1)

−32l4 − 1088l3 − 2128l2 − 1684l − 425

144((2l + 1)
√

4l + 2)

(
arctan

(
1 + 4l +

√
4l + 2

2
√
l

)
−

arctan

(
1 + 4l −

√
4l + 2

2
√
l

)))
(4.65)
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Рис. 4.19: Розмiрне вiдношення gc для гантелькового полiмеру як функцiя вiдносного сту-

пеня полiмеризацiї l основи гантельки Nc до кiльця N . Лiнiї зображають теоре-

тичнi передбачення для гауссового наближення (точкова лiнiя) та наближення

Дугласа-Фрiда (штрихова лiнiя). Квадратики позначають результати, отриманi

методом Вея. Символами позначено результати моделювання методом молеку-

лярної динамiки. Порожнi кружечки позначають результати для фiксованого

значення ступеня полiмеризацiї N = 100, а повнi кружечки вiдповiдають значе-

нням асферичностi gc для безмежно довгих ланцюжкiв (N → ∞), отриманих з

аналiзу поправок до скейлiнгу. Стрiлочки вказують на приклади конформацiй,

отриманих iз симуляцiй для рiзних значень l.

У гауссовому наближеннi розмiрне вiдношення дається виразом:

gc =
(l + 1)(l2 + 5l + 3)

(l + 2)3
(4.66)

Чисельне моделювання виконується з використанням методу молекуляр-

ної динамiки на основi бусинково-пружинкової моделi у тривимiрному просто-

рi [199]. Гантелька в цiй моделi складається з N сферчних бусинок, в кожному

з кiлець та з Nc в бусинок у лiнiйнiй основi. Кожна бусинка має розмiр σLJ та

масу m. Деталi моделi наводились у попередньому роздiлi.

Симуляцiї виконувались з використанням Large-scale Atomic/Molecular Massi-



150

vely Parallel Simulator (LAMMPS) [201], що розв’язує ньютонiвськi рiвняння ру-

ху, використовуючи алгоритм швидкостi Верле. Термостат забезпечується на-

явнiстю доданку Ланжевена з коефiцiєнтом ζ = 0.5mτ−1, де τ =
√
mσ2

LJ/ϵ

одиниця часу у моделi. Симуляцiї проводились у кубiчному боксi з перiоди-

чними граничними умовами в усiх трьох напрямках. Рiвняння розв’язуються з

часовим кроком ∆t = 0.005τ .

Стартова конформацiя гантелькового полiмеру отримана, використовуючи

стрижневий алгоритм, який застосовує 20(2+l)N послiдовних операцiй симетрiї

на простiй кубiчнiй гратцi [198]. Цей пiдхiд дозволяє розпочати симуляцiї моле-

кулярної динамiки з бiльш компактної конфiгурацiї з економiєю часу, бо кожен

успiшний крок стрижневого алгоритму веде до радикальних змiн конформа-

цiй. Зауважимо однак, що метод молекулярної динамiки дає кращий ансамбль

конформацiй нiж стрижневий алгоритм, оскiльки працює в неперервному про-

сторi [89].

Моделювання проводилось з 27ма макромолекулами в симуляцiйному бо-

ксi так, що взаємодiя мiж макромолекулами була виключена, щоб забезпечити

умову сильного розведення. Данi для усереднення акумулювались протягом мi-

нiмум трьох часiв релаксацiї для вiдповiдних систем.

Розглядались гантельковi полiмери з кiльцями зi ступенями полiмеризацiї

N = 50, 100, 150, 200, 250 та 300 бусинок та основами зi ступенями полiмеризацiї

Nc = N/4, N/2, N, 3N/2 та 2N , а ж до 5N . Для кожного значення Nc розра-

ховується розмiрне вiдношення gc в асимптотичнiй границi усуваючи скiнчерно

розмiрнi ефекти використанням апроксимацiї найменших квадратiв у формi:

g̃c(N) = gc + C/N∆ де gc та C є константами апроксимацiї, а показник ∆ ви-

значається нижче. У розрахунку розмiрного вiдношення gc використовується

радiус гiрацiї R2
linear лiнiйної молекули з таким же ступенем полiмеризацiї.

Значення R2
linear отримуються з апроксимацiї функцiєю R2

linear = aN 2ν(1 +

bN−∆) даних чисельного моделювання в дiапазонi вiд 100 до 600 бусинок. Цей

дiапазон був обраний так, щоб вловити очiкувану скейлiнгову поведiнку. Для

процедури апроксимацiї були використанi найточнiшi вiдомi значення показни-
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ка ν = 0.587597(7) та показника поправки до скейлiнгу ∆ = 0.528(12) [147]. Це

дозволяє використати бiльш точнi значення R2
linear при розрахунку розмiрного

вiдношення gc. Результати апроксимацiї розмiрного вiдношення дають коефi-

цiєнти Пiрсона в дiапазонi вiд 0.8 tдо 1 для бiльшостi наборiв даних. Однак є

два виключення, де коефiцiєнт є близьким до 0.5, а саме для вiдношень gc з

l = 0.25 та 0.5. Цi нижчi значення коефiцiєнтiв можуть бути пов’язанi зi зро-

стаючою жорсткiстю основи гантельки, що є коротшою вiд кiлець i може бути

не достатньо довгою для забезпечення коректної скейлiнгової поведiнки.

На рисунку 4.19 порiвнюються результати, отриманi в аналiтичному та чи-

сельному пiдходах для вiдношення gc iдеального та реального гантелькового

полiмеру у порiвняннi з лiнiйним. Результати зображенi як функцiя вiдносно-

го ступеня полiмеризацiї l ≡ Nc/N або вiдношення мiж кiлькiстю мономерiв

у лiнiйнiй основi та в боковому кiльцi. Червоними квадратами позначеннi ре-

зультати розрахунку методом Вея, а точкова червона лiнiя зображає гауссове

наближення неперервної моделi. Цi данi вiдповiдають випадку iдеальної ган-

тельки або ж гантельки в тета-розчиннику та визначають нижню границю зна-

чень для вiдношення gc.

Чорна штрихова лiнiя зображає результати для наближення Дугласа-Фрiда

або ж полiмер в хорошому розчиннику. Сiрими кружечками зображено резуль-

тати молекулярної динамiки при фiксованiй довжинi бокового кiльця в N = 100

бусинок, а зеленими кульками позначено результати, отриманi з використанням

скiнченно-розмiрного скейлiнгу N → ∞. Спостерiгається хороше узгодження

мiж даними симуляцiй та даними аналiтичного розрахунку. Усi отриманi ре-

зультати мають ту ж тенденцiю. В усiх випадках при l ≤ 2 вiдношення gc < 1,

вказуючи на менший характерний розмiр гантельки у порiвняннi з лiнiйним

полiмером такої ж молекулярної маси. Вiдношення gc зростає зi зростанням l.

У гауссовому випадку воно прямує до значення gc = 1 в границi l → ∞.

В той же час у випадку полiмеру в хорошому розчиннику вiдношення gc,

отримане з використанням наближення Дугласа-Фрiда на асимпоточних зна-

чень методу молекулярної динамiки, досягають значення одиницi вже при l ≈ 5.
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Рис. 4.20: Асферичнiсть A гантелькового полiмеру як функцiя вiдносного ступеня полi-

меризацiї l. Лiнiї представляють значення асферичностi для лiнiйного полiме-

ру в тета A = 0.4 [163] (точкова лiнiя) та хорошомуA = 0.431 [162] (точково-

штрихована лiнiя) розчинниках. Штриховою лiнiєю позначений результат, отри-

маний в методi Вея. Символами позначено результати моделювання методом

молекулярної динамiки. Порожнi кружечки позначають результати для фiксо-

ваного значення ступеня полiмеризацiї N = 100, а повнi кружечки вiдповiдають

значенням асферичностi A для безмежнодовгих ланцюжкiв (N → ∞), отрима-

них з аналiзу поправок до скейлiнгу.

Цi результати узгоджуються з недавнiми експериментальними вимiрюваннями

для гантелькових полiмерiв з l = 8, де було отримано значення для вiдношення

gc ≈ 1 [47]. Вiдзначимо, що у випадку Н-полiмерiв (пом-пом полiмер з f = 2)

вiдношення досягає значення одиницi лише в границi l → ∞. А при значеннi

l = 5 для Н-полiмеру отримуємо вiдношення gc = 0.95 [90].

Продовжуючи розгляд цiєї архiтектури як i у випадку з пом-пом полiме-

ром, розглянемо асферичнiсть, однак в цьому випадку обмежимось порiвнян-

ням результатiв чисельного моделювання в хорошому розчиннику та iдеаль-

ного полiмеру в пiдходi Вея. Метою цього є оцiнити не лише вплив архiте-
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ктури, але й ефекту забороненого об’єму. Очiкується, що останнiй вноситиме

незначну поправку. На рисунку 4.20 зображено вiдповiднi результати. Чорною

штрихованою лiнiєю позначено данi наближення методу Вея, а кульками данi

чисельного моделювання: порожнiми позначено випадок фiксованої довжини

кiльця (N = 100), а суцiльними значення, отриманi з врахуванням скiнченно-

розмiрного скейлiнгу. Для великих значень l ≫ 1 асферичнiсть спадає та до-

сягає значення вiдомого для iдеального лiнiйного ланцюжка A = 0.4 [163], що

на рисунку зображено точковою лiнiєю. Подiбна тенденцiя спостерiгається i

для результатiв молекулярної динамiки, де значення асферичностi прямують

до A = 0.431 (точково-штрихована лiнiя), що є характерним для лiнiйного по-

лiмеру в хорошому розчиннику. Зауважимо, що в обох випадках асферичнiсть

досягає максимуму в околi l = 2.

4.3. Висновки

В роздiлi розглядається вплив двох центрiв галуження на унiверсальнi хара-

ктеристики макромолекул. З цiєю метою взято двi архiтектури: пом-пом полi-

мери та гантельковi полiмери. В обох випадках центри галуження знаходяться

на кiнцях лiнiйного ланцюжка (основи). У першому випадку прикрiплюються

зiрко-подiбнi об’єкти, у другому – кiльця.

Для пом-пом полiмерiв є три параметри архiтектури, що можуть впливати

на унiверсальнi характеристики: параметри галуження на кожному з центрiв

та вiдносна довжина основи у порiвняннi з довжиною бокових гiлок. Для ган-

телькових полiмерiв важливий лише останнiй параметр.

Показано, що характерний розмiр пом-пом полiмеру є бiльшим вiд зiркового

та меншим вiд лiнiйного. Вiн знижується зi зростанням параметрiв галуження

та має найнижчi значення при однакових параметрах галуження.

Як для пом-пом полiмеру, так i для гантелькового полiмеру зростання вiд-

носної довжини основи веде до нехтувано малого впливу бакових гiлок на ха-

рактерний розмiр та форму макромолекул.

У випадку гантелькового полiмеру ефект забороненого об’єму є дещо сут-
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тєвiшим нiж у випадку пом-пом полiмери з малими значеннями параметрiв

галуження (Н-полiмер).

Наявнiсть двох центрiв галуження веде до зростання асиметрiї форми у

випадках, коли основа є спiвмiрною з боковими гiлками або ж довшою за них.
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РОЗДIЛ 5

ГIПЕРГАЛУЖЕНI ПОЛIМЕРИ БЕЗ ПЕТЕЛЬ

У роздiлi розглядаються гiпергалуженi полiмери дендричної архiтектури

(снiжинкоподiбнi) та йоршикоподiбної архiтектури, якi не мiстять петель. Роз-

рахованi аналiтично вирази для радiуса гiрацiї порiвнюються з радiусом гiрацiї

лiнiйного полiмеру. Чисельна оцiнка проводиться з використанням наближення

Дугласа-Фрiда та порiвнюється з результатами чисельного моделювання мето-

дом молекулярної динамiки.

У випадку снiжинкоподiбних полiмерiв є два типи центрiв галуження: вла-

сне центр макромолекули (нульовий рiвень дендримеру або ж аналог зiркового

полiмеру) та зовнiшнi або перша генерацiя дендримеру. У роздiлi розглядає-

ться вплив ступенiв галуження на радiальний розподiл густини мономерi в ар-

хiтектурiв вiдносно її центру. Також для снiжинкового полiмеру дослiджується

вплив ефекту забороненого об’єму на форму снiжинкоподiбних полiмерiв.

У випадку “йоршикових” полiмерiв проводиться порiвняння не лише з дани-

ми симуляцiй, але й з результатами експериментальних вимiрювань. Показано

покращення аналiтичних передбачень у порiвняннi з ранiше отриманими ре-

зультатами.

Данi, використанi в цьому роздiлi, були опублiкованi в статтях [86]

5.1. Снiжинкоподiбнi полiмери

У цiй частинi розглядається снiжинкоподiбний полiмер, який має дендричну

структуру (див. рис. 5.1). Вiд основного центра галуження вiдходять fs гiлок

(червонi лiнiї), а вiд кожного з кiнцiв f − 1 гiлка, що формує другий ярус ар-

хiтектури (зеленi лiнiї). Статичнична сума такої архiтектури дається виразом:

Zsnowflake
{fi},fs =

1

Z0

fs∏
i=1

fi∏
j=2

∫
Dr⃗(s) δ(r⃗i1(L))δ(r⃗i1(0) − r⃗ij(0)) e−H , (5.1)



156

Рис. 5.1: Схематичне зображення снiжинкоподiбного полiмеру

тут добуток δ-функцiй позначає початок fs траєкторiй у центрi координат та

закрiплює решту на їх кiнцях. Зауважимо, що в цьому виразi загалом кожна

з fs траєкторiй може мати рiзну кiлькiсть гiлок, прикрiплену до неї, однак

для спрощення розгляду в подальшому розглядається саме випадок, коли всi

fi рiвнi. Z0 позначає статистичну суму в гауссовому наближеннi.

Для початку розраховується власне статистична сума Zsnowflake:

Zsnowflake
{fi},fs =

1

Z0

fs∏
i=1

fi∏
j=2

∫
Dr⃗(s) δ(r⃗i1(L))δ(r⃗ij(0) − r⃗i1(0))

exp

(
−1

2

F∑
i=1

∫ L

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2

− u0
2

F∑
i,j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′))

)
(5.2)

Статистична сума Z0 в гауссовому наближеннi визначається виразом:

Z0 =

fs∏
i=1

fi∏
j=2

∫
Dr⃗(s) δ(r⃗i1(L))δ(r⃗ij(0) − r⃗i1(0)) ×

×e
− 1

2

∑F
i=1

∫ L

0
ds
(

dr⃗i(s)

ds

)2
(5.3)

Внесок вiд взаємодiї забороненого об’єму вважається значно меншим за гауссо-

вий доданок, а тому розглядається розклад у ряд теорiї збурень за константою

взаємодiї u0. При розрахунку внеску вiд забороненого об’єму дельта функцiя

замiнюється на її Фур’є представлення:

δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)) =
1

(2π)d

∫
dp⃗u e(−ιp⃗u(r⃗i(s

′)−r⃗j(s
′′)) (5.4)
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Далi як i в попереднiх роздiлах для розрахунку дiаграм використовується дiа-

грамна технiка де Клуазо [1]. На рисунку 5.2 зображено дiаграми, що дають

внесок в статистичну суму в першому порядку теорiї збурень. Самi ж внески

даються виразами:

Z1 =
u(2π)−d/2L2−d/2

(1 − d/2)(2 − d/2)
, (5.5)

Z2 =
u(2π)−d/2L2−d/2(22−d/2 − 2)

(1 − d/2)(2 − d/2)
, (5.6)

Z3 =
u(2π)−d/2L2−d/2(32−d/2 − 2 22−d/2 + 1)

(1 − d/2)(2 − d/2)
. (5.7)

Z4 =
u(2π)−d/2L2−d/2(42−d/2 − 2 32−d/2 + 22−d/2)

(1 − d/2)(2 − d/2)
. (5.8)

У рамках ренормгрупового пiдходу цi внески розкладаються в ряди за вiдхи-

ленням вiд верхньої критичної вимiрностi ϵ = 4− d для константи взаємодiї u0.

У цьому контекстi внески даються виразами:

Z1 = −2

ϵ
− 1, (5.9)

Z2 = −2

ϵ
− 1 − ln(2), (5.10)

Z3 = 2 ln(2) − ln(3), (5.11)

Z4 = −3 ln(2) + 2 ln(3). (5.12)

Для отримання кiнцевих виразiв кожна з дiаграм враховується з вiдповiд-

ним комбiнаторним множником, i в результатi статистична сума в термiнах

ϵ-розкраду дається виразом:

Z = 1 − u

(
1

ϵ

(
fs(fs − 1) +

fs∑
i=1

(f 2
i − 3fi)

)

+
1

2

(
fs(fs − 1) +

fs∑
i=1

(f 2
i − 3fi) + ln(2) (fs(1 − fs)

fs∑
i=1

(
4(fs − 1) − fi − 3

fs∑
j=1

(fj − 1)

)
(fi − 1)

)
(5.13)

+ ln(3)

fs∑
i=1

(
(fi − 1)

(
1 − fs +

fs∑
j=1

(fj − 1)

))))
,
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Рис. 5.2: Дiаграмне представлення для розрахунку радiусу гiрацiї в гауссовому наближннi.

Полiмер позначено суцiльними лiнiями, а кульками – точки обмеження.

де u = u0(2π)−d/2L2−d/2 безрозмiрна константа взаємодiї. Розгляд статистичної

суми, наведений вище, демонструє можливiсть врахування рiзних ступенiв га-

луження на зовнiшнiх центрах галуження. Але, як зазначалось вище, у подаль-

шому розглядається саме симетричний випадок для спрощення як розрахункiв,

так й iнтерпретацiї результатiв.

Як вже зазначалось ранiше дiаграми для розрахунку радiуса гiрацiї в гауссо-

вому наближеннi та статсуми в однопетлевому наближеннi виглядають подiбно

(див рис. 4.2 та 5.2), однак як процес розрахунку вiдрiзняється та був детально

розглянений у другому роздiлi. Для снiжинкоподiбного полiмеру, у якого всi

гiлки однакової довжини, внески вiд дiаграм є:

R1 =
1

6
, R2 = 1, R3 = 2, R4 = 3. (5.14)

Тут перша дiаграма є фактично радiусом гiрацiї лiнiйного полiмеру i в фi-

нальному виразi враховується з коефiцiєнтом fsf . Решта дiаграм є частковими

випадками тих, що обговорювались у другому роздiлi. Рiзниця в цьому випадку

в тому, з якими комбiнаторними множниками вони враховуються. Так дiагра-

ма R2 враховується з множником fs
f(f−1)

2 + fs(fs−1)
2 , дiаграма R3 з множником

f fs(fs−1)
2 , i остання з множником – f 2 fs(fs−1)

2 . Незважаючи на громiсткiсть ком-

бiнаторних множникiв, кiнцевий вираз набуває досить простої форми:

⟨R2
g⟩0 =

dL

6(fsf)
(3fs − 2)(3f − 2). (5.15)

У цьому мiсцi варто зауважити, що вираз є пропорцiйним до добутку радiусiв

гiрацiї зiркових полiмерiв з рiзними ступенями галуження. Ця симетрiя резуль-
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Рис. 5.3: Дiаграмне представлення додаткових внескiв до радiусу гiрацiї в однопетлевому

наближеннi.

тату очiкується не лише у випадку iдеального плiмеру, але i при врахуваннi

ефекту забороненого об’єму.

Для розрахунку радiуса гiрацiї в однопетлевому наближеннi необхiдно роз-

глянути значно бiльше дiаграм. Перевага неперервної моделi та дiаграмної те-

хнiки в тому, що при переходi вiд простiших до складнiших архiтектур часто
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Рис. 5.4: Результати для розмiрного вiдношення gc для снiжинкового полiмеру як функцiя

f при рiзних значеннях fs

можна скористатись вже наявними результатами. Зауважимо, що в гауссовому

наближеннi дiаграми R1 −R3 є тими ж, що й у випадку пом-пом полiмеру. По-

дiбним чином значна кiлькiсть дiаграм i в однопетлевому наближеннi є тими ж,

що й для пом-пом полiмеру. Це дозволяє використати надбання попереднього

роздiлу та розраховувати тут лише додатковi дiаграми, що характернi саме для

снiжинкоподiбного полiмеру (див. рис. 5.3).

Як було показано в попереднiх роздiлах, для складних полiмерних архiте-

ктур немає сенсу розраховувати радiус гiрацiї в пiдходi теорiї перенормування,

оскiльки отримується лише якiсна поведiнка в кращому випадку (див. рис. 5.4).

Тут при fs = 1 вiдтворюється снiжинковий полiмер, а при fs = 2 пом-пом полi-

мер в обох випадках спостерiгається вiдома якiсно коректна поведiнка, так як

вiдношення спадає зi зростанням ступеня галуження, натомiсть при fs = 4 та

fs = 5 спостерiгається зниження, а потiм зростання вiдношення, що є нефiзи-
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чною поведiнкою та виникає як артефакт повторного розкладу в ряд за u при

розрахунку вiдношення.

Таким чином, у випадку складногалужених полiмерiв має сенс розгляд ли-

ше випадку, коли вимiрнiсть простору фiксована d = 3 та використовується

наближення Дуласа-Фрiда. При фiксованiй вимiрностi простору внесок вiд за-

бороненого об’єму дається виразом, радiус гiрацiї дається виразом:

C(fs, f) = − 1

105f(3fs − 2)(3f − 2)

(
27840 + 12400f − 34720

√
3fsf

4

−149340f 2 − 23310f 2
s + 314217f 2fs − 153419f 2f 2

s − 4530fs − 11235f 4f 2
s

+34545f 4fs + 23520
√

3f 4 − 11970
√

2f 4 − 110880
√

3f 3 + 45570
√

2f 3

+150170
√

3f 2 − 75530
√

2f 2 − 27150
√

3f + 22350
√

2f − 23310f 4

+57183
√

2f 2
s f − 74413

√
2fsf + 124950f 3 + 24700

√
2 + 180096

√
3fsf

3

−68495
√

2fsf
3 − 69216

√
3f 2

s f
3 + 133662

√
3fsf − 291178

√
3fsf

2

+25753
√

2f 2
s f

3 + 130155
√

2fsf
2 + 11200

√
3f 2

s f
4 + 141008

√
3f 2

s f
2

−62573
√

2f 2
s f

2 + 17535
√

2fsf
4 − 106512

√
3f 2

s f − 5565
√

2f 2
s f

4 + 12140
√

3fs

+23520
√

3f 2
s − 12730

√
2fs − 11970

√
2f 2

s + 82299f 3f 2
s − 211113f 3fs

−35660
√

3 + 101801ff 2
s − 121661fsf

)
. (5.16)

У гауссовому наближеннi вiдношення gc для снiжинкоподiбного полiмеру

розраховується як вiдношення мiж виразами (5.15) та виразом ⟨R2
g⟩chain0 =

dLfsf/6, при радiусi гiрацiї лiнiйного полiмеру довжиною fsfL, що дає фi-

нальний вираз :

gc =
(3fs − 2)(3f − 2)

(fsf)2
. (5.17)

Зауважимо, що при f = 1 та f = 2 вiдтворюється вiдомий вираз для зiр-

кового полiмеру [4]. Додатково на основi цього виразу можуть бути вiдтворенi

результати для дендримеру першої генерацiї [209,210].

Використовуючи наближення Дугласа-Фрiда [31], розмiрне вiдношення роз-

раховується згiдно виразу:

gc =
⟨R2

g⟩0
⟨R2

g⟩0,linear
1 − asnowflake

1 − alinear
(5.18)
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Таблиця 5.1

Значення розмiрного вiдношення gc при f = 3.

fs 3 4 5 6

DF 0.623 0.5086 0.4293 0.3719

MD(100) 0.629(11) 0.507(9) 0.419(6) 0.359(6)

MD(50) 0.0.622(4) 0.497(3) 0.409(2) 0.354(1)

Gauss, RG 0.60494 0.48611 0.40444 0.34568

Gauss, Wei’s method 0.606(1) 0.487(1) 0.405(1) 0.346(1)

Таблиця 5.2

Значення розмiрного вiдношення gc для fs = 3.

f 3 4 5 6

DF 0.623 0.5219 0.4567 0.4128

MD(100) 0.629(11) 0.509(12) 0.440(9) 0.406(9)

MD(50) 0.0.622(4) 0.4999(35) 0.439(3) 0.376(3)

Gauss, RG 0.60494 0.48611 0.40444 0.34568

Gauss, Wei’s method 0.606(1) 0.489(1) 0.403(1) 0.346(1)

де ax = 3C
32 − 1

4 , а C є коефiцiєнтом у виразi ⟨R2
g⟩ = ⟨R2

g⟩0(1 − uC) та дається

виразом (5.16) при d = 3. Остаточно вираз для вiдношення записується як:

gc =
420

487

(3fs − 2)(3f − 2)

(f 2f 2
s )

− 1

974

1

f 3
√
fsff 2

s

(
−27840 + 62573

√
2f 2f 2

s

−141008
√

3f 2f 2
s + 291178

√
3f 2fs + 74413

√
2ffs − 25753

√
2f 3f 2

s

+34720
√

3f 4fs + 68495
√

2f 3fs + 5565
√

2f 4f 2
s − 12400f + 69216

√
3f 3f 2

s

−57183
√

2ff 2
s − 130155

√
2f 2fs − 11200

√
3f 4f 2

s + 106512
√

3ff 2
s

−133662
√

3ffs − 180096
√

3f 3fs − 17535
√

2f 4fs + 153419f 2f 2
s

−150170
√

3f 2 + 75530
√

2f 2 − 45570
√

2f 3 − 22350
√

2f − 23520
√

3f 4

+23310f 2
s + 110880

√
3f 3 + 11970

√
2f 4 + 27150

√
3f + 4530fs + 149340f 2

−124950f 3 + 23310f 4 + 211113f 3fs + 11235f 4f 2
s − 23520

√
3f 2

s

−82299f 3f 2
s − 314217f 2fs − 101801ff 2

s + 121661fsf + 11970
√

2f 2
s

+12730
√

2fs −12140
√

3fs − 34545f 4fs − 24700
√

2 + 35660
√

3
)
. (5.19)

Знову ж у випадку f = 1 та f = 2 вiдтворюється вiдомий результат для
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зiркового полiмеру в хорошому розчиннику [181]. У випадку fs = 2 вираз вiд-

повiдає симетричному пом-пом полiмеру з довжиною основи вдвiчi довшою вiд

довжини бокових гiлок. Кiлькiснi оцiнки в тривимiрному просторi наведенi в

таблицях 5.1 та 5.2. Також результати зображенi на рисунку 5.5 для вибраних

значень параметрiв fs та f . У таблицях результати аналiтичного розрахунку

в гауссовому наближеннi та наближеннi Дугласа-Фрiда порiвнюються як з ре-

зультатами симуляцiй, так i з даними, отриманими методом Вея.

Чисельнi симуляцiї проводились з використанням методу молекулярної ди-

намiки на основi бусинково-пружинкової моделi [199]. Бусинки, що вiдповiда-

ють хiмiчнозв’язаним мономерам, взаємодiють мiж собою з пружною силою,

а загалом всi бусинки в моделi вiдштовхуються з потенцiалом взаємодiї Вiкса-

Чандлера-Андерсона. Цi потенцiали бiльш детально описанi в попередньому

роздiлi. Одиницею довжини знову ж є дiаметр бусинки σ, а енергiя вимiрює-

ться з одиниця ϵLJ .

Симуляцiї проводились з використанням пакетiв Large-scale Atomic/Molecular

Massively Parallel Simulator (LAMMPS) [201], що чисельно розв’язує ньютонiв-

ськi рiвняння руху, використовуючи алгоритм швидкостi Верле з часовим кро-

ком ∆t = 0.005τ , де τ =
√

mσ2/ϵ одиниця часу в моделюваннi, а m = 1 маса мо-

номеру. Симуляцiї проводились при постiйнiй температурi, що забезпечується

термостатом, який у рiвняння вноситься як доданок Ланжевена з коефiцiєнтом

ζ = 0.5mτ−1. Розчинник у цiй моделi задається неявно. Розрахунок проводи-

ться в кубiчному боксi з перiодичними граничними усовами в усiх напрямках.

Як i у випадку гантелькових полiмерiв, стартова конфiгурацiя генерується

з використанням стрижневого алгоритму для прискорення початкової релакса-

цiї [198]. Стрижневий алгоритм використовується для 20fsfN крокiв на простiй

кубiчнiй гратцi. Цей алгоритм стартує з набору прямих лiнiй, що не перетинаю-

ться, та застосовує операцiї симетрiї на гратцi для генерацiї нових конформацiй.

Конформацiї приймаються за умови, що пiсля застосування операцiї до вибра-

ного куска макромолекули результуюча траєкторiя також не перетинає сама се-

бе. Навiть у випадку снiжинкоподiбного полiмеру, де багато галужень, а отже,
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Рис. 5.5: Розмiрне вiдношення gc як функцiя параметрiв галуження f при фiксованому

fs = 3 (зверху) та fs при фiксованому f = 3 (знизу) для вимiрностi простору

d = 3. Символами позначенi результати чисельних симуляцiй для двох рiзних

довжин сегментiв, суцiльною лiнiєю позначений результат наближення Дугласа-

Фрiда, а штриховою гауссове наближення.

багато операцiй не вестиме до утворення нових конформацiй, а тi, якi утворю-

ють їх, вносять значнi змiни, забезпечуючи ефективно швидшу релаксацiю вiд

малоймовiрної конформацiї з прямих лiнiй до бiльш iмовiрної i компактнiшої

конформацiї.

У кожному симуляцiйному боксi розглядається двадцять сiм молекул, тому,
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Рис. 5.6: Приклади конфiгурацiй з молекулярної динамiки для снiжинкоподiбних полiме-

рiв червоними кульками позначено внутрiшнi гiлки, а зеленими зовнiшнi: a) fs = 3

та f = 3, b) fs = 3 та f = 6 та c) fs = 6 та f = 3.

що взаємодiї мiж ними не враховуються, що моделює режим сильнорозведе-

ного розчину. Снiжинковий полiмер розглядається як сукупнiсть траєкторiй

довжиною N . У симуляцiях розглядались два випадки: N = 50 та N = 100.

У першому випадку симуляцiї проводились для 1.4 · 108 часових крокiв, а в

другому – 2 · 108 часових крокiв. Для розрахунку усередненого значень радiусу

гiрацiї використовувались як мiнiмум 107τ крокiв пiсля як мiнiмум трьох часiв

автокореляцiї з моменту релаксацiї системи.

Як i в попередньому роздiлi, значення для лiнiйного полiмеру отримано на

основi апроксимацiї результатiв в дiапазонi вiд 100 до 600 бусинок з використа-

нням найточнiших на сьогоднi скейлiнгового показника та показника поправки

до скейлiнгу: ν = 0.587597(7) та ∆ = 0.528(12) взятих з роботи [101].

Для кожної з довжин N розглядались два набори параметрiв галуження: фi-

ксоване значення fs = 3 та f , що змiнюється в дiапазонi вiд 1 до 6, та обмежена

ситуацiя, коли f = 3 а fs змiнюється в дiапазонi вiд 1 до 6.

Результати чисельного моделювання показують хороше узгодження з дани-

ми аналiтичного передбачення, особливо це спостерiгається при fs = f = 3.

Як i очiкується, розмiрне вiдношення gc знижується зi зростанням параметрiв

галуження, що вiдповiдає зменшенню характерного розмiру снiжинкоподiбних

макромолекул у порiвняннi з лiнiйним полiмером такої ж маси. Це явище спо-

стерiгається однаково при зниженнi обох параметрiв галуження.
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Рис. 5.7: Радiальний розподiл ρ(r) мономерiв як функцiя вiдстанi r вiд центрального моно-

меру снiжинкоподiбного полiмеру обезрозмiрену на вiдповiдну величину радiуса

гiрацiї Rg. Суцiльною лiнiєю позначено розподiл розрахований для всiх Nfsf мо-

номерiв у структурi, точковою лiнiєю позначено розподiл густини для внутрiшнiх

Nfs мономерiв, а штриховою розподiл густини для зовнiшнiх Nfs(f − 1) мономе-

рiв. Данi приведено для двох рiзних архiтектур з рiзними значеннями параметрiв

галуження fs та f внутрiшньої та зовнiшньої оболонки.

Варто вiдзначити неймовiрну симетрiю результатiв для розмiрного вiдно-

шення gc вiдносно параметрiв галуження f та fs для розглянутого набору па-

раметрiв (див. рис. 5.5). А саме, снiжинкоподiбнi полiмери, що мають однако-

ву молекулярну масу, але взаємооберненi значення параметрiв галуження (до

прикладу fs = 3 та f = 6 у порiвняннi з fs = 6 та f = 3), мають кiлькiсно по-

рiвнюванi значення розмiрного вiдношення gc. Результати наведенi в таблицях

5.1 та 5.2). Зауважимо також, що всi аналiтичнi вирази, отриманi в роботi, є

симетричнi вiдносно перестановки параметрiв галуження.

Для кращого розумiння цiєї симетрiї розглядається радiальний розподiл гу-

стини мономерiв вiдносно центрального мономеру. На рисунку 5.7 наведено
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розподiли густини мономерiв ρ(r) для снiжинкоподiбних полiмерiв як функцiї

вiдстанi вiд центрального мономеру. Для кращого розумiння результатiв ця вiд-

стань роздiлена на величину радiуса гiрацiї для даної архiтектури. Профiлi ρ(r)

аналiзуються, розглядаючи спочатку всi мономери в макромолекулi, що зобра-

жено на рисунку суцiльними лiнiями, потiм окремо розраховуються профiлi

густини для внутрiшнiх Nfs мономерiв ρinner(r) (штрихова лiнiя) та зовнiшнiх

N(f − 1)fs мономерiв ρouter(r) (точкова лiнiя). Для наочностi зосередимось на

розглядi двох випадкiв снiжинкоподiбного полiмеру: у першому випадку fs = 3

та f = 6 (червонi лiнiї), а в другому для обернених значень параметрiв fs = 6

та f = 3 (чорнi лiнiї). Зауважимо, що чисельнi значення радiусiв гiрацiї для

цих випадкiв є досить близькi. В обох випадках хвости розподiлiв пiсля зна-

чення r/Rg ≈ 1 мають однакову поведiнку, що збiгається зi спостереженнями

симетрiї в значеннях розмiрного вiдношення gc, якi зображенi на рисунку 5.5

для обернених параметрiв галуження.

Однак хоча снiжинкоподiбнi полiмери з оберненими значеннями параметрiв

галуження мають однакову глобальну поведiнку, що вiдображається на порiв-

нюваних значеннях Rg та gc, у них є вiдмiнностi у внутрiшнiй органiзацiї моно-

мерiв. Ця вiдмiннiсть є очевидною при розглядi розподiлiв густини ρinner(r) та

ρouter(r) , якi також зображенi на рисунку 5.7. Особливо варто вiдзначити, що

у випадку, коли fs = 3 та f = 6, спостерiгається нижча густина внутрiшнiх та

вища густина зовнiшнiх мономерiв нiж у випадку коли f = 6 та fc = 3.

Як вже згадувалось в попередньому роздiлi, аналiтичний розрахунок асфе-

ричностi є доволi громiздкою задачею, яка часто дає лише якiсний, а не кiль-

кiсний результат. А тому тут розглядаються результати з використанням лише

числових методiв, а саме розрахунок на основi даних молекулярної динамiки та

з використанням методу Вея. Цi результати є на рисунку 5.8. Тут варто вiдзна-

чити, що результати молекулярної динамiки отримано у випадку з забороненим

об’ємом, а в методi Вея у випадку гауссового полiмеру.

Для початку вiдзначимо, що у випадку, коли з центрального вузла вiдходять

три гiлки fs = 3, а на кожному з зовнiшнiх вузлiв або нема гiлок f = 1, або ж
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Рис. 5.8: Асферичнiсть снiжинкоподiбного полiмеру Ad як функцiя параметрiв галуження:

f при фiксованому fs = 3 (зверху) та fs при фiксованому f = 3 (знизу).

причеплена лише одна, результати збiгаються з вiдомими для трьох гiлкових

зiркових полiмерiв результатами.

Зi збiльшенням функцiональностi зовнiшньої оболонки снiжинкоподiбний

полiмер переходить вiд строго тригiлкового зiркового полiмеру до архiтектури

з все густiшою структурою на зовнiшнiй оболонцi, що веде до бiльш сферичної

форми. Чисельно це вiдображається на зниженнi асферичностi ⟨Ad⟩. Зниження

асферичностi спричинене поступовим заповненням зовнiшньої оболонки моно-
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мерами, а евентуально i вiльний простiр в межах внутрiшньої оболонки, фор-

муючи однорiдний сферичний об’єкт. Цей механiзм узгоджується з аналiзом

профiлiв густини ρ(r) (зеленi тi червонi лiнiї на рисунку 5.7).

Переходячи до аналiзу даних при фiксованому параметрi галуження на зов-

нiшнiй оболонцi f = 3, спершу зазначимо, що при fs = 1 вiдтворюється випадок

зiркового полiмеру з трьома гiлками. У випадку fs = 2 отримуємо пом-пом по-

лiмер з основою вдвiчi довшою нiж боковi гiлки, що, як було показано ранiше,

є бiльш асиметричною у порiвняннi з зiрковим полiмером з такою ж молеку-

лярною масою (на що вказують вищi значення асферичностi) [4]. Проте зi зро-

станням fs внутрiшнiй шар стає густiший i бiльш сферичний, у свою чергу цi

змiни у внутрiшньому шарi ведуть до зниження асферичностi ⟨Ad⟩. Це спо-

стереження вказує на те, що наявнiсть зовнiшньої оболонки веде до зростання

симетрiї форми у порiвняннi з зiрковим полiмером. Зауважимо, що зниження

асферичностi ⟨Ad⟩ є бiльш явним у випадку, коли змiнюється параметр fs нiж

у випадку змiни параметру f . (див. графiки на рисунку 5.8). Це пов’язано з

тим, що зростання fs веде до зростання густини мономерiв у внутрiшньому ша-

рi (чорнi лiнiї на рисунку 5.7), що вимушує бiльш сферичну форму нiж коли

бiльшiсть мономерiв знаходяться у зовнiшньому шарi.

Важливо зазначити, що ефект забороненого об’єму вiдiграє незначну роль у

випадку, коли параметр галуження fs є малим (див. верхнiй графiк на рисунку

5.8), та його роль зростає зi зростанням цього параметра, що в веде до зростання

симетрiї форми макромолекул. Так асферичнiсть у випадку снiжинкоподiбного

полiмеру з врахуванням ефекту забороненого об’єму, отримана з результатiв

симуляцiй, є суттєво меншою нiж результати методу Вея (див. рис.5.8 знизу),

через набухання клубка та зростання ролi вiдштовхування мiж мономерами.

5.2. “Йоршиковi” полiмери

Iншим прикладом гiпергалужених полiмерiв є “йоршиковi” полiмери. Про

них в гауссовому наближеннi вже йшла мова в другому роздiлi цього рукопису.

У цiй частинi увага зосереджується на впливi ефекту забороненого об’єму на
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Рис. 5.9: Схематичне розраження ”йоршикового” полiмеру без кiлець

їх характерний розмiр, а також шукаємо вiдповiдь на питання, чи здатна мо-

дель неперервного ланцюжка описувати цi об’єкти. Оскiльки як для природних,

так i для синтетичних макромолекул найчастiше трапляються ”йоршиковi” по-

лiмери з боковими ланцюжками, а не кiльцями, у цiй частинi вплив кiлець не

розглядається.

Для опису йоршикових плiмерiв використовується гамiльтонiан:

H =
1

2

F∑
i=1

∫ Li

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2

+
u

2

F∑
i,j=1

∫ Li

0

ds′
∫ Lj

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)).

Вiн мiстить iнформацiю, про загальну масу макромолекули, а саме, скiльки

гiлок F та якої довжини Li кожна з них, а також про тип взаємодiї мiж моно-

мерами, у цьому випадку традицiйно розглядається короткосяжне вiдштовхува-

ння, що описує так званий хороший розчинник. Зв’язок мiж цими траєкторiями

описується статистичною сумою:

Zbb =
1

Z0

∫
Dr⃗

n−1∏
k=1

δ(r⃗k(Lb) − ⃗rk+1(0))

f∏
i=1

δ(r⃗k(Lb) − r⃗i(0))e−H . (5.20)

Цей вираз є простiшим за аналогiчний у другому роздiлi, оскiльки в нього не

включенi боковi кiльця. Тут ”йоршиковий” полiмер складається з n сегментiв,

з’єднаних послiдовно (див.рис.5.9), де кожна з точок з’єднання утворює центр
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галуження, вiд якого вiдходять f гiлок. У результатi ”йоршиковий” полiмер

складається з F = n+(n−1)f траєкторiй. Як i в другому роздiлi, цi траєкторiї

мають рiзну довжину: Lb для траєкторiй, що формують основу, та L для боко-

вих гiлок. Оскiльки в цiй моделi обидвi цi величини розглядаються як безмежно

довгi, у кiнцевих виразах вони враховуються як вiдношення limL,Lc→∞ Lc/L = a,

де a параметр архiтектури, що описує вiдносний ступiнь полiмеризацiї.

Знову ж спостережуванi величини розглядаються як розклад в ряд теорiї

збурень за константою взаємодiї, вважаючи, що вплив забороненого об’єму є

малим у порiвняннi з впливом архiтектури. У результатi статистична сума за-

писується у формi:

Z(L,Lb) = Z0 (1 − u0Z1(a, n, f, d) + . . .) (5.21)

тут Z0 є статистичною сумою iдеального полiмеру у випадку, коли немає пе-

тель, Z0 = 1, а Z1(a, n, f, d) внесок вiд взаємодiї забороненого об’єму, що роз-

раховується подiбно до всiх попереднiх випадкiв. Фактично для цiєї величини

використовуються тi ж дiаграми, що i у випадку пом-пом полiмеру зi змiн-

ною довжиною основи. Хоча у виразi (5.21) вiн дається як функцiя вимiрностi

простору, проте розгляд його у формi ϵ розкладу є бiльш традицiйним та iн-

формативним:

Z1(a, n, f) =
(n− 1)f(f − 1) − 2a + 2(n− 1)f

ϵ
− a ln(n) − a + (n− 1)f

−(n− 1)f(f − 1)

2
(ln(2) − 1) +

n−1∑
i=1

(2f ln(ai) − 2f ln(ai + 1))

−f 2

2

n−2∑
i=1

(n− i− 1)(2 ln(ai + 2) − 4 ln(ai + 1) + 2 ln(ai)) (5.22)

Подiбно i радiус гiрацiї дається в загальному виглядi :

⟨R2
g⟩bb = ⟨R2

g⟩0bb
(

1 − u0
BB(n, a, f, d)

⟨R2
g⟩0bb

)
, (5.23)

тут ⟨R2
g⟩0bb радiус гiрацiї в гауссовому наближеннi. Цей вираз вже обговорювався

в другому роздiлi, вiн також збiгається з вiдомим у лiтературi виразом [190]:
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⟨R2
g⟩0bb =

dL

(an + f(n− 1))2

(
a3n3

6

+
n− 1

6

(
(an2 − 2an + 3n− 3)f 2 + (2a2n2 − a2n + 3an− 2)f

))
. (5.24)

Величина BB(n, a, f, d) дає внесок вiд забороненого об’єму вiд незникаючих

доданкiв дiаграмних внескiв. Зауважимо, що для розрахунку цiєї величини ви-

користовуються дiаграми, що i для снiжинкового полiмеру, бiльше того, не всi

з перелiку на рисунку 5.3 враховуються. Проте акуратне вiдокремлення вне-

скiв, якi не скорочуватимуться статистичною сумою, вже на етапi розрахунку

дiаграм є важливим, оскiльки послiдовне з’єднання центiв галуження веде до

громiздких виразiв. У результатi цей внесок дається виразом:

BB(n, a, f, d) = − (d2 − 26d + 136)(an)−
d
2+5

3(d− 10)(d− 8)(d− 4)(d− 6)

+8f 2
n−2∑
i=1

n−i−1∑
j=1

(
(ai)−

d
2+3(d− 2)(d− 4) + 8(aj)−

d
2+3

d(d− 6)(d− 2)(d− 4)

)

−2af(an)−
d
2+3(n− 1)((d3 − 18d2 + 56d− 192)n− (d− 8)(d− 6)(d− 4))

3((d− 8)d(d− 6)(d− 4)(d− 2))

−
n−1∑
i=1

(
48af(ai)−

d
2+3(d2i− 6di− 4dn + 32n)

3(d− 8)d(d− 6)(d− 4)(d− 2)

)
−

n−2∑
i=1

4(n− i− 1)f 2(ai)−
d
2+3

(d− 6)(d− 4)

−8f 2a2
n−2∑
i=1

n−i−1∑
j=1

(
(a(i + j))−

d
2+1(d2i2 − 6di2 + 4dij + 8i2 − 8ij + 8j2)

d(d− 6)(d− 2)(d− 4)

)

+4a2f 2
n−2∑
i=1

n−i−1∑
j=1

i2
(

(ai)−
d
2+1 − (a(n− j))−

d
2+1 − (a(i + j))−

d
2+1 + (an)−

d
2+1
)

d(d− 2)


−f(4(d− 10)2(n− 1)2f + (n− 1)(−3d2 + 54d− 264) + 4n(d− 10)2(n− 1)a)

3(d− 4)(d− 6)(d− 10)(d− 8)

− f

3d(d− 6)(d− 2)(d− 4)(d− 8)(d− 10)

(
(n− 1)(f − 1)

(
23−

d
2 (−3840

+(d− 10)(d3 − 18d2 + 8d− 192)f) + 3d4 − 108d3 + 1524d2 − 10320d + 30720
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−(4(d− 10))(d− 12)(d2 − 6d + 32)f
)

+ 4n(n− 1)(f − 1)(d− 10)21−
d
2 ×

(d3 − 18d2 + 8d− 192) − 104d + 384 − d3 + 18d2
)
a + 2fa4(

n−2∑
i=1

(i2(−(ai)1−
d
2

−(ai + 2)1−
d
2 + 2(ai + 1)1−

d
2 )((i− n)2 − 1)(i− n)))(d− 10)(d− 6)(d− 8) ×

(d− 4) − f(
n−2∑
i=1

((−n + 1 + i)(−2(ai + 1)1−
d
2 ((12(f − 1))(d− 8)(d− 10) ×

fi2a2(d− 4)(d− 6) + 12(f − 1)(d− 8)(d− 10)((d− 6)(d− 8)(ai + 1)

−(d2 − 14d + 32)(ai + 1)2) + 4(d− 10)(d3 − 24d2 + 140d− 384)(f − 1) ×

(ai + 1)3 + 4(d− 10)2d(d− 2)f(ai + 1)3 + d(d− 2)(d2 − 26d + 136) ×

(ai + 1)4) + (ai + 2)1−
d
2 (12(f − 1)(d− 10)(d− 6)(d− 8)(d− 4)(4f − 4

−(2(2f − 3))(ai + 2) + (f − 3)(ai + 2)2) + 8(d− 10)(d3 − 18d2 + 80d

−192)(f − 1)(ai + 2)3 + d(d− 2)(d2 − 26d + 136)(ai + 2)4) + (ai)3−
d
2 ×

(12(d− 8)(d− 10)(−8 + (8d− 16)f + (d− 4)(d− 6)f 2) + 8(d− 10)i(6d2

−60d + 192 + (d3 − 18d2 + 80d− 192)f)a + di2(d− 2)(d2 − 26d + 136)a2)

+24−
d
2 (d− 10)(d3 − 18d2 + 8d− 192)(f − 1) − 8(d− 10)(d− 12)(d2 − 6d

+32)(f − 1)))) + 4fa(d− 10)
n−2∑
i=1

(−(ai + 1)1−
d
2 ((d− 6)(d− 8)(d− 4) ×

(6f − 3 − 12f(ai + 1) + 6f(ai + 1)2) + (d− 8)((3(d− 6))(3d− 16)(ai + 1)

+(6(−d2 + 12d− 28))(ai + 1)2) + (2(d3 − 18d2 + 80d− 192))(ai + 1)3)

+(ai + 2)1−
d
2 ((d− 6)(d− 8)(d− 4)(12f − 12 − 3(4f − 5)(ai + 2)(ai + 2)2)

+3(f − 2) + (d3 − 18d2 + 80d− 192)(ai + 2)3) + (ai)3−
d
2 (3(d− 8)(d2f

−10df + 4d + 24f − 8) +i(d3 − 18d2 + 80d− 192)a))(−n + 1 + i)(−n + i))
)

+f 3
n−3∑
i=1

n−2−i∑
j=1

(
4(n− i− j − 1)

3d(d− 2)(d− 6)(d− 8)(d− 4)

(
(d3 − 18d2 + 80d− 192)×

(2(aj + 1)4−
d
2 + 2(ai + 1)4−

d
2 + (ai + aj + 1)1−

d
2 (2i + 2j)(i2 − ij + j2)a3

−(ai + aj)1−
d
2 (i + j)(i2 − ij + j2)a3 − (aj + 2)4−

d
2 − (ai + 2)4−

d
2

−(ai + aj + 2)2−
d
2 (i2 − ij + j2)a2 − (ai)4−

d
2 − (aj)4−

d
2 ) + (aj + 1)1−

d
2 ×

(d− 8)(3(d− 6)(d− 4) − 3d(d− 6)(aj + 1) + 12(d− 2)(aj + 1)2)
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+(ai + 1)1−
d
2 (d− 8)(3(d− 6)(d− 4) − 3d(d− 6)(ai + 1) + (12(d− 2)) ×

(ai + 1)2) + (ai + aj + 1)1−
d
2 (2(d− 12)(d2 − 6d + 32) + 3(d3 − 14d2 + 32d

−256)(i + j)a + (−12(d− 6)(d− 8)(d− 4)ji + (6d3 − 96d2 + 360d− 960) ×

(i + j)2)a2 − (144(i + j))dija3) − (ai + aj)1−
d
2 ((3(d− 8))((i2 + j2)(d2 − 6d

+16) + 8i(d− 2)j)a2 − (72(i + j))dija3) − (ai + aj + 2)2−
d
2 ((d3 − 18d2 + 8d

−192)(ai + aj + 1) − 72idja2) − ((ai)3−
d
2 + (aj)3−

d
2 )(3d− 24)(d2 − 6d + 16)

+3(d− 6)(d− 8)(d− 4)((aj + 2)2−
d
2 (aj + 1) + (ai + 2)2−

d
2 (ai + 1))

)
+

2(1 − n + i + j)(ai + aj − an− 4f + 4)

d(d− 2)

(
−a2(i2 + j2)((ai + aj + 2)1−

d
2

−2(ai + aj + 1)1−
d
2 + (a(i + j))1−

d
2 + a2j2(2(aj + 1)1−

d
2 − (aj + 2)1−

d
2

+a2i2(2(ai + 1)1−
d
2 − (ai + 2)1−

d
2 ) − (ai)3−

d
2 − (aj)3−

d
2

))
+

n−1∑
i=1

1

3(d− 6)(d− 2)(d− 4)d(d− 8)(d− 10)

(
2fd(d− 2)((1 + (ai)5−

d
2

−(ai + 1)5−
d
2 )(d2 − 26d + 136) + 4((ai)4−

d
2 + ai)(d− 10)2) + 4(d− 10) ×

f((d3 − 18d2 + 80d− 192)((2(ai− an− f + 1))((ai + 1)2−
d
2 (a2i2 − ai + 1)

−(ai)4−
d
2 ) + 2f − 2 + an) − (48(3(ai + 1)2−

d
2adi + (d− 8)(ai + (ai)3−

d
2 ))) ×

(ai− an− f + 1))) +
n−2∑
i=1

8f 2(n− i− 1)

(d− 6)(d− 2)(d− 4)d(d− 8)

(
−d

3
((ai + 1)4−

d
2×

(d− 2)(d− 10) − (d− 2)(d− 10 + (ai)3−
d
2 (adi− 10ai + 3d− 24)))

−(d− 8)(f − 1)((ai + 1)1−
d
2 (8 + (d− 2)(4ai + i2(d− 4)a2))

−(ai)3−
d
2 (d− 2)(d− 4) − 8)

)
−

n−2∑
i=1

n−1−i∑
j=1

8f 2

3(d− 6)(d− 2)(d− 4)d(d− 8)
×

(
(d3 − 18d2 + 80d− 192) ((ai + aj + 1)2−

d
2 ((ai + aj + 1)2 − 3aj(ai + 1))

−(ai + 1)4−
d
2 + (aj + 1)2−

d
2 (a2j2 − aj + 1) − (a(i + j))2−

d
2a2(i2 − ij + j2)

−(aj)4−
d
2 + (ai)4−

d
2 − 72adj((ai + aj + 1)2−

d
2 (ai + 1) + (aj + 1)2−

d
2

−(a(i + j))2−
d
2ai) + 3(d− 8)((ai + 1)1−

d
2a2ij(d− 6)(adi + 4) −

(a(i + j))1−
d
2a2((d− 2)(i2(d− 4) + 4ij) + 8j2) − 8(aj)3−

d
2 + (ai)3−

d
2 ((d− 2)

×(d− 4) − d(d− 6)ja) − 16aj)) +
n−2∑
i=1

n−1−i∑
j=1

4f 2a2i2

d(d− 2)

(
aj((a(n− j))1−

d
2
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−(1 − aj + an)1−
d
2 ) + a(i− n)((ai)1−

d
2 − (ai + 1)1−

d
2 ) − a(i + j − n) ×

((a(i + j))1−
d
2 − (ai + aj + 1)1−

d
2 ) + (2(f − 1))((a(i + j))1−

d
2 − (ai)1−

d
2

−(ai + aj + 1)1−
d
2 + (ai + 1)1−

d
2 )
)
−

n−3∑
i=1

n−2−i∑
j=1

4f 3(n− i− j − 1)

(d− 6)(d− 2)(d− 4)d
×(

(ai + aj + 1)1−
d
2 (16 + (4(i + j))(d + 2)a + a2(i2 + j2)(d2 − 6d + 16)

+8i(d− 2)ja2) − (ai + aj)1−
d
2 (a2(i2 + j2)(d2 − 6d + 16) + 8i(d− 2)ja2)

+(ai + 1)1−
d
2ai(d− 6)(adi + 4) + (aj + 1)1−

d
2aj(d− 6)(adj + 4)

−((ai)3−
d
2 + (aj)3−

d
2 ) (d2 − 6d) − 16

)
−f 3

n−3∑
i=1

n−2−i∑
j=1

2a(i + j − n)(i + j − n + 1)

d(d− 2)

(
a2(i2 + j2)((ai + aj + 2)1−

d
2

−2(ai + aj + 1)1−
d
2 + (a(i + j))1−

d
2 − a2(i2(2(ai + 1)1−

d
2 − (ai + 2)1−

d
2

−(ai)1−
d
2 + j2(2(aj + 1)1−

d
2 − (aj + 2)1−

d
2 − (aj)1−

d
2 ))
)

(5.25)

Як i для всiх попереднiх архiтектур, для оцiнки характерного розмiру ма-

кромолекули використовується розмiрне вiдношення gc, що порiвнює галужений

полiмер з лiнiйним такої з молекулярної маси.

Для початку в рамках молекулярної динамiки розглядається набiр ”йорши-

кових” полiмерiв, коли всi сегменти мають однакову довжину (a = 1), кiлькiсть

сегментiв основи змiнюється вiд трьох до восьми, а на кожному з центрiв галу-

ження є вiд однiєї до трьох гiлок. Кожна з гiлок, як i у випадку снiжинкового

полiмеру, може мати N = 50 або N = 100. Симуляцiї проводяться з тими ж

деталями, що i для снiжинкових полiмерiв, а зразок конформацiї наведений на

рисунку 5.10. Бусинки, що вiдповiдають основi позначенi червоним, а боковим

гiлокам – синiм. Результати наведенi на рисунку 5.11. Як i для низки попере-

днiх архiтектур, наближення Дугласа-Фрiда дає значно ближче передбачення

до результатiв чисельного моделювання нiж гауссове наближення.

Випадок n = 3 вiдповiдає пом-пом полiмеру. Аналiтичний вираз для радiу-

са гiрацiї спiвпадає з розглянутим вище виразом для симетричного полiмеру. У

цьому випадку результати чисельного моделювання добре узгоджуються з ана-

лiтичним передбаченням. Зауважимо, що зi зростанням як n, так i f рiзниця
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Рис. 5.10: Приклад конформацiї для ”йоршикового” полiмеру з n = 8 сегментами основи,

f = 3 ланцюжками на кожному з центрiв галуження, та однаковою довжиною

всiх сегментiв. a = 1

мiж гауссовим наближенням та наближенням Дугласа-Фрiда зростає, вiдобра-

жаючи вплив забороненого об’єму на архiтектуру. Рiзниця мiж цими наближе-

ннями може сягати 20% при зростаннi n, даючи лише якiсне узгодження мiж

результатами.

Зi зростанням n у цьому моделюваннi зростає також i рiзниця мiж аналiти-

чним передбаченням та результатами чисельного моделювання, що також може

доходити до двадцяти вiдсоткiв. Така розбiжнiсть може цiлком пояснюватись

зростанням жорсткостi в сегментах основи, а отже, незастосовностi неперерв-

ної моделi, однак варто зауважити, що разом зi зростанням n також суттєво

зростає похибка вимiрювання.

З результатiв симуляцiї радiус гiрацiї розраховувався для кожної з 27 ма-

кромолекул в симуляцiйнiй комiрцi окремо, а потiм проводилось усереднення
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Рис. 5.11: Результати для розмiрного вiдношення gc, як функцiя n при рiзних знаяченнях

f та фiксованому значеннi a. Точковою лiнiєю позначено гауссове наближення,

суцiльною - Дугласа-Фрiда, а лiнiями з символами результати чисельного моде-

лювання.

та розрахунок похибок. Таким чином велика похибка вимiрювання може бути

спричинена тим, що сегменти основи зазнають суттєвої змiни конформацiї зна-

чно рiдше нiж боковi гiлки, а тому 27 молекул за час симуляцiї не перекривають

достатнiй простiр можливих конформацiй за час симуляцiї.

З метою перевiрки цiєї можливостi проводилось чисельне моделювання з ти-

ми ж принципами, але для значно огрубленої моделi полiмеру. У цьому випадку

моделювання обмежується лише гребiнцевими полiмерами (f = 1). Паралельно

зосередимо увагу на впливi параметра a на розмiрнi характеристики. З одного

боку, f = 1 трапляються значно частiше i синтезуються в рамках рiзних мето-

дик, з iншого боку, вплив iнших значень f вже якiсно оцiнений вище (див. рис.

5.11).



178

У другому пiдходi розглядаються гребiнцi з довжиною основи Nb = 100, 200

та 500. У першому випадку ланцюжки крiпляться на кожний третiй або кожний

дев’ятий “мономер” основи, а боковi гiлки можуть мати вiд одного до 128 “мо-

номерiв”. У другому випадку для тих же ж густин прикрiплення боковi гiлки

змiнюються вiд 16 до 128 (остання лише при графтi на кожен дев’ятий вузол).

Врештi для останньої довжини основи боковi гiлки з 16 або 32 “мономерiв” при-

крiплюються на кожен третiй вузол основи.

Результати моделювання наведенi на рисунках 5.12 та 5.13. Значення пара-

метру a в цих результатах змiнюється вiд 11 до 0.02.

Найширший перелiк доступних значень отриманий для Nb = 100 з тим, що

при довжинi бокових гiлок у 128 параметр a = 0.07 при причепленi на кожен

дев’ятий вузол та 0.02 при причепленi на кожен третiй. Тут також варто вiд-

значити, що боковi ланцюжки є довшими нiж основа в цiлому. У випадку, коли

боковi ланцюжки крiпляться на кожен дев’ятий вузол, спостерiгається хороше

узгодження мiж даними моделювання та аналiтичним передбаченням в набли-

женнi Дуласа-Фрiда (див. рис. 5.12). Зауважимо, що розглянений випадок має

n = 11, що бiльше нiж в попередньому модельному пiдходi. Але при бiльшiй

густинi бокових гiлок хороше узгодження спостерiгається для великих i малих

значень a (див. рис. 5.13). Зауважимо, що тут мова йде про n = 33. Хороше

узгодження для a вiд трьох до 0.75, є очiкуваним, виходячи з фiзичних мiр-

кувань. А от хороше узгодження для малих a може бути дещо несподiваним.

Проте є цiлком зрозумiлим, якщо врахувати, що в моделюваннi боковi гiлки в

64 та 128 “мономерiв” є порiвнюванi за довжиною з основою, однак мають сут-

тєво бiльший вклав в радiус гiрацiї, який є не чим iншим як середнiм значенням

вiдстанi мономеру вiд центру мас. Таким чином, цi архiтектури є ближчими за

поведiнкою до зiркових чи пом-пом полiмерiв. Так зiрковий полiмер з 12ма гiл-

ками має вiдношення gDF
c = 0.268 (наближення Дугласа-Фрiда), симетричний

пом-пом полiмер з шiстьма гiлками на кожному з центрiв галуження та вiдно-

сною довжиною основи 0.78 має gDF
c = 0.397, а гребiнцевий полiмер з n = 11

(кожен дев’ятий вузол) gMD
c = 0.315.



179

−2 −1 0 1 2
ln(a)

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

g c

Nb=100,z=1/9
n=11
Nb=200,z=1/9
n=22

Рис. 5.12: Розмiрне вiдношення gc як функцiя параметру l в лiнiйно логарифмiчнiй шкалi.

Точковi лiнiї з квадратиками дають наближення Дугласа-Фрiда, а суцiльною

лiнiєю з кружечками данi чисельного моделювання.

Збiльшення довжини основи веде до погiршення узгодження мiж наближе-

нням Дугласа-Фрiда та даними чисельного моделювання. У випадку N = 100

для всiх отриманих результатiв розбiжнiсть не перевищувала 20%, а вона є зна-

чно вищою. У випадку N = 500 результати узгоджуються лише якiсно, з чого

можна зробити висновок, що зi зростанням довжини основи, а вiдповiдно i кiль-

костi центрiв галуження, зростає жорсткiсть основи, що не дозволяє описувати

її в рамках неперервної моделi.

У цьому пiдходi симуляцiй не можна розраховувати на низьку статистику

даних як причину розбiжностi, так як, скажiмо, Nb = 100, N = 128, n = 11

та Nb = 200, N = 16, n = 67 мають порiвнювану кiлькiсть бусинок, але пер-

ший випадок має хороше узгодження з симуляцiями, а другий – розбiжнiсть з

аналiтичним передбаченням в порядку 30%. В першому пiдходi мiж центрами

галуження є мiнiмум 50 бусинок, у другому не бiльше дев’яти, що дає рiзну

кiлькiсть ступенiв вiльностi, а отже, рiзний простiр конформацiй, якi необхiдно

врахувати для коректної статистики.
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Рис. 5.13: Розмiрне вiдношення gc як функцiя параметру l в лiнiйно-логарифмiчному мас-

штабi. Точкова лiнiя з квадратиками позначає наближення Дугласа-Фрiда, а су-

цiльними лiнiями з кружечками данi отриманi з симуляцiй

Оскiльки гребiнцевi полiмери є поширеними та синтезуються тривалий час

у рiзних пiдходах, для них наявнi експериментальнi результати. Основна про-

блема в зiставленнi експериментальний результатiв з даними аналiтичного пе-

редбачення є в тому, що часто в експериментi отримуються залежностi вiдно-

шення gc вiд молекулярної маси [49], а не вiд параметрiв архiтектури. Зате в

пiдходi неперервної моделi маємо передбачення, що залежать саме вiд параме-

трiв архiтектури. У випадку гребiнцевих полiмерiв варто вiдзначити наявнiсть

роботи [139], у якiй приведенi в таблицях данi для молекулярної маси основи,

молекулярної маси гiлок та кiлькостi центiв галуження. З цих даних можна

перерахувати значення для параметрiв n та a, а отже, отримати передбачен-

ня в наближеннi Дугласа-Фрiда.У таблицi 5.3 наведено порiвняння результатiв,

отриманих у цiй роботi, з даними експериментального вимiрювання. Загалом

в таблицi є десять рiзних випадкiв по п’ять на кожну з двох розглянутих в

експериментi основ. За винятком першого рядка (маємо кiлькiсне узгодження),

у всiх решти випадках спостерiгається хороше якiсне узгодження, а чисельно
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Таблиця 5.3

Порiвняння значень для розмiрного вiдношення gc мiж експериментальними

даними [139] для гребiнцевих полiмерiв (gexpc ), теоретичним передбаченням з

роботи [211] (gthc ) та результатами, отриманими в цьому роздiлi (gc)

Nsc ∼ a gexpc gc gthc
31 1.36 0.647 0.649 0.597

30 0.78 0.563 0.532 0.473

25 0.43 0.458 0.412 0.353

29 0.2 0.329 0.278 0.241

29 0.1 0.246 0.201 0.175

30 4.4 0.887 0.847 0.819

28 2.63 0.815 0.772 0.732

26 1.29 0.696 0.638 0.583

29 0.63 0.549 0.487 0.426

28 0.31 0.401 0.349 0.300

передбачення суттєво ближчi нiж iнше теоретичне передбачення.

У цьому мiсцi варто зазначити, що хоча результати експериментального ви-

мiрювання є далеко не новими та випереджають роботу Дугласа i Фрiда, вони

ранiше не порiвнювались з цим наближенням незважаючи на те, що для гре-

бiнцевого полiмеру результати в двопараметричнiй моделi були порахованi ще

в роботi Беррi та Орофiно [172]. Кiлькiсно результати отриманi в цiй роботi, з

ними збiгаються, проте розширюють на випадок, коли f > 1.

5.3. Висновки

У роздiлi розглядається вплив великої кiлькостi центiв галуження на унi-

версальнi властивостi полiмерних макромолекул. Для цього розглядаються двi

архiтектури: снiжинкоподiбний та ”йоршиковий” полiмери.

У першому випадку архiтектура описується двома параметрами: кiлькiсть

вiдгалужень в ядрi снiжинкоподiбного полiмеру та кiлькiсть гiлок на кожному

з вторинних центрiв галуження. У випадку, коли кiлькiсть галужень ядра є не-

великою, а в зовнiшнiй коронi є бiльша кiлькiсть гiлок, спостерiгається бiльше
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порожнин в околi ядра, але у протилежному випадку отримуємо бiльш симетри-

чну макромолекулу. Так вже при шести гiлках, що вiдходять вiд центрального

мономеру, асферичнiсть спадає майже до нуля.

Як i у випадку розеткових, пом-пом та гантелькоподiбних полiмерiв для

снiжинкоподiбних полiмерiв наближення Дугласа-Фрiда дає хороше узгоджен-

ня з даними чисельного моделювання методом молекулярної динамiки. Також

варто зазначити, що порiвняння проводилось без виключення ефектiв скiнчен-

ного розмiру. Оскiльки для снiжинкових полiмерiв є значно меншим простiр

доступних конформацiй i вони характеризуються високою симетрiєю, для них

на вiдмiну вiд гантелькових полiмерiв розгляд скiнченних довжин ланцюжкiв

у симуляцiях дає хороше узгодження з аналiтичним передбаченням.

Тут також варто вiдзначити, що для снiжинкоподiбного полiмеру, як для

пом-пом полiмеру, поправка, привнесена наближенням Дугласа-Фрiда, є неве-

ликою, але дає краще узгодження з симуляцiями.

У випадку ”йоршикового” полiмеру порiвняння аналiтичного передбачення

з доступними експериментальними даними дає хороше якiсне узгодження та

значення ближчi до експериментальних нiж попереднi аналiтичнi передбачення.

При порiвняннi з даними симуляцiй отримано якiсне узгодження для всiх

розглянених випадкiв в симуляцiях. Пiдхiд моделювання з бiльшим огрублення

дозволив отримати краще узгодження мiж даними моделювання та даними ана-

лiтичного передбачення з набагато ефективнiшим використанням комп’ютерних

ресурсiв.

Як аналiтичнi, так i чисельнi результати вказують на зростання жорсткостi

в основi ”йоршикового” полiмеру, однак неперервна модель стабiльно дає нижчi

значення розмiрного вiдношення нiж отриманi в чисельному моделюваннi чи на

експериментi, що дає можливiсть зробити висновок про недооцiнку внеску вiд

ефекту забороненого об’єму на характерний розмiр ”йоршикових” полiмерiв.
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РОЗДIЛ 6

ВПЛИВ ГАЛУЖЕННЯ НА ПОВЕДIНКУ СТУКТУРНИХ

ЕЛЕМЕНТIВ

У роздiлi розглядається вплив ахiтектури на структурнi елементи макро-

молекул, оскiльки у випадку складногалужених полiмерiв рiзнi структурнi еле-

менти архiтектури зазнають розтягування пiд впливом ефекту забороненого

об’єму по-рiзному.

У ролi реперної точки розглядається вплив ступеня галуження зiркового

полiмеру на видовження окремої гiлки. Отримуємо вiдповiднi аналiтичнi вирази

для розмiрних вiдношень гiлки у порiвняннi з вiльним ланцюжком.

Для розеткових полiмерiв розглядаються два випадки. У першому аналi-

зується розтягування кiльця у випадку, коли розетковий полiмер не мiстить

ланцюжкiв, а в другому аналiзується вплив далекосяжного вiдштовхування на

характерний розмiр як гiлки, так i кiльця з тим, що розгляд обмежується ро-

зеткою з одним кiльцем.

У випадку двох центрiв галуження розглядається розтяг основи пiд впливом

решти структурних елементiв. З тим, що для пом-пом полiмеру увага зосере-

джується як на впливi ступенi галуження, так i на вiдноснiй довжинi основи,

а для гантелькового полiмеру виключно на вiдноснiй довжинi основи, так як

параметр галуження для цiєї архiтектури є фiксованим. У випадку пом-пому

також вивчається розтягування бокової гiлки та обговорюється порiвняння з

зiрковим полiмером.

Результати опублiкованi в статтях [82,87,85,79].

6.1. Гiлка в зiрковому полiмерi

Як показано в четвертому роздiлi цього рукопису, у рамках неперервної

моделi доволi легко розглядати рiзнi характеристики розмiру. До цього мова
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йшла про характеристики розмiру та форми макромолекул у цiлому. Однак до-

слiдження впливу архiтектури на окремi сегменти є важливою задачею i дозво-

ляє отримати iнформацiю про внутрiшню структуру макромолекул. Цi знання

є зокрема важливими для iнкапсуляцiї макромолекулами iнших речовин, що

вiдiграє важливу роль зокрема для адресної доставки лiкiв та бiовiзуалiзацiї.

Найпростiший випадок галуженого полiмеру це зiрковий полiмер, а тому

розгляд розпочнемо саме з нього. Загалом для галужених i тим бiльше складно

галужених полiмерiв розгляд вiдстаней мiж кiнцями має мало сенсу, однак вiн

є цiкавим та iнформативним у випадку, коли розглядається вiдстань вiд центру

зiркового полiмеру до його вiльного кiнця ⟨r2e,f⟩:

⟨r2e,f⟩ =

〈
1

f

f∑
k=1

[r⃗k(L) − r⃗k(0)]2

〉
. (6.1)

Зауважимо, що в цьому виразi окрiм усереднення за конформацiями проводи-

ться ще i усереднення за гiлками в зiрцi, таким чином цей параметр дає середню

вiдстань вiд центру до периферiї зiрки.

Подiбним чином означаємо i радiус гiрацiї для гiлки в зiрковому полiмерi:

⟨r2g,f⟩ =
1

f

f∑
k=1

1

2L2

∫ L

0

∫ L

0

[r⃗k(s1) − r⃗k(s2)]
2ds1 ds2, (6.2)

Як i у випадку з характеристиками розмiру для макромолекул у цiлому наведе-

нi вище характеристики мають скейлiнгову поведiнку, а у випадку неперервної

моделi з врахуванням забороненого об’єму ця поведiнка описується показником

Флорi. Вiдсутнiсть змiни показника в моделi пов’язана з короткосяжнiстю вза-

ємодiї та тим, що макромолекула розглядається як безмежнотонка траєкторiя.

У випадку зiркових полiмерiв у залежностi вiд кiлькостi гiлок f спосте-

рiгаються три режими поведiнки [212]: в околi центру, де густина мономерiв

велика i ланцюжки є ефективно жорсткими, далi це переходить в область де

густина мономерiв спiвмiрна з густиною для концентрованого розчину, а отже,

гiлки поводяться як iдеальнi ланцюжки i, врештi, третя область у зовнiшнiх

шарах макромолекули, де отримуємо поведiнку, що характеризується показни-



185

ком Флорi. Для малої кiлькостi гiлок (f ≤ 6 [31]) два першi режими не спо-

стерiгатимуться, а тому традицiйно вважається, що неперервна модель може

застосовуватись для їх опису. Оскiльки неперервна модель має справу з безме-

жно довгими гiлками, вона може у своєму формулюваннi описувати довiльну

кiлькiсть гiлок. Однак для порiвняння її результатiв з даними чисельного мо-

делювання чи експерименту скiнченна довжина гiлок в цих випадках повинна

бути такою, щоб два першi режими мали нехтувано малий вплив.

А втiм модель таки дозволяє отримати якiсне розумiння впливу архiтектури

на окремi елементи, а часом дає значення, що навiть кiлькiсно узгоджуються.

Для того, щоб оцiнити цi ефекти, знову розглядаємо вiдповiднi розмiрнi вiдно-

шення:

pstare (f) =
⟨R2

ce,f⟩
⟨r2e,1⟩

≡
⟨r2e,f⟩
⟨r2e,1⟩

(6.3)

pstarg (f) =
⟨r2g,f⟩
⟨r2g,1⟩

, (6.4)

де r2e,1 та r2g,1 є квадрати вiдповiдно вiдстанi мiж кiнцями та радiусу гiрацiї для

лiнiйного ланцюжка такої ж молекулярної маси як гiлка в зiрцi. Цi вiдношення

дозволяють оцiнити змiну характерного розмiру ланцюжка пiд впливом iнших

гiлок у зiрковому полiмерi.

У випадку вiдстанi мiж кiнцями ланцюжка внесок у перший порядок теорiї

збурень дається лише одним iнтегралом, який враховує вiдштовхування двох

мономерiв на цьому ланцюжку, натомiсть у випадку вiдстанi мiж центром зiрки

i одним з кiнцiв необхiдно врахувати ще й вiдштовхування мiж мономерами на

вибранiй гiлцi та всiма iншими мономерами, це додає внесок вiд ще одного

iнтегралу, який враховується з комбiнаторним множником f − 1, у результатi

кiнцевий вираз у першому порядку теорiї збурень має вигляд:

⟨r2e,f⟩ = Ld

(
1 + u

[
4

(d− 6)(d− 4)

−64 + (−8d2 + 16d− 64)2−d/2 + 4d2 − 24d

(d− 2)(d− 4)d(d− 6)

])
. (6.5)

де u безрозмiрна константа взаємодiї. Для подальшої роботи з виразом в пiдходi
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Рис. 6.1: Розмiрне вiдношення (6.3) як функцiя параметру галуження f .

ренормгрупи вiн розкладається в ряд за вiдхиленням вiд верхньої критичної

вимiрностi ϵ = 4 − d:

⟨r2e,f⟩ = Ld

(
1 + u

[(
2

ϵ
− 1

)
+ (f − 1)

(
ln 2 − 1

4

)])
. (6.6)

У випадку вiльного ланцюжка вираз для вiдстатей мiж кiнцями записуємо як:

⟨r2e,1⟩ = Ld

(
1 + u

(
2

ϵ
− 1

))
, (6.7)

Зауважимо, що при f = 1 цi вирази спiвпадають, а вiдношення мiж ними як

ряд за константою взаємодiї записуємо як:

pstare (f) =
⟨r2e,f⟩
⟨r2e,1⟩

= 1 + u(f − 1)

(
ln 2 − 1

4

)
. (6.8)

Результати, для цього вiдношення наведенi на рисунку 6.1. Результати отри-

манi в пiдходi ренормгрупи, порiвнюються з наближення Дугласа-Фрiда та да-

ними чисельного моделювання методом дисипативної динамiки. Результат в

однопетлевому наближеннi має часткове кiлькiсне узгодження з даними си-

муляцiй лише для малих значень параметру галуження. Застосування методу



187

Дугласа-Фрiда веде до хорошого узгодження з даними чисельного моделювання

для параметрiв галуження менше десяти.

Для розрахунку радiуса гiрацiї гiлки в зiрцi використовуємо дiаграми (див.

рис. 3.6злiва), для яких точки обмеження знаходяться на одному з ланцюжкiв,

що в першому порядку теорiї збурень дозволяє отримати вираз.

⟨r2g,f⟩ =
dL

6

(
1 + u

[
(4(d4 − 28d3 + 92d2 − 848d− 1152))(f − 1)2−d/2

d(d− 2)(d− 4)(d− 6)(d− 8)(d− 10)
(6.9)

+
(f − 2)(56d3 − 2d4) − (472f − 848)d2 − (1664 − 1120f)d + 4608(f − 1)

d(d− 2)(d− 4)(d− 6)(d− 8)(d− 10)

])
.

Розкладаючи цей вираз за вiдхиленням вiд верхньої критичної вимiрностi ϵ

отримуємо вираз:

⟨r2g,f⟩ =
dL

6

(
1 + u

[(
2

ϵ
− 13

12

)
+ (f − 1)

(
35

8
− 6 ln(2)

)])
. (6.10)

Пiдставляючи значення f = 1 у цей вираз, отримуємо вираз для радiуса гiрацiї

лiнiйного полiмеру:

⟨r2g,1⟩ =
Ld

6

(
1 + u0

(
2

ϵ
− 13

12

))
, (6.11)

Виходячи з отриманих виразiв, розмiрне вiдношення pstarg (f) означене в (6.4) в

однопетлевому наближеннi, отримуємо у виглядi:

pstarg (f) =
⟨r2g,f⟩
⟨r2g,1⟩

= 1 + u0(f − 1)

(
35

8
− 6 ln 2

)
. (6.12)

Результати для цього вiдношення наведенi на рисунку 6.2. Як i у випадку

вiдношення мiж кiнцями гiлки та ланцюжка, для вiдношення радiусiв гiрацiї

наближення Дугласа-Фрiда погано узгоджується з результатами чисельного мо-

делювання, суттєво його переоцiнюючи.

Для обох вiдношень результати всiх методiв зростають зi зростанням ступе-

ня галуження, проте результати, отриманi в симуляцiях, зростають повiльнiше

нiж прогнози аналiтичних методiв. Вiдношення для вiдстанi мiж кiнцями зро-

стає при великих f як f 0.258 [87], натомiсть вiдношення для радiусiв гiрацiї зро-

стає для великих f повiльнiше з показником 0.097. Iншi роботи дають значення

трохи вищого показника.
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Рис. 6.2: Розмiрне вiдношення (6.4) як функцiя параметру галуження f .

З цього можна зробити висновок, що для кiлькiсного прогнозу вiдповiдних

вiдношень необхiдно розглядати вищi порядки теорiї збурень, щоб вловити не-

лiнiйну поведiнку вiдношень, для яких в першому порядку отримуємо лише

лiнiйну залежнiсть.

Розглянутi вище вiдношення дають вiдносну змiну характерного розмiру пiд

впливом iнших гiлок. Однак як для макромолекули в цiлому так i для окре-

мої гiлки можна означити ще i характеристики форми, як асферичнiсть. Однак

для розгляду форми гiлки врахування забороненого об’єму є обов’язковим, а

отже, метод Вея тут не застосовний. Таким чином для порiвняння аналiтично-

го пiдходу i чисельного моделювання використовується вiдношення pa(f) мiж

асферичнiстю гiлки в зiрковому полiмерi af , та вiльного ланцюжка a1, яке озна-

чається як:

pstara (f) =
⟨af⟩
⟨a1⟩

. (6.13)

У рамках неперервної моделi асферичнiсть розраховується з використанням

виразу (4.49). Ранiше в цьому текстi вiн використовувався для розрахунку у га-
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Рис. 6.3: Дiаграмне представлення внескiв в перший порядок теорiї збурень. Суцiльнi лiнiї

зображають полiмернi траєкторiї а кружечки представляють точки обмеження

s1, s2, s3 та s4. Штрихова лiнiя зображає взаємодiю забороненого об’єму

уссовому наближеннi. У випадку забороненого об’єму розрахунок асферичностi

за цiєю схемою часом веде до нелогiчних результатiв, однак в деяких випадках

вона таки дає хорошi якiснi оцiнки для форми, одним з таких випадкiв є гiл-

ка в зiрковому полiмерi. Для розрахунку внеску вiд забороненого об’єму знову

необхiдно розглянути низку дiаграм (див.рис.6.3). Весь перелiк дiаграм скла-

дається з двох груп, перша з яких дає асферичнiсть лiнiйного полiмеру, а друга

група додає вiдштовхування мiж рiзними гiлками з тим, що точки обмеження

знаходяться лише на одному ланцюжку, що в результатi дає вираз:
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Рис. 6.4: Розмiрне вiдношення (6.13) як функцiя параметру галуження f .

ā(f) =
1

2
+

1

48
ϵ + u

(
805

8
(f − 1) ln 2 −53509

768
f +

53561

768

)
. (6.14)

Враховуючи лише першу групу дiаграм, отримуємо вираз, який спiвпадає з

вiдомим з роботи [160]:

ā1 =
1

2
+

1

48
ϵ + u

13

192
, (6.15)

Вирокристовуючи означення для pa(f) дане в виразi (6.13), отримуємо вираз:

pstara (f) = 1 + u(f − 1)

(
805

4
ln 2 −53509

384

)
. (6.16)

Аналiз цього вiдношення у порiвняннi з даними симуляцiй як методом мо-

лекулярної динамiки, так i методом Монте-Карло з використанням алгоритму

Розенблют-Розенблюта наведено на рисунку 6.4 як функцiя кiлькостi гiлок в

зiрковому полiмерi. У дiапазонi до f = 15 вiдношення не перевищує 1.08, з

одного боку, воно вказує на видовження гiлки зiрки в порiвняннi з вiльним лан-

цюжком, з iншого боку, цей ефект в розглянутому дiапазонi є незначним. У
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четвертому роздiлi усереднення з роботи [160] вже порiвнювалось з коректним

усередненням з тим, що перше переоцiнювало вiдносне значення асферичностi

при малих значеннях галуження та довжинi основи пом-пому, яка порiвнювана

з гiлками. Тут знову ж отримуємо переоцiнку в аналiтичному пiдходi, i на вiд-

мiну вiд попереднiх вiдношень навiть для малих значень параметру галуження

є лише кiлькiсне узгодження.

Загалом всi вiдношення пiдтримують висновок про розтягування гiлки зiрки

в порiвняннi з вiльним ланцюжком. Так вiдношення pstarg та pstara лише незначно

зростають вказуючи на незначну змiну форми та середньої вiдстанi вiд центру

мас, натомiсть вiдношення для вiдстанi мiж кiнцями зростає суттєво сильнiше.

Оскiльки ланцюжок знаходиться в умовному конусi, а один з його кiнцiв закрi-

плений у вершинi в той час, коли iнший перебуває десь в околi основи умовного

конусу.

6.2. Кiльце в розетковому полiмерi без ланцюжкiв

Найзагальнiшим випадком галуженого полiмеру з одним центром галужен-

ня є розетковий полiмер. Коли fr = 0 вiдтворюється зiрковий полiмер, однак

цiкавим є i протилежний випадок, коли в розетковому полiмерi вiдсутнi лан-

цюжки (fc = 0). У цьому випадку радiус гiрацiї окремого кiльця даємо виразом:

⟨r2g⟩ring =
dL

12

(
1 +

2u

ϵ
− u(fr − 1)

(
3

4

∫ √
2

1

2arctanh(1/t)(t2 − 1)2

t4
√

2 − t2

+
√

2

∫ 1

0

ln(2 − t)(t2 − 6t + 4)√
t(t− 2)

√
4 − 2t

+
29

16

√
2arctanh

(
2−1/2

)
− 1

4
(8π + 21 ln(2) − 26)

)
(6.17)

Для оцiнки характерного розмiру кiльця в цiй архiтектурi розглядаються

два вiдношення:

pringg =
⟨r2g⟩ring
⟨R2

g⟩ring
(6.18)

parmg =
⟨r2g⟩ring
⟨r2g,f⟩

(6.19)
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перше з них порiвнює кiльце в розетковому полiмер з вiльним кiльцевим по-

лiмером такої ж молекулярної маси ⟨R2
g⟩ring = dL

12

(
1 + 2u

ϵ

)
, а друге з гiлкою

зiркового полiмеру ⟨r2g,f⟩. Пiдставляючи вирази для вiдповiдних радiусiв гiра-

цiй для цих вiдношень, отримуємо вирази, в першому порядку за константою

взаємодiї. Для вiдношення (6.18) отримуємо:

pringg = 1 − u(fr − 1)

(
3

4

∫ √
2

1

2arctanh(1/t)(t2 − 1)2

t4
√

2 − t2

+
√

2

∫ 1

0

ln(2 − t)(t2 − 6t + 4)√
t(t− 2)

√
4 − 2t

+
29

16

√
2arctanh

(
2−1/2

)
− 1

4
(8π + 21 ln(2) − 26) − 35

8
+ 6 ln(2)

)
. (6.20)

У випадку другого вiдношення матимемо вираз:

parmg =
1

2

(
1 + u

13

12
− u(fr − 1)

(
3

4

∫ √
2

1

2arctanh(1/t)(t2 − 1)2

t4
√

2 − t2

+
√

2

∫ 1

0

ln(2 − t)(t2 − 6t + 4)√
t(t− 2)

√
4 − 2t

+
29

16

√
2arctanh

(
2−1/2

)
− 1

4
(8π + 21 ln(2) − 26) +

35

8
− 6 ln(2)

)
(6.21)

Зауважимо, що в цьому випадку вважається, що зiрковий полiмер i розетковий

мають однакову кiлькiсть гiлок fr = f . Результати для вiдношень приведеннi

на рисунку 6.5. Очiкувано всi зображенi вiдношення зростають зi зростанням

кiлькостi гiлок. На рисунку вiдношення pstarg зображено у випадку, коли f = 2f ,

тобто на кожне кiльце в вiдношеннi pringg припадає два ланцюжки у вiдношеннi

pstarg . Таким чином, ступiнь галуження в центрi однаковий, а попарне замикання

ланцюжкiв у петлi веде до стрiмкого зростання вiдношення. Зауважимо, що

порiвняння в цьому випадку лише якiсне, так як кiльце в розетцi порiвнюється

з кiльцем, а не з ланцюжком. Тим не менше у випадку неперервної моделi

бачимо суттєву рiзницю мiж лiнiйними i кiльцевими елементами розеткового

полiмеру. Для глибшої оцiнки цього явища порiвнюємо вiдношення мiж кiльцем

у розетковому полiмерi та гiлкою в зiковому полiмерi (6.19), що на рисунку 6.5

зображено кружечками, з чого виникає, що замикання ланцюжка веде до його

ефективного розтягування.
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Рис. 6.5: Розмiрнi вiдношення (6.18) та (6.19) як функцiя параметру галуження. Квадрати-

ками позначено вiдношення (6.18) для гауссового випадку; зiрочками те ж вiдно-

шення, але для випадку хорошого розчинника. Кружечками позначено вiдноше-

ння (6.19). Ромбиками позначено випадок гiлки в розетковому полiмерi з f = 2f

6.3. Вплив далекосяжної взаємодiї на розмiр структурних

елементiв розеткового полiмеру з одним кiльцем

Залишаючись на темi полiмерiв з одним центром галуження розгляд можна

перевести до розеткового полiмеру з одним кiльцем, цим разом зосереджуючись

на впливi далекосяжних взаємодiй на розтягування гiлки зiрки у порiвняннi з

вiльним ланцюжком, а також порiвняти петлю в розетковому полiмерi з вiльним

ланцюжком.

Розглядаючи лише дiаграми з точками обмеження на одному з ланцюжкiв:

⟨r2g⟩arm =
dL

6

(
1 +

(
2u

ϵ
+

2w

δ

)
− (u + w)

(
463

120
− 35

8
fc + 6(fc − 1) ln(2)

−2

5
fc
√

5 ln

(
2√

5 + 3

)
+
√

5 arctan(
√

5/5)
27 − 20fc

25

))
. (6.22)
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Рис. 6.6: Розмiрне вiдношення parm як функцiя параметру галуження fc, розраховане для

нерухомих точок. Квадратики дають гауссове наближення; зiрочки короткосяжну

взаємодiю при d = 3(ϵ = 1); трикутники, ромбики i кружечки вiдповiдно далек-

осяжну взаємодiю з кореляцiйними параметрами a = 3(δ = 1), a = 2(δ = 2), a =

1(δ = 3) вiдповiдно.

Вiдповiдно розмiрне вiдношення у порiвняннi з вiльним ланцюжком garm ≡
⟨r2g⟩arm/⟨R2

g⟩chain дається виразом:

prosettearm =

(
1 − (u + w)

(
111

40
− 35

8
fc + 6(fc − 1) ln(2)−

−2

5
fc
√

5 ln

(
2√

5 + 3

)
+
√

5 arctan(
√

5/5)
27 − 20fc

25

))
. (6.23)

Так само розраховуємо i вiдповiдний радiус гiрацiї для кiльця в розетковому

полiмерi з тим, що тепер враховуються лише дiаграми з точками обмеження на

кiльцi, в результатi отримуємо вираз:

⟨r2g⟩loop =
dL

12

(
1 +

(
2u

ϵ
+

2w

δ

)
− (u + w)

(
fc
5
− 36

√
5fc

25
arctan

(√
5

5

)
−

− 2fc
√

5

5
ln

(
2√

5 + 3

)))
. (6.24)
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Рис. 6.7: Розмiрне вiдношення ploop як функцiя параметру галуження fc, розраховане для

нерухомих точок. Квадратики дають гауссове наближення; зiрочки короткосяжну

взаємодiю при d = 3(ϵ = 1); трикутники, ромбики i кружечки вiдповiдно далек-

осяжну взаємодiю з кореляцiйними параметрами a = 3(δ = 1), a = 2(δ = 2), a =

1(δ = 3) вiдповiдно.

У цьому випадку порiвнюється характерний розмiр не з лiнiйним, а з кiльцевим

полiмером, так як це даватиме краще порiвняння. З роботи [178] радiус гiрацiї

кiльця дається виразом:

⟨R2
g⟩ring =

dL

12

(
1 +

(
2u

ϵ
+

2w

δ

))
, (6.25)

А вiдповiдне вiдношення grosetteloop =
⟨r2g⟩loop
⟨R2

g⟩ring
, що в результатi дає вираз:

prosetteloop = 1 − (u + w)

(
fc
5
− 36

√
5fc

25
arctan

(√
5

5

)
− 2fc

√
5

5
ln

(
2√

5 + 3

))
.(6.26)

Як i для зiрок вiдповiднi вiдношення зростають зi зростанням ступенi галу-

ження. Оскiльки вирази дають лише основну тенденцiю, вони є радше якiсним

нiж кiлькiсним описом. З результатiв, зображених на рисунках 6.6 та 6.7, ви-

дно, що кiльце розтягується сильнiше нiж ланцюжок в розетковому полiмерi.
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Це цiлком очевидно, зважаючи на те, що кiльце має значно бiльше мономерiв

в околi вершини конуса (центру галуження), та загалом є вдвiчi коротше нiж

ланцюжок, що вимушує обмежитись лише конформацiями в значно меншому

конусi при бiльшiй кiлькостi мономерiв на одиницю висоти цього конусу.

6.4. Аналiз впливу архiтектури на основу та боковi гiлки

пом-пом полiмеру

Переходячи до структур з двома центрами галуження, зауважимо, що тут

є два суттєво вiдмiнних структурних елементи, а саме, основа мiж центрами

галуження та боковi гiлки. Для простоти розгляду та враховуючи тривiальнiсть

асиметрiї в цьому випадку, розглядаємо лише випадок симетричного пом-пом

полiмеру. Для пом-пом полiмеру, як i ранiше для зiркового полiмеру, для обох

структурних елементiв мають сенс як радiус гiрацiї, так i вiдстань мiж кiнцями.

Загалом означаються наступнi характеристики розмiру:

1) вiдстань мiж центром галуження та вiльним кiнцем ланцюжка на ”помi”,

усереднена за боковими гiлками на обох ”помах”:

⟨r2⟩branch =
1

F − 1

F∑
i=1

⟨(r⃗i(L) − r⃗i(0))2⟩; (6.27)

2) вiдстань мiж центрами галуження:

⟨r2⟩backbone = ⟨(r⃗0(L) − r⃗0(0))2⟩; (6.28)

3) радiус гiрацiї гiлки “пому”, усереднений за всiма боковими гiлками:

⟨r2g⟩branch =
1

2L2(F − 1)2

F∑
i=1

∫ L

0

∫ L

0

ds1 ds2⟨(r⃗i(s2) − r⃗i(s1))
2⟩; (6.29)

4) радiус гiрацiї основи пом-пому:

⟨r2g⟩backbone =
1

L2

∫ L

0

∫ L

0

ds1 ds2⟨(r⃗0(s2) − r⃗0(s1))
2⟩; (6.30)

Використовуючи пiдхiд дiаграмної технiки, розраховуємо вiдповiднi вира-

зи. Для першої величини точки обмеження фiксуються на одному з центрiв
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галуження та на кiнцi гiлки, що вiдходить вiд цього центру галуження, а взає-

модiя забороненого об’єму враховує всi пари мономерiв на пом-пом полiмерi, у

результатi чого:

⟨r2⟩branch = Ld

(
1 + u

(
2

ϵ
− 1 − f

3
− 2f(ln(2) − ln(3))

))
. (6.31)

Подiбно розраховуємо i другу величину з тим, що в цьому випадку точки обме-

ження фiксуються на центрах галуження:

⟨r2⟩backbone = Ld

(
1 + u

(
2

ϵ
− 1 + 2f ln(2) − f

2
+

f 2

6

))
(6.32)

Як i у випадку зiркового полiмеру для третьої величини враховуємо лише дiа-

грами де точки обмеження знаходяться на одному ланцюжку, у результатi:

⟨r2g⟩branch =
dL

6

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0

(
−13

12
+

89

6
f + 36f(ln(2) − ln(3))

))
,(6.33)

врештi при розрахунку радiусу гiрацiї основи враховуються лише дiаграми з

точками обмеження на нiй:

⟨r2g⟩backbone =
dL

6

(
1 +

2u0
ϵ

+ u0

(
−13

12
+

35f

4
+

f 2

12
− 12f ln(2)

))
.(6.34)

Враховуючи цi чотири величини, а також вiдстань мiж кiнцями вiльного лан-

цюжка та його радiус гiрацiї, можемо означити низку вiдношень подiбно до

того, як означались вiдношення для зiркового полiмеру. У цьому випадку озна-

чається не лише вiдношення гiлки до вiльного ланцюжка, але ще й вiдношення

основи до вiльного ланцюжка та порiвняння мiж гiлкою та основою. Вiдповiд-

но для аналiзу впливу галуження на розтягування та набухання структурних

елементiв пом-пому розглядається шiсть вiдношень:

ppom−pom
e,c/a =

⟨r2⟩backbone
⟨r2⟩branch

, ppom−pom
g,c/a =

⟨r2g⟩backbone
⟨r2g⟩branch

, (6.35)

ppom−pom
e,c/ch =

⟨r2⟩backbone
⟨r2⟩chain

, ppom−pom
g,c/ch =

⟨r2g⟩backbone
⟨r2g⟩chain

, (6.36)

ppom−pom
e,a/ch =

⟨r2⟩branch
⟨r2⟩chain

, ppom−pom
g,a/ch =

⟨r2g⟩branch
⟨r2g⟩chain

. (6.37)



198

1.0

1.2

1.4

1.6

 1  3  5  7  9  11  13  15  17

(a)

F

pe,c/a

simulation data8

simulation data16

fit: pe,c/a=1+0.044(F-1)

theory

Рис. 6.8: Розмiрне вiдношення ppom−pom
e,c/a як функцiя параметру галуження F .

Пiдставляючи вирази для розмiрних характеристик в означення для вiдношень,

отримуємо вирази в однопетлевому наближеннi:

ppom−pom
e,c/a = 1 + u

(
f

6
(24 ln(2) − 1 + f − 12 ln(3))

)
, (6.38)

ppom−pom
e,c/ch = 1 − u

(
f

2
− f 2

6
− 2f ln(2)

)
, (6.39)

ppom−pom
e,a/ch = 1 − u

(
f

3
+ 2f (ln(2) − ln(3))

)
, (6.40)

ppom−pom
g,c/a = 1 − fu

12
(73 − f + 576 ln(2) − 432 ln(3)) , (6.41)

ppom−pom
g,c/ch = 1 − u

(
12f ln(2) − 35f

4
− f 2

12

)
, (6.42)

ppom−pom
g,a/ch = 1 +

f

6
(89 + 216 ln(2) − 216 ln(3)) . (6.43)

У випадку гауссового ланцюжка, отримуємо тривiальнi результати. У ви-

падку хорошого розчинника в тривимiрному просторi (ϵ = 1) результати одер-

жуємо пiдстановкою нерухомої точки (1.37). Цi результати дозволяють лише

якiсно оцiнити значення для розмiрних вiдношень. Як i для зiркового полiмеру,
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Рис. 6.9: Розмiрне вiдношення ppom−pom
g,c/a як функцiя параметру галуження F .

вони порiвнюються з даними чисельного моделювання методом молекулярної

динамiки з тим, що для пом-пом полiмеру ми не приводимо порiвняння з ре-

зультатами наближення Дугласа-Фрiда, так як першому порядку теорiї збурень

вони не дають кращих результатiв нiж однопетлеве наближення ренормгрупи.

Для початку розглянемо вiдношення мiж характеристиками розмiру для

основи та гiлки ppom−pom
e,c/a та ppom−pom

g,c/a , якi означенi в виразi (6.35) та наведенi

на рисунках 6.8 та 6.9 вiдповiдно. На рисунках суцiльними лiнiями зображено

аналiтичне передбачення, а символами – данi чисельного моделювання мето-

дом дисипативної динамiки (деталi якого обговорювались в четверному роз-

дiлi). Зазначимо, що формальна границя вiдношення 1 задовiльняється лише

для значення F = 1. А вже при F = 3, коли пом-пом полiмер фактично є

ланцюжком, який складається з трьох сегментiв однакової довжини, обидва

вiдношення зростають, а отже, середня частина ланцюжка є значно бiльш роз-

тягненою нiж його кiнцi. Це пов’язано з обмеженням на доступнi конформацiї

для основи пiд впливом бокових гiлок, якi в свою чергу мають обмеження лише

на одному з кiнцiв. Бiльш детально це явище розглядатиметься в наступному
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Рис. 6.10: Розмiрне вiдношення pe,c/ch як функцiя параметру галуження F .

роздiлi. Зi зростанням кiлькостi гiлок вiдношення продовжує зростати зi зро-

станням параметра галуження F , оскiльки густина мономерiв на обох ”помах”

зростає, разом з тим зростає i вiдштовхування мiж ними, що веде до розтягува-

ння основи пом-пом полiмеру. Також варто вiдзначити, що аналiтичнi резуль-

тати, данi виразами (6.38), та (6.41) передбачають швидке нелiнiйне зростання

вiдношень зi зростанням параметра галуження F , у той час, коли данi чисель-

ного моделювання дають лiнiйну залежнiсть, що апроксимується функцiями:

ppom−pom
e,c/a ≈ 1 + 0.044(F − 1) таppom−pom

g,c/a ≈ 1 + 0.024(F − 1). Зауважимо, що

вiдношення pe,c/a зростає з F майже двiчi швидше нiж вiдношення ppom−pom
g,c/a , а у

випадку H-полiмеру аналiтичнi та чисельнi результати кiлькiсно узгоджуються

Переходячи далi, розглянемо пару вiдношень ppom−pom
e,c/ch та ppom−pom

g,c/ch , що по-

рiвнюють характернi розмiри основи гантельки з аналогiчними для вiльного

ланцюжка такої ж довжини, як основа. Їх залежностi вiд параметра галуження

наведенi на рисунках 6.8 та 6.9, а аналiтичнi залежностi вiд параметра галуже-

ння даються виразами (6.39) та (6.42) та узгоджуються вельми добре з даними

чисельного моделювання для значень параметра галуження F ≤ 7, а для вищих
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Рис. 6.11: Розмiрне вiдношення pg,c/ch як функцiя параметру галуження F .

значень, як у випадку попередньої пари вiдношень, аналiтичне передбачення

дає нелiнiйне зростання зi зростанням F , а симуляцiйнi данi лягають на лiнiї:

ppom−pom
e,c/ch ≈ 1 + 0.064(F − 1) та ppom−pom

g,c/ch ≈ 1 + 0.033(F − 1) вiдповiдно, подiбно

до вiдношень ppom−pom
e,c/a та ppom−pom

g,c/a та з порiвнюваним темпом зростання. З чого

випливає, що ефект розтягування основи зi зростанням F є значно суттєвiшим

нiж розтягування бокової гiлки у порiвняннi з вiльним ланцюжком.

Для пiдтвердження цього спостереження розглянемо останню пару вiдно-

шень, а саме ppom−pom
e,a/ch та ppom−pom

g,a/ch , якi означенi в виразi (6.37) та наведенi на

рисунках 6.12 та 6.13, а їх значення не перевищують 1.2 та 1.1 вiдповiдно для ма-

ксимальної розглянутої кiлькостi гiлок F = 17. Цi значення є в пiвтори – до двох

раз меншими нiж значення розмiрних вiдношень ppom−pom
e,c/ch та ppom−pom

g,c/ch , наведе-

них на рисунках 6.10 та 6.11. Для цiєї пари вiдношень аналiтичнi передбачення

(див. вирази (6.40) та(6.43)) зростають лiнiйно зi зростанням параметра галуже-

ння F з тим, що значення суттєво перевищують вiдповiднi значення, отриманi

в симуляцiях. Найкраще результати симуляцiй лягають на функцiю, що дає-

ться рацiональним вiдношенням двох лiнiйних функцiй: ppom−pom
e,a/ch ≈ 1+0.109(F−1)

1+0.083(F−1)
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Рис. 6.12: Розмiне вiдношення pe,a/ch як функцiя параметру галуження F .

та ppom−pom
e,a/ch ≈ 1+0.075(F−1)

1+0.063(F−1) . Зауважимо, що вiдношення ppom−pom
e,a/ch та ppom−pom

g,a/ch для

бокових гiлок пом-пом полiмеру зростають зi зростанням F так само, як вiд-

ношення для гiлки в зiрковому полiмерi, що подаються виразами ppom−pom
e (f)

та ppom−pom
g (f). Цi результати також порiвнюються на рисунках, де наведенi

результати для гiлки в зiрковому полiмерi з f ′ = (F − 1)/2 + 1 гiлками, де

враховується, що основа є спiльною гiлкою мiж двома ”помами”. Таким чином,

гiлка в зiрковому полiмерi матиме подiбне оточення до бокової гiлки в пом-

пом полiмерi з загальною кiлькiстю гiлок F = 2f ′ − 1. Як видно з рисункiв,

результати для зiркового полiмеру лягають на ту ж криву, що й результати

для пом-пом полiмеру в межах точностi вимiрювання. А отже, боковi гiлки а

пом-пом полiмерi мають ту ж поведiнку, що й гiлки в зiрковому полiмерi.

Все вище описане стосувалось випадку, коли елементи пом-пом полiмеру

мають однакову довжину, однак, як уже зазначалось в четверному роздiлi, вiд-

носна довжина основи в пом-пом полiмерi вiдiграє суттєву роль в оцiнцi його

характерних розмiрiв. З шести вiдношень, якi розглядались вище, у цьому ви-

падку має сенс зупинитись лише на другiй парi вiдношень, бо третя пара мати-
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Рис. 6.13: Розмiне вiдношення pg,a/ch як функцiя параметру галуження F .

ме ту ж поведiнку, а перша даватиме ту ж iнформацiю, що й друга. Звертаючи

увагу на те, що вiдношення для вiдстаней мiж кiнцями основи та вiльного лан-

цюжка має дещо простiшi вирази та краще узгодження з симуляцiями, саме на

ньому зупиняємо увагу.

Нагадаємо, що у випадку рiзної довжини структурних елементiв у пом-пом

полiмерi, розглядаємо всi боковi гiлки довжиною L, а основу довжиною Lc з

тим, що вiдносна довжина останьої в границi безмежно довгих траєкторiй ви-

значається iз вiдношення l = Lc/L. У результатi вiдстань мiж центрами галу-

ження (кiнцями основи) дається виразом:

⟨r2⟩backbone = Ld

(
1 + u0

(
2

ϵ
− 1 + ln(l) + 2

ln(1 + l)f

l

− f

1 + l
+

f 2

(l + 2)(1 + l),

))
(6.44)

а вiдповiдне вiдношення – виразом:

ppom−pom
e,c/ch = 1 + u

(
2

ln(1 + l)f

l
− f

1 + l
+

f 2

(l + 2)(1 + l)
,

)
(6.45)

Результати для вiдношення 6.45 наведенi на рисунку 6.14 . Тут вони по-

рiвнюються з даними чисельного моделювання методом Монте-Карто з вико-
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Рис. 6.14: Розмiрне вiдношення 6.45як функцiя параметру l для f = 2 (Чорна лiнiя i чер-

вонi кружечки) та f = 3 (синя лiнiя та фiолетовi кружечки). Лiнiями позначено

аналiтичне передбачення, а символами данi чисельного моделювання.

ристанням стрижневого алгоритму. Деталi цього пiдходу наведенi в четверто-

му роздiлi. Результати аналiтичного передбачення та чисельного моделювання

для цього вiдношення добре узгоджуються мiж собою. Це може бути пов’язано

з тим, що розглядається саме вiдношення для вiдстаней мiж кiнцями як для

пом-пом полiмеру, так i для гiлки зiрки, якi дають вiдносно хороше узгодже-

ння для малих значень параметрiв галуження, iнша ж причина в тому, що

розглядались саме лише малi параметри галуження. Коли параметр вiдносної

довжини основи є меншим за одиницю, основа полiмеру є суттєво розтягненою,

натомiсть з його зростанням – прямує до одиницi. Зауважимо, що формальне

взяття границi a → ∞ пiдтверджує цей висновок.
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6.5. Розтягування основи гантельки

На завершення розгляду структурних елементiв в полiмерах з двома цен-

трами галуження розглянемо радiус гiрацiї для основи гантелькового полiмеру,

що означається як:

⟨r2g⟩backbone =
1

2(lL)2

∫ Lc

0

∫ Lc

0

⟨(r⃗0(s2) − r⃗0(s1))
2⟩ (6.46)

Традицiйно для цього розраховуються дiаграми, для яких точки обмеження

знаходяться на основi, однак, як i у випадку розеткових полiмерiв, присутнiсть

кiлець веде до суттєво складнiших виразiв. У загальному виглядi радiус гiрацiї

можна записати у виглядi:

⟨r2g⟩backbone =
dlL

6
(1 − u0rb(l, d) + . . .) (6.47)

де rb(l, d) внесок вiд ефекту забороненого об’єму. Розклад в ряд за вiдхиленням

вiд верхньої критичної вимiрностi для цiєї величини подається виразом:

⟨r2g⟩backbone(d = 4 − ϵ) =
dlL

6

(
1 − u0

(
−2

ϵ
+

13

12
− ln(l)

+12l

∫ 1

0

arctanh
(

(1 − 4z2 + 4l + 4z)−
1
2

)
(1 − 4z2 + 4l + 4z)

5
2

dz −
l arctanh

(
2 + 4l)−

1
2

)
(8l + 7)

√
2 + 4l(1 + 2l)

+
4l arctanh((4l + 1)−

1
2 )(4l + 3)

(4l + 1)
3
2

− (l − 1)

(1 + 2l)(4l + 1)
− 2

5

ln(2)(10l + 3)

l3

−1

5

ln(4l + 1)(40l2 − 22l − 3)

l3(4l + 1)
− 1

150

1650l3 + 250l2 − 614l − 141)

l3(4l + 1)

− 3

16l3

∫ 1

0

ln
(
4l−x+1
4l+1

) (
(32l + 12)x3 − 3x4

)
√
x(4l − x + 1)2

dx− 3

16l3

∫ 1

0

ln

(
4l − x + 1

4l + 1

)
×(

−2(8l + 3)(4l + 1)2 + 4(4l + 1)(8l2 + 12l + 3)x− (112l2 + 96l + 18)x2
)

√
x(4l − x + 1)2

dx

))
(6.48)

а у випадку тривимiрного простору вiдповiдно виразом:

⟨r2g⟩backbone(d = 3) =
3lL

6

(
1 − u0

(
− 67

315
− π(4l + 1)

24

1

12
arcsin

(
(4l + 1)−

1
2

)
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Рис. 6.15: Розмiрне вiдношення (6.51) як функцiя вiдносної довжини основи гантелькового

полiмеру l

+(4l + 1) −
√
l(176l4 − 128l3 − 328l2 − 130l − 15)

90(1 + 2l)(4l + 1)
−

2l4

9

arctan
(
4l+1+

√
2+4l

2
√
l

)
− arctan

(
4l+1−

√
2+4l

2
√
l

)
(1 + 2l)

√
2 + 4l

 (6.49)

(6.50)

Для оцiнки впливу бокових кiлець на характерний розмiр основи гантель-

кового полiмеру розглядаємо вiдношення:

pg =
⟨r2g⟩backbone
⟨R2

g⟩chain
(6.51)

де ⟨R2
g⟩chain радiус гiрацiї вiльного ланцюжка. Результати для вiдношення зо-

браженi на рисунку 6.15. Тут зображено вiдношення, розраховане в рамках

ренормгрупового пiдходу (штриховано-точковою лiнiєю), наближення Дугласа-

Фрiда (чорна штрихова лiнiя), та результати чисельного моделювання методом

молекулярної динамiки (символами). Деталi отримання останнiх описувались
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у четвертому роздiлi. Зауважимо, що тут, як i в попередньому вiдношеннi спо-

стерiгається хороше узгодження результатiв чисельного моделювання з даними

ренормгрупового пiдходу при l ≥ 1. Але при значеннях l ≤ 1 результат розбiга-

ється, це можна пов’язувати з присутнiстю додаткiв ∼ ln(l) в виразi. Зауважи-

мо, що у випадку основи пом-пому логарифмiчнi доданки вiдсутнi в ϵ розкладi.

Знову ж в границi великих l вираз прямує до одиницi.

Тут також варто вiдзначити, що наближення Дугласа-Фрiда не дає анi якi-

сного, анi кiлькiсного узгодження з результатами чисельного моделювання,

однак на вiдмiну вiд ϵ- розкладу при значеннях l ≤ 1 результати мають значе-

ння в коректному дiапазонi.

Варто зазначити, що у випадку гантелькового полiмеру не очiкується суттє-

вого впливу архiтектури макромолекули на характерний розмiр бокового кiль-

ця, а тому його розгляд не висвiтлюється.

6.6. Висновки

Роздiл присвячено аналiзу впливу архутектури складних полiмерних макро-

молекул на характерний розмiр її структурних елементiв.

У випадку полiмерiв з одним центром галуження спостерiгається розтягува-

ння як ланцюжкiв, так i кiлець в розеткових та зiркових полiмерах. Результати

аналiтичного передбачення для всiх розглянених випадкiв дають лiнiйну зале-

жнiсть розмiрних вiдношень вiд параметрiв галуження, що є прямим наслiдком

розрахунку виразiв у першому порядку теорiї збурень за константою взаємодiї.

Чисельне моделювання зiркових полiмерiв вказує на зростання характерного

розмiру гiлки в зiрковому полiмерi вiдносно вiльного ланцюжка за нелiнiйним

законом, що передбачає значно нижчi значення нiж аналiтичнi результати. За-

уважимо, що боковi гiлки в пом-пом полiмерi поводяться так само, як гiлки

в зiрцi. Iнший важливий висновок у випадку розеткових полiмерiв полягає в

тому, що для опису архiтектур з кiльцями важливо строго враховувати замкне-

нiсть траєкторiй: навiть якiснi результати показують, що кiльце в розетковому

полiмерi бiльш розтягнуте нiж гiлка в аналогiчному зiрковому полiмерi, незва-
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жаючи на ефективно ту ж густину мономерiв в околi центру.

Закрiплення на кiнцях ланцюжка iнших полiмерних об’єктiв (зiрок чи кi-

лець) веде до його суттєвого розтягування у порiвняннi з вiльним ланцюжком.

Для пом-пом полiмерiв вiдповiдне вiдношення зростає за лiнiйним законом, що

дає швидше зростання нiж для бокових гiлок. Як у випадку пом-пом полiмерiв,

так i у випадку гантелькових полiмерiв зростання вiдносної довжини основи

веде до зниження впливу докових полiмерних об’єктiв. Зауважимо, що для цих

вiдношень результати чисельного моделювання та аналiтичних передбачень у

пiдходi ренормгрупи мають хороше узгодження.

Пiдсумовуючи результати аналiтичних розрахункiв у роздiлi, зазначимо, що

застосування наближення Дугласа-Фрiда не веде до ефективного покращення

аналiтичних передбачень. Ця ситуацiя є суттєво вiдмiнною вiд результатiв попе-

реднiх роздiлiв та пов’язана з тим, що на локальних масштабах макромолекул

вищi порядки теорiї збурень вiдiграють важливу роль.
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РОЗДIЛ 7

УНIВЕРСАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI КОПОЛIМЕРIВ

У роздiлi обговорюється вплив рiзного типу сегментiв у складному полiмерi

на унiверсальнi властивостi.

Спершу розглядається ланцюжок з n послiдовно з’єднаних сегментiв, кожен

з яких по-своєму взаємодiє з розчинником, а як результат i з iншими сегмен-

тами. Для цього випадку розраховуються вiдповiднi нерухомi точки, так як

ранiше в лiтературi розглядались лише два послiдовно з’єднанi сегменти. По-

казано, що в рамках неперервної моделi кожен iз сегментiв може поводитись

або як випадкове блукання, або як блукання без самоперетину з тим, що вiд-

повiднi скейлiнговi показники залежать лише вiд взаємодiї даного сегмента з

розчинником.

Розгляд продовжується аналiзом складногалужених полiмерiв (пом-пом та

розетковi) з тим, що увага зосереджується на впливi рiзних взаємодiй на ефе-

ктивнi скейлiнговi показники. Показано, що вiдштовхування мiж сегментами

рiзного типу не впливає на показники, а лише на амплiтуди для чого було про-

аналiзовано вiдповiднi розмiрнi вiдношення.

Результати аналiтичних розрахункiв проводяться в однопетлевому набли-

женнi та пiдтримуються чисельним моделюванням в рамках граткової моделi,

з чого отримуємо висновок, що скейлiнговi показники не залежать вiд взаємодiї

мiж рiзними сегментами в усiх порядках теорiї збурень.

Результати опублiкованi в статтях [83,84]

7.1. Гамiльтонiан моделi

Кополiмерами називають макромолекули, що мають мономери з рiзною хi-

мiчною природою, що в результатi веде до рiзної взаємодiї як мономерiв мiж

собою, так i з розчинником. У термiнах неперервної моделi розглядаються блок-
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кополiмери, де мономери рiзних типiв утворюють суттєвi за розмiром сегменти.

У цьому випадку ефективний гамiльтонiан записується у виглядi:

Hc =
1

2

n∑
i=1

∫ Li

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2

+
n∑

i=1

ui

∫ Li

0

dz

∫ Li

0

ds δ(r⃗i(s) − r⃗i(z))

+
n∑

i<j=1

wi,j

∫ Li

0

dz

∫ Lj

0

ds δ(r⃗i(s) − r⃗j(z)). (7.1)

тут ui константи взаємодiї, що описують ефективне вiдштовхування мiж моно-

мерами на одному i тому ж блоцi, а wi,j вiдповiдно є константами взаємодiї мiж

мономерами на рiзних блоках. Зауважимо, що у випадку, коли всi константи

взаємодiї рiвнi нулю, вiдтворюється результат гауссового полiмеру.

У цьому мiсцi варто вiдзначити, що вказаний вище гамiльтонiан мiстить

лише взаємодiї вiдштовхування, але не мiстить взаємодiї притягання мiж мо-

номерами. У випадку практичного застосування кополiмерiв присутнi обидвi

взаємодiї, i на мовi неперервної моделi останню таки можна записати, додавши

в гамiльтонiан доданки, пропорцiйнi до ∼ δ(r⃗(s)− r⃗(z))δ(r⃗(z)− r⃗(t)). Однак для

цього додатка верхня критична вимiрнiсть є d = 3 [8], що в тривимiрному про-

сторi веде до занулення цього доданка, ефективно унеможливлюючи розгляд

полiмеру в поганому розчиннику. У випадку ж нижчих вимiрностей просто-

ру, цей доданок не є тривiальним, однак нетривiальна поведiнка проявляється

лише в двопетлевому наближеннi [184].

7.2. Диблок кополiмер

Для початку розглянемо найпростiший випадок диблок кополiмеру. У цьому

випадку два ланцюжки вiдходять вiд спiльного центру галуження. В загально-

му вони можуть бути рiзної довжини, скажiмо, L1 та L2. У першому порядку

теорiї збурень за константами взаємодiї статистична сума записується в виглядi:

Z(L1, L2) = 1 − u1
(2π)d/2

L
2−d/2
1

(1 − d/2)(2 − d/2)
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− u2
(2π)d/2

L
2−d/2
2

(1 − d/2)(2 − d/2)
(7.2)

− w1,2

(2π)d/2
(L1 + L2)

2−d/2 − (L2)
2−d/2 − (L1)

2−d/2

(1 − d/2)(2 − d/2)
.

Виходячи з цього, можемо ввести означення для безрозмiрних констант взає-

модiї:

ũi =
ui

(2π)d/2
L
2−d/2
i ,

w̃1,2 =
w1,2

(2π)d/2
(L1 + L2)

2−d/2. (7.3)

Зауважимо, що для всiх констант взаємодiї верхнi критична вимiрнiсть є такою

ж, а тому для отримання результату в однопетлевому наближення використо-

вується розклад в ряд за ϵ = 4 − d. У результатi статистична сума записується

у виглядi:

Z(L1, L2) = 1 + (ũ1 + ũ2 − w̃1,2)
2

ϵ

+ũ1 + ũ2 − w̃1,2

(
1 + ln

(
L1L2

(L1 + L2)2

))
. (7.4)

7.2.1. Вiдстань мiж кiнцями для блокiв. У випадку диблок комолi-

меру зручно означати окремо вiдстанi мiж кiнцями для кожного з блокiв:

⟨R2⟩1 = ⟨(r⃗1(L1) − r⃗1(0))2⟩ (7.5)

⟨R2⟩2 = ⟨(r⃗2(L2) − r⃗2(0))2⟩, (7.6)

тут 1та 2 iндекси, що вказують на номер конкретного блоку. Розклад в ряд

теорiї збурень в першому порядку для цих величин дає вирази:

⟨R2⟩1 = dL1

(
1 +

u1
(2π)d/2

L
2−d/2
1

(3 − d/2)(2 − d/2)

+
4w1,2

(2π)d/2

(
(L1 + L2)

−d/2

L1

dL3
1 + d2L2

1L2 − 6dL3
1

d(d− 6)(d− 4)(d− 2)

+
(L1 + L2)

−d/2

L1

4dL1L
2
2 − 2dL2

1L2 + 8(L3
1 + L3

2)

d(d− 6)(d− 4)(d− 2)

+
1

L1

d(6 − d)L
3−d/2
1 − 8

(
L
3−d/2
1 + L

3−d/2
2

)
d(d− 6)(d− 4)(d− 2)

 ,
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⟨R2⟩2 = dL2

(
1 +

u2
(2π)d/2

L
2−d/2
2

(3 − d/2)(2 − d/2)

+
4w1,2

(2π)d/2

(
(L1 + L2)

−d/2

L2

dL3
2 + d2L2

2L1 − 6dL3
2

d(d− 6)(d− 4)(d− 2)

+
(L1 + L2)

−d/2

L2

4dL2L
2
1 − 2dL2

2L1 + 8(L3
1 + L3

2)

d(d− 6)(d− 4)(d− 2)

+
1

L2

d(6 − d)L
3−d/2
2 − 8

(
L
3−d/2
1 + L

3−d/2
2

)
d(d− 6)(d− 4)(d− 2)

 . (7.7)

Як i у випадку статистичної суми для подальшого використання в пiдходi пря-

мого полiмерного перенормування цi вирази розкладаються в ряд за ϵ:

⟨R2⟩1 = dL1

(
1 + ũ1

2

ϵ
− ũ1 −

w̃1,2

2(L1 + L2)
×

× L2

L1

(
2(L1 + L2) ln

(
L2

L1 + L2

)
+ L1

))
, (7.8)

⟨R2⟩2 = dL2

(
1 + ũ2

2

ϵ
− ũ2 −

w̃1,2

2(L1 + L2)
×

× L1

L2

(
2(L1 + L2) ln

(
L1

L1 + L2

)
+ L2

))
. (7.9)

Зауважимо, що обидва вирази ⟨R2⟩1, ⟨R2⟩2 вiдтворюють вiдомi ранiше ре-

зультати [109,110].

7.2.2. Пряме полiмерне перенормування. Як i ранiше для розрахун-

ку унiверсальних величин необхiдно отримати нерухомi точки, використовуючи

метод прямого полiмерного перенормування. У випадку диблок кополiмеру та-

кi точки були отриманi в роботi [109], але тут приводиться метод, який потiм

розширюватиметься на n блоковий кополiмер.

Перенормованi константи взаємодiї визначаються з виразiв:

ui,R(ũ1, ũ2, w̃1,2) = −[Z(ũ1, ũ2, w̃1,2, L1, L2)]
−2 ×

[2πLiχui
(ũi, w̃1,2)]

−2−ϵ/2Zui
(L1, L2, L1, L2), (7.10)

w1,2,R(ũ1, ũ2, w̃1,2) = −[Z(ũ1, ũ2, w̃1,2, L1, L2)]
−2 ×

[2π(L1χu1
(ũ1, w̃1,2) + L2χu2

(ũ2, w̃1,2))]
−2−ϵ/2 ×

Zw1,2
(L1, L2, L1, L2). (7.11)
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Рис. 7.1: Схематичне представлення внескiв у Z̃(L1, L2, L1, L2). Тут суцiльною та штрихо-

вою лiнiями позначенi полiмернi траєкторiї, а точково-штрихової вiдповiднi взає-

модiї вiдштовхування.

де, χui
(ũi, w̃1,2) фактори набухання вiдповiдних вiдстаней мiж кiнцями:

⟨R2⟩i = dLiχui
, i = 1, 2, (7.12)

а Zu1
, Zu2

, Zw1,2
нередуковнi внески в статистичну суму двох взаємодiючих по-

лiмерiв.

Статистична сума для двох взаємодiючих кополiмерiв представлена в за-

гальному виглядi як:

Z(L1, L2, L1, L2) = −u1Z
2 − u2Z

2 − w1,2Z
2 + Z̃(L1, L2, L1, L2) (7.13)

де Z̃(L1, L2, L1, L2) дається сумою внескiв вiд дiаграм на рисунку 7.1, а вiдпо-

вiднi аналiтичнi вирази для цих дiаграм в ϵ розкладi є такi:

D1 = uiL
2
i ũi

(
2

ϵ
− 2 ln(2) + 1/2

)
, (7.14)

D2 = w1,2L1L2w̃1,2

(
2

ϵ
+

1

2
− L1

2L2
ln

(
L1 + L2

L1

)
− L2

2L1
ln

(
L1 + L2

L1

)
− ln

(
(L1 + L2)

2

L1L2

))
, (7.15)

D3(D3′) =
uiw1,2

(2π)d/2

(
−(2L1 + L2)

2

2
ln (2L1 + L2) +

+ ln (L1 + L2) (L1 + L2) (2L1 + L2) −
L2

2

2
ln (L2)

−L1 L2 ln (L2) + 2L1
2 ln (2)

)
, (7.16)
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D4 =
w2

1,2

(2π)d/2

(
(L1 + 2L2)

2 ln (L1 + 2L2)

−L1
2 ln (L1) + (2L1 + L2)

2 ln (2L1 + L2)

−4 (L1 + L2)
2 ln (L1 + L2)

−4 ln (2)
(
L1

2 + L1 L2 + L2
2
)
− L2

2 ln (L2)
)
, (7.17)

D5 =
u1u2

(2π)d/2
(
(2L1 + L2)

2 ln(2L1 + L2)

+(L1 + 2L2)
2 ln(L1 + 2L2) − (L1 + L2)

2 ln(L1 + L2)

−2(L1 + L2)
2 ln(2) − L2

1 ln

(
L1

4

)
− L2

2 ln

(
L2

4

))
. (7.18)

Дiаграми D1 та D3 враховуються з комбiнаторним множником два, а дiаграма

D2 з множником 4, врештi дiаграми D4 та D5 враховуються без комбiнаторних

множникiв. Зауважимо, що для перенормування в однопетлевому наближеннi

враховуються лише доданки, що мiстять полюс ϵ−1.

Потоковi рiвняння β для констант взаємодiї подаються виразами:

βui,R
= 2Li

∂ui,R
∂Li

, (7.19)

βw1,2,R
= 2

2∑
i=1

Li
∂w1,2,R

∂Li
. (7.20)

Пiсля спрощення цi функцiї набувають кiнцевих виразiв:

βui,R
= ϵui,R − 8u2i,R, (7.21)

βw1,2,R
= ϵw1,2,R − (L1 + L2)

2

L1L2
w2

1,2,R − 2w1,2,R(u1,R + u2,R). (7.22)

Нерухому точки ренормгрупового перетворення визначаються як спiльнi нулi

виразiв (7.21), (7.22).

7.2.3. Нерухомi точки, скейлнговi показники та розмiрнi вiдноше-

ння. Розв’язок рiвнянь (7.21), (7.22) дає шiсть можливих розв’язкiв, це до-

бре узгоджується з вiдомими нерухомими точками для кополiмерiв у рамках

теоретико-польової ренормгрупи [121, 122] (хоча самi значення точок очевидно

рiзнi). Це також узгоджується з роботою [109] у випадку коли L1 = L2. Замiсть
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того тут нерухомi точки подано виразами:

1) ũ1,R = 0, ũ2,R = 0, w̃1,2,R = 0, (7.23)

2) ũ1,R = 0, ũ2,R = 0, w̃1,2,R =
ϵL1L2

(L1 + L2)2
, (7.24)

3) ũ1,R = 0, ũ2,R =
ϵ

8
, w̃1,2,R = 0, (7.25)

4) ũ1,R = 0, ũ2,R =
ϵ

8
, w̃1,2,R =

3ϵL1L2

4(L1 + L2)2
, (7.26)

5) ũ1,R =
ϵ

8
, ũ2,R =

ϵ

8
, w̃1,2,R = 0, (7.27)

6) ũ1,R =
ϵ

8
, ũ2,R =

ϵ

8
, w̃1,2,R =

ϵL1L2

2(L1 + L2)2
. (7.28)

Перший випадок є тривiальним, так як вiдтворює звичайний гауссовий полi-

мер, у той час, коли другий описує кополiмер з двох iдеальних ланцюжкiв, якi

вiдштовхуються мiж собою. Третiй та четверний випадок описують кополiмери

де для одного сегменту розчинник є тета, а для iншого хорошим. Зпомiж цих

двох випадкiв четвертий є бiльш цiкавий, так як мiстить вiдштовхування мiж

цими сегментами. Врештi останнi два випадки дають полiмер, де блоки зага-

лом поводяться однаково, хоча в п’ятому випадку мiж ними вiдсутнє вiдштов-

хування, а шостий вiдтворює гомополiмер в хорошому розчиннику. На кiнець

зауважимо, що третiй i четвертий випадок мають в iдеалi приводитись двiчi,

враховуючи симетричну перестановку ũ1,R та ũ2,R.

У рамках неперервної моделi в пiдходi де Клуазо [1] скейлiнговий показник

γ визначається з виразу:

γ(n) =
ϵ

2

(
2∑

i=1

∂ lnZ(L1, L2)

∂ ln ũi
+
∂ lnZ(L1, L2)

∂ ln w̃1,2

)
(7.29)

У результатi взяття вiдповiдних похiдних отримуємо вираз для вiдповiдного

показника:

γ = 1 + (ũ1 + ũ2 − w̃1,2) + ϵ (ũ1 + ũ2 − w̃1,2

−ϵw̃1,2 ln

(
L1L2

(L1 + L2)2

))
. (7.30)

В однопетлевому наближеннi враховуються лише доданки лiнiйнi за ϵ. Оскiль-

ки нерухомi точки є пропорцiйнi до ϵ, третiй i четвертий доданки виразу 7.30
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Таблиця 7.1

Скейлiнговi показники кополiмерiв для рiзних нерухомих точок.

ν1 ν2 γ

(1) 1/2 1/2 1

(2) 1/2 1/2 1 − ϵL1L2

(L1+L2)2

(3) 1/2 1/2 + ϵ/16 1 + ϵ
8

(4) 1/2 1/2 + ϵ/16 1 + ϵ
8 −

3ϵL1L2

4(L1+L2)2

(5) 1/2 + ϵ/16 1/2 + ϵ/16 1 + ϵ
4

(6) 1/2 + ϵ/16 1/2 + ϵ/16 1 + ϵ
4 −

ϵL1L2

2(L1+L2)2

не враховуються. Оцiнка скейлiнгових показникiв у нерухомих мочках моделi

наведенi в таблицi (7.1).

Для спрощення аналiзу розглянемо випадок, коли L1 = L2. У цьому випад-

ку вiдтворюються вiдомi вирази для γ, якi отримуємо з набору кополiмерних

показникiв ηf1,f2, отриманих у роботi [122]. Для цього використовуються скей-

лiнговi рiвняння для диблок кополiмерiв: γ(i) = 1 + ν(i)(η
(i)
1,1 − η

(i)
2,0 − η

(i)
0,2), де

η
(SAW )
2,0 = η

(SAW )
0,2 = (1 − γSAW )/νSAW = −ϵ/4, η(RW )

2,0 = η
(RW )
0,2 = 0. Беручи до

уваги значення η
(2)
1,1 = −ϵ/2, η(4)1,1 = −3ϵ/8 з роботи [122], вiдтворюються вирази

для γ(2), γ(4), отриманi вище.

Кiлькiсна оцiнка показникiв в тривимiрному просторi d = 3 отримується

при пiдстановцi ϵ = 1 у вiдповiднi вирази в таблицi 7.1, що дає:

γ(1) = 1, (7.31)

γ(2) =
3

4
, (7.32)

γ(3) =
9

8
, (7.33)

γ(4) =
15

16
, (7.34)

γ(5) =
5

4
, (7.35)

γ(6) =
9

8
. (7.36)

Для порiвняння розглянемо показники в третьому порядку теорiї збурень

за ϵ з виразiв, отриманих у роботi [122] для зiркових кополiмерних показни-

кiв ηf1,f2. Повторно використовуючи скейлiнговi рiвностi, отримуємо значення
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η
(SAW )
2,0 = η

(SAW )
0,2 = −0.2671, η(RW )

2,0 = η
(RW )
0,2 = 0, η(2)1,1 = −0.46, η(4)1,1 = −0.28 (при

ϵ = 1) показники γ рiвнi: γ(2) = 0.770, γ(4) = 0.992.

Так само розраховуємо i показники νi, що керують вiдповiдною скейлiнговою

поведiнкою вiдстаней мiж кiнцями ланцюжкiв ⟨R2
1⟩ and ⟨R2

2⟩ кожного з блокiв,

для цього використовуємо вiдповiдну тотожнiсть [1]:

νi =
ϵ

2

2∑
i=1

ũi
d ln⟨R2

i ⟩
d ln ũi

+ w̃1,2
d ln⟨R2

i ⟩
d ln w̃12

, (7.37)

пiдставляючи в яку вирази (7.8) та (7.9), отримуємо вiдповiднi розклади для

показникiв:

ν1 =
1

2

(
1 + ũ1 − ϵũ1 +

ϵw̃1,2

2(L1 + L2)
×

× L2

L1

(
2(L1 + L2) ln

(
L2

L1 + L2

)
+ L1

))
, (7.38)

ν2 =
1

2

(
1 + ũ2 − ϵũ2 +

ϵw̃1,2

2(L1 + L2)
×

× L1

L2

(
2(L1 + L2) ln

(
L1

L1 + L2

)
+ L2

))
. (7.39)

Як i для показникiв γ, цi вирази оцiнюються для вiдповiдних нерухомих точок

з точнiстю до лiнiйних доданкiв ϵ, вiдповiднi отриманi значення для показникiв

ν1, ν2 наводяться в таблицi (7.1). Зауважимо, що в цьому випадку показники

не залежаться вiд L1, L2, однак, що бiльш важливо, вони не залежать вiд вза-

ємодiї мiж блоками, а лише вiд вiдповiдної взаємодiї мiж мономерами блоку, у

результатi даючи лише два можливих показники.

А втiм взаємодiя мiж блоками таки впливає на величну of ⟨R2
1⟩ та ⟨R2

2⟩, у

порiвняннi з гомополiмером (вiльний ланцюжок). Це можна легко бачити зз

розрахунку вiдношення мiж вiдповiдними радiусами гiрацiї:

gi =
⟨R2⟩chain
⟨R2⟩i

, (7.40)

де ⟨R2⟩chain вiдстань мiж кiнцями ланцюжка довжиною L:

⟨R2
chain⟩ = dL

(
1 + ũ1

2

ϵ
− ũ1

)
. (7.41)
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Рис. 7.2: Схематичне зображення n-блокового кополiмеру

Пiсля пiдстановки виразiв та розкладу в ряд теорiї збурень за константами

взаємодiї отримуємо вирази:

g1 = 1 +
w̃1,2

2(L1 + L2)

L2

L1

(
L1 + 2(L1 + L2) ln

(
L2

L1 + L2

))
, (7.42)

g2 = 1 +
w̃1,2

2(L1 + L2)

L1

L2

(
L2 + 2(L1 + L2) ln

(
L1

L1 + L2

))
. (7.43)

Знову ж розглядаючи симетричний випадок L1 = L2, маємо вираз:

gi = 1 − w̃1,2(ln(2) − 1/4). (7.44)

Пiдставляючи в цей вираз вiдповiднi значення нерухомих точок, усi з яких ма-

ють або нульове, або строго додатне значення, видно, що присутнiсть взаємодiї

вiдштовхування мiж сегментами кополiмеру веде до їх ефективного видовжен-

ня, так як вiдповiдне вiдношення менше за одиницю.
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7.3. n блоковий кополiмер

Вище розглянений випадок диблок кополiмеру не складно розширити на ви-

падок n-блокiв, з’єднаних послiдовно. Схематично такий об’єкт зображений на

рисунку 7.2 Кожен з цих блокiв параметризований вiдповiдним радiус векто-

ром r⃗i(s), де параметр s змiнюється вiд 0 до вiдповiдної довжини блоку Li, з

тим, що i визначає його номер i змiнюється вiд одиницi до i = n. Статисти-

чна сума n-блоку, яка описує з’єднування цих траєкторiй, дається вiдповiдною

статистичною сумою:

Z(L1, . . . , Ln) =

∫
D r⃗

n−1∏
i=1

δ(r⃗i(Li) − r⃗i+1(0)) e−Hc, (7.45)

де
∫
D r⃗ позначає функцiональне iнтегрування за всiма можливими траєкторi-

ями, а Hc – ефективний гамiльтонiан, що заданий виразом 7.1:

Розклад цього виразу в ряд теорiї збурень за константами взаємодiї ui та

wi,j в першому порядку має вигляд:

Z(L1, . . . , Ln) = 1 +
n∑

i=1

ui
(2π)d/2

∫ Li

0

ds1

∫ Li

0

ds2(s2 − s1)
−d

2 (7.46)

+
n∑

i<j=1

wi,j

(2π)d/2

∫ Li

0

ds1

∫ Lj

0

ds2(s1 + s2 + li,j)
−d

2 ,

де введено позначення li,j =
∑j−1

t=i+1 Lt. Пiсля iнтегрування вираз набуває ви-

гляду:

Z(L1, . . . , Ln) = 1 −
n∑

i=1

ui
(2π)d/2

L
2−d/2
i

(1 − d/2)(2 − d/2)

−
n∑

i<j=1

wi,j

(2π)d/2

(
(li,j)

2−d/2 − (Lj + li,j)
2−d/2

(1 − d/2)(2 − d/2)

+
(Li + Lj + li,j)

2−d/2 − (Li + li,j)
2−d/2

(1 − d/2)(2 − d/2)

)
. (7.47)

Аналiз розмiрностей для констант зв’язку дає такi вимiрностi: [ui] = [Li]
(4−d)/2,

[wi,j] = [(Li + Lj)]
(4−d)/2, з тим, що верхня критична вимiрнiсть в усiх випад-

ках є dc = 4, при якiй константа взаємодiї стає безрозмiрною, та яка вiдiграє

важливу роль у ренормгрупових пiдходах.
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Для n-блокового полiмеру показник γ визначається з використанням тото-

жностi [1]:

γ(n) =
ϵ

2

(
n∑

i=1

∂ lnZ(L1, . . . , Ln)

∂ ln ũi
+

n∑
i<j=1

∂ lnZ(L1, . . . , Ln)

∂ ln w̃i,j

)
(7.48)

де ũi та w̃i,j безрозмiрнi константи взаємодiї:

ũi =
ui

(2π)d/2
L
2−d/2
i ,

w̃i,j =
wi,j

(2π)d/2
(Li + Lj)

2−d/2. (7.49)

7.3.1. Вiдстань мiж кiнцями сегментiв. Попередньо розглянутий ви-

падок диблок кополiмеру може доволi легко бути узагальненим на випадок

кополiмеру, що складається з n послiдовно з’єднаних блокiв. У цьому випадку

маємо справу з набором n констант взаємодiї, що описують вiдштовхування мiж

мономерами одного i того ж блоку (ui де i = 1, . . . , n) та n(n − 1)/2 констант

взаємодiї мiж всiма можливими парами сегментiв (wi,j де i < j = 1, . . . , n). Вiд-

повiдно тат маємо n рiзних вiдстаней мiж кiнцями сегменту, якi в загальному

данi виразом:

⟨R2⟩i = dLi

(
1 + ũi

(
2

ϵ
− 1

)
+

n∑
j ̸=i=1

w̃i,j

[
li,j
Li

ln

(
li,j

Li + li,j

)
−li,j + Lj

Li
ln

(
li,j + Lj

Li + li,j + Lj

)
− LiLj

2(Li + li,j + Lj)(Li + li,j)

]
(7.50)

+
i−1∑
k=1

n∑
m=i+1

w̃k,jLkLj(2lkj + Lk + Lj)

2(Lk + lkj + Lj)(Lk + lkj)(lkj + Lj)

)
,

тут вводиться позначення li,j =
∑j−1

t=i+1 Lt, важливо вiдзначити, що як результат

введеного позначення lkm залежить вiд Li що є одним iз додаткiв в сумi.

Як у випадку з диблок кополiмером, знову розглядаються вiдношення мiж

сегментом в архiтектурi та вiльним лiнiйним ланцюжком, щоб оцiнити вплив

iнших сегментiв на характерний розмiр. Це вiдношення в загальному дається
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виразом:

gi = 1 −
n∑

j ̸=i=1

w̃i,j

[
li,j
Li

ln

(
li,j

Li + li,j

)
− li,j + Lj

Li
ln

(
li,j + Lj

Li + li,j + Lj

)
− LiLj

2(Li + li,j + Lj)(Li + li,j)

)
−

i−1∑
k=1

n∑
m=i+1

w̃kmLkLm(2lkm + Lk + Lm)

2(Lk + lkm + Lm)(Lk + lkm)(lkm + Lm)
. (7.51)

7.3.2. Нерухомi точки, скейлiноговi показники та розмiрнi вiдно-

шення. Розглянений вище пiдхiд прямого полiмерного перенормування легко

поширити на випадок ланцюжка з n блокiв, у результатi чого отримуємо систе-

му з n + n(n− 1)/2 потокових функцiй:

βui,R
= ϵũi,R − 8ũ2i,R, (7.52)

βwi,j,R
= ϵw̃i,j,R − (Li + Lj)

2

LiLj
w̃2

i,j,R − 2wi,j,R(ui,R + uj,R). (7.53)

Спiльнi нулi функцiй (7.52), (7.53) дають нерухомi точки для даної моделi. Пер-

шi n рiвнянь, якi заданi виразом βui,R
= 0, залежать лише вiд вiдповiдного ũi,

а тому кожне з них дає два незалежних вiд iнших рiвнянь розв’язки, якi в

загальному записуються як:

ũi,R = 0, ũi,R =
ϵ

8
, (7.54)

з чого випливає висновок, що всi n сегментiв можуть перебувати по вiдно-

шенню до розчинника лише в одному з двох станiв тета-клубка зi скейлiн-

говим показником νi = 1/2 або набухлого клубка, з вiдповiдним показником

νi = 1/2 + ϵ/16.

Як наслiдок, константа взаємодiї w̃i,j може набувати лише чотирьох насту-

пних значень:

w̃i,j,R = 0, ∀ ũi, ũj, (7.55)

w̃i,j,R =
ϵLiLj

(Li + Lj)2
, ũi = ũj = 0, (7.56)

w̃i,j,R =
3ϵLiLj

4(Li + Lj)2
, ũi ̸= ũj, (7.57)
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Рис. 7.3: Показники γ(n), якi в однопетлевому наближеннi заданi виразами 7.60 та 7.61 як

функцiя кiлькостi сегментiв n в тривимiрному просторi

w̃i,j,R =
ϵLiLj

2(Li + Lj)2
, ũi = ũj =

ϵ

8
. (7.58)

Застосовуючи означення (7.48) до виразу для статистичної суми n-блокового

кополiмеру (7.47), розкладаючи вiдповiдний результат в ряд за вiдхиленням вiд

верхньої критичної вимiрностi та зберiгаючи лише лiнiйнi доданки за ϵ (врахо-

вуючи, що константи взаємодiї пропорцiйнi до ϵ) отримуємо вираз:

γ(n) = 1 +
n∑

i=1

ũi −
n−1∑
i=1

w̃i,i+1. (7.59)

Тут цiкаво вiдзначити, що в однопетелевому наближеннi γ(n) залежить лише

вiд взаємодiї вiдштовхування всерединi сегментiв та мiж найближчими сусiда-

ми, незважаючи, що статсума в цiлому залежить вiд всiх w̃i,j.

Для прикладу, розглянемо кополiмер типу ABABA..., де A та B умовно по-

значають блоки, для яких розчинник є хорошим (з u2i+1 = ϵ/8, i = 0, . . . , n/2−
1) та тета (з u2i = 0, i = 1, . . . , n/2), з тим, що всi сегменти мають однакову
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Рис. 7.4: Розмiрне вiдношення (7.62) для блоку на кiнцi архiтектури (a)та блоку (b) в її

серединi, як функцiя кiлькостi сегментiв.

довжину. У випадку, коли вiдштовхування мiж сегментами вiдсутнє (wi,j = 0),

отримуємо результат:

γ(n) = 1 +
nϵ

16
. (7.60)

Але у випадку, коли взаємодiя мiж сегментами присутня wi,i+1 = 3ϵ/16, отри-

муємо вираз:

γ(n) = 1 +
nϵ

16
− (n− 1)

3ϵ

16
. (7.61)

Графiчно цi результати наведенi на рисунку 7.3. У випадку, коли вiдштовхуван-

ня вiдсутнє, показник зростає у порiвняннi з гомополiмерром, однак у випадку

його присутностi – спадає. Нагадаємо, що оцiнка показника в однопетлевому

наближеннi є лише якiсною, а не кiлькiсною.

Для заданого вище випадку кополiмеру розмiрне вiдношення (7.51) для се-

гменту дано виразом:

gi = 1 − 3ϵ

16

 n∑
j ̸=i=1

(
(|j − i| − 1) ln

(
|j − i| − 1

|j − i|

)

− |j − i| ln
(

|j − i|
1 + |j − i|

)
− 1

2(1 + |j − i|)|j − i|

)
−

i−1∑
k=1

n∑
m=i+1

1

(m− k + 1)(m− k)

]
. (7.62)

Варто зазначити, що ефективний лiнiйний розмiр блоку залежить не лише
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вiд кiлькостi блокiв, але i вiд позицiї блоку в архiтектурi. На рисунку 7.4a на-

ведено результат для кiнцевого блоку (для нього i = 1 або i = n). При значеннi

n = 2 вiдтворюється значення, отримане для диблок кополiмеру в попередньо-

му пiдроздiлi (7.44). Зi зростанням n це вiдношення спочатку рiзко зменшується

на незначну величину, а потiм залишається постiйним при подальшому збiль-

шеннi кiлькостi сегментiв. Однак у випадку блоку, що знаходиться в серединi

структури (з i = n/2), результат наведений на рисунку 7.4b, спостерiгається

монотонне зменшення вiдношення зi зростанням кiлькостi сегментiв, що вказує

на все бiльше i бiльше видовження цього сегмента. У першому випадку вiдноше-

ння виходить на постiйну величину, так як сегмент ефективно взаємодiє лише з

кiлькома найближчими блоками та майже зовсiм не взаємодiє з рештою, нато-

мiсть у другому випадку сегмент в серединi макромолекули взаємодiє не лише

з двiчi бiльшою кiлькiстю сусiднiх сегментiв, але i має значно вищу iмовiрнiсть

взаємодiяти з дальшими сегментами.

7.4. Розетковi та пом-пом кополiмери

Вище розглядались випадки лiнiйних кополiмерiв та увага зосереджувалась

на деяких з їх скейлiнгових властивостей. Надалi аналiзуватиметься вплив рi-

зних взаємодiй мiж структурними елементами на властивостi складногалуже-

них полiмерiв. Для спрощення аналiзу розглядатимуться лише випадки, коли

всi сегменти мають однакову довжину L та є параметризованi радiус векторами

r⃗i(s),з параметром s, що змiнюється вiд 0 до L [7]. Виходячи з того, що сегменти

можуть бути лише двох типiв, а взаємодiї мiж сегментами подiляються на два

типи (мiж однаковими сегментами та мiж рiзними сегментами) гамiльтонiан

можна переписати у виглядi:

H =
1

2

F∑
i=0

∫ L

0

ds

(
dr⃗i(s)

ds

)2

+
ua
2

Fa∑
i=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗i(s

′′))

+
ub
2

Fb∑
i=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗i(s

′′))
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+
wa

2

Fa∑
i=1

Fa∑
i̸=j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)) (7.63)

+
wb

2

Fb∑
i=1

Fb∑
i̸=j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′))

+
wab

2

Fb∑
i=1

Fa∑
j=1

∫ L

0

ds′
∫ L

0

ds′′ δ(r⃗i(s
′) − r⃗j(s

′′)),

тут F – загальна кiлькiсть сегментiв у макромолекулi, Fa, Fb визначають кiль-

кiсть сегментiв у кожнiй з пiдгруп a та b, ua та ub константи взаємодiї вiдштов-

хування мiж мономерами на тому ж сегментi в залежностi вiд того до якої групи

a чи b належить сегмент, wa та wb константи взаємодiї забороненого об’єму мiж

мономерами на рiзних сегментах одного i того ж типу (або типу a з типом a,

або типу b з типом b) i, врештi, wab константа взаємодiї мiж мономерами, що

належать до сегментiв рiзного типу. У випадку, коли ua = ub = wa = wb = wab

вiдтворюється гамiльтонiан для гомополiмеру.

Найпростiшими випадками складногалужених полiмерiв є пом-пом полiмери

та розетковi. Їх топологiї даються статистичними сумами 4.2 та 2.12 вiдповiдно.

Нагадаємо, що пом-пом полiмер складається з основи, вiд кожного з кiнцiв якої

вiдходять f1 та f2 ланцюжкiв вiдповiдно. У цiй частинi для спрощення виразiв

розглядається випадок симетричного пом-пом полiмеру f1 = f2 = f , у якому

всi боковi гiлки належать до одного типу a (Fa = 2f), а основа належить до

iншого типу b (Fb = 1). Приклад наведено на рисунку 7.5. Для розеткового

полiмеру, який мiстить fc ланцюжкiв та fr кiлець, найпростiшим є вибiр, щоб

всi ланцюжки були одного типу a, а всi кiльця iншого типу b.

7.4.1. Статистична сума пом-пом полiмеру. Для початку розглядає-

мо статистичну суму пом-пом полiмеру. Цей процес є тим же ж, що i у випадку

гомополiмеру, який був у четвертому роздiлi з тим, що тепер розклад в ряд

теорiї збурення проводиться не за однiєї, а за п’ятьма константами взаємодiї.

Схематично дiаграми є тими ж, що розглядались ранiше, однак тепер штриховi

лiнiї на них вiдповiдають рiзним взаємодiям. У першому порядку теорiї збурень
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Рис. 7.5: Схематичне зображення розеткового та пом-пом кополiмерiв з позначенням типiв

сегментiв якi використовуватимуться в чисельному моделюваннi

за константами взаємодiї ui, wi цi дiаграми даються виразами:

Z1 =
ua(2π)−d/2L2−d

2

(1 − d
2)(2 − d

2)
, (7.64)

Z2 =
wa(2π)−d/2L2−d

2 (22−
d
2 − 2)

(1 − d
2)(2 − d

2)
, (7.65)

Z3 =
wa(2π)−d/2L2−d

2

(
32−

d
2 − 2(2)2−

d
2 + 1

)
(1 − d

2)(2 − d
2)

, (7.66)

Z4 =
ub(2π)−d/2L2−d

2

(1 − d
2)(2 − d

2)
, (7.67)

Z5 =
wab(2π)−d/2L2−d

2 (22−
d
2 − 2)

(1 − d
2)(2 − d

2)
. (7.68)

У цих вразах варто звернути увагу на кiлька особливостей, одна з них полягає

в тому, що константа взаємодiї wb вiдсутня для пом-пом полiмеру, так як для

цього типу є лише одна траєкторiя в архiтектурi, а друга особливiсть, що для

взаємодiї wa є двi дiаграми, одна з них описує вiдштовхування в межах того ж

”пому”, а друга – взаємодiю мiж рiзними ”помами”.

Розклад в ряд за вiдхиленням вiд верхньої критичної вимiрностi ϵ = 4 − d
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дає вирази для дiаграм:

Z1 = ũa

(
−2

ϵ
− 1

)
, (7.69)

Z2 = w̃a

(
2

ϵ
+ 1 − ln(2)

)
, (7.70)

Z3 = w̃a (2 ln(2) − ln(3)) , (7.71)

Z1 = ũb

(
−2

ϵ
− 1

)
, (7.72)

Z2 = w̃ab

(
2

ϵ
+ 1 − ln(2)

)
. (7.73)

де ũa = ua(2π)−
d
2L2−d

2 , w̃a = wx(2π)−
d
2L2−d

2 безрозмiрнi константи взаємодiї.

Враховуючи цi дiаграми з вiдповiдними комбiнаторними множниками, кiнцевий

вираз для статистичної суми записуємо у виглядi:

Zf,f = 1 − (2fũa + ũb)

(
−2

ϵ
− 1

)
− (f(f − 1)w̃a + 2fw̃ab)

(
2

ϵ
+ 1 − ln(2)

)
+f 2w̃a (2 ln(2) − ln(3)) . (7.74)

Для розрахунку скейлiнгового показника γ використовуємо тотожнiсть (7.48),

що в однопетлевому наближеннi дає вираз:

γpp(f, f) = 1 + 2fũa + ũb − f(f − 1)w̃a − 2fw̃ab (7.75)

7.4.2. Статистична сума розеткового полiмеру. У випадку розетко-

вого полiмеру дiаграми для статистичної суми розглядались уже в третьому

роздiлi цього рукопису. Тут вони повторно приводяться з метою аналiзу впли-

ву рiзних взаємодiй:

Z1 = −2ũb (2πL)−
d
2fr

Γ
(
2 − d

2

)2
(d− 2) Γ (3 − d)

,

Z2 = ũa (2πL)−
d
2fr

4

(4 − d)(2 − d)
,

Z3 = w̃a (2πL)−
d
2fr

4(22−d/2 − 2)

(4 − d)(2 − d)
,

Z4 = w̃b (2πL)−
d
2fr

(
−1

8

2d
√
πΓ
(
1 − d

2

)
Γ
(
5−d
2

)
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+
1

3

2d−15−
d
2

(
2F1(

3
2 ,

d
2 ; 5

2 ; 1
5) − 3 2F1(

1
2 ,

d
2 ; 3

2 ; 1
5)
)

d− 2

)
,

Z5 = w̃ab (2πL)−
d
2fr

2
d−1
2
√
π2F1(

1
2 ,

d−1
2 ; 3

2 ; 1
2)Γ

(
1 − d

2

)
Γ
(
3−d
2

) . (7.76)

На вiдмiну вiд пом-пом полiмеру, тут кожна з дiаграм має свою константу

взаємодiї, а статистична сума в однопетлевому наближеннi з врахування дiа-

грам з їх вiдповiдними комбiнаторними множниками записуємо у виглядi:

Zfc,fr = (2πL)−
d
2fr (1−

f 2
c w̃a + 4fcfrw̃ab + 2f 2

r w̃b − 2fcũa − fcw̃a + 4frũb − 2frw̃b

ϵ

+fcũa + 2frũb +
fc(fc − 1)

2
(ln(2) − 1)w̃a + w̃bfr(fr − 1) ×

×
(√

2

∫ 1

0

dt
ln(2 − t)√

t(t− 2)
√

4 − 2t
+ 1

)
+

2

5
fcfrw̃ab(

√
5 ln(

√
5 + 3)

−
√

5 ln(2) − 5)
)
. (7.77)

Скейлiнговий показник γ для розеткового полiмеру розраховуємо з означення

подiбного до означення показникiв петлеутворення в третьому роздiлi, у резуль-

татi чого показник дається виразом:

γr =
d

2
fr +

f 2
c w̃a + 4fcfrw̃ab + 2f 2

r w̃b − 2fcũa − fcw̃a + 4frũb − 2frw̃b

2
(7.78)

Результати для скейлiнговий показникiв γ наведенi на рисунку 7.6 для пом-пом

полiмеру, коли основа є в тета розчиннику, а боковi гiлки в хорошому розчин-

нику, та для розеткового, коли розчинник є хороший для кiлець. Для пом-пом

кополiмеру присутнiсть взаємодiї мiж мономерами рiзних типiв веде до зниже-

ння показника в порiвняннi з гомополiмером, однак для розеткового полiмеру

ситуацiя є протилежною.

7.4.3. Розмiрнi характкристики. Нагадаємо, що на мовi неперервної

моделi радiус гiрацiї розраховується з означення:

⟨R2
g⟩ =

1

2L2(F )2

F∑
i,j=0

∫ L

0

∫ L

0

ds1 ds2⟨(r⃗i(s2) − r⃗j(s1))
2⟩. (7.79)



229

2 4 6 8 10 12 14
f

−20

−15

−10

−5

0
γp

p
wa, b=0
wa, b=3ε/16
Homopolymer

2 4 6 8 10 12 14
f

0

20

40

60

80

100

120

γr

wa, b=0
wa, b=3ε/16
Homopolymer

Рис. 7.6: Злiва скейлiнговi показники γ для пом-пом полiмеру зображеного на рисунку 7.5,

справа показники γ для розеткового полiмеру з fc = fr. Чорною лiнiєю позначено

кополiмер коли взаємодiя мiж рiзними типами вiдсутня, червоною – присутня, а

синьою позначено гомополiмер

Як було показано вище, характерний розмiр кожного з сегментiв кополiмеру

описується скейлiнговим показником або 1/2 або 1/2 + ϵ/16, а отже, радiус

гiрацiї кополiмера в цiлому не має скейлiнгової поведiнки в його аналiтичному

означеннi, проте макромолекула має три характернi показники [83, 112]. Для

наочностi розпишемо означення для радiуса гiрацiї у виглядi:

⟨R2
g⟩ =

1

2L2(F )2

Fa∑
i,j=0

∫ L

0

∫ L

0

ds1 ds2⟨(r⃗i(s2) − r⃗j(s1))
2⟩. +

1

2L2(F )2

Fb∑
i,j=0

∫ L

0

∫ L

0

ds1 ds2⟨(r⃗i(s2) − r⃗j(s1))
2⟩. +

1

2L2(F )2

Fa∑
i=0

Fb∑
j=0

∫ L

0

∫ L

0

ds1 ds2⟨(r⃗i(s2) − r⃗j(s1))
2⟩. (7.80)

З чого можна ввести позначення:

⟨R2
g⟩ = ⟨r2g,a⟩ + ⟨r2g,b⟩ + ⟨r2g,ab⟩, (7.81)

Тут означення кожної з компоненти залежить вiд архiтектури полiмеру, що

розглядається. Так у випадку розеткових полiмерiв дiаграми (наведенi в тре-

тьому роздiлi на рисунку 3.6), для яких точки обмеження s1, s2 знаходяться

лише на лiнiйних ланцюжках, дають внески в ⟨r2g,a⟩, а дiаграми для яких точки
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обмеження знаходяться лише на кiльцi, дають внесок в ⟨r2g,b⟩ Коли ж одна з

точок обмеження на ланцюжку, а iнша на кiльцi, то цi дiаграми враховуються

в змiшаний додаток ⟨r2g,ab⟩. Подiбно i для пом-пом полiмеру: дiграми для яких

точки обмеження знаходяться на ланцюжку основи ,дають внесок в ⟨r2g,b⟩, тi

де обидвi точки обмеження знаходяться на одному i тому ж “помi”, в доданок

⟨r2g,a⟩. Змiшаний доданок ⟨r2g,ab⟩ утворюється дiаграмами, де одна з точок обме-

ження на основi, а iнша на “помi”, та дiаграмами, де точки обмеження на рiзних

”помах”. Хоча точки обмеження для деяких дiаграм i не лежать на основi але

той факт, що основа є мiж ними, включає її вплив.

Так радiус гiрацiї для основи пом-пом полiмеру дається виразом:

⟨r2g,b⟩pp =
dL

6

(
1 +

2ũb
ϵ

+

(
35

4
− 12 ln(2)

)
fw̃ab +

f 2w̃a

12
− 13

12
ũb

)
,(7.82)

Зауважимо, що полюс в виразi залежить лише вiд вiдштовхування мiж мо-

номерами основи, в однопетлевому наближеннi лише цей доданок впливатиме

на скейлiнговий показник. Ще одне спостереження полягає в тому, що мно-

жник перед дужкою є нiчим iншим, як радiусом гiрацiї ланцюжка в гауссовому

наближеннi.

Подiбно й у випадку суми радiусiв гiрацiї ”помiв” отримуємо вираз:

⟨r2g,a⟩pp =
dLf(3f − 2)

3

(
1 +

2ũa
ϵ

+
1

24(3f − 2)
(w̃ab(144 ln(2)(2f − 3)

−3(52f − 87))+w̃a

(
12 ln(2)(3f 3−78f 2+119f + 40)−36f 3+864 ln(3)f(f − 2)

−318 − 232f 2 + 837f
)
− 2ũa(42f − 29)

))
, (7.83)

який дає скейлiнгову поведiнку, що залежить лише вiд ua, а перед дужками

є подвоєне значення радiуса гiрацiї гауссової зiрки. Врештi змiшаний доданок

даємо виразом:

⟨r2g,ab⟩pp=dL2f 2(f+1)

(
1+

ũa+ũb
ϵ

+
1

72(f + 1)

(
2w̃a(12 ln(2)(3f 2 − 28f − 6)

+9 ln(3) × f(8f + 25) + 3f 3 − 79f 2 − 20f + 39) − w̃ab(14f 2 + 76f + 21 −

72 ln(3)f(f − 1) + 24 ln(2) × (3f 2 − 15f − 4)) − 42ũa(f + 1) − 6ũb(6f + 7)
))

.(7.84)
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Тут знову доданок з полюсом залежить лише вiд ui.

Подiбним чином записуємо i вирази для розеткових полiмерiв:

⟨r2g, a⟩r =
fr(3fc − 2)dL

6

(
1 +

2ũa
ϵ

+
(fc − 1)(16 ln(2)(3fc − 5) − 26fc + 53)w̃a)

4(3fc − 2)

−ũa(42fc − 29)

12(3fc − 2)
+

frũab
25(3fc − 2)

(√
5arctanh(5−

1
2 )(60f 2

c + 132fc − 199) + 10 ×
√

5 ln(2)(3f 2
c − 3fc + 1) − 110fc + 150 − 10

√
5 ln(

√
5 + 3)(3f 2

c − 3fc + 1)
))

,(7.85)

⟨r2g,b⟩r =
fr(2fr − 1)dL

12

(
1 +

2ũb
ϵ

+
w̃b(fr − 1)

8(2fr − 1)

(√
2arctanh

(
2−

1
2

)
(34fr − 59) −

∫ 1

0

768t2arctan((4t2 − 4t− 1)−
1
2 )(t− 1)2(fr − 2)

(4t2 − 4t− 1)
5
2

dt

+

∫ 1

0

16
√

2 ln(2 − t)(t2 − 3t + 1)

(
√

(t)(t− 2)
√

4 − 2t)
dt−

∫ 1

0

64(t− 1)arctan((−4t2 + 4t + 1)−
1
2 )

(−4t2 + 4t + 1)
5
2

(30t4 − 63t3 + 19t2 + 14t + 2)dt
)

+
w̃abfc

8400(2fr − 1)

(
2
√

5arctanh(5−
1
2 ) ×

(6720f 2
r + 76763fr − 77435) − 3360

√
5 ln(

√
5 + 3)fr(2fr − 1)

+155567 + 70 ln(2)(48(2f 2
r − 1)

√
5 − 197(fr − 1)) − 157247fr

))
, (7.86)

⟨r2g, ab⟩r =
frfcdL

12

(
1 +

ũb + 3ũa
2ϵ

− 7

8
ũb +

w̃b

8
(fc − 1)(24 ln(2) − 13) +

+
w̃ab

100
(
√

5arctanh(5−
1
2 )(80fcfr + 32fc + 192fr + 7) − 40

√
5 ln(

√
5 + 3)fcfr +

+40
√

5 ln(2)fcfr − 10fc − 110fr + 40) −

−(fr − 1)w̃a

32

(
192

∫ √
2

1

arctanh(s−1)(s− 1)2(s + 1)2√
2 − s2s4

ds

+29
√

2arctanh(2−
1
2 ) − 84 ln(2) + 8

))
. (7.87)

7.4.4. Скейлiнговi показники. Як уже зазначалось вище, для кополi-

мерiв iснує три характеристичнi масштаби довжини, кожен з яких описується

своїм скейлiнговим показником, кожен з типiв пiдпорядковується показнику: а

саме, окремi показники для сегментiв типу a та типу b та третiй змiшаний пока-

зник, що описує кореляцiї мiж сегментами рiзного типу. У рамках неперервної

моделi з багатьма взаємодiями скейлiнговий показник для характерного розмi-
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ру можна визначити, використовуючи тотожнiсть [1]:

2νx − 1 =
ϵ

2

(
ũa

d ln⟨r2g,x⟩
d ln ũa

+ ũb
d ln⟨r2g,x⟩

d ln ũb
+ w̃a

d ln⟨r2g,x⟩
d ln w̃a

+

+w̃b

d ln⟨r2g,x⟩
d ln w̃b

+ w̃ab

d ln⟨r2g,x⟩
d ln w̃ab

)
. (7.88)

Зауважимо, що ця тожнiсть використовується окремо для кожного з характер-

них масштабiв. У результатi для пом-пом полiмеру отримуємо три скейлiноговi

показники:

νppb =
1

2
(1 + ũb) , (7.89)

νppa =
1

2
(1 + ũa) , (7.90)

νppab =
1

2

(
1 +

ũb + ũa
2

)
, (7.91)

та три показники для розеткового полiмеру:

νrb =
1

2
(1 + ũb) , (7.92)

νra =
1

2
(1 + ũa) , (7.93)

νrab =
1

2

(
1 +

ũb + 3ũa
4

)
. (7.94)

Як i спостерiгалось в iнших роботах для випадку диблок кополiмерiв [83, 112,

189], скейлiнговi показники νxa та νxb залишаються незмiнними та не залежать

вiд присутностi в архiтектурi елементiв з iншою скейлiнговою поведiнкою, бiль-

ше того, вони не залежать вiд взаємодiї мiж блоками того ж типу w̃x. Змiшанi

показники залежать вiд обох типiв, хоча знову ж лише вiд взаємодiї мiж моно-

мерами однiєї i тiєї ж траєкторiї, також вони залежать вiд архiтектури полiмеру.

У випадку, коли ũb = ũa вiдтворюється поведiнка гомополiмеру.

Хоча в строгому аналiтичному сенсi для радiуса гiрацiї показник ν не має

означення, вираз для радiуса гiрацiї архiтектури в цiлому можна записати. У

загальному його подано як:

⟨R2
g⟩ = ⟨R2

g⟩0 (1 + (. . .)) (7.95)
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де ⟨R2
g⟩0радiус гiрацiї в гауссовому наближеннi, (1 + (. . .)) фактор набухання

в однопетлевому наближеннi за константами взаємодiї. Використовуючи тото-

жнiсть (7.88), можна розрахувати ефективний скейлiнговий показник для вiд-

повiдно пом-пом та розеткового полiмерiв:

νppeff =
1

2

(
1 +

12f 2ũa + 6f 2ũb + 2fũa + 6fũb + ũb
18f 2 + 8f + 1

)
, (7.96)

νreff =
1

2
+

fc(3fc + 3fr − 2)ũa
6f 2

c + 8fcfr + 2f 2
r − 4fc − fr

+

fr(2fc + 2fr − 1)ũb
2(6f 2

c + 8fcfr + 2f 2
r − 4fc − fr)

. (7.97)

При ua = ub вiдтворюється скейлiнговий показник для гомополiмеру. Хоча цi

показники не є коректно означеними в математичному сенсi, але вони мають

дещо бiльше практичне значення, так як можуть спостерiгатись на експери-

ментi. Такi спостереження ранiше проводились у чисельному моделюваннi для

зiркових кополiмерiв, для яких були отриманi показники, що залежать вiд ар-

хiтектури розеткового полiмеру [117].

7.4.5. Розмiрнi вiдношення. Хоча взаємодiя мiж рiзними сегментами

не впливає на скейлiнгову поведiнку розмiрних характеристик, вони вплива-

ють на їх амплiтуди, це питання традицiйно вивчається розглядом вiдповiдних

розмiрних вiдношень. Тут розглянено вiдношення pppg , prg означенi як:

pppg =
⟨r2g,b⟩pp
⟨R2

g, chain⟩
, (7.98)

prg =
⟨r2g, arm⟩r
⟨R2

g, chain⟩
, (7.99)

де ⟨r2g,b⟩pp та ⟨r2g, arm⟩r вiдповiдно радiусами гiрацiї основи пом-пом полiмеру

та лiнiйної гiлки в розетковому полiмерi, а ⟨R2
g, chain⟩ радiус гiрацiї лiнiйного

ланцюжка такої ж молекулярної маси.

Пiдставляючи вираз (7.82) в чисельник означення (7.98), та той же вираз при

f = 0 в знаменник та розкладаючи в ряд за константами взаємодiї, отримаємо
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Рис. 7.7: Розмiрне вiдношення pppg як функцiя параметра f для RW основи та бокових

ланцюжкiв RW або SAW

вираз для вiдношення:

pppg = 1 +

(
35

4
− 12 ln(2)

)
fw̃ab +

f 2w̃a

12
(7.100)

Для прикладу розглянемо випадок, коли основа пом-пом полiмеру перебу-

ває в тета розчиннику (ũb = 0), позначимо це умовно RW,яка вiдповiдно порiв-

нюється з гауусовим ланцюжком. Оцiнки числового значення для вiдношення

(7.100) для рiзних взаємодiй як мiж боковими гiлками, так i мiж основою та

боковими гiлками наведенi на рисунку 7.7 в залежностi вiд кiлькостi бокових

гiлок на одному з центрiв галуження f . А випадок, коли боковi гiлки є також

RW та всi взаємодiї мiж сегментами також вiдсутнi (w̃ab = w̃a = 0) є тривi-

альним i дає вiдношення pppg = 1. У випадку коли мiж основою та боковими

гiлками є вiдштовхування, розмiрне вiдношення зростає зi зростанням кiлько-

стi гiлок f , а найсильнiше на зрiст вiдношення впливає наявнiсть ефекту за-

бороненого на помах (позначимо SAW), якi також вiдштовхуються вiд основи

(w̃ab = 3ϵ/16, w̃a = ϵ/8).
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Рис. 7.8: Розмiрне вiдношення prg для RW ланцюжка в розетковому полiмерi, як функцiя

fc = fr = f коли кiльця є або RW або SAW.

Вираз для радiуса гiрацiї окремого ланцюжка в зiрковому полiмерi є:

⟨r2g, arm⟩r =
dL

6

(
1 +

2ũa
ϵ

− 13

12
ũa +

2

5

√
5fcfrw̃ab(ln 2 − ln(

√
5 + 3)

+2arctanh(
√

5
−1

)) − 1

25
frw̃ab(27arctanh(

√
5
−1

))
√

5 − 40)

−((fc − 1)/8)(48 ln 2 − 35)w̃a) . (7.101)

Зауважимо, що в попередньому роздiлi цей вираз розглядався у випадку одно-

рiдного розеткового полiмеру з одним кiльцем. А вiдношення у порiвняннi з

лiнiйним дано виразом:

prg = 1 +
2

5

√
5fcfrw̃ab(ln 2 − ln(

√
5 + 3) (7.102)

− 1

25
frw̃ab(27arctanh(

√
5
−1

))
√

5 − 40) − ((fc − 1)/8)(48 ln 2 − 35)w̃a.

Знову ж порiвнюємо випадки, коли як гiлка розетового полiмеру, так i вiльний

ланцюжок є RW (ũb = 0). Результати оцiнки вiдношення (7.103) для рiзних

взаємодiй мiж кiльцями та кiльцями i ланцюжками наведений на рисунку 7.8 в
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Рис. 7.9: Приклади пом-пом кополiмерiв отриманi з граткових симуляцiй

залежностi вiд параметра f . Найсильнiше на розмiр гiлки впливає, коли SAW

кiльця вiдштовхуються вiд лiнiйних гiлок розеткового полiмеру.

7.4.6. Чисельнi розрахунки для показникiв. Кополiмер розглядає-

мо як сукупнiсть траєкторiй блукань без самоперетинiв (SAW) та випадкових

блукань (RW) на простiй кубiчнiй гратцi. Набiр конформацiй генерується з до-

помогою стрижневого алгоритму [101,198], деталi якого приводились в третьому

i четвертому роздiлах.

У випадку кополiмеру алгоритм дещо модифiковується, так як деякi з пере-

тинiв траєкторiй дозволенi. У цiй моделi вiдсутнiсть взаємодiї мiж сегментами

wi = 0 вводиться як дозвiл для траєкторiй перетинати одна одну.
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Тут розетковi полiмери розглядаються з кiльцями, якi є SAW та вiдштовху-

ються мiж собою, ланцюжки натомiсть формують зiрку типу RW, а взаємодiя

мiж ними або присутня або вiдсутня. Аналогiчно i для пом-пому, приклади

конформацiй для якого наведенi на рисунку 7.9.

Для всiх аналiзованих випадкiв розглядаємо довжини траєкторiй, що ма-

ють вiд N = 10 до N = 150 крокiв. Першi 20NF крокiв використовуємо для

релаксацiї системи до рiвноважної конформацiї, наступнi 106 використовуємо

для розрахунку радiусiв гiрацiй. Розраховуємо, як повний радiус гiрацiї макро-

молекули так i вiдповiднi його складовi.

Скейлiнговi показники розраховуємо з апроксимацiї чисельних результатiв

виразом :

ln(⟨R2
x⟩) = 2νx ln(N) + A. (7.103)

де A та νx константи апроксимацiї.

Результати розрахунку показникiв νa та νb дають величини, що узгоджу-

ються в межах похибок з вiдомими значеннями для вiдповiдного полiмеру в

хорошому розчиннику та в тета-розчиннику. Значення для решти показникiв

наведенi в таблицях 7.2 та 7.3. Вони добре узгоджуються з результатами, отри-

маними для диблок полiмерiв лiнiйної та кiльцевої топологiї [111,116] та резуль-

татами для мiктозiркових полiмерiв [118] в тiй частинi, що присутнiсть взаємодiї

вiдштовхування мiж сегментами рiзного типу не впливає нi на ефективнi, нi на

змiшанi скейлiнговi показники, однак для бiльш надiйного результату необхiдно

провести ширший перелiк симуляцiй та аналiтичний розрахунок в двопетлево-

му наближеннi. Однак навiть з наявних результатiв можна зробити висновок,

що i в вищих порядках теорiї збурень за константами взаємодiї скейлiнговi по-

казники для характерного розмiру не залежать вiд взаємодiї w̃ab.

7.5. Висновки

У роздiлi розглядаються унiверсальнi властивостi складних кополiмерiв з

використанням як аналiтичних, так i чисельних методiв.
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Таблиця 7.2

Скейлiнговi показники для пом-пом полiмеру

f νeff νeff νab νab
w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0 w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0

1 0.556(2) 0.560(3) 0.554(2) 0.559(3)

2 0.563(2) 0.566(4) 0.557(3) 0.561(4)

3 0.559(2) 0.572(2) 0.550(4) 0.566(3)

4 0.571(5) 0.572(6) 0.565(6) 0.563(7)

5 0.563(3) 0.565(3) 0.556(4) 0.556(4)

Таблиця 7.3

Скейлiнговi показники для розеткових полiмерiв

fc fr νeff νeff νab νab
w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0 w̃ab ̸= 0 w̃ab = 0

1 1 0.538(3) 0.545(3) 0.533(2) 0.544(4)

2 1 0.518(7) 0.528(6) 0.528(3) 0.537(6)

3 1 0.509(8) 0.513(4) 0.525(3) 0.527(4)

4 1 0.505(9) 0.504(3) 0.533(4) 0.526(4)

1 2 0.540(7) 0.548(5) 0.529(7) 0.538(6)

2 2 0.535(8) 0.541(4) 0.531(3) 0.543(4)

3 2 0.535(9) 0.527(4) 0.526(3) 0.535(5)

4 2 0.518(7) 0.517(7) 0.533(4) 0.527(8)

У рамках аналiтичного пiдходу отримуємо вiдповiднi нерухомi точки. Для

диблок кополiмеру вони вiдтворюють вiдомi результати, для n блокового полi-

меру показано, що для кожної пари блокiв взаємодiя мiж ними залежить лише

вiд їх внутрiшньої взаємодiї, а оскiльки кожен з блокiв може перебувати ли-

ше в одному з двох станiв, то можливi лише три типи взаємодiї мiж ними в

залежностi вiд типiв блокiв та випадок, коли взаємодiя мiж ними вiдсутня.

Усi розглянутi кополiмери характеризуються трьома характерними масшта-

бами довжини, кожен з яких описується своїм скейлiговим показником. Два з

цих показникiв завжди є або гауссовим або Флорi, а третiй залежить вiд архi-

тектури та описує кореляцiю мiж сегментами рiвних типiв в архiтектурi. Хоча

останнiй показник i залежить вiд архiтектури, та вiн не залежить вiд взаємодiй
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мiж сегментами. Це ж спостереження стосується й ефективних скейлiногових

показникiв для радiуса гiрацiї, що узгоджується з даними попереднiх дослi-

джень.

Хоча взаємодiя мiж рiзними сегментами i не впливає на скейлiноговi пока-

зник ν, вона таки впливає на показники γ, що описують скейлiнгову поведiнку

статистичної суми. Взаємодiї мiж сегментами також впливають на характер-

ний розмiр макромолекул, даючи внески в їх амплiтуду, що веде до зростання

характерного розмiру сегмента у порiвняннi з лiнiйним ланцюжком такої ж

молекулярної маси.

В однопетлевому наближеннi незалежнiсть показникiв вiд взаємодiї мiж се-

гментами дозволяє ввести спрощення в розрахунок, а те, що симуляцiї вказують

на таку ж незалежнiсть у вищих порядках може вказувати на наявнiсть можли-

востi оптимiзацiї розрахункiв i у вищих порядках теорiї збурень.
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ВИСНОВКИ

Метою роботи є аналiтичний опис та чисельне моделювання полiмерних ма-

кромолекул зi складною структурою, що включає як складнiсть архiтектури

(наявнiсть кiлець та багатьох центрiв галуження), так i складнiсть хiмiчної

природи (багатокомпонетнi блок-кополiмери). Зокрема, основна увага зосере-

джується на вивченнi конформацiйних властивостей розмiру та форми iндивi-

дуальних молекул в сильно розведених розчинах, де взаємодiї мiж молекулами

є нехтувально малими [6]. Центральною моделлю в роботi є неперервна мо-

дель полiмера та її розвиток i узагальнення на випадок складних галужених

та багатокомпонентних структур, iз подальшим застосуванням потужного ана-

лiтичного апарату прямого полiмерного перенормування та порiвнянням отри-

маних кiлькiсних оцiнок конформацiйних характеристик полiмерiв iз даними

чисельного моделювання.

Основнi висновки до роботи можна сформулювати таким твердженнями:

1. Вперше розроблено та узагальнено аналiтичний пiдхiд прямого полiмер-

ного перенормування на випадок низки складних мультигалужених по-

лiмерних структур (пом-пом, снiжинка, йоршик) та отримано надiйнi

значення конформацiйних характеристик розмiру та форми таких ма-

кромолекул у гаусовому режимi та режимi хорошого розчинника.

2. Запропоновано та протестовано алгоритм точного розрахунку гiдроди-

намiчного радiуса для гаусових полiмерiв у рамках неперервної моделi

та отримано точнi значення цього параметра для низки складних по-

лiмерних архiтектур. Показано, що зi зростанням ступеня галуження в

розеткових полiмерах та зв’язностi в полiмерних мережах вiдношення

мiж радiусом гiрацiї та гiдродинамiчним радiусом зменшується та пря-

мує до одиницi.

3. Вперше проаналiзовано вплив забороненого об’єму на розмiрнi характе-
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ристики складногалужених полiмерiв (топологiї пом-пом, розетки, ган-

телi). Отриманi результати кiлькiсно узгоджуються з результатами чи-

сельного моделювання. Показано, що зростання ступеня галуження веде

до компактифiкацiї, як i присутнiсть кiлець в архiтектурi.

4. Вперше проаналiзовано вплив вiдносної довжини структурних елемен-

тiв складних полiмерних архiтектур з двома i бiльше центрами галуже-

ння на їх унiверсальнi властивостi. У випадку двох центрiв галуження

кiлькiсно показано, що зi зростанням вiдносної довжини сегмента мiж

центрами галуження характерний розмiр наближається до типового для

лiнiйного полiмеру.

5. Проаналiзовано характеристики розмiру та форми окремих структур-

них елементiв (гiлок) складних полiмерiв. Якiсно показано ступiнь ефе-

ктивного видовження та зростання асиметрiї лiнiйних ланцюжкiв при

включеннi їх в складнiшi мультигалуженi структури порiвняно з вiль-

ними ланцюжками з тим, що ланцюжки з одним вiльним кiнцем видов-

жуються слабше у порiвняннi з тими, у яких обидва кiнцi закрiпленi в

центрах галуження.

6. Застосовуючи як аналiтичнi, так i чисельнi пiдходи, вперше показано не-

залежнiсть скейлiнгових показникiв, що визначають ефективний розмiр

складногалужених блок-кополiмерiв, вiд типу взаємодiї мiж мономера-

ми на рiзних сегментах.

7. Вперше кiлькiсно проаналiзовано вплив взаємодiї мiж мономерами на

характерний розмiр розеткових полiмерiв. Якiсно показано, що прису-

тнiсть далекосяжної взаємодiї мiж мономерами (електростатична взає-

модiя чи взаємодiя модифiкована присутнiстю безладу) веде до зроста-

ння характерного розмiру.
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