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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Релятивiстична задача про зв’язанi стани систем
кiлькох частинок була i залишається принциповою проблемою квантової те-
орiї полiв (КТП). Оскiльки стани iз скiнченною кiлькiстю частинкок не є, за-
галом, власними станами гамiльтонiанiв КТП, то для їх опису розвинуто низку
наближених пiдходiв, таких як рiвняння Бете-Салпiтера 1 (БС), квазiпотен-

цiальнi р-ня 2, варiацiйний метод в КТП 3 тощо. Розвинутi та застосованi для
систем з елетромагнетною взаємодiєю, цi пiдходи важко поширити в область
сильних взаємодiй та сильно зв’язаних систем в силу пертурбативної природи
цих пiдходiв, втрати пуанкаре-iнварiантностi, неконтрольованостi наближень
та iнших недолiкiв.

Калiбрувальна теорiя на ґратцi – непертурбативний пiдхiд до опису га-
дронних систем 4. В його рамках, з великими затратами компютерних ресурсiв,
розраховують розподiли ґлюонного поля та потенцiалiв взаємодiй у статичних
конфiгурацiях кваркiв 5, але релятивiстичнi аспекти таких взаємодiй у ґратко-
вих обчисленнях практично не дослiджено.

Альтернативою чи доповненням до згаданих квантово-польових пiдходiв
може стати формалiзм iнтеґралiв дiї типу Фоккера в теорiй дiї на вiдстанi,
або релятивiстичнiй теорiй прямих взаємодiй (РТПВ) – сукупностi конце-
пцiй, пiдходiв та моделей для опису релятивiстичних композитних систем, в
яких не вживається поняття поля-носiя взаємодiй як незалежного об’єкту 6,7,8.

На противагу до феноменологiчних гамiльтонових чи a priori квантових
пiдходiв РТПВ 9,10, формалiзм iнтеґралiв дiї типу Фоккера є класичним пiд-
ходом, пов’язаним з теоретико-польовими описами взаємодiй частинок 11a. Вi-
домий вже майже столiття 12, хоч в основному як основа електродинамiки
Вiлера-Фейнмана, цей формалiзм було узагальнено i на iншi теоретико-польовi
взаємодiї, включно з випадками скалярного поля та тензорних полiв вищих
спiнiв 8, ґравiтацiї 7, утримної мiжкваркової взаємодiї 13 та iн.11b

Варiацiйна задача типу Фоккера приводить до рiзницево- або iнтеґро-дифе-

1Salpeter E.E., Bethe H.A. Phys. Rev. 1951, 84, 1232
2Todorov I.T. Phys. Rev. D, 1971, 3, 2351
3Darewych J.W. Ukr. Fiz. Zh., 1996, 41, 41
4Greensite J. Prog. Part. Nucl. Phys., 2003, 51, 1
5Swanson E.S. AIP Conf. Proc., 2004, 717, 636
6Llosa J. (ed.) Relativistic action at a distance: classical and quantum aspects. Springer, 1982
7aВладимиров Ю.С., Турыгин А.Д. Теория прямых межчастичных взаимодействий. –

М.: Энергоатомиздат, 1986; 7bHoyle F., Narilikar J.V. Rev. Mod. Phys., 1995, 67, 113
8Третяк В.I. Форми релятивiстичної лагранжевої динамiки. К.: Наукова думка, 2011
9Keister, B.D., Polyzou W.N. Adv. Nucl. Phys., 1991, 20, 225

10Longhi G., Lusanna L. (eds.) Constraint’s theory and relativistic dynamics. World Sci., 1987
11aLouis-Martinez D.J. Found. Phys., 2012, 42, 215; 11bPhys. Lett. B, 2006, 632, 733
12Tetrode, H. Z. Phys., 1922, 10, 317; Fokker A.D. Z. Phys., 1929, 28, 386
13aRivacoba, A. Nuovo Cimento B, 1984, 84, 35; 13bWeiss, J. J. Math. Phys., 1986, 27, 1015
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ренцiйних рiвнянь руху, тобто описує динамiку з часовою нелокальнiстю, для
якої побудова гамiльтонового i тим бiльше квантового опису є нетривiальними
задачами. Вiдомi пертурбативнi схеми гамiльтонiзацiї часо-нелокальної дина-
мiки (див. стор. 11) мають обмежене застосування, i не придатнi для опису
сильно зв’язаних систем. Однак такий опис, альтернативний до КТП, був би
бажаним i коректним в областi енергiй, де процеси випромiнювання (а кванто-
вою мовою – процеси народження чи анiгiляцiї частинок) вiдсутнi або неiсто-
тнi, але iншi релятивiстичнi ефекти необхiдно враховувати.

У данiй дисертацiйнiй роботi розвиваються новi можливостi гамiльтонiзацiї
та квантування систем типу Фоккера, придатнi для випадку сильного зв’яз-
ку. Обидвi можливостi пов’язанi iз точними двочастинковими розв’язками у
формалiзмi типу Фоккера.

Першу можливiсть у класичному варiантi реалiзували Старушкевич та
iн.14,15 Вони замiнили в iнтеґралi Тетроде-Фоккера12 симетричну функцiю Ґрi-
на на запiзнену чи випередну. Це дало змогу звести таку часо-асиметричну

дiю до одно-часової пуанкаре-iнварiантної форми, тобто переформулювати мо-
дель у рамки локального лаґранжевого, а далi й гамiльтонового формалiзму,
i врештi проiнтегрувати модель стандартними методами.

Представляє iнтерес узагальнення цiєї часо-асиметричної моделi на iншi
теоретико-польовi взаємодiї. Спрощенi версiї таких систем у двовимiрному
просторi-часi M2 виявили фiзичну змiстовнiсть 16. Реалiстичнiший 4-вимiрний
випадок значно складнiший i вимагає iншого пiдходу. У дисертацiйнiй роботi
розвивається теоретична схема, що дозволяє вивчення класичної динамiки та
квантування часо-асиметричних систем в M4.

Iнша можливiсть стосується гамiльтонiзацiї та квантування iстотно нело-
кальних часо-симетричних систем типу Фоккера. Вона ґрунтується на iснуван-
нi в таких системах точних розв’язкiв у виглядi колових орбiт 17 та розглядi
загального руху частинок як збурення колового. Хоча такий пiдхiд не усуває
часову нелокальнiсть, але лiнiйнiсть динамiки збурених майже колових орбiт
(МКО) дозволяє конструктивно здiйснити гамiльтонiзацiю та квантування.

Вiднедавна концепцiю дiї на вiдстанi застосовують для опису систем полiв
матерiї. Основою опису є частково редукованi (ЧР) лаґранжiани з нелокальни-
ми членами, що описують взаємодiю мiж собою струмiв матерiї через функцiю
Ґрiна поля-посередника, редукованого у вихiдному лаґранжiанi системи.

ЧР-лаґранжiани можуть бути джерелом релятивiстичних кiлькачастинко-
вих хвильових рiвнянь, отриманих евристично 18 чи варiацiйним методом 19.

14Staruszkiewicz A.Ann. Phys., 1970,25, 362; Rudd R.A., Hill R.N. J.Math. Phys., 1970,11, 2704
15Staruszkiewicz A.Ann. I.H. Poincaré, 1971,14, 69; Künzle H.P. Int. J. Theor. Phys., 1974,11, 395
16Tretyak V., Shpytko V. J. Nonlin. Math. Phys., 1997, 4, 161; J. Phys. A, 2000, 33, 5719
17Schild, A. Phys. Rev., 1963, 131, 2762; Degasperis A. Phys. Rev. D, 1971, 3, 273
18Barut A.O., Komy S. Fortschr. Phys., 1985, 33, 309
19Barham M., Darewych J. J. Phys. A, 1998, 31, 3481
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Послiдовнiший шлях вимагає поширення технiки гамiльтонiзацiї iнтеґралiв ти-
пу Фоккера на польовi системи, що i здiйснено в дисертацiї. Така частково

редукована теорiя поля (ЧРТП) спрощує аналiз мiжчастинкових взаємодiй та
допускає моделi, непослiдовнi з погляду звичної КТП. Змiстовними прикла-
дами є спiнорна хромодинамiка чи нестандартнi (нелiнiйнi) моделi Юкави, що
стосуються опису систем iз сильною взаємодiєю.

Квантову систему двох фермiонiв можна описати двочастинковим рiвня-
нням Дiрака (2ЧРД), вiдомим у релятивiстичнiй задачi про зв’язанi стани.
Окрiм двох дiракiвських вiльночастинкових членiв, воно мiстить оператор (чи
потенцiал) взаємодiї, наприклад: потенцiал Брайта 20 чи iншi версiї електро-
магнетного потенцiалу 21, або його узагальнення на мiжкваркову 22 чи мiжну-
клонну 23 взаємодiї. ЧРТП допускає широкий клас взаємодiй, для яких можна
вивести вiдповiднi двофермiоннi потенцiали в координатному представленнi,
зокрема вiдтворити потенцiал Брайта.

Довший час не тiльки виведення, але й розв’язування 2ЧРД розглядали
лише в рамках теорiї збурень. Для випадку електромагнетної взаємодiї таке
тлумачення рiвняння Брайта має фiзичний сенс 24. В задачах iз сильним зв’яз-
ком використання теорiї збурень є необґрунтованим. Непертурбативний аналiз
рiвняння Брайта та iнших 2ЧРД як системи диференцiйних рiвнянь виявляє
патологiчнi особливостi такої системи, що роблять вiдповiдну краєву задачу
математично некоректною. Тому частина дисертацiї присвячена розвитку не-
пертурбативних та псевдо-пертурбативних методiв розв’язування 2ЧРД.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН Укра-
їни. Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно планiв робiт в рам-
ках бюджетних тем НАН України: "Розробка концепцiї форм релятивiстської
динамiки як просторово-часових описiв системи частинок" (1991-1995 pp., но-
мер державної реєстрацiї 01.9.10-002366), "Релятивiстична механiка класичних
i квантових систем частинок з внутрiшньою структурою в теорiї прямих вза-
ємодiй" (1996-2000 pp., номер державної реєстрацiї 0196U002366), "Термоди-
намiка та кiнетика псевдоспiн-фермiонних моделей локальио-ангармонiчиих
кристалiчних i молекулярних систем з сильними хаббардiвськими кореляцiя-
ми" (1999—2001 pp., номер державної реєстрацiї 0199U000670), "Розробка су-
часних теоретичних методiв та їх застосування до вивчення властивостей кон-
денсованих систем" (2002—2006 pp., номер державної реєстрацiї 0102U001794),
"Дослiдження колективних iонних та електрон-iонних процесiв у твердих тi-

20Breit G. Phys. Rev., 1929, 34, 553
21Van Alstine, P., Crater H.W. Found. Phys., 1997, 27, 67
22Childers, R.W. Phys. Rev. D, 1987, 36, 606
23Сименог I.В., Туровський О.I. Укр. фiз. журн., 2001, 46, 391
24Bethe H.A., Salpeter E.E. Quantum mechanics of one- and two-electron atoms. – Berlin:

Springer, 1957
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лах на основi фермiонних граткових моделей" (2002-2004 pp., номер держав-
ної реєстрацiї 0102U000217), "Розвиток аналiтичних методiв теорiї енергети-
чного спектру та динамiки сильнокорельованих систем частинок" (2005—2007
pp., номер державної реєстрацiї 0105U002085), "Розвиток i застосування ме-
тодiв аналiтичної теорiї та комп’ютерного експерименту для опису явищ пе-
реносу в iон-електронпих системах" (2007-2011 pp., номер державної реєстра-
цiї 0107U002081), "Моделювання фiзичних властивостей квантових ґраткових
систем з сильними багаточастинковими кореляцiями" (2008-2012 pp., номер
державної реєстрацiї 0108U001154), "Квантовi багаточастинковi ґратковi си-
стеми: динамiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй" (2013-2017 pp., номер
державної реєстрацiї 0112U007761), а також проекту "Багатомасштабнiсть i
структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i застосування" (2012-
2016 pp., номер державної реєстрацiї 0112U003119), "Класичнi та квантовi си-
стеми за межами стандартних пiдходiв: електродинамiка у просторах вищої
вимiрностi" (2015 р., номер державної реєстрацiї 0115U004838; 2016 р., номер
державної реєстрацiї 0116U005055).

Мета i задачi дослiдження. Мета цiєї роботи: побудова квантового опи-
су релятивiстичних систем кiлькох частинок iз взаємодiєю на основi класи-
чних варiацiйних задач iз часовою нелокальнiстю, а саме – iнтеґралiв дiї типу
Фоккера i редукованих теоретико-польових лаґранжiанiв; виведення реляти-
вiстичних хвильових рiвняннь системи двох i бiльше частинок iз взаємодiєю
польового типу; опис на цiй основi зв’язаних станiв iстотно релятивiстичних
систем: позитронiю, легких мезонiв, барiонiв, систем з ефективними взаємодi-
ями тощо.

Для досягнення цiєї мети у роботi розв’язано низку задач, серед яких:

• Побудова для класу теоретико-польових взаємодiй iнтеґралiв дiї типу
Фоккера та побудова їх часо-асиметричних версiй.

• Побудова точного гамiльтонового опису широкого класу релятивiстичних
двочастинкових систем на основi часо-асиметричних iнтеґралiв дiї типу
Фоккера та їх квантування.

• Опрацювання процедури гамiльтонiзацiї та квантування часо-симетричних
iнтеґралiв дiї типу Фоккера у наближеннi майже колових орбiт.

• Розробка релятивiстичних потенцiальних моделей мезонiв на основi iн-
теґралiв дiї типу Фоккера.

• Редукцiя низки теоретико-польових моделей до ефективних лаґранжiа-
нiв iз часовою нелокальнiстю.

• Опрацювання наближених схем гамiльтонiзацiї та квантування частково
редукованих теоретико-польових моделей, виведення кiлькачастинкових
хвильових рiвнянь варiацiйним методом.

• Побудова i дослiдження частково редукованих теоретико-польових моде-
лей iз сильною взаємодiєю.
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Об’єктом дослiдження є iнтеґрали дiї типу Фоккера, частково редукованi
нелокальнi лаґранжiани, i сформульований в їх рамках опис систем 2-х i 3-х
частинок з теоретико-польовою та сильною взаємодiєю.

Предмет дослiдження: гамiльтонiв i квантовий опис релятивiстичних си-
стем, що задаються iнтеґралами дiї типу Фоккера та лаґранжiаними iз часовою
нелокальнiстю; структура релятивiстичних хвильових рiвняннь; спектри енер-
гiї релятивiстичних двочастинкових потенцiальних моделей мезонiв та деяких
iнших систем.

Методи дослiдження: лаґранжева та гамiльтонова механiка, дiракiвський
формалiзм iз в’язями, метод редукцiї ступенiв вiльностi, теоретико-груповий
аналiз рiвнянь динамiки.

Наукова новизна одержаних результатiв.
1. Запропоновано широкий клас пуанкаре-iнварiантних двочастинкових си-

стем в рамках формалiзму iнтеґралiв дiї типу Фоккера iз ядром взаємодiї,
пропорцiйним до запiзненої (чи випередної) функцiї Ґрiна рiвняння Далам-
бера. Побудовано явно коварiантний опис таких часо-асиметричних систем в
рамках дiракiвського формалiзму з в’язями та тривимiрний гамiльтонiв опис
типу Бакамджiана-Томаса. Усi часо-асиметричнi системи iнтеґровнi у квадра-
турах. Фiзично змiстовний пiдклас часо-асиметричних систем вiдповiдає такiй
взаємодiї через релятивiстичне безмасове поле довiльного спiну (включно з
ґравiтацiйним), коли на одну частинку дiє випередне поле другої частинки, а
на другу – запiзнене поле першої. Проаналiзовано динамiку (точну чи набли-
жену) таких систем, здiйснено їх квантування методом динамiчної алгебри,
знайдено спектри зв’язаних станiв.

2. Для фоккерiвської моделi Рiвакоби-Вейса запропоновано iнтерпретацiю
векторної взаємодiї лiнiйного росту в термiнах ефективної теорiї поля з вищи-
ми похiдними. Побудовано часо-асиметричну версiю моделi, здiйснено кван-
тування, виведено та розв’язано хвильове рiвняння. Отримано спектри мас
системи з частинками (кварками) рiзної маси – траєкторiї Редже, показано,
що вони узгоджуються iз спектрами сiмейств важких та легких мезонiв i ви-
являють характерне для них випадкове виродження типу кулонiвського.

3. Запропоновано псевдо-пертурбативний метод майже колових орбiт (МКО)
для гамiльтонiзацiї та квантування часо-симетричних фоккерiвських iнтеґра-
лiв дiї загального вигляду. Метод застосовано до моделi Рiвакоби-Вейса та її
скалярно-векторної версiї, бiльш адекватної для унiверсального опису важких
та легких мезонiв. Обчисленi траєкторiї Редже незалежно пiдтверджують ва-
жливiсть скалярної компоненти мiжкваркової взаємодiї в мезонах.

4. В рамках частково редукованої теорiї поля виведено двочастинкове рiв-
няння Дiрака (2ЧРД) з потенцiалом Брайта i квазiрелятивiстичними поправ-
ками, i його узагальнення на випадки (псевдо)скалярної, (псевдо)векторної i
тензорної взаємодiй. Потенцiал виражено через симетричну функцiю Ґрiна
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поля-медiатора взаємодiї або феноменологiчне пуанкаре-iнварiантне ядро вза-
ємодiї iз заданими властивостями.

5. Запропоновано блок-матричне представлення радiально редукованого
2ЧРД та зведення його до матрично-двочленного рiвняння 2-го порядку, що
дозволило:
a) виявляти нефiзичнi синґулярностi 2ЧРД;
b) непертурбативно обчислити енергiю ортопозитронiю для довiльного значе-
ння константи взаємодiї α, отримати її критичне значення αc = 2/

√
3;

б) знайти сiм’ю нових точно розв’язних 2ЧРД типу осциляторiв Дiрака;
в) розвинути та застосувати у спектроскопiї мезонiв псевдо-пертурбативний
метод 1/j-розкладiв розв’язування 2ЧРД з довiльним локальним потенцiалом.

6. Запропоновано нелiнiйнi узагальнення скалярних моделей КТП (Вiка-
Куткоскi i дипольної), що приводять до тричастинкового потенцiалу взаємодiї
логарифмiчного росту. Показано, що цей потенцiал пов’язаний з кластерними
поправками до взаємодiї 1-ґлюонного обмiну у спiнорнiй хромодинамiцi.

Практичне значення одержаних результатiв. Отриманi в дисертацiї
результати можуть бути використанi для опису класичних та квантових мало-
частинкових систем, в яких релятивiстична кiнематика та запiзнення взаємодiї
є iстотними, однак радiацiйними ефектами (а в квантовому описi - ефектами
народження-знищення) можна знехтувати. Серед таких систем можуть бути
йони важких атомiв, ядра легких елементiв, важкi та легкi гадрони та си-
стеми гiпотетичних частинок - представникiв темної матерiї. Представлений в
дисертацiї пiдхiд може спростити обчислення спектрiв таких систем, в обхiд
складних теоретико-польових методiв, або дати попереднi результати у тих
випадках, коли (ще) немає послiдовного теоретико-польового опису взаємодiї.
Деякi результати дисертацiї вже використано в лiтературi. 25, 26

Особистий внесок здобувача. Серед основних робiт, в яких опублiкова-
но результати дисертацiї [1–24], роботи [2–4, 6, 7, 10, 13–16, 22, 24] виконанi без
спiвавторiв. В рештi основних робiт внесок здобувача розкрито нижче. В ро-
ботi [1] здобувачем побудовано явно коварiантний канонiчний опис з в’язями
двочастинкових систем на свiтловому конусi. Розвиток цього пiдходу пред-
ставлено i в роботi [5], де автору також належать усi результати стосовно ди-
намiки часоасиметричних моделей у 4-вимiрному просторi Мiнковського. В
роботi [8] для часоасиметричних моделей iз довiльною взаємодiєю польово-
го типу побудовано ґенератори динамiчної алгебри so(2,1) та запропоновано
пертурбацiйну процедуру дiагоналiзацiї. В роботi [9] дисертант показав, що
двофермiонне варiацiйне рiвняння у калiбруваннi Лоренца не є хибним рiв-
нянням Единґтона-Ґанта (як очiкував спiвавтор), а з врахуванням поправок
на запiзнення збiгається з рiвнянням Брайта, отриманим спiвавтором у ка-

25Tho N.V. J.Math. Phys., 2008,49, 062301; Tho N.V., HoanN.Q. J. Phys. Sci.& App. 2012,2, 328
26He J.-K., Li Y., Chen H. Internat. J. Modern Phys.: Conf. Ser., 2014, 29, 1460246
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лiбруваннi Кулона. Автор також здiйснив радiальну редукцiю цього р-ня та
запропонував матричний метод дiагоналiзацiїї. В роботi [12] автор виводить
поправки на запiзнення для взаємодiй рiзної лоренц-структури. В роботi [11]
для частково редукованої моделi Юкави та її узагальнень автор пропонує по-
слiдовну пертурбацiйну схему побудови класичного гамiльтонового опису, а в
роботi [20] – ґенераторiв групи Пуанкаре, що послужили спiвавторам основою
для квантування. В цьому ж ключi в роботах [17–19] розглядаються нелiнiйнi
узагальнення моделей Вiка-Куткоскi та дипольної, де автор будує редукова-
ний лаґранжiан системи, нелiнiйнi нелокальнi поправки до гамiльтонiану, а
також явно виводить i дослiджує нерелятивiстичний потенцiал кластерної 3-
частинкової взаємодiї. Пов’язанi iз ним кластернi потенцiали у класичнiй хро-
модинамiцi автор вивчав у роботi [21]. У роботi [23] здобувач пропонує модель
типу Юкави iз тахiонною взаємодiєю, виводить для неї нерелятивiстичний по-
тенцiал, i дослiджує зв’язанi стани вiдповiдного р-ня Шредингера.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались
i опублiкованi [25–50] в матерiалах таких конференцiй, нарад та семiнарiв: X
Мiжнародна конференцiя “Адрони–94” (Україна, Ужгород, 1994), I, III, VI i VII
Мiжнароднi конференцii “Симетрiя в нелiнiйнiй математичнiй фiзицi” (Укра-
їна, Київ, 1995, 1999, 2005 i 2007), XXXII Симпозiум з математичної фiзики;
спец. сесiя: “Симетрiї в нелiнiйних системах” (Польща, Торунь, 2000), “Рiздвянi
дискусiї” на кафедрi теоретичної фiзики ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв,
2001, 2003, 2006, 2008, 2013 i 2015), XVIII Европейська конференцiя з проблем
кiлькох частинок у фiзицi (Словенiя, Блед, 2002), XVII Мiжнародна конферен-
цiя з проблем кiлькох частинок у фiзицi (США, Пiвнiчна Каролiна, Дюрам,
2003), Наукова конференцiя “Сучаснi проблеми квантової теорiї” присвячена
100-рiччю вiд дня народження Зiновiя Храпливого (Україна, Тернопiль, 2004),
II i III Мiжнароднi конференцii з квантової електродинамiки та статистичної
фiзики (Україна, Харкiв, 2006 i 2011), Всеукраїнський семiнар з теоретичної
та математичної фiзики. До 80-рiччя професора А.В.Свiдзинського (Україна,
Луцьк, 2009), 5-та мiжнародна конференцiя РНAOПM – 2010 (Україна, Луцьк,
Шацькi озера, 2010), X Всеукраїнська школа-семiнар i конкурс молодих вче-
них у галузi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Україна,
Львiв, 2010), 3rd, 6rd– 8rd Workshops on Current Problems in Physics (Ukraine,
Lviv, 2010, 2014; Poland Zielona Góra, 2013, 2015), 21th European Conference
on Few-Body Problems in Physics (Spain, Salamanca, 2010), Наукова конферен-
цiя “Новi напрямки у фiзицi та астрофiзицi” присвячена 65-рiччю проф. I. О.
Вакарчука. ЛНУ iм. I. Франка (Україна, Львiв, 2012), Всеукраїнська наукова
конференцiя “Актуальнi проблеми теоретичної, експериментальної та прикла-
дної фiзики” (Україна, Тернопiль, 2012), а також на конференцiях i семiнарах
Наукового товариства iменi Шевченка та iнших наукових зустрiчах.

Окремi результати неодноразово доповiдалися на семiнарах Iнституту фiзи-
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ки конденсованих систем НАН України i вiддiлу компютерного моделювання
багаточастинкових систем цього iнституту.

Публiкацiї. Матерiали дисертацiї представлено у 24 статтях у фахових
наукових журналах i збiрниках [1–24], 26 матерiалах i тезах конференцiй [25–
50], та 16 препринтах.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз
вступу, огляду лiтератури, шести роздiлiв з викладом результатiв оригiналь-
них дослiджень, висновкiв, списку цитованих джерел i додаткiв. Роботу ви-
кладено на 326 сторiнках (разом iз перелiком джерел i додатками – на 378
сторiнках). Бiблiографiчний список мiстить 415 покликiв.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Перший роздiл є оглядом лiтератури за трьома темами, що безпосере-
дньо стосуються дисертацiйної роботи. У пiдроздiлi 1.1 розглядаються основ-
нi пiдходи до релятивiстичної квантової задачi кiлькох (особливо двох) тiл.
Одна група пiдходiв – це рiвняння Брайта, Бете-Салпiтера та пов’язанi з ним
рiвняння Салпiтера i квазiпотенцiальнi, варiацiйнi та iншi кiлькачастинковi
рiвняння квантово-польового походження. Iнша група – феноменологiчнi хви-
льовi рiвняння та квантовi рiвняння, що базуються на релятивiстичнiй теорiї
прямих взаємодiй (РТПВ), особливо її явно коварiантного та тривимiрного га-
мiльтонових формалiзмiв. Коротко описано структуру рiзних релятивiстичних
хвильових рiвнянь, їх особливостi та область застосування. Через широту цiєї
теми огляд не може претендувати на повноту: вiн поданий для того, щоб пока-
зати мiсце, зв’язок, переваги та недолiки запропонованого в дисертацiї пiдходу
по вiдношенню до вiдомих iнших.

Те ж стосується i другої частини огляду – пiдроздiлу 1.2, присвяченого
релятивiстичним потенцiальним моделям мезонiв та барiонiв. Ця частина по-
чинається з огляду статичних потенцiалiв мiжкваркової взаємодiї, задiяних
в нерелятивiстичних моделях важких мезонiв та барiонiв 27. Однi потенцiа-
ли є суто феноменологiчнi. Iншi отриманi з квантової хромодинамiки (КХД)
шляхом наближених пiдходiв та оцiнок. Найпростiшим КХД-вмотивованим
потенцiалом є корнельський: U(r) = −α/r + ar. Його кулонiвська частина
є нерелятивiстичною границею взаємодiї 1-глюонного обмiну iз константою,
залежною вiд ароматного складу мезона: α = 0.25 ÷ 0.3 для bb̄ i cc̄, i зро-
стає iз зменшенням мас кваркiв. Лiнiйну ж частину мотивують дуальним ефе-
ктом Мейснера 28 – утворенням трубки (т.зв. струни) хромоелектричного по-
ля з унiверсальним (тобто не залежним вiд аромату) значенням натягу струни
a = 0.18 ÷ 0.2 ҐеВ2, прийнятим у багатьох моделях i недавно пiдтвердже-

27Lucha W., Schoberl F.F., Gromes D. Phys. Rep., 1991, 200, 127
28’t Hooft G. Phys. Scripta B, 1982, 25, 133
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ним числовими КХД-симуляцiями на ґратцi 29. Залежнiсть α вiд аромату є
наслiдком асимптотичної свободи, врахованої бiльш послiдовно у складнiших
потенцiалах (наприклад Рiчардсона).

Спектри мас легких мезонiв (складених з кваркiв u, d та s) мають хара-
ктернi риси, якi пiсля деякої iдеалiзацiї можна описати так 30:

1. Мезоннi стани з масами M та власним моментом iмпульсу j лягають у
площинi (M2, j) на майже прямi траєкторiї Редже (ТР).

2. ТР паралельнi одна однiй з унiверсальним параметром нахилу σ≈ 1.15ҐеВ2.
3. Можливiсть класифiкацiї мезонiв як

(

n 2s+1
r ℓj

)

–станiв кварк-антикваркової
системи, де ℓ i nr – орбiтальне i радiальне квантовi числа, s− спiн системи.

4. Спiн-орбiтальне виродження: стани залежать вiд ℓ i nr, а не вiд j чи s.
5. Випадкове виродження: “вежова” структура рiвнiв з рiзними ℓ i nr.
Властивостi 1–3 означають, що у площинi (M2, ℓ) мезоннi стани також утво-

рюють прямi: iснує 4 головних (nr = 0) траєкторiй Редже, що вiдповiдають
синглетним (s = 0) та триплетним (s = 1) сiмействам станiв, i кожна головна
траєкторiя породжує низку дочiрнiх (nr = 1, 2, . . . ). Властивiсть 4 значить, що
у площинi (M2, ℓ) усi головнi траєкторiї вироджуються в одну (це ж стосує-
ться i дочiрнiх траєкторiй з фiксованим nr). Отже, енергетичнi рiвнi системи
qq̄ можна описати формулою:

M2 ≈ σ(ℓ+ κnr + ζ), (1)

де стала ζ – т.зв. iнтерцепт – росте iз масою кваркiв. Властивiсть 5 обмежує
сталу κ до цiлого або рацiонального числа 31.

Реальнi спектри мезонiв вiдрiзняються вiд iдеалiзованих. По-перше, вiдо-
мо обмежене число мезонiв, i не всi вони надiйно iдентифiкуються iз станами
iдеалiзованих спектрiв. Далi, наближеними є лiнiйнiсть, паралельнiсть та спiн-
орбiтальне виродження ТР, а вежова структура встановлена ненадiйно (тобто
лише для окремих груп станiв) i також є наближеною 32. Автори деяких ро-
бiт стверджують, що лiнiйнiсть (навiть наближена) не є характерною рисою
ТР. Такий висновок виводять як з аналiзу експериментальних даних 33, так i
в рамках деяких теоретичних моделей 34. На загал, кривина ТР є незначною,
особливо для траєкторiй легких гадронiв. Аргументи ж на корись iстотної
нелiнiйностi ТР, представленi у рiзних роботах, все ще не мають спiльної те-
оретичної основи. Автор цiєї дисертацiйної роботи притримується бiльш тра-
дицiйного погляду в тому, що ТР є наближено лiнiйними, а незначна кривина

29Bissey F., Signaland A.I., Leinweber D.B. Phys. Rev. D, 2009, 80, 114506
30Berdnikov E.B., Pronko G.P. Sov. J. Nucl. Phys., 1991, 54, 763
31Goebel C., LaCourse D., Olsson M.G. Phys. Rev. D., 1990, 41, 2917
32Simonov Y. Nuovo Cimento A, 1994, 107, 2629
33Tang A., Norbury J.W. Phys. Rev. D, 2000, 62, 016006
34Brisudova M.M., Burakovsky L., Goldman N. Nucl. Phys. B, 2000, 90, 120
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може бути обумовлена масивнiстю кваркiв, впливом короткосяжної взаємодiї
тощо.

Для опису легких мезонiв як кварк-антикваркових систем були винайденi
iстотно релятивiстичнi моделi. Проста релятивiстична осциляторна модель 35

точно вiдтворює формулу (1) з κ = 2. Подiбну залежнiсть асимптотично (при
великих ℓ) дають струннi моделi 32, якi також пов’язують коефiцiєнт нахилу
ТР з натягом струни: σ = ka, де k = 2π ≈ 6.3.

Подальший прогрес пов’язаний з побудовою унiверсальних потенцiальних
моделей, що об’єднують опис реальних спектрiв важких та легких мезонiв
(або/i барiонiв). Для цього використовувалися практично усi типи описаних
в пiдроздiлi 1.1 релятивiстичних узагальнень рiвнянь Шрединґера з корнель-
ським чи складнiшими потенцiалами: одно- 36 i двочастинковi 37 рiвняння Дi-
рака, Салпiтера 38, варiацiйнi 39 та iншi. Найцитованiшi релятивiстичнi моделi
розглядаються в рештi пiдроздiлу 1.2. Бiльшiсть з них дає асимптотично (при
великих ℓ чи j) лiнiйнi ТР з “осциляторним” випадковим виродженням (тобто
з κ = 2 у р-нi (1)). Значення κ = 1 краще вiдповiдає дослiдним даним; його
можна ввести феноменологiчно, та важко вiдтворити у моделях 40. Така мо-
дель буде розвинута у данiй дисертацiї – в рамках формалiзму iнтеґралiв дiї

типу Фоккера.
Третя частина огляду – пiдроздiл 1.3 – як раз присвячено важливим аспе-

ктам цього класичного формалiзму релятивiстичної теорiї прямих взаємодiй
(РТПВ). В його рамках можна описувати замкнутi релятивiстичнi системи
точкових частинок з дуже широким вибором взаємодiй. Для дисертацiї найцi-
кавiшими є двочастинковi iнтеґрали дiї такого вигляду:

I = Ifree + Iint ≡ −
2

∑

a=1

ma

∫

dτa

√

ż2a − 4π

∫ ∫

dτ1 dτ2

√

ż21

√

ż22f(ω)G(z12). (2)

Тут ma – маса спокою a-ї частинки; zµa (τa), µ = 0, 3 – коварiантнi координати
свiтової лiнiї a-ї частинки, параметризованої довiльним параметром еволюцiї
τa; z

µ
12 ≡ zµ1 (τ1)− zµ2 (τ2); ż

µ
a (τa) ≡ dzµa /dτa ; ω ≡ u1 · u2, де ua ≡ ża/

√

ż2a – оди-
нична 4-швидкiсть у просторi Мiнковського M4. Обрано часо-подiбну метрику
‖ηµν‖ = diag(+,−,−,−), а також систему одиниць, в якiй c = ~ = 1.

Якщо G(x) = Dsym(x) ≡ 1
4π δ(x

2) – симетрична функцiя Ґрiна рiвняння
Даламбера (x ∈ M4), а f(ω) = αω, де α = e1e2 – константа взаємодiї, то дiя (2)
допускає теоретико-польову iнтерпретацiю: вона описує взаємодiю 2-х зарядiв

35Kim Y.S., NozM.E.Phys. Rev.D, 1973,8, 3521;
Takabayasi T. Prog. Theor. Phys. Suppl., 1979,67, 1

36Lengyel V. et al. Condens. Mattter Phys., 1998, 1, 575
37Crater H.W.,Van Alstine P. Phys. Rev. D, 2004, 70, 034026
38Godfrey S., Isgur N. Phys. Rev. D., 1985, 32, 189
39Zhang T., Koniuk R. Phys. Rev. D, 1991, 43, 1688
40Khruschev V.V. Sov. J. Nucl. Phys., 1987, 46, 219
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e1 i e2 через пiвсуму запiзненого та випередного електромагнетного полiв. Така
дiя була вперше запропонована Тетроде i Фоккером 12, а її багаточастинкова
версiя лягла в основу електродинамiки Вiлера-Фейнмана.

Введення полiномiв Чебишова f(ω) = αTs(ω) узагальнює взаємодiю на ви-
падок безмасового тензорного поля довiльного цiлого спiну s.8 Для випад-
ку T0(ω) = 1 скалярної взаємодiї фiзично цiкавим є вибiр в дiї (2) функцiї
Ґрiна G(x) = Dsym(x;м) рiвняння Кляйна-Ґордона для масивного (напри-
клад, мезонного) поля маси м . Випадок s = 2 вiдповiдає лiнiйному набли-
женню ґравiтацiйної взаємодiї. Врахування нелiнiйних ефектiв ґравiтацiї є
нетривiальним7a i, як показано в п.1.3.4, ще не остаточним; так чи iнакше,
воно передбачає врахування в дiї (2) потрiйних i багатократних iнтеґралiв.

Варiацiя дiї за змiнними zµa (τa) веде до рiзницево- чи iнтеґро-диференцiйних

рiвнянь руху, для яких задача Кошi не є вiдповiдною. Здебiльшого, такi часо-

нелокальнi системи мають необмежену кiлькiсть ступенiв вiльностi, а дослi-
дження їх динамiки, вивчення структури фазового простору, побудова гамiль-
тонового опису i, тим бiльше, квантування є вiдкритими проблемами.

Вiдомi в лiтературi схеми гамiльтонiзацiї часо-нелокальних систем перед-
бачають їх переформулювання в iншi, але локальнi у часi форми. Тут варто
згадати двi такi можливостi.

Перша можливiсть – це формальний розклад нелокальної дiї у лаґранжеву
дiю з вищими похiдними (аж до нескiнченного порядку), з подальшим вико-
ристанням формалiзму Гамiльтона-Остроградського 41. В iншiй схемi, розви-
нутiй Лльозою та Вiвесом 42, варiацiйну задачу переформульовано у статичну,
в якiй свiтовi лiнiї частинок тлумачаться як протяжнi у часi струни. Практи-
чно обидвi схеми можна реалiзувати наближено: у першiй вживаються квазi-
релятивiстичнi наближення, у другiй – розклади за константою взаємодiї 43.
Отриманий таким чином опис системи N точкових (безспiнових) частинок бу-
дується на 6N-вимiрному фазовому просторi, як i в нерелятивiстичнiй механiцi,
i допускає стандартне канонiчне квантування.

Обидвi наближенi схеми гамiльтонiзацiї мають певнi недолiки та обмеже-
ну область застосування. У квазiрелятивiстичних наближеннях втрачається
точна пуанкаре-iнварiантнiсть, а їх застосування передбачає малiсть реляти-
вiстичних ефектiв. Розклади за константою взаємодiї загалом незастосовнi до
опису зв’язаних станiв, особливо у системах iз сильним зв’зком.

Iншi можливостi побудувати гамiльтонiв опис фоккерiвських систем розви-
ваються в 2-му та 4-му роздiлах.

Другий роздiл починається з розгляду моделi Старушкевича-Рудда-Гiлла14

(СРГ), утвореної з дiї Тетроде-Фоккера12 (тобто дiї (2) для електормагнетної

41Gaida R.P., Kluchkovsky Y.B., Tretyak V.I. In: Constraint’s...10 , p. 210
42Llosa J., Vives J. J. Math. Phys., 1994, 35, 2856
43Jaén X. et al. J. Math. Phys., 1989, 30, 2807
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взаємодiї) шляхом замiни у нiй симетричної ф-ї Ґрiна р-ня Даламбера на за-
пiзнену (η = +1) чи випередну (η = −1):

Dsym(x) → Dη(x) =
1

2π
Θ(ηx0)δ(x2), η = ±1. (3)

Це дозволило усунути у фоккерiвському iнтеґралi часову нелокальнiсть i зве-
сти його до одно-часової Пуанкаре-iнварiантної дiї, тобто переформулювати
модель у рамки лаґранжевого, а далi й гамiльтонового формалiзму15, i врештi
проiнтегрувати модель стандартними методами.

У пiдроздiлi 2.1 показано, що будь-яка дiя (2) з ф-єю Ґрiна (3) i бiльш
загальним множником f(u1 · u2) → f̃(u1, u2, z12) – довiльною скалярною ф-єю
вказаних 4-векторних арґументiв – зводиться до одно-часової ларанжевої дiї:

I =
∫

dτ (L+ λz2), (4)

де z ≡ z1−z2, лаґранжевий множник λ враховує т.зв. умову свiтлового конусу

z2 = 0, ηz0 > 0, тобто z0 = η|z|, η = ±1 (5)

як голономну в’язь в конфiґурацiйному просторi M2
4, а лаґранжiан

L ≡ −
2

∑

a=1

ma

√

ż2a −
√

ż21

√

ż22
f̃(z, u1, u2)

|ż2 · z|
(6a)

= −θ
{

2
∑

a=1

maσa + σ1σ2f(σ1, σ2, ω)
}

, (6b)

де θ ≡ ηż1 · z = ηż2 · z, ω ≡ u1 · u2, σa ≡
√

ż2a/θ (a = 1, 2); тут врахування в’язi
(5) ефективно обмежує вибiр скалярного множника f̃ до довiльної функцiї 3-х
скалярних арґументiв: f(σ1, σ2, ω) ≡ f̃(z, u1, u2)|z2=0.

Пуанкаре-iнварiантнiсть лаґранжiану (6) i в’язi (5) породжує 10 нетериних
iнтеґралiв руху – повний iмпульс Pµ системи та тензор моменту iмпульсу Jµν :

Pµ =

2
∑

a=1

paµ, Jµν =

2
∑

a=1

(zaµpaν − zaνpaµ) , (7)

де paµ = ∂L/∂żµa .
Шляхом редукцiї надлишкових часових змiнних частинок дiю (4) можна

звести до тривимiрної iзотропної форми релятивiстичної динамiки, a priori

розвинутої В.I. Третяком8. Вiдповiдний гамiльтонiв опис є громiздким i неяв-
ним, що утруднює квантування. Тому в п.2.1.3 для часо-асиметричних систем
запропоновано явно коварiантний канонiчний опис з двома в’язями 1-го класу
– в’яззю свiтлового конуса (5) та динамiчною, що вiдiграє роль гамiльтонiану:

φ(P 2, p2⊥, P · z, p⊥ · z) ≡ φfree + φint = 0; (8)
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тут p⊥µ = Π ν
µpν , де Π ν

µ ≡ δνµ − zµP
ν/P ·z, pµ = 1

2
(p1µ− p2µ), так що P ·p⊥ ≡ 0,

φfree =
1

4
P 2 − 1

2
(m2

1 +m2
2) + (m2

1 −m2
2)
p⊥ · z
P · z + p2⊥ (9)

– вiльночастинковий член, а φint описує взаємодiю. Вигляд φint складно зале-
жить вiд вибору функцiї f в лаґранжiанi (6), i явно знайдений для кiлькох
випадкiв: стандартних скалярної (f = α) i векторної (f = αω) взаємодiй по-
льового типу, нестандартної векторної взаємодiї, що розглядається в роздiлi 3,
а також їх суперпозицiй; див. (16, c.16). При довiльному виборi f(ω) ∼ O(α)
ф-ю φint знайдено з точнiстю до квадрату константи взаємодiї α:

φint = −2m1m2

ηP · z f(λ)−
h(1)

ηP · z

(

m2
1

b1
+
m2

2

b2

)

+O(α3), де ba ≡ η pa⊥ · z, (10)

λ ≡ P 2 −m2
1 −m2

2

2m1m2
, h(λ) ≡ [f(λ)− λf ′(λ)]

2 − [f ′(λ)]
2 ∼ O(α2). (11)

Для випадку ґравiтацiї (як нелiнiйного тензорного поля спiну s = 2) часо-
асиметричну модель побудовано на основi теорiї ґравiтацiйної дiї на вiдстанi
Владiмiрова-Туриґiна7a. Для неї в (10) слiд покласти

fg(λ) = −γm1m2(2λ
2 − 1), hg(1) = −6(γm1m2)

2, (12)

де γ – ґравiтацiйна стала.
Система, визначена парою в’язей 1-го класу (5), (8) на 16-вимiрному фазо-

вому просторi T∗M2
4, має 6 ступенiв вiльностi. Пара додаткових калiбруваль-

них в’язей 44 дозволяє вилучити зайвi часо-подiбнi координати z0a та спряженi
iмпульси pa0, i так перейти до опису на ефективному 12-вимiрному фазовому
просторi P.

В дисертацiї показано, що свобода вибору калiбрувальних в’язей дозволяє
перейти до тривимiрних гамiльтонових описiв часо-асиметричних моделей у
рiзних формах динамiки. В п. 2.1.6 отримано миттєву форму динамiки – опис
Бакамджiана-Томаса 45 у термiнах колективних змiнних: канонiчного центра
мас (ЦМ) Q i спряженого повного iмпульсу P (що є генератором просторових
трансляцiй), та внутрiшнiх змiнних r i k. Динамiка системи у цьому фазово-
му просторi P задається ґенераторами групи Пуанкаре (7), а в просторi Мiн-
ковського M4 – коварiантними координатами частинок za, вираженими через
канонiчнi змiннi. Взаємодiя в усi цi спостережуванi входить лише через повну
масу системи |P | = M(r,k) – скалярну функцiю внутрiшнiх змiнних, вигляд
якої залежить вiд динамiчної в’язi (8). Опис Бакамджiана-Томаса або подiбнi
описи в точковiй (див. пiдроздiл 3.2) чи iнших формах динамiки 46 дозволяє

44Shanmugadhasan S. J. Math. Phys., 1973, 14, 677
45Bakamjian B., Thomas L.H. Phys. Rev., 1953, 92, 1300
46Дувиряк А.А. В сб.: Методы исследования дифференциальных и интегральных

операторов. – Киев: Наукова думка, 1989. – С.59
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проiнтеґрувати релятивiстичну задачу двох тiл у квадратурах (п. 2.1.7), i здiй-
снити квантування9.

В пiдроздiлi 2.2 розглядаються конкретнi приклади часо-асиметричних мо-
делей польового типу, i вивчається їх класична динамiка. Дослiдження в п.
2.2.1 векторної, тобто вiдомої СРГ-моделi, показало новi її риси: для заданих
iнтеґралiв руху р-ня Гамiльтона допускають кiлька розв’язкiв. Один з них –
т.зв. регулярний – переходить в нерелятивiстичнiй границi в розв’язок кулонiв-
ської задачi. Саме цей р-зок вперше отримано Кюнзле15, хоч для ультрареля-
тивiстичної областi – з помилкою. Iншi розв’язки є iстотно релятивiстичними,
i виникають як артефакт гамiльтонового опису. Вони мають сумнiвне фiзичне
значення i описують незвичну поведiнку свiтових лiнiй, наприклад, асимпто-
тичний вихiд масивних частинок на швидкiсть свiтла.

Це стосується i моделi iз скалярною взаємодiєю, дослiдженої тут вперше:
вона теж виявляє один регулярний розв’язок, та значно бiльше особливих.

Для моделi iз скалярно-векторною взаємодiєю динамiчна в’язь у випадку
рiвно-зваженої суперпозицiї спрощується i виявляє додаткову (внутрiшню) си-
метрiю, аналогiчну до випадку нерелятивiстичної кулонiвської взаємодiї. Зав-
дяки цьому знайдено релятивiстичний аналог вектору Рунґе-Ленца, i побудо-
вано замкненi траєкторiї частинок без iнтеґрування.

До громiздких моделей з тензорними взаємодiями вищих спiнiв, а також
ґравiтацiйною, в п. 2.1.4 i 2.2.3 застосовано 2-ге наближення за константою
взаємодiї α. Воно автоматично вiдбирає серед усiх розв’язiв лише регулярний.
Вiдповiднi траєкторiї частинок мають форму розетки iз зсувом перигелiю, за-
лежним вiд тензорного рангу взаємодiї. Результати п. 2.2.3 узгоджуються з
отриманими в рамках квазiрелятивiстичних пiдходiв до РТПВ 47.

Пiдроздiл 2.3 присвячено квантуванню часо-асиметричних моделей з до-
вiльною теоретико-польовою взаємодiєю. Переформулювання в п. 2.3.1 явно
коварiантної динамiчної в’язi (10) в термiнах канонiчних ґенераторiв групи
SO(2,1) дало змогу в п. 2.3.2 проквантувати класичну задачу методом динамi-
чної алгебри i знайти спектр системи у неявному виглядi:

1− λ2

f2(λ)
=
α2

ν2
, де ν = nr +

1

2
+
√

(ℓ+ 1

2
)2 + α2h(1), (13)

а λ означено в (11). Деяка неоднозначнiсть квантування S-станiв дозволяє у їх
спектрi феноменологiчно вiдтворити i дарвiнiвський член.

Отриманi в п. 2.3.3 спектри мас для векторної та скалярної взаємодiй уза-
гальнюють точнi результати 16 для цих моделей в M2 на випадок M4. Вони
узгоджуються (принаймнi з точнiстю до α4) з результатами, отриманими з

47Darwin C. Philos. Mag., 1920, 39, 537; Фихтенгольц И.Г. ЖЭТФ, 1950, 20, 233
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КТП в рамках квазi-релятивiстичного та квазi-потенцiального наближень:

M ≈ m+ − mrα
2

2n2
+
mrα

4

n3

[

h(1)

2ℓ+ 1
+

1

2n

(

f ′(1)− 1

4
− mr

4m+

)]

. (14)

Тут i далi m± = m1 ±m2, mr = m1m2/m+, n = nr + ℓ+1 = 1, 2, .... Для вищих
тензорних взаємодiй s ≥ 2 i ґравiтацiї спектри отримано вперше. Оскiльки
h(1) < 0 для s ≥ 1, то для цих випадкiв з (13) випливає обмеження на кон-
станту взаємодiї її критичним значенням: α < αc = (2

√

|h(1)|)−1.
В п. 2.3.4 встановлено зв’язок квантованих часо-асиметричних моделей з

квазi-потенцiальними рiвняннями Тодорова для безспiнових частинок з еле-
ктромагнетною i скалярною взаємодiями. Обидва пiдходи дають спiльнi спе-
ктри, якi можна отримати з простого рiвняння Кляйна-Ґордона за евристични-
ми правилами, вказаними Тодоровим. Це дозволило поширити квазi-потенцi-
альнi рiвняння на випадок тензорних взаємодiй, включно iз ґравiтацiйною.

Наступна модифiкацiя цих рiвнянь в п. 2.3.5 – для опису двофермiонної
системи. Для цього використовуються вiдомi з КТП оператори, що описують
спiн-залежнi поправки до скалярної, векторної 22 i ґравiтацiйної 48 взаємодiй.
Спочатку (в п. 2.3.6) цi оператори тлумачаться пертурбативно, що дає спектр
мюонiю та його вiдповiдникiв iз скалярною i ґравiтацiйною взаємодiями з то-
чнiстю до α4. Тодi (в п.2.3.7) рiвняння модифiковано так, щоб вони стали точно
розв’язними i давали правильний (з тiєю ж точнiстю) спектр мас. Цi рiвняння
можуть бути кориснi для врахування вищих нiж до α4 (напр. радiацiйних) по-
правок до мiжчастинкової взаємодiї з допомогою теорiї збурень 1-го порядку.

Третiй роздiл присвячено моделям кваркiв та мезонiв. У пiдроздiлi 3.1

кварки розглядаються як точковi частинки з внутрiшнiми ступенями вiльностi
типу кольору. Запропонований лаґранжiв та гамiльтонiв опис такої частинки у
калiбрувальному полi може служити моделлю ґенерацiї динамiчної маси квар-
кiв. В лiтературi 25 опис застосовано до випадку калiбрувальної групи Лоренца
для опису частинки у полi дiона.

Далi розглядається релятивiстична кваркова модель мезонiв, сформульова-
на в рамках фоккерiвського формалiзму. Крiм вiльночастинкового члена Ifree
класичний iнтеґрал дiї для неї мiстить член взаємодiї векторного типу:

I
(v)
int = 8πa

∫ ∫

dτ1 dτ2 ż1 ·ż2G(z12), (15a)

де G(x) є функцiю Ґрiна польового рiвняння 4-го порядку: �2G(x) = δ(x). Таке
рiвняння вiдоме з феноменологiчної теорiї кваркового конфайнменту Кiскiса
(для скалярного поля) 49a, близької до неї дипольної теорiї Благи 49b, а також
їх пiзнiших неабелевих версiй 50 та iн. В додатку B знайдено запiзнену, випере-

48Barker B.N., Gupta S.N., Haracz R.D. Phys. Rev., 1966, 149, 1027
49aKiskis J. Phys. Rev. D, 1975, 11, 2178; 49bBlaha S. Phys. Rev. D, 1974, 10, 4268
50Alekseev A.I., Arbuzov B.A. Theor. Math. Phys., 1984, 59, 372
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дну та симетричну функцiї Ґрiна цього рiвняння, зокрема: Gsym = 1
16πΘ(x2). Iз

нею вираз (15) збiгається iз запропонованим ранiше iнтеґралом дiї Вейсса13b.
В нерелятивiстичнiй границi вiн дає лiнiйний потенцiал U(r) = ar – далекося-
жний внесок у мiжкваркову взаємодiю. Навiть бiльше, в п. 3.1.6 iнтеґрал (15a)
зведено до динамiчно еквiвалентного виразу, запропонованого Рiвакобою13a :

I
(v)
int = −4πa

∫ ∫

dτ1 dτ2 (ż1 ·z12)(ż2 ·z12)D(z12), (15b)

Вiн мiстить даламберiвську функцiю Ґрiна D(x), що дозволяє побудувати вiд-
повiдну часо-асиметричну модель. Доповнена членом взаємодiї Старушкевича-
Рудда-Гiлла (позначеним тут як I(e)int ), часо-асиметрична дiя I = Ifree+I

(v)
int +I

(e)
int

в нерелятивiстичнiй границi дає корнельський потенцiал i може служити кла-
сичною основою релятивiстичної потенцiальної моделi. Її лаґранжевому фор-
мулюванню (6) вiдповiдає вибiр функцiї f(σ1, σ2, ω) = a/(σ1σ2)−αω, а канонi-
чному – динамiчна в’язь (8) з членом взаємодiї

φint = − 2a

(

b1b2
ηP ·z + α

)

+
α(P 2−m2

1−m2
2)

ηP ·z +
α2

ηP ·z

2
∑

a=1

m2
a

ba + α
. (16)

Квантування даної моделi спрощується в точковiй формi тривимiрної гамiль-
тонової динамiки. Основне у цьому описi рiвняння на власнi значення масового
оператора зведено до квазi-потенцiального типу, i розв’язано двома способа-
ми: точно для випадку α = 0 – у термiнах ланцюгових дробiв, i для α > 0
в наближеннi ℓ ≫ 1 – квантовому аналогу наближення майже колових ор-
бiт (МКО). Для спектру мас отримано асимптотично лiнiйнi траєкторiї Ре-
дже (2) iз бажаним коефiцiєнтом випадкового виродження κ = 1. Однак
нахил траєкторiй не є унiверсальним. В пiдроздiлi 3.3 неузгодженiсть подо-
лано шляхом доповнення векторного члену дiї Вейсса (15a) його скалярним
аналогом. Таке припущення узгоджується з бiльшiстю вiдомих у лiтературi
потенцiальних моделей гадронiв, що мають скалярну далекосяжну складову
взаємодiї, введену там з iнших мiркувань. Однак, скалярний аналог дiї Вей-
са не має часо-асиметричного вiдповiдника, i є iстотно нелокальним. Тому в
пiдроздiлi 3.3 розглядається часо-симетрична модель, задана iнтеґралом дiї:
I = Ifree + ξI

(v)
int + (1− ξ)I

(s)
int + I

(e)
int , де I(v)int – член векторної взаємодiї Рiвакоби-

Вейсса, I(v)int – його скалярний аналог, ξ – параметр змiшування цих членiв

далекосяжної взаємодiї, а I(e)int – член Тетроде-Фоккера12, що тут враховує ко-
роткосяжну взаємодiю 1-ґлюонного обмiну. При значеннi ξ ≈ 0.5 ÷ 0.63 мо-
дель забезпечує унiверсальний нахил ТР; рис. 1. Однак квантування цiєї часо-
симетричної фоккерiвської системи було здiйснено зовсiм iнакше, i стало мо-
тивом до розробки методу квантування iнтеґралiв типу Фоккера в наближеннi
майже колових орбiт (МКО), викладеного далi у роздiлi 4.
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Рис. 1: Траєкторiї Редже для важких та легких кварконiїв з потенцiаль-
ної моделi типу Фоккера. Параметри: маси кваркiв (струмовi) mb = 4.73 ҐеВ,
mc = 1.25 ҐеВ, ms = 0.1 ҐеВ, ml = 5 МеВ (l= uчиd); бiжуча константа зв’язку
– вiд α(mc)= 0.37 до α(ml)= 1; параметр скалярно-векторного змiшування
ξ = 0.5 ÷ 0.63. Натяг струни a = 0.18 ÷ 0.2ҐеВ2 – майже унiверсальний.
Очевидне випадкове виродження типу ℓ+ nr
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Метод базується на тому фактi, що всi вiдомi в лiтературi двочастинковi
фоккерiвськi системи з притягальною взаємодiєю допускають точнi розв’яз-
ки у формi пласких концентричних колових орбiт, радiуси яких залежнi вiд
кутової швидкостi частинок Ω.17 В роздiлi 4 i статтi [22] це доведено для дво-
частинкових систем типу Фоккера, заданих дiєю загального вигляду:

I =

2
∑

a=1

∫

dta La (ta,za(ta), ża(ta))

+

∫ ∫

dt1 dt2 Φ(t1, t2,z1(t1),z2(t2), ż1(t1), ż2(t2)) , (17)

iнварiантною принаймнi щодо групи Арiстотеля (що включає часову i просто-
ровi трансляцiї та iнверсiї, i просторовi повороти). Явно коварiантнi фоккерiв-
ськi системи 51, 11, якi є пуанкаре-iнварiантними за побудовою (i тим бiльше
арiстотеле-iнварiантними), а також параметрично iнварiантними, можуть бу-
ти зведенi до вигляду (17) шляхом вибору параметру еволюцiї τa = ta ≡ z0a;
тодi положеннями частинок є za(ta) = {zia(ta), i = 1, 2, 3}. Множина колових
розв’язкiв може слугувати 0-м наближенням у псевдо-пертурбативному тлу-
маченнi фоккерiвської динамiки.

Iнварiантнiсть дiї (17) щодо часових трансляцiй i просторових поворотiв
веде до iснування iнтеґралiв руху – енергiї та моменту iмпульсу 52:

E =

2
∑

a=1

{

ża ·
∂

∂ża

− 1

}

(La + Λa) +

∫∫

�dt1 dt2

{

∂

∂t1
− ∂

∂t2

}

Φ, (18)

J =
2

∑

a=1

za×
∂

∂ża

(La +Λa)− 1

2

∫∫

�dt1 dt2

{

z1×
∂

∂z1
+ ż1×

∂

∂ż1
− [1→2]

}

Φ, (19)

де Λ1 =

∫ ∞

−∞

dt2 Φ, Λ2 =

∫ ∞

−∞

dt1 Φ,

∫∫

� ≡
∫ t1

−∞

∫ ∞

t2

−
∫ ∞

t1

∫ t2

−∞

.

На колових орбiтах цi iнтеґрали є функцiями кутової швидкостi: E(0)(Ω) та
J (0)(Ω) ‖Ω, так що можна отримати функцiю J(0)(Ω) де J(0) = |J (0)| i Ω = |Ω|.

Далi шляхом замiни змiнних za(ta) → ya(ta) зручно перейти до неiнер-
цiйної системи вiдлiку, що рiвномiрно обертається з кутовою швидкiстю Ω:
za(ta) = S(ta)ya(ta), де S(t) = exp tΩ ∈ SO(3), а антисиметрична матриця Ω є
дуальною до вектора Ω. Частинки, що рухаються по колу, у цiй системi вiд-
лiку нерухомi, а їх положення описується статичними векторами Ra, такими,

51Havas P. In: Problems in the Foundations of Physics. – Berlin: Springer, 1971. – Р. 31
52Herman W.N. J. Math. Phys., 1985, 26, 2769
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що R2 ↑↓ R1. Тодi малi збурення колових орбiт характеризуються векторами
вiдхилення ρa(ta) = ya(ta)−Ra.

Для розгляду майже колових орбiт (МКО) дiю (17) слiд розкласти за
ступенями ρia. В найнижчому нетривiальному порядку отримаємо квадратичну
за ρia(t) форму – часо-нелокальний iнтеґрал типу Фоккера

I(2) = 1

2

∑

kl

∫ ∫

dtdt′ ρk(t)Dkl(t− t′)ρl(t′), (20)

з 6×6-матричним ядром D(t − t′), iнварiантним щодо часових трансляцiй та
iнверсiй: DT(t′ − t) = D(t − t′) . Вiдповiднi рiвняння руху утворюють часо-
нелокальну лiнiйну однорiдну систему

∑

l

∫

dt′Dkl(t− t′)ρl(t′) = 0, (21)

з характеристичними (власними) частотами, що визначаються з секулярного
рiвняння detD(ω) = 0 у термiнах динамiчної матрицi D(ω) =

∫

dtD(t)e i ωt. З
огляду на часову нелокальнiсть задачi (21) лiва частина секулярного рiвняння
є загалом неполiномiальною функцiєю частоти ω. Тому множина його розв’яз-
кiв може виявитися нескiнченною, а характеристичнi частоти – комплексними.
В останньому випадку розв’язок рiвнянь руху (21) є необмеженим, i виходить
за межi МКО-наближення (де ρia мають бути малими). Тому серед усiх вла-
сних частот ми обираємо лише дiйснi – в силу симетрiї щодо часової iнверсiї
вони з’являються парами: {±ωα ∈ R, α = 1, 2, . . . }. Вiдповiдний розв’язок

ρk(t) =
∑

α

{

Aαe
k
α(ωα) e

− iωαt +A∗
α

∗
ekα(ωα) e

iωαt
}

(22)

рiвнянь руху (21) мiстить довiльнi комплекснi амплiтуди Aα коливних мод по-
ляризаiї ekα(ωα), що параметризують фазовий простiр системи. Лише одна мода
Ar, що вiдповiдає взаємним радiальним коливанням частинок, має фiзичний
сенс. Iншi моди є або кiнематичними – тодi їх можна розпiзнати теоретико-
груповим аналiзом та компенсувати шляхом переозначення колових орбiт 0-го
порядку, або нефiзичними, що виявляють неприйнятну поведiнку частинок i
з’являються як математичний артефакт теорiї. Деякi особливостi нефiзичних
мод проiлюстровано в додатку F на прикладi часо-нелокального галiлей-
iнварiантного осцилятора. Усi такi моди треба вiдкинути. Якщо це зроблено,
то повний iмпульс P = 0, що автоматично переносить рух в систему вiдлiку
ЦМ. У нiй енергiя релятивiстичної системи рiвна її повнiй масi: EP=0 =M , а
момент iмпульсу стає власним моментом (або спiном) системи JP=0 = S. Пi-
сля вiдповiдного нормування векторiв поляризацiї в розв’язку (22) повна маса
системи мiстить основний вклад вiд колового руху частинок M = M(0)(Ω),
та внесок M(2)(Ω, Ar) = ωr(Ω)|Ar|2, зумовлений квадратичним iнтеґралом дiї
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збурень (20). Внутрiшнiй момент iмпульсу такого внеску не має: S = S(0)(Ω).
Тепер, щоб побудувати канонiчний ЦМ-опис системи, перш за все необхiдно
обернути останнє спiввiдношення щодо Ω = Ω(S). Це дозволяє отримати пов-
ну масу системи як її ЦМ-гамiльтонiан:

M =M(0)(S) +M(2)(S, |Ar|) ≡
{

M(0)(Ω) + ωr(Ω)|Ar|2
}

Ω=Ω(S)
. (23)

Її слiд розглядати як функцiю вiд S = |S|, де компоненти Si (i = 1, 2, 3)
власного моменту iмпульсу S системи задовольняють спiввiднодення дужок
Пуасона: {Si, Sj} = εij

kSk, i амплiтуди мiжчастинкових радiальних коливань
Ar, що задовольняє спiввiдношення: {Ar, A

∗
r} = − i , {Ar, Ar} = {A∗

r, A
∗
r} = 0.

Щоб перейти до довiльної системи вiдлiку, необхiдно ввести канонiчнi змiн-
нi, що характеризують рух системи в цiлому, наприклад повний iмпульс P i
канонiчно спряжену позицiйну змiнну ЦМ Q. Тодi повний гамiльтонiв опис си-
стеми, тобто 10 канонiчних ґенераторiв групи Пуанкаре, означенi через M , S,
P та Q в рамках опису БТ 45 чи подiбних описах в iнших формах динамiки 46.
Квантування такої релятивiстичної гамiльтонової механiки вiдоме 9.

Подiбним чином можна вiдновити i галiлей-iнварiантнiсть нерелятивiсти-
чної системи.

В данiй роботi цiкавим є в основному спектр масового оператора M̂ . Його
можна отримати безпосередньо з (23) шляхом такої пiдстановки:

S →
√

Ŝ2 →
√

ℓ(ℓ+ 1) ≈ ℓ+ 1

2
, ℓ = 0, 1, ... (24)

|Ar|2 → 1

2
(ÂrÂ

†
r + Â†

rÂr) → nr +
1

2
, nr = 0, 1, ... (25)

Тут слiд мати на увазi умову nr ≪ ℓ як наслiдок МКО-наближення.
Решта дисертацiї – п’ятий i шостий роздiли – присвячена розвитку час-

тково редукованої теорiї поля (ЧРТП) – формалiзму типу Фоккера для теоретико-
польових систем. У пiдроздiлах 5.1 i 5.2 п’ятого роздiлу розглядається си-
стема дiракiвських полiв матерiї ψa (a = 1, 2, ...), якi взаємодiють з бозонним
полем певної лоренц-структури (цiлого спiну), а через нього – мiж собою.
Класична динамiка такої системи задана густиною лаґранжiану виду

L =
∑

a
La[ψa] + LB[B]− J [ψ]B, (26)

де струм матерiї J =
∑

a gaψ̄aΓψa мiстить константи взаємодiї ga та матри-
цi чи оператори Γ, залежнi вiд лоренц-властивостей поля-носiя взаємодiї B.
Варiацiя лаґранжiану (26) за B приводить до рiвнянь поля δL[B]/δB = J [ψ],
якi у випадку лiнiйної за B теорiї можна розв’язати у термiнах вiдповiдної
функцiї Ґрiна: B = G ∗ J (тут знову знехтувано вiльним полем B0 i обрано си-
метричну ф-ю Ґрiна). Пiдстановка цього розв’язку у вираз (26) дає частково
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редукований (ЧР) лаґранжiан:

L̄ =
∑

a
La[ψa] + Lint, де Lint = − 1

2

∫

d4x′ J(x)G(x − x′)J(x′), (27)

який вже не мiстить змiнних полiв-посередникiв B(x), а член Lint описує ефе-
ктивну пряму взаємодiю полiв матерiї ψa(x), нелокальну у часо-просторi.

Перехiд вiд ЧР-лаґранжевого до гамiльтонового опису можна здiйснити
лише в рамках деякої пертурбативної схеми. У п. 5.2.2 часова нелокальнiсть
усувається безпосередньо в редукованому лаґранжiанi та iнтеґралах руху – в
рамках квазiрелятивiстичних наближень (з допомогою розкладiв за запiзнен-
ням, тобто за оберненою швидкiстю свiтла), що дозволяє наближено отримати
локальну густину гамiльтонiану H(x) системи в координатному представленнi.

Квантування у цьому представленнi є нетрадицiйним 53, i здiйснюється
шляхом означення “порожнього” вакууму ψaα(x)|0̃〉 = 0 та накладання анти-
комутацiйних спiввiдношень:

{ψaα(x), ψ
†
bβ(y)} = δabδαβδ(x− y), a, b = 1, 2, α, β = 1, ..., 4. (28)

Завдяки цьому N -частинковi сектори простору Фока є замкненими щодо дiї
гамiльтонiану ;H; =

∫

d3x ;H; , нормально впорядкованого в термiнах опера-
торiв народження ψ†

aα(x) i знищення ψbβ(y). Зокрема, 2-частинковий стан:

|2〉 =
∫

d3x1 d
3x2 Φαβ(x1,x2)ψ

†
1α(x1)ψ

†
2β(x2)|0̃〉, (29)

є власним станом гамiльтонiану ;H; |2〉 = E|2〉 за умови, що 4×4-компонентна
власна ф-я Φ(x1,x2) задовольняє 2-частинкове рiвняння Дiрака (2ЧРД)

{h1 + h2 + U}Φ = EΦ; (30)

тут E – власне значення енергiї, ha = αa · pa +maβa (a = 1, 2) – дiракiвськi
гамiльтонiани вiльних частинок з масами ma, а U(x1,x2) – потенцiал взає-
модiї, залежний вiд лоренц-структури поля-медiатора. Матрицi Дiрака αa i
βa дiють лише на тi iндекси хвильової ф-ї Φ, що стосуються a-ї частинки, а
pa ≡ − i ∂/∂xa. Узагальнення на 3- i N -частинковi рiвняння очевидне.

Для апробацiї методу в пiдроздiлi 5.1 його застосовано до спiнорної ЧР-
електродинамiки, отримано вiдоме рiвняння Брайта (як частковий приклад
2ЧРД), а в пiдроздiлi 5.4 здiйснено його непертурбативний аналiз. Чисельно
отирмано спектр парапозитронiю в залежностi вiд константи взаємодiї α. Для
α = 1/137 вiн збiгається з пертурбативним з точнiстю до 14 знакiв. Знайдено
критичне значення αc = 2/

√
3 ≈ 1.1547 бiля якого чисельнi значення енергiї

рiзко падають, що свiдчить про неаналiтичну залежнiсть E(α) в околi αc.

53Darewych J., Di Leo L. J. Phys. A, 1996, 29, 6817
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Пiдхiд допускає можливiсть вибору чи модифiкацiї мiжчастинкової взаємо-
дiї. Для цього симетричну функцiю Ґрiна поля-посередника можна замiнити
на феноменолоґiчне пуанкаре-iнварiантне ядро з потрiбними властивостями.
Завдяки цьому у пiдроздiлi 5.2 в рамках квазiрелятивiстичних наближень ви-
водяться 2ЧРД в координатному представленнi iз потенцiалами, що описують
широкий клас взаємодiй iз урахуванням ефектiв запiзнення. Їх можна пов’я-
зати як iз стандартними теорiями поля, так i з феноменологiчними взаємодiя-
ми рiзного типу (скалярною, псевдо-скалярною, векторною, псевдо-векторною,
тензорною), що ефективно використовуються в ядернiй та гадроннiй фiзицi.

Для аналiтичного дослiдження зв’язаних станiв двофермiонної системи в
пiдроздiлi 5.3 запропоновано блок-матричне формулювання 2ЧРД. Використа-
но той факт, що в системi ЦМ (P = 0) хвильова ф-я Φ(r) залежить лише вiд
r = x1 − x2, а рiвняння (30) є обертово-iнварiантне. Загальний локальний
обертово-iнварiантний потенцiал

U(r) =
∑48

A=1
UA(r)ΓA. (31)

параметризується 48-ма довiльними дiйсними функцiями UA(r) вiдстанi мiж
частинками r = |r| (т.зв. парцiальними потенцiалами), а матрицi ΓA будуються
в термiнах матриць Дiрака та одиничного вектора n = r/r. Отже Φ можна
обрати власною функцiєю квадрату j2 i компоненти j3 повного моменту iм-
пульсу системи j = r×p+s = − i r×∇+ 1

2
(σ1+σ2) та парностi P , i розкласти її

за базисом синґлетної (s = 0, ℓ = j) та триплетних (s = 1, ℓ = j, j±1) бiспiнор-
них гармонiк53 зi скалярними коефiцiєнтами φ1(r), φ2(r),... Тодi для кожного
цiлого значення повного моменту iмпульсу j > 0 i парностi P = ±1 радiаль-
но редуковане 2ЧРД можна представити як матричне р-ня 1-го порядку для
8-вимiрної вектор-функцiї Φ(r) = {φ1(r), . . . , φ8(r)},

{

H(j)
d

dr
+V(r, E, j)

}

Φ(r) = 0, (32)

де 8×8-матрицi V(r, E, j) = G(j)/r + m + U(r, j) − E, U(r, j) представляє по-
тенцiал (31), а H(j) i iн. матрицi – сталi. Для j=0 вимiрнiсть вдвiчi менша.

Важливо, що rankH = 4 (2 у випадку j=0), тобто лише 4 з 8-ми рiвнянь
(32) (2 з 4-х) є диференцiйними, решта - алгебричнi спiввiдношення. Їх можна
роздiлити з допомогою ортогонального перетворення Φ → Φ̄, представивши
елементи перетвореного р-ня (32) через 4-вимiрнi блоки:

H̄ = 2

[

J 0

0 0

]

, V̄ =

[

V̄11 V̄12

V̄21 V̄22

]

, Φ̄ =

[

Φ̄1

Φ̄2

]

⇒
{

2JΦ̄
′

1 + V̄11Φ̄1 + V̄12Φ̄2 = 0,
V̄21Φ̄1 + V̄22Φ̄2 = 0,

де J – симплектична (невироджена) 4×4-матриця. Вилучення Φ̄2 з 1-го (дифе-
ренцiйного) рiвняння з допомогою 2-го (алгебричного): Φ̄2 = −

[

V̄22

]−1
V̄21Φ̄1,
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дає замкнену диференцiйну систему 1-го порядку для 4-компонентної Φ̄1:
{

J
d

dr
+ V

⊥(r, E, j)
}

Φ̄1(r) = 0, де V
⊥ = (V̄11 − V̄12

[

V̄22

]−1
V̄21)/2. (33)

Її зведено до еквiвалентної системи 2-го порядку для 2-компонентної хвильової
ф-ї Ψ, i представлено у матрично-двочленному видi:

{

d2

dr2
−W

}

Ψ = 0, (34)

корисному для пошуку точних i наближених розв’язкiв.
Iз структури матрицi V

⊥ в р-нi (33) видно, що її елементи можуть бути
джерелом нефiзичних полюсiв рiвнянь (33) i (34), вiдсутнiх у вихiдному по-
тенцiалi (31). Такi синґулярностi можуть зробити краєву задачу некоректною.
Прикладом є р-ня Брайта (крiм (j=0)-станiв парапозитронiя; пiдроздiл 5.4).

В пiдроздiлi 5.6 розвинуто псевдо-пертурбативний метод, що є аналогом
МКО-наближення для 2ЧРД. Вiн ґрунтується на технiцi розкладiв за параме-
тром 1/j. Метод застосовний у задачах iз сильним зв’язком, i дозволяє обiйти
труднощi, пов’язанi з iснуванням нефiзичних синґулярностей 2ЧРД.

Для iлюстрацiї методу аналiзуються 2ЧРД з рiзними скалярно-векторними
суперпозицiями кулонiвського та лiнiйного потенцiалiв. В останнi 2-3 декади
подiбнi рiвняння використовувались як релятивiстичнi кварковi моделi мезо-
нiв (див. пiдроздiл 2.2). Деякi з них є унiверсальними, тобто описують стани
як важких, так i легких мезонiв. Розв’язки цих 2ЧРД звичайно отримують
пертурбативним або чисельним методами, недолiки та обмеженiсть яких за-
значено вище. Аналiтичний розгляд вказаних 2ЧРД у п. 5.6.3 показує, що крiм
вiдомих прикладiв деякi новi можуть бути навiть кращою основою для унiвер-
сальних релятивiстичних потенцiальних моделей.

В пiдроздiлi 5.5 запропоновано клас нових точно розв’язних 2ЧРД iз комбi-
нацiями потенцiалiв лiнiйного i кулонiвського типу iз складною спiн-кутовою
залежнiстю. Цей клас мiстить вiдомi двочастинковi версiї дiракiвських осциля-
торiв 54, а також включає новi приклади. Один iз них, з досить нетривiальним
потенцiалом, точно вiдтворює бажане спiн-орбiтальне виродження траєкторiй
Редже легких мезонiв. В лiтературi26 цю модель застосовано до мезонiв, що
мiстять як легкi, так i дивнi (s) i важкi (c, b) кварки, що дало змогу авторам
успiшно описати бiльше 50-ти мезонних станiв.

У шостому роздiлi розвинуто iншу схему виведення кiлькачастинкових
хвильових рiвнянь з частково редукованих теоретико-польових лаґранжiанiв.
Вона полягає в усуненнi часової нелокальностi на рiвнi гамiльтонового опису,
з подальшим застосуванням канонiчного квантування та варiацiйного методу.

54Sazdjian H. Phys. Rev. D, 1986, 33, 3434; Europhys. Lett., 1988, 6, 13



24

Для простоти схему викладено на прикладi теорiї поля, у якiй скалярнi ком-
плекснi (=зарядженi) поля матерiї φa(x) взаємодiють через дiйсне поле ϕ(x) –
це т.зв. скалярна модель Юкави, або Вiка-Куткоського 55, якщо ϕ(x) – безма-
сове. Вихiдним пунктом є ЧР-лаґранжiан теорiї L̄[φ] виду (27), в якому для
загальностi ф-ю Ґрiна G(x) замiнено на довiльне пуанкаре-iнварiантне ядро
K(x). До нього застосовано процедуру гамiльтонiзацiї нелокальних лаґранжi-
анiв42, узагальнену в п. 6.1.3 на теоретико-польовi системи. В результатi отри-
мано вирази для форми Лiувiля i гамiльтонiану:

Θ =

∫

d4x

∫

d4x′ Ξ(x0, x′0)
∑

a
Ea(x

′, x; [φ])δ̃φa(x) + c.c. (35)

H =

∫

d4x

∫

d4x′ Ξ(x0, x′0)
∑

a
Ea(x

′, x; [φ])φ̇a(x) + c.c. − L(0); (36)

δ̃φa(x) – зовнiшнiй диференцiал, Ξ(x0, x′0) = sgnx0 − sgn x′0, c.c. – комлексно-

спряженi члени, φ̇a(x) =
∂φa(x)

∂x0
, Ea(x, x

′; [φ]) =
δL(x)

δφa(x′)
, L(0) =

∫

d3x L̄(x)|x0=0.

Форма Лiувiля визначає симплектичну форму: Ω = δ̃Θ , а отже, i дужки
Пуасона, а гамiльтонiан H ґенерує в їх термiнах еволюцiю системи.

Рiвностi (35) i (36) мають лише формальне значення, допоки iнтеґрування
не здiйснено явно. Для цього потрiбен явний розв’язок польових рiвнянь ЧР-
теорiї, який в п. 6.1.4 будується розкладами за константою взаємодiї g. В 0-му
наближеннi поле φa(x) є вiльнопольовим розв’язком з додатньо- i вiд’ємно-
частотними комплексними амплiтудами bak, dak, а форма Лiувiля:

Θ = i
∑

a

∫

d3k
{

b∗akδ̃bak + d∗akδ̃dak

}

. (37)

Отже {bak, b∗ak} i {dak, d∗ak} є канонiчно-спряженими парами, якi у квантовому
описi стають стандартними операторами знищення i народження частинок i
античастинок, а вiльночастинковий гамiльтонiан є бiлiнiйним щодо них:

Hfree =
∑

a

∫

d3k ka0{b†akbak + d†akdak}. (38)

Розв’язки вищих наближень будуються iтерацiйно. В наступному порядку ∼
g2, завдяки переозначенню польових змiнних, що враховує кiлькачастинковi
кореляцiї, форма (37) зберiгається, а до (38) додається членHint 4-го ступеня за
операторами b

ak
, b†

ak
, d

ak
, d†

ak
, що мiстить фур’є-образи ядра взаємодiї K̃(k) =

∫

d4x e− i k·xK(x). Оскiльки окремi сектори простору Фока не є замкненими
щодо дiї Hint, а отже i повного гамiльтонiану H = Hfree +Hint, то задача 2-х

55Wick G.C. Phys. Rev., 1954, 96, 1124; Cutkosky R.E. Phys. Rev., 1954, 96, 1134
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(i N) частинок не є точною, i може бути описана варiацiйним методом. Для 2-
частинкового стану |1+2〉 =

∫

d3p f(p)b†1(p)b
†
2(−p)|0〉, де f(p) – його амплiтуда

в системi ЦМ, варiанiйний принцип δ〈1+2|H −E|1+2〉 = 0 веде до хвильового
рiвняння:

[

2
∑

a=1

pa0 − E

]

f(p) =
g1g2
8(2π)3

∫

d3q f(q)√
p10p20q10q20

2
∑

a=1

K̃(pa − qa), (39)

де 4-iмпульси pa, qa взято на масовiй оболонцi. Це релятивiстичне хвильо-
ве рiвняння типу Салпiтера узагальнює варiацiйнi рiвняння моделi Юкави 56

на випадок довiльного ядра взаємодiї. Подiбно можна отримати рiвняння для
частинково-античастинкового стану |1+1̄〉, в якому крiм членiв типу 1-бозонного
обмiну (як в (39)) враховано члени типу вiртуальної анiгiляцiї.

В пiдроздiлi 6.2 розглядається ЧР-модель Юкави з медiатором уявної маси
м = iµ – тахiонним полем, яке не має повноцiйнного квантового втiлення в
рамках локальної КТП. В нерелятивiстичному наближеннi варiацiйне рiвнян-
ня зводиться до рiвняння Шрединґера з далекосяжним потенцiалом

U(r;µ) = ReUYukawa(r; iµ) =
α

r
cosµr. (40)

Така задача є нетривiальною: вона для обох випадкiв α ≶ 0 дає зв’язанi стани,
причому дуже слабко при 1 < µ/(mr|α|) < 3. Антиекранований потенцiал (40)
може мати прикладне значення: вiн виникає в метастабiльних середовищах,
таких як дiелектрик при вiд’ємних температурах 57. Iншим, астрофiзичним
тлумаченням може бути тяжiння, “одягнене” у темну матерiю58.

В пiдроздiлi 6.3 розглядаються можливостi ввести утримну взаємодiю в
рамках простих ЧРТП. В п. 6.3.1 стандартний вiльний член поля-медiатора
у скалярнiй моделi Юкави замiнено на лаґранжiан з вищими похiдними з
теорiї Кiскiса. Це приводить до рiвняння (39) з ядром K̃(k) ∼ 1/k4, що у
статичнiй границi дає лiнiйний потенцiал – далекосяжну частину мiжкварко-
вої взаємодiї. В п. 6.3.2 розглядається iнша можливiсть: лаґранжiан моделi
Вiка-Куткоського доповнено нелiнiйними членами. Шляхом вилучення поля-
медiатора iз застосуванням розкладiв за параметром нелiнiйностi отримано
ЧР-лаґранжiан, що мiстить нелокальнi у часi багато-точковi члени взаємодiї.
У наближеннях нижнiх порядкiв теорiї ϕ3 отримано звичнi дво-точковi взаємо-
дiї 1-бозонного обмiну та три-точкову взаємодiю. Остання у статичнiй границi
описується три-точковим кластерним потенцiалом:

U (3)(x1,x2,x3) ≡ −
∫

d3z

|z − x1||z − x2||z − x3|
, (41)

56Darewych J. Condens. Matter Phys., 2000, 3, 633
57Sen A. Phys. Scripta, 2003, 68, 87
58Chiueh T., Tseng Y. Astrophys. J., 2000, 544, 204
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що є розбiжним, але допускає регуляризацiю: U (3) = Ũ (3)(x1,x2,x3) + U0 з
нескiнченною сталою U0 та скiнченною функцiєю Ũ (3) мiжчастинкових вiдста-
ней x̄12 ≡ |x1−x2|/a, x̄23, x̄13, зважених на довiльний масштаб a, яку зведе-
но до квадратури. Асимптотично при великих вiдстанях Ũ (3) ∼ 4π ln x̄>, де
x̄> = max(x̄12, x̄13, x̄23). Подiбну взаємодiю отримано у нелiнiйнiй версiї ди-
польної моделi. Цi моделi можуть мати стосунок до проблеми конфайнмента.

~
U

z/a /aρ

0
1

2
3

1
2

3
0

5

10

Рис. 2: Потенцiал Ũ (3)(a,−a, r)

як ф-я r = {x, y, z}; ρ =
√

x2 + y2;
a=|a|. Ф-я симетрична щодо iнвер-
сiї z → −z та повороту навколо 0z.

В останньому пiдроздiлi 6.4 процедуру редукцiї калiбрувального поля-медi-
атора iтерацiйно застосовано до спiнорної хромодинамiки. У 1-му наближеннi
поряд iз взаємодiєю одноґлюонного обмiну виникає взаємодiя, що описується
похiдною вiд тричастинкового кластерного потенцiалу (41), У 2-му наближеннi
з’являється 4-частинковий потенцiал. При великих вiдстанях обидва потенцiа-
ли мають кулонiвськi асимптотики. У такий спосiб отримано вищi наближення
до короткосяжної взаємодiї кваркiв у координатному представленнi.

ВИСНОВКИ

У дисертацiї розвинуто альтернативний чи комплементарний до КТП пiд-
хiд, що на основi класичного чи ефективного теоретико-польового опису вза-
ємодiй дозволяє будувати квантовий релятивiстичний опис системи двох чи
скiнченного числа частинок, зокрема формулювати i розв’язувати задачу про
зв’язанi стани. Основою пiдходу є iнтеґрали дiї типу Фоккера або частково ре-
дукованi нелокальнi лаґранжiани, отриманi шляхом редукцiї поля-посередника
взаємодiї у вихiдному локальному описi системи. Головною методичною про-
блемою, розв’язаною у дисертацiї, є конструктивна побудова гамiльтонових
описiв систем, заданих фоккерiвськими iнтеґралами i нелокальними ЧР-лаґран-
жiанами, та їх квантування. Розвинутi загальнi методи застосовано до опису
двочастинкових i тричастинкових систем, що представляють фiзичний iнтерес,
зокрема кваркових моделей мезонiв та барiонiв.

1. Запропонований клас часо-асиметричних iнтеґралiв дiї типу Фоккера (тоб-
то таких, що мiстять запiзнену чи випередну ф-ю Ґрiна р-ня Даламбера)
мiстить точно розв’язнi моделi релятивiстичних систем двох частинок,
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що взаємодiють через релятивiстичнi поля: безмасове поле довiльного
спiну, ґравiтацiйне поле, та векторне поле ефективних теорiй конфайн-
менту з вищими похiдними. Побудована гамiльтонова динамiка таких си-
стем зводиться до квадратур i мiстить як фiзичнi розв’язки, так i нефi-
зичнi, що вiдповiдають вiд’ємнiй масi однiєї чи двох частинок.

2. Методом динамiчної алгебри здiйснено квантування часо-асиметричних
систем з безмасово-польовою взаємодiєю. Енергетичнi спектри систем iз
векторною i скалярною взаємодями тотожнi з точнiстю до α4 до вiдомих
квантово-польових результатiв. Спектри систем з тензорною взаємодiєю
вищих спiнiв (включно з ґравiтацiєю) та вiдповiднi значення критичних
констант взаємодiї отримано вперше. Спiновi ефекти коректно враховано
з точнiстю до α4 в запропонованих точно iнтеґровних рiвняннях квазiпо-
тенцiального типу, що i можуть служити основою для вищих наближень.

3. Запропоновано метод побудови гамiльтонового опису та квантування дво-
частинкових iнтеґралiв дiї типу Фоккера у наближеннi майже колових
орбiт (МКО). Метод застосовний як до нерелятивiстичних, так i релятивi-
стичних фоккерiвських систем, i загалом – до довiльних часо-нелокальних
систем двох частинок, iнварiантних щодо групи Арiстотеля. В загально-
му доведено iснування колових орбiт, а для їх збурень сформульовано
теоретико-груповi критерiї вiдбору фiзичних мод.

4. Запропонований лаґранжiв та гамiльтонiв опис точкової частинки з ко-
льором в неабелевому полi може служити моделлю ґенерацiї динамiчної
маси кваркiв. В лiтературi25 опис застосовано до випадку калiбрувальної
групи Лоренца для опису частинки у полi дiона.

5. На основi векторної та скалярної ефективних теорiй поля з вищими по-
хiдними побудовано кваркову модель мезонiв типу Фоккера iз корнель-
ським потенцiалом у статичнiй границi. Квантування моделi розроблени-
ми в дисертацiї методами здiйснено як у часо-асиметричнiй, так i часо-
симетричнiй версiях. Отриманi спектри мезонiв описуються асимптоти-
чно лiнiйними траєкторiями Редже з випадковим виродженням типу ℓ+nr

(а не ℓ+2nr, як в iнших моделях). Модель добре узгоджується з експе-
риментом, i дає унiверсальний опис важких та легких мезонiв.

6. Редукцiя поля-посередника в системi взаємодiючих полiв матерiї приво-
дить до частково редукованого лаґранжiану з нелокальним членом, що
описує взаємодiю струмiв матерiї через функцiю Ґрiна поля-посередника.
Стандартнi методи квантування у таких випадках незастосовнi. Запропо-
новано пертурбативну гамiльтонiзацiю та квантування частково редуко-
ваних лаґранжiанiв. Виведенi варiацiйнi хвильовi рiвняння для системи
2-х i 3-х скалярних частинок (античастинок) мають структуру iнтеґраль-
них рiвнянь типу Салпiтера з ядром взаємодiї, вираженим через пропа-
ґатор поля-медiатора, або заданим феноменологiчно.
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7. Для системи дiракiвських полiв, заданої частково редукованим лаґранжi-
аном, побудовано квазiрелятивiстичний гамiльтонiан. Його власнi дво- i
тричастинковi стани, означенi у нестандартному вакуумi, задовольняють
рiвняння Дiрака (2ЧРД i 3ЧРД) в координатному представленнi з потен-
цiалами iз рiзною лоренцiвською структурою та статичною границею.
Для випадку електромагнетної взаємодiї у рiзних калiбруваннях отри-
мано вiдомий потенцiал Брайта з вищими диференцiйними поправками.
Випадок скалярної взаємодiї також узгоджується з вiдомими результа-
тами, а решта представлених випадкiв є новими.

8. Запропоновано зведення радiально редукованого 2ЧРД з загальним по-
тенцiалом до 2×2–матрично-двочленного рiвняння 2-го порядку. Це до-
зволяє ефективно виявляти тi нефiзичнi синґулярностi системи, що ро-
блять крайову задачу некоректною. Встановлено, що для загалом пато-
логiчного рiвняння Брайта стани ортопозитронiю є регулярним. Чисель-
но знайдено спектр ортопозитронiю при довiльних значеннях константи
взаємодiї α, та визначено для неї критичне значення αc = 2/

√
3, в околi

якого енергiя рiзко падає.
9. З допомогою матрично-двочленної форми 2ЧРД виявлено сiм’ю нових

точно iнтеґровних випадкiв типу дiракiвських осциляторiв i розвинуто
псевдо-пертурбативний метод 1/j–розкладiв – квантовий аналог МКО-
наближення, що застосовний i до розв’язування патологiчних 2ЧРД. Як
застосування, обчислено точнi i псевдо-пертурбативнi спектри 2ЧРД з
корнельським потенцiалом рiзної лоренц-структури. Знайдено кiлька по-
тенцiалiв, що вiдтворюють властивостi траєкторiй Редже. Один з них в
лiтературi26 застосовано до опису бiльше 50-ти легких та важких мезон-
них станiв.

10. Запропоновано можливий механiзм виникнення утримної кластерної вза-
ємодiї в деяких нелiнiйних моделях системи скалярних полiв, що опису-
ються регуляризованим статичним тричастинковим потенцiалом логари-
фмiчного росту. Показано, що iз ним пов’язанi кластернi поправки до
мiжкваркових взаємодiй кулонiвського типу у класичнiй хромодинамiцi.
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Анотацiя

Дувiряк А.А. Лаґранжiани з часовою нелокальнiстю та релятивiсти-
чнi квантовi задачi кiлькох тiл. – Рукопис.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.04.02 – теоретична фiзика. Iнститут фiзики кон-

денсованих систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2017.

Робота присвячена проблемi квантування часо-нелокальної релятивiстичної
задачi 2-х i 3-х тiл в рамках формалiзму iнтеґралiв дiї типу Фоккера та їх
теоретико-польових аналогiв. Побудовано квантовий опис та обчислено спе-
ктри двочастинкових систем з часо-асиметричною взаємодiєю польового типу.
Запропоновано схему квантування часо-симетричних фоккерiвських систем,
яку застосовано до кваркової моделi мезонiв. В рамках частково редукова-
ної теорiї поля отримано двочастинковi рiвняння Дiрака iз взаємодiями рiзної
лоренц-структури; запропоновано їх блок-матричне представлення та псевдо-
пертурбативний метод розв’язування; знайдено низку нових точно розв’язних
прикладiв. Запропоновано нелiнiйнi частково редукованi теоретико-польовi мо-
делi з утримною взаємодiєю, знайдено їх стосунок до спiнорної хромодинамiки.
Ключовi слова: iнтеґрали дiї типу Фоккера, часова нелокальнiсть, потенцi-
альнi моделi, двочастинковi рiвняння Дiрака.

Аннотация

Дувиряк А.А. Лагранжианы с временно́й нелокальностью и реляти-
вистские квантовые задачи нескольких тел. – Рукопись.
Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических

наук по специальности 01.04.02 – теоретическая физика. Институт физики

конденсированных систем НАН Украины, Львов, 2017.

Работа посвящена проблеме квантования нелокальной во времени релятивист-
ской задаче 2-х и 3-х тел в рамках формализма iнтегралов действия типа Фок-
кера и их теоретико-полевых аналогов. Построено квантовое описание и вычи-
слины спектры двухчастичных систем с времени-асиметричным взаємодей-
ствием полевого типа. Предложена схема квантования времени-симметричных
фоккеровских систем, которая применена к кварковой модели мезонов. В рам-
ках частично редуцированной теории поля получены двухчастичные уравне-
ния Дирака с взаимодействиями различной лоренц-структуры; предложено их
блок-матричное представление и псевдопертурбативный метод решения; най-
ден ряд новых точно решаемых примеров. Предложены нелинейные частично
редуцированные теоретико-полевые модели с удерживающим взаимодействи-
ем, найдено их отношение к спинорной хромодинамике.
Ключевые слова: интегралы действия типа Фоккера, временна́я нелокаль-
ность, потенциальные модели, духчастичные уравнения Дирака.
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Abstract

Duviryak A.A. Lagrangians with time nonlocality and relativistic quantum
few-body problems. – Manuscript.
Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on the

speciality 01.04.02 – Theoretical Physics. Institute for Condensed Matter Physics

of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2017.

Thesis is devoted to a quantization problem of time-nonlocal 2- and 3-body
relativistic systems within the formalism of Fokker action integrals and field-theoreti-
cal analogs. It starts with brief reviews on three topics which are concerned with
the thesis: the relativistic bound state problem, the relativistic potential models of
hadrons, and the formalism of Fokker action integrals.

Then a wide class of two-particle relativistic systems with time-asymmetric
interactions is considered. It is built with Fokker-action integrals in which the
symmetric Green function of Dalembert equation is replaced by the retarded or
advanced one. This permits to remove a time nonlocality and reduce the action
to Lagrangian form. Then the covariant canonical description of time-asymmetric
systems is built with the pair of 1st-class constraints – the light cone one, and the
dynamical one. The two-body problem is solvable in quadratures. This is done for
systems with time-asymmetric interactions mediated by massless fields of arbitrary
integer spin s, including scalar, electromagnetic (vector) and gravitation (s=2)
interactions. A quantization and bound state spectra for these systems are derived
via the dynamical algebra method; spin effects are taken into account heuristically.

Quark models of mesons are built within the Fokker action formalism as well.
Classical action integrals of Rivacoba and Weiss are shown equivalent dynami-
cally and leading to the linear static interaction potential. A relation of this model
to effective higher derivative field theories of quark binding is stated. The time-
asymmetric quantum version of the model leads to close-to-linear Regge trajectori-
es with desirable accidental degeneracy. Since slopes of trajectories are flavor-
dependent (thus the model is not universal) the time-symmetric model with the
scalar counterpart of the Rivacoba-Weiss action is used and shown to be universal.

The almost-circular-orbit (ACO) method which is appropriate for a quantizati-
on of time-symmetric Fokker-type systems has been elaborated. Both relativistic
and nonrelativistic systems are embraced within the general time-nonlocal two-
body system which is invariant under the Aristotle group – the common subgroup
of the Poincaré and Galileo groups. It is proven for this system an existence of ci-
rcular orbit solutions, and their perturbations are studied and quantized as a linear
time-nonlocal Hamiltonian system.

A field-theoretical analogue of the Fokker-action formalism is developed. A
systems of Dirac fields with (pseudo)scalar, (pseudo)vector and tensor coupling
is considered. The Lagrangian of the theory is reformulated by solving partially
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the mediating field equations. The reduced Lagrangian contains nonlocal interacti-
on terms in which the mediating-field symmetric Green functions appear directly,
sandwiched between the fermionic particle currents.

A transition from the nonlocal Lagrangian to a single-time Hamiltonian is
performed by means of quasi-relativistic approximation (i.e., 1/c–expansion).

A two-fermion state |2〉 constructed by employing an unconventional “empty”
vacuum is the eigenstate of the quantized Hamiltonian provided the amplitude of
|2〉 satisfies the two-body Dirac equation (2BDE) in the position representation.
The Breit-like potential includes the instant part depending on the Lorentz-sructure
of interaction, and retardation corrections.

The approach is approved on the partially reduced spinor electrodynamics: the
Breit equation is derived, and the non-perturbative orthopositronium spectrum is
calculated numerically for different values of coupling constant.

For the sake of an analytical study of two-fermion bound states the block-
matrix representation of radially reduced 2BDE is proposed. It is developed on
this base the pseudo-perturbative method employing expansions in 1/j, the total
angular momentum inverse. The method is applicable to strongly coupled systems;
it removes difficulties caused by nonphysical singularities of 2BDE.

These tools are applied to 2BDE with Coulomb and linear potentials of various
Lorentz structure. New approximately and exactly solvable examples are derived,
few of them are shown appropriate as a base of potential models of mesons.

Another scheme for deriving relativistic wave equations is based on a coupling
constant expansion. It permits one to remove a time nonlocality on the Hamiltonian
level. Then the canonical quantization and the QFT-variational method are used to
derive a relativistic two-body wave equation in the momentum representation. The
kernel of this integral equation is expressed in terms of mediating-field propagator,
or it can be chosen phenomenologically.

The scheme is approved on the scalar Yukawa model. Then it is applied to the
cases of tachyon mediating field, nonstandard higher-derivative mediator, and to
the non-linear generalization of the Wick-Cutkoski model. In lower-order approxi-
mations of ϕ3-theory pair-wise Coulomb potentials appear complemented by 3-
point cluster potential of logarithmic growth. This result may be related to the
confinement problem.

Finally, the gluon gauge field is reduced iteratively in the Lagrangian of spinor
chromodynamics. It is possible in such a way to derive higher-order corrections to a
one-gluon exchange interaction. The 1st-order correction is described by a derivati-
ve of the cluster 3-point potential mentioned above. In the 2nd-order approximation
a 4-point potential arises. Both interactions are Coulomb-like at large distances.
Keywords: Fokker-action integrals, time nonlocality, potential models, two-body
Dirac equation.


