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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. У низьковимiрних магнетиках зi спiном 1/2 кванто-
вi ефекти вiдiграють вирiшальну роль у їх поведiнцi при низьких температурах.
Основний стан одновимiрних моделей зазвичай вiдповiдає невпорядкованiй фазi
квантової спiнової рiдини, яка характеризується вiдсутнiстю локального порядку,
степеневим загасанням кореляцiй i безщiлинним спектром збуджень. Ця власти-
вiсть вiдображається зокрема у появi дробових елементарних збуджень. Наявнiсть
конкурентних взаємодiй, якi є причиною фрустрацiї у магнiтних системах, при-
зводить до виникнення нових фiзичних явищ i фаз, як, наприклад, спонтанне
порушення просторової симетрiї, або плато дробової намагнiченостi у магнiтному
полi.1

Робота присвячена теоретичному опису квантових магнiтних систем малої
просторової вимiрностi, якi демонструють складну структуру основного стану.
Зокрема, ми зосередилися на дослiдженнi динамiчних властивостей спiн-1/2 XY

ланцюжкiв та особливостях їх низькотемпературної поведiнки. Обчислення та
аналiз часових кореляцiйних функцiй є складною проблемою у низьковимiрних
квантових спiнових моделях, оскiльки квантовi флуктуацiї зазвичай руйнують
класичний порядок i призводять до появи дробових елементарних збуджень, що
проявляється у появi протяжних частотних профiлiв у динамiчних структурних
факторах i вiдповiдних динамiчних сприйнятливостях. Вплив анiзотропiї, антиси-
метричної взаємодiї Дзялошинського-Морiя та iнших факторiв на цi характери-
стики важко наперед передбачити. Цi ефекти можна спостерiгати у експериментах
з електронного спiнового резонансу2 та непружному розсiянню нейтронiв3 у вiдпо-
вiдних магнiтних матерiалах, з яких й можна вiдтворити їхнi динамiчнi характе-
ристики. Розрахунок та аналiз частотних залежностей динамiчних структурних
факторiв i сприйнятливостей та iнтерпретацiя вiдповiдних експериментальних да-
них є складною проблемою в сучаснiй теорiї. В останнi роки прогрес числових
методiв, як DMRG, тензорнi мережi, дозволив отримати динамiчнi спектри для
достатньо довгих ланцюжкiв. З iншого боку, розвиток аналiтичних пiдходiв та
отримання точних результатiв може дати розумiння механiзмiв спостережуваних
явищ.

Фрустрованi моделi залишаються гарячою темою дослiджень протягом
останнiх рокiв, оскiльки конкуренцiї взаємодiй в низьковимiрних системах можуть
призводити до появи сильноскорельованих квантових фаз зi складною структу-

1C. Lacroix, P. Mendels, F. Mila, Introduction to Frustrated Magnetism: Materials, Experiments, Theory, Springer
Series in Solid-State Sciences, Vol. 164 (Springer Berlin Heidelberg, 2011).

2Y. Ajiro, Journal of the Physical Society of Japan 72, 12 (2003).
3I. A. Zaliznyak, J. M. Tranquada, “Neutron Scattering and Its Application to Strongly Correlated Systems,” in

Strongly Correlated Systems: Experimental Techniques, edited by A. Avella and F. Mancini (Springer Berlin Hei-
delberg, Berlin, Heidelberg, 2015) pp. 205–235.
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рою, i теоретичне дослiдження таких систем є складною проблемою. Для числових
методiв, зокрема у випадку двовимiрних систем, ефекти скiнченного розмiру ча-
сто стають особливо важливими при дослiдженнi систем з сильними квантовими
кореляцiями, якi слабо загасають iз вiдстанню. З iншого боку, квантовий метод
Монте-Карло, який дозволяє вивчення систем бiльшого розмiру, не застосовний
у випадку фрустрованих моделей через так звану “проблему знаку”. Аналiтичнi
ж пiдходи до систем без локального порядку, як у згаданих моделях, потребують
нових наближень. При цьому точнi результати для згаданих моделей вiдiграють
важливу роль, оскiльки дозволяють отримати прозору картину явищ, хоч i для
спрощеної моделi. На жаль, число таких результатiв є обмеженим у випадку фру-
строваних систем.4

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України,
iз науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень. Поданi в
дисертацiї результати отриманi згiдно планiв робiт у рамках бюджетних тем НАН
України “Вплив молекулярної структури i процесiв локального впорядкування на
фiзичнi властивостi багаточастинкових систем” (2014–2018 рр., номер держреє-
страцiї 0114U001048), “Процеси впорядкування i властивостi багаточастинкових
статистичних систем: Теорiя i комп’ютерне моделювання” (2019–2023 рр., номер
держреєстрацiї 0119U100663), а також у рамках тем “Розробка сучасних теорети-
чних методiв та їх застосування до вивчення властивостей конденсованих систем”
(2002–2006 рр., номер держреєстрацiї 0102U001794), “Розвиток i застосування ме-
тодiв аналiтичної теорiї та комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу
в iон-електронних системах” (2007–2011 рр., номер держреєстрацiї 0107U002081),
“Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i за-
стосування” (2012–2016 рр., номер держреєстрацiї 0112U003119), “Новi концепцiї
статистичного опису i їх застосування у теорiї багаточастинкових систем” (2017–
2021 рр., номер держреєстрацiї 0117U002093), гранту NATO collaborative linkage
grant № CBP.NUKR.CLG 982540 “Dynamic Probes of Low-Dimensional Quantum
Magnets” (2007-2008), грантiв Нацiональної стипендiальної програми Словацької
Республiки (2008, 2011, 2014, 2020, 2021–2022), гранту ЄС через проєкт EURI-
ZON H2020, грантова угода 871072, #EU-3025 “Frustrated quantum spin models
to explain the properties of magnets over wide temperature range” (2024), проекту
Нацiонального фонду дослiджень України № 2023.03/0063 “Фрустрованi квантовi
магнетики за рiзних зовнiшних умов” (2024).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є теоре-
тичнi дослiдження динамiчних та низькотемпературних явищ у низьковимiрних

4S. Miyahara, “Exact Results in Frustrated Quantum Magnetism,” in Introduction to Frustrated Magnetism: Materi-
als, Experiments, Theory, edited by C. Lacroix, P. Mendels, F. Mila (Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg,
2011) pp. 513–536.
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системах за допомогою точних методiв та пертурбативних пiдходiв. Для досягне-
ння даної мети у дисертацiї необхiдно було розв’язати наступнi завдання:

1. Проаналiзувати вплив рiзного типу анiзотропiї та неоднорiдностi на динамi-
чнi властивостi XY ланцюжкiв на основi точних аналiтичного та числового
пiдходiв.

2. Застосувати перетворення Йордана-Вiгнера та наближення Гартрi-Фока для
одновимiрних фрустрованих моделей.

3. Отримати строгi результати для квантової спiнової двоногої драбинки зi
взаємодiями Гайзенберґа та Iзинґа.

4. Отримати точнi розв’язки для ортогонально-димерних моделей у одному та
двох вимiрах.

5. Пертурбативно врахувати квантову XY частину мiждимерних взаємодiй
для одно- та двовимiрних ортогонально-димерних моделей та описати вiд-
повiднi експерименти.

6. Дослiдити низьковимiрнi моделi на декорованих ґратках у межах строгих
пiдходiв та ефективних моделей для опису низькотемпературної термодина-
мiки.
Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є низьковимiрнi моделi кван-

тових магнiтних систем, що враховують наявнiсть неоднорiдностi, анiзотропiї,
фрустрацiї, ефектiв скiнченного розмiру. Предметом дослiдження є вплив ви-
щезгаданих особливостей моделей на їхнiй основний стан, термодинамiчнi та ди-
намiчнi властивостi при низьких температурах.

Методи дослiдження. У роботi застосовується метод фермiонiзацiї на базi
перетворення Йордана-Вiгнера, що дозволяє знайти точнi результати для дина-
мiчних характеристик спiн-1/2 XY ланцюжкiв. Одновимiрнi фрустрованi моделi
(J1−J2 i ромбiчний ланцюжки) розраховуються методом Гартрi-Фока для гамiль-
тонiанiв безспiнових фермiонiв. Метод унiтарних перетворень використовується,
щоб звести гiбриднi моделi Iзинґа-Гайзенберґа до “класичної” форми моделi Iзи-
нґа. Моделi на декорованих ґратках, розглядаються за допомогою декорацiйно-
iтерацiйного перетворення, яке дозволяє отримати ряд строгих результатiв для
їх термодинамiчних властивостей. У випадку, коли аналiтичнi методи не були до-
ступнi, застосовувались числовi пiдходи: точна дiагоналiзацiя, метод ренормгрупи
для матрицi густини, квантовий метод Монте-Карло.

Наукова новизна отриманих результатiв. Вперше отримано точнi ре-
зультати для динамiчних властивостей XY ланцюжкiв та проаналiзовано вплив
симетричної та антисиметричної анiзотропiї взаємодiї на динамiчний структурний
фактор моделi. Виявлено, що zz динамiчний структурний фактор може демон-
струвати сингулярностi ван Гова не лише з показником 1/2, а також з 2/3.

Отримано точнi результати для динамiчних структурних факторiв перiо-
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дичних та випадкових ланцюжкiв, де неоднорiднiсть задається знаком обмiнної
взаємодiї, та показано, що випадковiсть змiнює загасання кореляцiй зi степенової
до експоненцiйної.

Для зигзагоподiбного та ромбiчного ланцюжкiв показано, що метод сере-
днього поля для фермiонiзованої моделi, дає точний результат для випадку, який
вiдповiдає синглет-димерному основному стану з короткосяжними кореляцiями.

Знайдено точний розв’язок для спiн-1/2 фрустрованої двоногої драбинки
Iзинґа-Гайзенберґа та дослiджено фази основного стану.

Отримано точний результат для одно- та двовимiрної ортогонально-
димерної моделi з взаємодiями Гайзенберґа та Iзинґа. Запропоновано теорiю збу-
рень для врахування квантової XY частини мiждимерної взаємодiї. Продемон-
стровано, що такий пiдхiд дає добре узгодження з точними та числовими симу-
ляцiями вже у другому порядку теорiї збурень.

Дослiджено квантовий спiн-1/2 октаедричний ланцюжок, а також його ана-
лог зi змiшаними спiнами 1 i 1/2; знайдено фазовi дiаграми моделей та встанов-
лено квантовi фази зi складною структурою.

Для моделi Гайзенберґа на ромбiчно-декорованiй квадратнiй ґратцi iденти-
фiковано лiнiї квантових фазових переходiв першого роду мiж феримагнiтною
фазою Лiба-Матiса i мономер-димерною фазою, якi закiнчуються лiнiєю крити-
чних точок при скiнченних температурах.

Запропоновано спрощену модель Iзинґа-Гайзенберґа на ромбiчно-
декорованiй квадратнiй ґратцi, яка дозволяє знайти точний розв’язок для
лiнiй фазових переходiв першого роду та строго дослiдити лiнiю критичних
точок.

Виявлено, що спiн-електронна модель на подвiйно-декорованiй ґратцi з Iзи-
нґовими спiнами на основних вузлах i делокалiзованими електронами на парi де-
корованих вузлiв демонструє немонотонну залежнiсть вiд iнтегралу переносу та
Кулонового вiдштовхування електронiв для температури переходу до антиферо-
магнiтного впорядкування.

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi в дисертацiй-
нiй роботi аналiтичнi та чисельнi результати прояснюють особливостi динамiчної
поведiнки та низькотемпературної термодинамiки квантових магнетикiв рiзного
типу у випадку анiзотропiї, регулярної чи випадкової неоднорiдностi, фрустрацiї
та зовнiшнього магнiтного поля. З практичної точки зору вони можуть бути ви-
користанi для пояснення експериментiв електронного парамагнiтного резонансу
та розсiяння нейтронiв.

Робота має також методологiчне значення. Метод розрахунку заснований
на пертурбативному врахуваннi квантової XY частини мiждимерних взаємодiй
може бути використаний для дослiджень великої кiлькостi сполук з димерною
структурою.
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Результати отриманi для полiмерної координацiйної сполуки [Cu2Dy2]n та
квазiдвовимiрного магнiтного матерiалу SrCu2(BO3)2 пояснюють їх властивостi в
межах аналiтичного пiдходу.

Особистий внесок здобувача. У роботах, виконаних спiльно зi спiвавто-
рами [1–31], здобувачу належить:

• обчислення xx динамiчного структурного фактора [1, 2, 5];
• обчислення zz динамiчного структурного фактора [3, 4];
• аналiтичний розрахунок xx динамiчних структурних факторiв для регуляр-

но i випадково неоднорiдних XY ланцюжкiв [7, 8];
• постановка задачi про метод середнього поля для фермiонiзованого гамiль-

тонiану та розрахунки в такому наближеннi [6, 10, 12];
• постановка задачi про точний розв’язок моделi Iзинґа-Гайзенберґа на дво-

ногiй драбинцi та отримання точного розв’язку [14, 15];
• аналiтичний розрахунок критичних поведiнки магнетоелектрика Iзинґа-

Гайзенберґа на двоногiй драбинцi [25];
• постановка задачi про точний розв’язок для ортогонально-димерної моделi

Iзинґа-Гайзенберґа на одно- та двовимiрних ґратках [16, 19];
• формулювання ефективної моделi для опису низькотемпературної термоди-

намiки ортогонально-димерного ланцюжка [18];
• формулювання теорiї збурень для квантової XY частини мiждимерної вза-

ємодiї для моделей з сильної взаємодiєю всерединi димерiв [20, 27, 28];
• розрахунки ефективної моделi Iзинґа для спiн-електронної моделi з декоро-

ваними вузлами [9, 11, 13];
• аналiз фазової дiаграми основного стану змiшаного октаедричного ланцюж-

ка [23];
• формулювання ефективних моделей для низькотемпературної термодинамi-

ки ромбiчного та октаедричного ланцюжкiв [21, 22, 29];
• отримання фазової дiаграми для класичного варiанту моделi Гайзенберґа на

квадратнiй ґратцi декорованiй ромбами [30];
• ефективний опис критичної поведiнки моделi Iзинґа-Гайзенберґа на квадра-

тнiй ґратцi декорованiй ромбами [30, 31].
В усiх роботах здобувач брав активну участь на всiх етапах виконання тео-

ретичних дослiджень, включаючи постановку завдання, вибiр методiв, виконання
як аналiтичних так i, особливо, числових розрахункiв, обробцi отриманих резуль-
татiв та формулюваннi висновкiв.

Апробацiя роботи. Основнi результати дисертацiйної роботи доповiдались
i обговорювались на таких наукових зустрiчах: 12th Czech and Slovak Conference on
Magnetism CSMAG04 (Košice, Slovakia, 2004); SCES’05: Strongly Correlated Electron
Systems (Vienna, Austria, 2005); STM7, Small Triangle Meeting (Snina, Slovakia,
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2005); Statistical Physics 2005: Modern Problems and New Applications (Lviv, Ukrai-
ne, 2005); 13th Czech and Slovak Conference on Magnetism CSMAG07 (Košice,
Slovakia, 2007); Statistical Physics: Modern Trends and Applications (Lviv, Ukrai-
ne, 2009); International Conference on Magnetism ICM 2009 (Karlsruhe, Germany,
2009); 14th Czech and Slovak Conference on Magnetism CSMAG10 (Košice, Slovakia,
2010); 4-th Conference on Statistical Physics: Modern Trends and Applications (Lviv,
Ukraine, 2012); 15th Czech and Slovak Conference on Magnetism CSMAG13 (Košice,
Slovakia, 2013); 16th Czech and Slovak Conference on Magnetism CSMAG16 (Košice,
Slovakia, 2016); International Workshop Flatband Networks in Condensed Matter and
Photonics (Daejeon, South Korea, 2017); International 11th Workshop on Current
Problems in Physics (Lviv, Ukraine, 2018); Trends in Quantum Magnetism (Bad
Honnef, Germany, 2018); 5-th Conference on Statistical Physics: Modern Trends &
Applications (Lviv, Ukraine, 2019); 17th Czech and Slovak Conference on Magnetism
CSMAG19 (Košice, Slovakia, 2019); Workshop on Quantum Magnetism: Theoreti-
cal Challenges and Future Perspectives (Košice, Slovakia, 2019); III Workshop on
Quantum Low-Dimensional Magnetism (Belo Horizonte, Brasil, 2021); IV Workshop
on Quantum Low-Dimensional Magnetism (Maceio, Brasil, 2022); 1st Workshop on
Perspective Electron Spin Systems for Future Quantum Technologies (Košice, Slovakia,
2022); Рiздв’янi дискусiї на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського нацiональ-
ного унiверситету iм. I. Франка (2012); а також на семiнарах Iнституту фiзики
Унiверситету Дортмунда (Нiмеччина), кафедри теоретичної фiзики та астрофi-
зики Унiверситету П.Й. Шафарика у Кошицях (Словаччина) та Iнституту фiзики
конденсованих систем НАН України.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 31 статтю в наукових
журналах, внесених до перелiку наукових видань, у яких мають бути опублiкованi
матерiали дисертацiйних дослiджень [1–31], i 21 теза конференцiй [32–52].

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз пе-
релiку умовних скорочень, вступу, семи роздiлiв основної частини, загальних ви-
сновкiв, списку використаних джерел з 389 найменувань, 2 додаткiв i мiстить
96 рисункiв. Робота викладена на 300 сторiнках (зi списком використаних джерел
i додатками — 352 сторiнок).

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi з’ясовано актуальнiсть, сформульовано мету i завдання дослiдже-
ння, вiдзначено його наукову новизну i практичне значення, визначено особистий
внесок здобувача, наведено iнформацiю про апробацiю результатiв дисертацiї.

У першому роздiлi здiйснено огляд лiтератури, де основна увага була
зосереджена на квантових властивостях низьковимiрних систем та впливi фру-
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страцiї на їхню поведiнку у магнiтному полi та при низьких температурах. Крiм
того перераховано найважливiшi теоретичнi пiдходи щодо їх опису, а також наявнi
труднощi та нерозв’язанi проблеми.

Квантовi спiновi моделi локалiзованих магнiтних моментiв, якi описують ма-
гнетоактивнi дiелектрики, є найпростiшим класом сильноскорельованих систем,
що можуть демонструвати складну поведiнку. Особливо цiкавими виглядають
низьковимiрнi системи, де ефекти впорядкування послаблюються низьким коор-
динацiйним числом одно- та двовимiрних ґраток. Для цих випадкiв iснує низка
строгих результатiв, якi заперечують iснування впорядкованих станiв. Найвiдо-
мiша з них — теорема Мермiна-Вагнера, яка доводить, що неперервна симетрiя
не може бути порушена в системах з короткосяжними взаємодiями у розмiрностi
простору D ≤ 2 при вiдмiнних вiд нуля температурах.5 Як наслiдок вiдсутньо-
го порядку, в одновимiрних квантових системах може реалiзуватись в основному
станi стан квантової спiнової рiдини.6 Квантова спiнова рiдина — це сильноско-
рельований стан спiнової системи, в якому, проте, вiдсутнiй будь-який локальний
порядок. Внаслiдок сильних квантових флуктуацiй властивостi основного стану
низьковимiрних магнетикiв можуть суттєво залежати вiд типiв та конфiгурацiй
наявних взаємодiй.

У другому роздiлi отримано точнi результати для динамiки спiн-1/2 XY

ланцюжкiв та вивчено вплив симетричної та антисиметричної анiзотропiї на ди-
намiчний структурний фактор моделi. Для випадку iзотропного XX ланцюж-
ка проаналiзовано змiни спектра поглинання електронного спiнового резонансу
за наявностi взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Встановлено, що антисиметрична
взаємодiя Дзялошинського-Морiя може призводити до сингулярностей ван Гова з
рiзними показниками у динамiчному структурному факторi.

Модель, яка дослiджується, задається на одновимiрнiй ґратцi з N → ∞
спiнiв 1/2 таким гамiльтонiаном

H =
N∑
n=1

J
(
sxns

x
n+1 + syns

y
n+1

)
+

N∑
n=1

D
(
sxns

y
n+1 − syns

x
n+1

)
−

N∑
n=1

hszn, (1)

де sα — половини матриць Паулi, J — XX обмiнна взаємодiя, D — взаємодiя
Дзялошинського-Морiя, а h — поперечне магнiтне поле. У моделi (1) наклада-
ються перiодичнi граничнi умови (в аналiтичних розрахунках) i вiльнi граничнi
умови (в числових розрахунках) маючи на увазi, що результати нечутливi до на-
кладених граничних умов у термодинамiчної границi N → ∞.

У нашому дослiдженнi важливу роль вiдiграє калiбрувальне перетворен-
ня, що усуває взаємодiю Дзялошинського-Морiя з гамiльтонiана (1) за рахунок

5N. D. Mermin, H. Wagner, Phys. Rev. Lett. 17, 1133 (1966); Phys. Rev. Lett. 17, 1307 (1966).
6L. Savary, L. Balents, Rep. Prog. Phys. 80, 016502 (2016).
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перенормовання XX взаємодiї. Це неоднорiдне перетворення повороту спiнiв за-
писуємо у такому виглядi

s̃xn = sxn cosϕn + syn sinϕn, s̃yn = −sxn sinϕn + syn cosϕn, s̃zn = szn,

ϕn = (n− 1)φ, tanφ =
D

J
. (2)

За допомогою перетворення (2) знаходимо новий гамiльтонiан (1)

H =
N∑
n=1

J̃
(
s̃xns̃

x
n+1 + s̃yns̃

y
n+1

)
−

N∑
n=1

s̃zn, J̃ = sgn(J)
√

J2 +D2. (3)

Останнiй вираз вiдповiдає моделi без взаємодiї Дзялошинського-Морiя, проте, з
перенормованою XX взаємодiєю J̃ . Надалi, ми використовуємо вiдомi резуль-
тати для моделi (3), щоб розрахувати динамiчнi властивостi моделi з взаємодiєю
Дзялошинського-Морiя (1), застосовуючи перетворення поворотiв (2). Звiдси оче-
видно, що взаємодiя Дзялошинського-Морiя не може бути виявлена з вимiрювань
термодинамiчних величин оскiльки цi величини не можуть розрiзнити моделi (1)
i (3), котрi пов’язанi унiтарним перетворенням (2).

Використовуючи перетворення (2), знаходимо спiввiдношення мiж xx i xy
динамiчними структурними факторами моделi (1) (лiва сторона рiвнянь (4), (5)) i
xx i xy динамiчними структурними факторами моделi (3) (права сторона рiвнянь
(4), (5))

Sxx(κ, ω)=
1

2
[Sxx(κ−φ, ω)|J̃+Sxx(κ+φ, ω)|J̃+i (Sxy(κ−φ, ω)|J̃−Sxy(κ+φ, ω)|J̃)] , (4)

Sxy(κ, ω)=
1

2
[Sxy(κ−φ, ω)|J̃+Sxy(κ+φ, ω)|J̃−i (Sxx(κ−φ, ω)|J̃−Sxx(κ+φ, ω)|J̃)] . (5)

Надалi можна використовувати рiвняння (4) i (5) i давно вiдомi результати для
динамiки моделi (3), щоб дослiдити вплив взаємодiї Дзялошинського-Морiя на xx
i xy динамiку (частково аналiтично i частково числовим методом). З результатiв
дослiджень можна зробити висновок, що xx i xy динамiчнi структурнi фактори
моделi (1), при скiнченних температурах виявляють ряд особливостей, а саме,
асиметрiю вiдносно κ → −κ при h ̸= 0, специфiчну структуру частотних профi-
лiв при фiксованих значеннях κ, незалежнi вiд поля положення м’яких мод, якi
можна використовувати для однозначного визначення взаємодiї Дзялошинського-
Морiя.

Результати для динамiчних структурних факторiв можуть бути викори-
станi для обговорення впливу взаємодiї Дзялошинського-Морiя на поглинання
енергiї в ESR експериментах. Розгляньмо ESR експеримент у стандартнiй кон-
фiгурацiї Фарадея, в якому статичне магнiтне поле, спрямоване вздовж осi z
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Рис. 1. Низькотемпературна (лiвi панелi a, b, c) i промiжна температура (правi панелi d, e,
f) iнтенсивнiсть поглинання I(ω) на рiзних частотах ω i магнiтних полях h для спiн-1/2 XX
ланцюжка з взаємодiєю Дзялошинського-Морiя. J = 1, D = 0 (a, d), D = 0.5 (b,e), D = 1 (c, f),
β = 5 (лiвi панелi a, b, c), β = 1 (правi панелi d, e, f).

i електромагнiтна хвиля з поляризацiєю в напрямку α ⊥ z (скажiмо, α = x)
прикладенi до магнетика, який описується спiн-1/2 XX ланцюжком iз взаємодi-
єю Дзялошинського-Морiя. У такому ESR експериментi вимiрюють iнтенсивнiсть
поглинання випромiнювання I(ω) як функцiю статичного магнiтного поля при
рiзних частотах ω > 0 електромагнiтної хвилi, яка у рамках теорiї лiнiйного вiд-
гуку пропорцiйна до динамiчного структурного фактора i, отже, нашi результати
для Sxx(κ, ω) можна використати для обчислення ESR поглинання I(ω) спiн-1/2
XX ланцюжка з взаємодiєю Дзялошинського-Морiя. Надалi ми обмежуємось ан-
тиферомагнiтним знаком XX обмiнної взаємодiї J > 0. На рис. 1 показано типову
залежнiсть iнтенсивностi поглинання I(ω) при фiксованiй частотi ω у прикладе-
ному статичному магнiтному полi h, отриману числовим методом для ланцюжка
з N = 400 вузлiв. Результати стосуються низьких (лiворуч) i промiжних (право-
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руч) температур. Вони демонструють змiни в поглинаннi зi зростанням D (згори
донизу).

Зокрема, при наявностi взаємодiї Дзялошинського-Морiя польова зале-
жнiсть iнтенсивностi поглинання при низьких температурах в певному дiапазо-
нi частот може мати двопiкову структуру (порiвняймо рис. 1(a), 1(b), 1(c)). Це
пов’язано з розглянутим вище розщепленням двофермiонного континууму збу-
джень, вздовж характерних лiнiй якого переважно зосереджений xx динамiчний
структурний фактор.

Ми отримали детальнi динамiчнi структурнi фактори Sαα(κ, ω), α =
x, y, z спiн-1/2 анiзотропного XY ланцюжка в поперечному полi iз взаємодiєю
Дзялошинського-Морiя. Взаємодiя Дзялошинського-Морiя призводить до нетри-
вiальних змiн в динамiчних величинах. Двофермiоннi збудження, якi виключно
керують динамiчним структурним фактором zz, утворюють три континууми збу-
джень i всi вони проявляються навiть при нульовiй температурi для достатньо
великої константи взаємодiї Дзялошинського-Морiя. Двофермiоннi динамiчнi ве-
личини мають ненульовi значення в обмеженiй областi площини κ–ω; вони мо-
жуть демонструвати сингулярностi ван Гова не лише з показником 1/2, а й 2/3.
Крiм того, вони можуть зазнавати скiнченних стрибкiв при нульовiй темпера-
турi. Хоча динамiчнi структурнi фактори xx i yy включають багатофермiоннi
збудження, двофермiоннi збудження домiнують у їх поведiнцi при низьких тем-
пературах: при низьких температурах цi величини демонструють кiлька розмитих
гiлок збуджень, якi вiдповiдають конкретним лiнiям двофермiонних континуумiв
збуджень.

У третьому роздiлi дослiджено перiодичнi та випадковi ланцюжки, де
неоднорiднiсть задається знаком обмiнної взаємодiї. Показано, що випадковiсть
обмiнної взаємодiї змiнює поведiнку xy кореляцiйних функцiй зi степеневої на
експоненцiйно загасаючу. Пояснено, як це впливає на динамiчний структурний
фактор випадкових моделей.

Ми розглядаємо гамiльтонiан неоднорiдної одновимiрної спiн-1/2 XX моде-
лi iз бiлiнiйною взаємодiєю мiж найближчими сусiдами, який можна точно дослi-
дити за допомогою перетворення Йордана-Вiгнера:

H =
∑
n

(
Jn

(
sxns

x
n+1 + syns

y
n+1

)
+Dn

(
sxns

y
n+1 − syns

x
n+1

)
+ Ωszn

)
, (6)

де Jn — обмiнна XX взаємодiя мiж сусiднiми вузлами n i n+1, Dn — z-компонента
взаємодiї Дзялошинського-Морiя мiж цими вузлами, Ω — зовнiшнє поперечне ма-
гнiтне поле. Сума в (6) береться за всiма N вузлами; граничнi умови (перiодичнi
або вiдкритi) не є iстотними для розглянутих нижче величин, якi обчислюються
в термодинамiчнiй границi N → ∞.

Спочатку розглянемо спiнову модель (6), припускаючи Jn = λnJ з λn =
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±1 i Dn = 0, тобто обмiнна взаємодiя мiж спiнами на вузлах n i n + 1 може
бути або антиферомагнiтною, якщо λnJ > 0, або феромагнiтною, якщо λnJ < 0
залежно вiд заданої послiдовностi {λ1, . . . , λN}. Якщо здiйснити калiбрувальне
перетворення

sxn → s̃xn = λ1λ2 . . . λn−1s
x
n,

syn → s̃yn = λ1λ2 . . . λn−1s
y
n,

szn → s̃zn = szn, (7)

початковий гамiльтонiан H перетворюється на гамiльтонiан H̃ однорiдної моделi
з обмiнною константою Jn ≡ J (з точнiстю до несуттєвого граничного доданка).
Величини, що вiдносяться до перетвореної (однорiдної) моделi, видiляємо тиль-
дою. Очевидно, що zz динамiчна структурний фактор, як i всi термодинамiчнi
величини, iнварiантнi вiдносно калiбрувального перетворення (7), i тому не зале-
жать вiд неоднорiдної послiдовностi знакiв {λ1, . . . , λN}. На противагу цьому, xx
i xy динамiчнi структурнi фактори залежать вiд конфiгурацiї {λ1, . . . , λN}.

Розглянемо детальнiше модель з випадково розподiленими знаками обмiн-
них взаємодiй, припускаючи, що {λn} є послiдовнiстю незалежних випадкових
величин, кожна з таким бiмодальним розподiлом ймовiрностей

p(λn) = pδ(λn + 1) + (1− p)δ(λn − 1), (8)

де 0 ≤ p ≤ 1. Нас цiкавитимуть випадково-усередненi величини, i позначимо
середнє за всiма реалiзацiями випадковостi як (. . .) =

∏
n

∫∞
−∞ dλnp(λn)(. . .). За-

стосувавши калiбрувальне перетворення (7) та усереднивши за розподiлом (8),
знаходимо

⟨sαj (t)s
β
j+m⟩ = (1− 2p)|m|⟨s̃αj (t)s̃

β
j+m⟩. (9)

Запровадивши кореляцiйну довжину ξ = −1/ ln |1− 2p|, вираз (9) можна перепи-
сати у компактнiй формi

⟨sαj (t)s
β
j+m⟩ =

 exp
(
− |m|

ξ

)
⟨s̃αj (t)s̃

β
j+m⟩, 0 ≤ p ≤ 1

2 ,

(−1)m exp
(
− |m|

ξ

)
⟨s̃αj (t)s̃

β
j+m⟩, 1

2 ≤ p ≤ 1.
(10)

В результатi, усередненi за випадковими конфiгурацiями динамiчнi структурнi
фактори зображаються у такому виглядi

Sαβ(κ, ω) =
∑

m=0,±1,±2,...

exp

(
−iκm− |m|

ξ

) ∞∫
−∞

dt exp (iωt) ⟨s̃αj (t)s̃
β
j+m⟩, (11)
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де 0 ≤ p ≤ 1/2. Якщо 1/2 ≤ p ≤ 1, множник (−1)m (див рiвняння (10)) потрi-
бно взяти до уваги у рiвняннi (11) i отриманий вираз Sαβ(κ, ω) для 1/2 ≤ p ≤ 1
вiдповiдає Sαβ(κ∓ π, ω) в рiвняннi (11). Ми використовуємо рiвняння (11), щоб
обчислити Sαβ(κ, ω) через вiдомi результати для часових кореляцiйних функцiй
⟨s̃αj (t)s̃

β
j+m⟩ однорiдного ланцюжка з обмiнною константою J , отриманими аналi-

тично чи числовим методом.
Випадок спiнової моделi (6) з неоднорiднiстю взаємодiї Дзялошинського-

Морiя (Jn = J i Dn = λnD з λn = ±1) можна проаналiзувати на основi викори-
стання перетворення поворотiв розглянутого у попередньому роздiлi. Взаємодiю
Дзялошинського-Морiя Dn можна виключити з гамiльтонiана (6) (з точнiстю до
несуттєвого граничного доданку) за допомогою неоднорiдного перетворення по-
воротiв у спiновому просторi, яке у нашому випадку матиме такий вигляд

sxn → s̃xn = cosϕns
x
n + sinϕns

y
n,

syn → s̃yn = − sinϕns
x
n + cosϕns

y
n,

szn → s̃zn = szn, (12)

де ϕn =
∑n−1

m=0 φm, φ0 — довiльний кут, який зазвичай вважається нульовим i
tanφm = Dm/J , m = 1, 2 . . .. В результатi, приходимо до гамiльтонiана H̃ без
взаємодiї Дзялошинського-Морiя, однак, з перенормованою обмiнною взаємодiєю
J̃n = sgn(J)

√
J2 +D2

n.
Тут продемонстровано, що розглянутi просторово неоднорiднi моделi вирi-

зняються можливiстю усунення неоднорiдностi зi спiнового гамiльтонiана вiдпо-
вiдним унiтарним перетворенням (див. рiвняння (7), (12)) i, отже, задачу можна
звести до загальновiдомої однорiдної моделi. Точнi аналiтичнi та точнi числовi
данi використовуються далi для аналiзу динамiчних структурних факторiв перi-
одичних та випадкових спiн-1/2 XX ланцюжкiв. Розглянутi моделi демонстру-
ють досить складну поведiнку, яку можна пояснити вiдповiдними властивостями
базової однорiдної моделi. Таким чином, у розглянутих випадках спостережува-
на складнiсть має просте походження. Слiд також наголосити, що знайдено то-
чнi аналiтичнi результати для динамiчних структурних факторiв деяких перiо-
дичних/випадкових квантових спiнових ланцюжкiв. У випадку прямих числових
розрахункiв для випадкових квантових спiнових ланцюжкiв, це означало б ве-
лику кiлькiсть обчислень динамiчних величин для рiзних реалiзацiй випадкових
параметрiв у моделi i подальше усереднення за цими реалiзацiями.

У четвертому роздiлi дослiджено фрустрованi квантовi драбинки, а са-
ме зигзаг драбинку i ромбiчний ланцюжок, для яких знайдено представлення
безспiнових фермiонiв на основi перетворення Йордана-Вiгнера. Потiм, оскiльки
отриманий гамiльтонiан описує взаємодiючi фермiони, здiйснено наближення ти-
пу Гартрi-Фока та вивчено його застосовнiсть. Зокрема, отримано, що згадана
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схема опису дозволяє вiдтворити точний результат у випадку фази синглетних
димерiв, та дає задовiльнi результати поблизу неї. Також з’ясовано, що розв’язки
теорiї середнього поля для фермiонних моделей iнварiантнi вiдносно способiв фер-
мiонiзацiї Йордана-Вiгнера, якi пов’язанi калiбрувальними перетвореннями.

Розгляньмо фрустрований спiн-1/2 XXZ ланцюжок L спiнiв (L → ∞):

H =
L∑
l=1

J1(s
x
l s

x
l+1 + syl s

y
l+1 +∆szl s

z
l+1) + J2(s

x
l s

x
l+2 + syl s

y
l+2 +∆szl s

z
l+2), (13)

де J1 (J2) > 0 — антиферомагнiтнi взаємодiї мiж найближчими i наступними пiсля
найближчих сусiдами, ∆ — анiзотропiя обмiнної взаємодiї i sαl — спiн-1/2 операто-
ри. Пiсля перетворення Йордана-Вiгнера спiновий гамiльтонiан (13) зображається
моделлю взаємодiючих безспiнових фермiонiв:

H =
L∑
l=1

(
J1
2
c+l cl+1 +

J2
2
c+l cl+2 − J2c

+
l c

+
l+1cl+1cl+2 + h.c.

)
+ ∆J1

(
c+l cl −

1

2

)(
c+l+1cl+1−

1

2

)
+∆J2

(
c+l cl −

1

2

)(
c+l+2cl+2−

1

2

)
. (14)

Перший доданок вiдповiдає XY взаємодiї найближчих сусiдiв, а решта доданкiв,
якi мiстять взаємодiю мiж фермiонами, є або XY взаємодiєю наступних сусi-
дiв, або zz частиною рiзних взаємодiй. Iнтегровнiсть моделi руйнується внаслi-
док появи чотирифермiонних доданкiв, тому ми вдаємося до наближення типу
середнього поля (Гартрi-Фока), де враховано всi парнi кореляцiї типу ⟨c+n cm⟩ у
факторизацiї таких доданкiв:

gl = ⟨szl ⟩ = ⟨c+l cl⟩ −
1

2
,

Al = ⟨c+l cl+1⟩ = ⟨c+l+1cl⟩,
Dl = ⟨c+l cl+2⟩ = ⟨c+l+2cl⟩. (15)

Цi спарення пов’язанi з одновузловими, сусiднiми та наступними пiсля найближ-
чих сусiдiв спiновими кореляцiйними функцiями. Далi проводимо самоузгоджене
визначення цих спарень згiдно статтi [W. Brenig, Phys. Rev. B 56, 2551 (1997)],
де, однак, було розглянуто лише випадок gl = Dl = 0. Таким чином, розглядаємо
усi можливi фази у цьому наближеннi:

i) парамагнiтна (homogeneous): Al = A = − 1
π , gl = Dl = 0,

ii) однорiдна антиферомагнiтна (AFM+uni.): gl = (−1)lg, Al = A, i Dl = D,
iii) знакозмiнна антиферомагнiтна (AFM+stag.): на противагу ii) Dl знакозмiн-

не, тобто Dl = (−1)lD,
iv) знакозмiннi перескоки мiж найближчими вузлами (dimer): Al = A+ (−1)lδ.
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Тут ми лише зазначимо, що в усiх випадках однорiдний внесок у кореляцiю на-
ступних пiсля найближчих сусiдiв Dl вiдсутнiй. Знакозмiнна складова Dl iндуку-
ється антиферомагнiтним впорядкуванням i прямує до нуля при g → 0. Таким
чином, даний пiдхiд середнього поля не годиться для розгляду границi двох слаб-
козв’язаних ланцюжкiв (J1 → 0), де кореляцiя мiж наступними пiсля найближчих
сусiдiв стає найсильнiшою.

Модель Маджумдара-Гоша7 J2 = J1/2 дозволяє перевiрити узгодженiсть
наближення середнього поля. У цiй точцi основний стан є подвiйно виродженим i
складається синглетних пар на сусiднiх вузлах

∏N/2
l=1 [2l∓1, 2l], де [2l∓1, 2l] позна-

чає окремий синглет. Це можна пов’язати з фермiонним представленням, нагадав-
ши, що Sz = +1/2(−1/2) на вузлi l вiдповiдає заповненому (порожньому) вузлу l.
Звiдси випливає, що (c+2l∓1− c+2l)|0⟩ створює синглетний зв’язок на сусiднiх вузлах
2l ∓ 1, 2l i стани Маджумдара-Гоша можна представити як

∏N/2
l=1 (c

+
2l∓1 − c+2l)|0⟩.

Як наслiдок, цей точний стан також можна отримати як розв’язок середнього
поля. Для J2 = J1/2 конфiгурацiя iv) дає A = −1/4, δ = ±1/4. Пiдставляючи цей
розв’язок в середньопольовий гамiльтонiан, отримаємо:

H =

N/2∑
l=1

J1(1 + ∆)

2
(η

(t)+
l η

(t)
l − η

(s)+
l η

(s)
l ) +

NJ1∆

8
, (16)

де η(t)l = 1√
2
(c2l∓1+c2l), η

(s)
l = 1√

2
(c2l∓1−c2l) для δ = ±1

4 . η
(s)+
l i η(s)l (η(t)+l i η(t)l ) наро-

джують i знищують синглет (триплет) на найближчих сусiдах. Це демонструє, що
розв’язок середнього поля у фермiонному представленнi є станом Маджумдара-
Гоша

∏N/2
l=1 η

(s)+
l |0⟩ з енергiю основного стану на один спiн e = −J1(2 + ∆)/8.

Для випадку J1 − J2 XXZ ланцюжка проведено повний аналiз можливих
станiв такого середньопольового пiдходу i виявлено, що димеризований стан має
найменшу енергiю для J2 бiльших за певне критичне значення. Енергiї основного
стану добре узгоджуються з даними точної дiагоналiзацiї, i ми навiть вiдновлюємо
точний результат у точцi Маджумдара-Гоша. Положення критичної точки отри-
мується з рiвностi енергiй антиферомагнiтно впорядкованого стану i димерного
стану. Це дає добру згоду з числовими результатами для ∆ ≈ 1, але неправильно
вiдображає залежнiсть вiд анiзотропiї при малих її значеннях. Ця невiдповiднiсть
може бути зумовлена такими причинами: по-перше, спiн-спiновi кореляцiї повиннi
загасати за степеневим законом нижче J2c, тодi як теорiя середнього поля розгля-
дає цю фазу як антиферомагнiтно впорядковану; по-друге, у сценарiї середнього
поля маємо перехiд першого роду, а не фазовий перехiд безмежного порядку вста-
новлений ранiше. Лише при ∆ = 0 ми знаходимо J2c = J2,dim = 0 i вiдтворюємо
фазовий перехiд безмежного порядку до димеризованого стану.

7C. K. Majumdar, D. K. Ghosh, J. Math. Phys. 10, 1388 (1969).
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Рис. 2. Рiзнi способи задати перетворення Йордана-Вiгнера на ромбiчному ланцюжку видiленi
товстими лiнiями. Випадок i) (панель a) i випадок ii) (панель b), див. основний текст.

Крiм того, розраховано zz статичний структурний фактор для димеризова-
ної фази у наближеннi середнього поля. Результат збiгається з точним для точки
Маджумдара-Гоша, а також знайдено задовiльну згоду з числовими результатами
для димерної фази нижче точки Маджумдара-Гоша.

Слiд зазначити, що запропонований пiдхiд має проблеми для великих J2.
Зокрема, димерний стан у теорiї середнього поля не виявляє жодної неспiвмiр-
ностi, про що сигналiзує, наприклад, зсув максимумiв статичного структурного
фактора поза межею точки Маджумдара-Гоша. Примiтно, що вiдсутнiсть неспiв-
мiрностi є особливою властивiстю димерного розв’язку середнього поля, яка при-
зводить до зникнення перескокiв наступних пiсля найближчих сусiдiв у фермiон-
нiй картинi. Отже, для опису потрiбнi альтернативнi пiдходи у областi J2 > J1/2.

Iншим прикладом фрустрованої моделi з основним станом на основi син-
глетних димерiв є спiн-1/2 XXZ модель Гайзенберґа на ромбiчному ланцюжку
(див. рис. 2). Експериментальнi реалiзацiї вiдповiдають здебiльшого дисторсному
варiанту моделi, в якому взаємодiї вздовж сторiн ромба є рiзними. Тут ми також
розглядаємо квантову спiн-1/2 XX модель на дисторсному ромбiчному ланцюж-
ку, схематично зображену на рис. 2, з таким гамiльтонiаном:

Hxx =
1

2

N∑
l=1

[
(J2s

+
2,ls

−
3,l + J1(s

+
1,ls

−
2,l + s+3,ls

−
1,l+1)

+J3(s
+
1,ls

−
3,l + s+2,ls

−
1,l+1) + h.c.) − 2h

3∑
p=1

(
s+p,ls

−
p,l −

1

2

)]
, (17)

де N — число комiрок, s±p,l = sxp,l± isyp,l — оператори пiднiмання i опускання спiна,
szp,l = s+p,ls

−
p,l −

1
2 , sαm,l (α = x, y, z) — звичайнi декартовi компоненти спiн-1/2

операторiв, перший iндекс якого вiдповiдає пiдґратцi, а другий — комiрцi. h —
зовнiшнє магнiтне поле (покладаємо gµB = 1). Надалi розрiзнятимемо двi моделi:
дисторсний (J1 ̸= J3) i симетричний (J1 = J3) ромбiчнi ланцюжки.

Перетворення Йордана-Вiгнера можна однозначно визначити на лiнiйному
ланцюжку, де всi вузли послiдовно пронумеровано. Однак ромбiчний ланцюжок
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складається з трьох пiдґраток, i iснує принаймнi два iдентичних способи розта-
шування її вузлiв як одновимiрної послiдовностi, як показано на рис. 2. Випадок
i) встановлює такий порядок вузлiв . . . , (3, l− 1), (1, l), (2, l), (3, l), (1, l+ 1), . . . ,
а випадок ii) вiдповiдає iншому вибору порядку . . . , (2, l − 1), (1, l), (3, l), (2, l),
(1, l + 1), . . . .

Дотримуючись стандартної процедури, можна визначити нелокальне пере-
творення Йордана-Вiгнера, для обидвох випадкiв. Ми знайшли калiбрувальне пе-
ретворення для фермiонної моделi, яке поєднує їх, а також генерує перетворення
Йордана-Вiгнера для ромбiчного ланцюжка у симетричнiй формi. Ми застосували
наближення Гартрi-Фока для фермiонного представлення моделi, який розглядає
взаємодiю фермiонiв уздовж слабших зв’язкiв. Для симетричного ромбiчного лан-
цюжка запропоновано узагальнення перетворення Йордана-Вiгнера та знайдено
повнiстю симетричне фермiонне представлення спiнової моделi. Доведено, що на-
ближення Гартрi-Фока вiдтворює точний результат для мономер-димерної фази
в основному станi симетричного ромбiчного ланцюжка (J2 ≥ 2J1). Крiм того,
ми виявили, що розв’язок наближення Гартрi-Фока для симетричного ромбiчного
ланцюжка є iнварiантними вiдносно калiбрувальних перетворень. Нашi результа-
ти також показують добрий збiг з даними точної дiагоналiзацiї для вiдтворення
магнiтних властивостей при високих полях або малих фрустрацiях. Розроблений
пiдхiд для ромбiчного XXZ ланцюжка вiдтворює плато на кривiй намагнiченостi
на 1/3 намагнiчення насичення та додатковий пiк на кривiй теплоємностi. На мовi
фермiонiв плато 1/3 спричинене щiлиною мiж двома фермiонними зонами. Ко-
ли вона стає достатньо широкою, температурна залежнiсть теплоємностi набуває
виразної двопiкової структури. Зазначимо, що обидвi ознаки є характерними для
азуриту. 8

Як i у попередньому випадку зигзаг ланцюжка, виявлено деякi вади пiдходу
Гартрi-Фока. Вiн перестає бути справедливим для J1 ∼ J2 ∼ J3. У цьому випадку
середнi поля призводять до ненульової намагнiченостi в нульових полях, а стрибок
намагнiченостi зберiгається i при малих температурах.

У п’ятому роздiлi запропоновано точно розв’язну модель спiн-1/2 двоно-
гої драбинки зi взаємодiями Гайзенберґа та Iзинґа. Дослiджено фазову дiаграму
основного стану та квантовi фази, якi виникають внаслiдок фрустрацiї взаємодiй
та зовнiшнього поля. Виявлено, що гiбридна модель Iзинґа-Гайзенберґа вiдтворює
1/2 дробове плато вiдповiдної квантової моделi Гайзенберґа.

Задамо спiн-12 двоногу драбинку Гайзенберґа-Iзинґа через такий гамiльтонi-

8H. Kikuchi, Y. Fujii, M. Chiba, S. Mitsudo, T. Idehara, T. Tonegawa, K. Okamoto, T. Sakai, T. Kuwai, H. Ohta,
Phys. Rev. Lett. 94, 227201 (2005).



17

ан (див. також рис. 3):

H =
N∑
i=1

[
J1(s1,i · s2,i)∆ + J2(s

z
1,is

z
1,i+1 + sz2,is

z
2,i+1)

+J3(s
z
2,is

z
1,i+1 + sz1,is

z
2,i+1)− h(sz1,i + sz2,i)

]
, (18)

де (s1,i · s2,i)∆ = sx1,is
x
2,i + sy1,is

y
2,i + ∆sz1,is

z
2,i, sαl,i компоненти спiн-12 оператора, пер-

ший iндекс позначає номер ланцюжка, другий — порядковий номер вузла, J1 —
XXZ взаємодiя Гайзенберґа мiж спiнами на одному щаблi, J2 — Iзинґова вза-
ємодiя мiж сусiднiми спiнами одного ланцюжка, J3 — перехресна (дiагональна)
Iзинґова взаємодiя мiж наступними пiсля найближчих сусiдiв з рiзних щаблiв,
h — зовнiшнє магнiтне поле. Ми також накладаємо перiодичнi граничнi умови
вздовж ланцюжкiв s1,N+1 ≡ s1,1, s2,N+1 ≡ s2,1. Константи взаємодiй J2 i J3 мо-
жна помiняти мiсцями шляхом перенумерацiї вузлiв, а також їх знаки можуть
бути одночасно змiненi на протилежний поворотами спiну. Отже, гамiльтонiани
H(J2, J3), H(J3, J2) i H(−J2,−J3) в нульовому полi мають однаковi власнi значе-
ння, i вiдповiднi моделi є термодинамiчно еквiвалентними.

Неважко переконатися, що z-проекцiя повного спiну на щаблi Sz
i = sz1,i +

sz2,i комутує iз загальним гамiльтонiаном [Sz
i , H] = 0 i, отже, є збережуваною

величиною. Саме тому можна знайти нелiнiйне спiнове перетворення, яке явно
видiлить цi величини в гамiльтонiанi. Таке перетворення можна задати унiтарним
оператором:

U =
N∏
i=1

exp
[
−i

π

2
(sx1,i + sx2,i)

]
exp

(
iπsx1,is

x
2,i

)
exp

(
−i

π

2
sy2,i

)
exp

(
iπsz2,i

)
. (19)

Остаточно, спiновi оператори перетворюються таким чином:

Usx1,iU
+ = sx1,i, Usy1,iU

+ = 2sy1,is
x
2,i, Usz1,iU

+ = 2sz1,is
x
2,i,

Usx2,iU
+ = 2sx1,is

z
2,i, Usy2,iU

+ = −2sx1,is
y
2,i, Usz2,iU

+ = sx2,i. (20)

J1 J1

J2

J2

J3 J3

s1,1 s s s s1,2 1,i 1,i+1 1,N

s2,1 s s s s2,2 2,i 2,i+1 2,N

Рис. 3. Спiн-1
2

двонога драбинка Iзинґа-Гайзенберґа. Товстi (тонкi) лiнiї позначають Гайзенбер-
ґовi (Iзинґовi) зв’язки.
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Перетворений гамiльтонiан має вигляд квантового ланцюжка Iзинґа з компози-
тними спiнами в ефективному поздовжньому та поперечному магнiтних полях:

UHU+ =
N∑
i=1

{
J1
2

(
1− 2sz1,i

)
sz2,i +

J1∆

2
sz1,i +

[
J2(4s

z
1,is

z
1,i+1 + 1)

+ 2J3(s
z
1,i+1 + sz1,i)

]
sx2,is

x
2,i+1 − h(1 + 2sz1,i)s

x
2,i

}
. (21)

Тепер у гамiльтонiанi мiстяться лише z-компоненти спiнiв s1,i, якi є збережу-
ваними величинами. Замiсть них можна ввести оператори чисел заповнення
ni = sz1,i +

1
2 , де для чистих станiв ni = 0, а домiшкових — ni = 1.

В дисертацiї строго доведено, що основний стан моделi в нульовому полi
вiдповiдає однорiдним конфiгурацiям ni. Якщо всi зв’язки знаходяться в чистих
станах (ni = 0), отримуємо ефективний гамiльтонiан ланцюжка Iзинґа в попере-
чному полi

H0 =
N∑
i=1

[
J1

(
s̃zi −

∆

4

)
+ 2(J2 − J3)s̃

x
i s̃

x
i+1

]
, (22)

що точно розв’язується в рамках фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера. Тут введено по-
значення s̃αi = sα2,i. Якщо всi зв’язки знаходяться в домiшкових станах (ni = 1),
приходимо до ланцюжка Iзинґа в поздовжньому полi,

H1 =
N∑
i=1

[
2(J2 + J3)s̃

x
i s̃

x
i+1 − 2hs̃xi +

J1∆

4

]
, (23)

який можна розв’язати методом матрицi переносу. Мiнiмiзуючи енергiю власних
станiв двох конфiгурацiй, можна вiдтворити фазову дiаграму основного стану, яка
мiстить п’ять фаз: квантову парамагнiтну, стрiчкоподiбне впорядкування вздовж
ланцюжкiв та щаблiв, стан Неєля та феромагнiтний стан. У прикладеному зовнi-
шньому полi може виникнути ще одна фаза, яка вiдповiдає змiннiй конфiгурацiї
зв’язкiв ni = 0, ni+1 = 1, надалi будемо називати фазою шахових зв’язкiв (SB).
Слiд зазначити, що у цiй фазi не iснує жодних кореляцiй мiж спiнами з рiзних
щаблiв, а загальна енергiя походить вiд спiн-спiнових взаємодiй на синглетних
щаблях i енергiї Зеємана повнiстю поляризованих щаблiв. Таким чином, зовнi-
шнє магнiтне поле може викликати появу iншої своєрiдної квантової фази SB з
трансляцiйно порушеною симетрiєю, тобто чергуванням синглетних i повнiстю по-
ляризованих триплетних зв’язкiв на щаблях двоногої драбинки. Звiдси випливає,
що фаза SB виникає при помiрних значеннях зовнiшнього магнiтного поля i, от-
же, призводить до промiжного плато намагнiченостi на половинi намагнiченостi
насичення.
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У випадку, коли дiагональнi взаємодiї i взаємодiї вздовж ланцюжкiв рiвнi
(J2 = J3), приходимо до границi тетраедричного ланцюжка. В цьому випадку
модель можна вiдобразити на класичну модель Iзинґа i розв’язати точно методом
матрицi переносу. Показано, що вона демонструє пiдсилений магнетокалоричний
ефект при низьких температурах близько до критичних полiв.

Також, отримано точний результат для основного стану спiн-1/2 драбин-
ки Гайзенберґа-Iзинґа у зовнiшньому електричному та магнiтному полях. Було
продемонстровано, що спiновими впорядкуваннями в основному станi можна за-
галом манiпулювати внаслiдок магнетоелектричного ефекту, обумовленого меха-
нiзмом Кацури-Нагаоси-Балацького, через зовнiшнє електричне поле, яке надає
додатковий iнструмент для контролю квантового фазового переходу мiж фазою
Нееля (або стрiчкоподiбною фазою) та невпорядкованою квантовою парамагнi-
тною фазою в нульовому магнiтному полi. Крiм того, виявляється, що взаємодiя
мiж електричним i магнiтним полями може спричинити iснування одного або двох
фазових переходiв першого роду, а також одного квантового фазового переходу
другого роду. Незважаючи на те, що дослiджуваний квантовий спiновий ланцю-
жок не демонструє спонтанної мультифероїкової поведiнки, контроль зворотного
зв’язку впорядкування магнiтного спiну через зовнiшнє електричне поле може
мати великий технологiчний потенцiал.

Шостий роздiл присвячений дослiдженню спiн-1/2 ортогонально-
димерних моделей в одному i двох вимiрах. Знайдено точний розв’язок для кван-
тового спiн-1/2 ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа з Гайзен-
берґовою взаємодiєю всерединi димера та Iзинґовою мiж спiнами на сусiднiх
димерах в магнiтному полi, гамiльтонiан якого можна записати таким чином:
H=

∑N
i=1Hi, де

H2i+1 = J1[(s
z
1,2i+sz2,2i)s

z
1,2i+1+sz2,2i+1(s

z
1,2i+2+sz2,2i+2)]

+J(s1,2i+1 · s2,2i+1)∆−h(sz1,2i+1+sz2,2i+1),

H2i = J(s1,2i · s2,2i)∆ − h(sz1,2i + sz2,2i).

Тут (s1,i · s2,i)∆ = sx1,is
x
2,i + sy1,is

y
2,i + ∆sz1,is

z
2,i, sαl,i (α = x, y, z) позначає проекцiї

спiн-1/2 операторiв, J — анiзотропна Гайзенберґова взаємодiя мiж спiнами на
вертикальних i горизонтальних зв’язках, ∆ — параметр анiзотропiї, а J1 — Iзи-
нґова взаємодiя мiж спiнами сусiднiх димерiв. Далi нас цiкавитиме переважно
окремий випадок антиферомагнiтної взаємодiї J > 0, ∆ > 0, J1 > 0, що викликає
фрустрацiю спiнiв. Крiм того, для зручностi вибрано перiодичнi граничнi умови
для спiнiв sl,N+1 ≡ sl,1.

Оскiльки z-компонента повного спiну на вертикальному зв’язку Гайзенберґа
є збережуваною величиною, i це єдиний спiльний оператор для сусiднiх локальних
гамiльтонiанiв Hi, усi Hi комутують один з одним. Звiдси випливає, що зручно
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Рис. 4. (a) Кристалiчна структура координацiйного полiмеру [Dy2Cu2]n (повну хiмiчну форму-
лу див. у текстi), адаптована вiдповiдно до кристалографiчних даних.9 Великi блакитнi кульки
визначають кристалографiчне положення магнiтних iонiв Dy3+, тодi як маленькi зеленi кульки
позначають кристалографiчне положення магнiтних iонiв Cu2+ (кольорова схема позначення
атомiв представлена в легендi) ; (b) Магнiтна структура вiдповiдного ортогонально-димерного
ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа, у якiй магнiтнi iони Dy3+ розглядаються як спiни Iзинґа, тодi
як магнiтнi iони Cu2+ розглядаються як спiни Гайзенберґа. Константи зв’язку JI, J ′

I i JH припи-
суються мiждимернiй взаємодiї Iзинґа мiж Dy3+iii та Cu2+ (суцiльнi лiнiї), димерна взаємодiя
Iзинґа мiж магнiтними iонами Dy3+ (штриховi лiнiї) та димерна взаємодiя Гайзенберґа мiж
Cu2+ магнiтних iонiв (пунктирнi лiнiї) вiдповiдно.

використати розклад повного гамiльтонiана (24) на суму комутуючих частин H =∑N/2
i=1 H̃2i+1, де

H̃2i+1 = H2i+1 + (H2i +H2i+2)/2. (24)

Внаслiдок цього кожен локальний гамiльтонiан H̃2i+1 можна дiагоналiзувати та
знайти точний розв’язок моделi за допомогою методу матрицi переносу. Крива
намагнiченостi в основному станi виявляє два дробових плато при 1/4 i 1/2 вiд
значення насичення, а в областi критичних полiв, де намагнiченiсть стрибає при
T = 0, модель демонструє посилений магнетокалоричний ефект.

Цiкаво, що координацiйний полiмер [Dy2Cu2]n забезпечує експерименталь-
ну реалiзацiю ортогонально-димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа. Насправдi,
полiмерна сполука [Dy2Cu2]n демонструє своєрiдну одновимiрну архiтектуру з ре-
гулярним чергуванням димерних одиниць Dy3+-Dy3+ i Cu2+-Cu2+ магнiтних iонiв,
складених ортогонально один вiдносно одного, як показано на рис. 4 (a). 9 Її мо-
жна задати таким модифiкованим гамiльтонiаном (див. рис. 4 (b)):

Ĥ= JH

N∑
i=1

Ŝ1,i · Ŝ2,i + J ′
I

N∑
i=1

σ̂z
1,iσ̂

z
2,i + JI

N∑
i=1

[
Ŝz
1,i

(
σ̂z
1,i+ σ̂z

2,i

)
+ Ŝz

2,i

(
σ̂z
1,i+1+ σ̂z

2,i+1

)]
9A. Okazawa, T. Nogami, H. Nojiri, T. Ishida, Chemistry of Materials 20, 3110 (2008).
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−gHµBB
N∑
i=1

(
Ŝz
1,i+ Ŝz

2,i

)
− gIµBB

N∑
i=1

(
σ̂z
1,i+ σ̂z

2,i

)
, (25)

де Ŝ1(2),i ≡ (Ŝx
1(2),i, Ŝ

y
1(2),i, Ŝ

z
1(2),i) позначає спiн-1/2 оператори, що вiдносяться до

магнiтних iонiв Cu2+ (Гайзенберґовi спiни), i σ̂z
1(2),i стосується z-компоненти спiн-

1/2 операторiв, що вiдповiдають магнiтним iонам Dy3+ (класичнi Iзинґовi спiни).
Константи взаємодiй JH i J ′

I визначають силу Гайзенберґових та Iзинґових ди-
мерних взаємодiй в межах горизонтальних Cu2+-Cu2+ i вертикальних Dy3+-Dy3+

димерiв, вiдповiдно, в той час як константа взаємодiї JI визначає силу Iзинґової
мiждимерної взаємодiї мiж найближчими магнiтними iонами Cu2+ i Dy3+. До-
данки Зеємана hH = gHµBB i hI = gIµBB враховують магнетостатичну енергiю
магнiтних моментiв Гайзенберґових та Iзинґових спiнiв за наявностi зовнiшнього
магнiтного поля B, якi вiдрiзняються через рiзнi гiромагнiтнi спiввiдношення gH

i gI для iонiв Cu2+ i Dy3+, вiдповiдно. Було виявлено, що ця модель демонструє
багате рiзноманiття класичних i квантових основних станiв, якi, окрiм повнiстю
насиченої парамагнiтної фази, що виникає при досить високих магнiтних полях,
включають ще шiсть основних станiв: фрустровану та модульовану квантову ан-
тиферомагнiтну фазу, фрустровану та модульовану квантову феримагнiтну фазу,
а також квантову та класичну феримагнiтну фази. Цi основнi стани вiдповiдають
за наявнiсть плато намагнiченостi на нульових i низькотемпературних кривих на-
магнiченостi, якi проявляються при 0, 1/11, 5/11, 9/11 i/або 10/11 намагнiченостi
насичення. Отриманi результати застосовано до теоретичного моделювання даних
намагнiченостi у сильних полях, вимiряних ранiше для полiмерної координацiйної
сполуки [Dy2Cu2]n при досить низькiй температурi T = 0.5 K.9 Найкраща теоре-
тична вiдповiднiсть доступних експериментальних даних на основi ортогонально-
димерного ланцюжка Iзинґа-Гайзенберґа свiдчить про те, що експериментально
спостережуванi плато намагнiченостi можуть бути вiднесенi до класичної та кван-
тової феримагнiтних фаз, притаманнi промiжним 9/11- i 10/11-плато вiдповiдно.

Подiбним чином було розглянуто модель Iзинґа-Гайзенберґа на ґратцi
Шастри-Сазерленда (див. рис. 5), гамiльтонiан якої теж зручно переписати як
суму локальних кластерних гамiльтонiанiв:

H =

N∑′

i,j=1

Hi,[j−1:j+1] +

N∑′′

i,j=1

H[i−1:i+1],j, (26)

H[i−1:i+1],j = J(s1,i,j · s2,i,j)∆+J ′[(sz1,i−1,j+sz2,i−1,j)s
z
1,i,j (27)

+sz2,i,j(s
z
1,i+1,j+sz2,i+1,j)]−h(sz1,i,j+sz2,i,j),

Hi,[j−1:j+1] = J(s1,i,j · s2,i,j)∆+J ′[(sz1,i,j−1+sz2,i,j−1)s
z
1,i,j
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Рис. 5. Схематична iлюстрацiя моделi Iзинґа-Гайзенберґа зi спiном 1/2 на ґратцi Шастри-
Сазерленда з димерною XXZ взаємодiєю Гайзенберґа J(∆) i мiждимерною взаємодiєю Iзи-
нґа J ′. Тонкi (синi) лiнiї показують зв’язок Iзинґа, а товстi (червонi) лiнiї позначають зв’язок
Гайзенберґа. Спiни всерединi димерiв Гайзенберґа пронумерованi злiва направо та знизу вгору
вiдповiдно.

+sz2,i,j(s
z
1,i,j+1+sz2,i,j+1)]−h(sz1,i,j+sz2,i,j),

якi включають усi доданки взаємодiї мiж найближчими спiнами зi спiнових кла-
стерiв, утворених трьома послiдовними димерами, розташованими в горизонталь-
ному або вертикальному напрямку (див. спiновий кластер на рис. 5). Через специ-
фiку форми гамiльтонiана z-компонента повного спiну Sz

i,j = sz1,i,j + sz2,i,j кожного
димера Гайзенберґа комутує iз загальним гамiльтонiаном (26), а також з кожним
локальним кластерним гамiльтонiаном (27). Звiдси випливає, що z-компонента
повного спiну Sz

i,j є збережуваною величиною, iз чiтко визначеними квантови-
ми спiновими числами та, отже, усi локальнi кластернi гамiльтонiани (27) також
комутують один з одним. Ця властивiсть має фундаментальне значення для зве-
дення загального гамiльтонiана (26) до дiагонального представлення в термiнах
Iзинґових спiнiв, яке може бути здiйснено локальними унiтарними перетворен-
нями. В дисертацiї знайдено фазову дiаграму основного стану, i виявлено два
дробовi плато на 1/3 i 1/2 намагнiченостi насичення в магнiтному полi. 1/3-плато
вiдповiдає регулярному чергуванню дiагональних стрiчок поляризованих димерiв
з двома дiагональними стрiчками спiнових синглетоподiбних димерiв, тодi як ша-
хове впорядкування синглетiв i поляризованих триплетiв стається у фазi з плато
1/2. Цiкаво, що критичнi поля, при яких вiдбувається стрибки намагнiченостi у
моделi Iзинґа-Гайзенберґа, є дуже близькi до критичних значень поля для моделi
Гайзенберга на ґратцi Шастри-Сазерленда.
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Далi, в роботi запропоновано теорiю збурень за квантовою XY частиною
мiждимерної взаємодiї для ряду одновимiрних та двовимiрних моделей з силь-
ними димерними взаємодiями. Продемонстровано, що така схема дає добру збi-
жнiсть вже у другому порядку теорiї збурень. Зокрема, таку теорiю збурень для
моделi Шастри-Сазерленда застосовано до теоретичного опису двовимiрної магнi-
тної сполуки SrCu2(BO3)2 зi складною послiдовнiстю дробових плато. Особлива
увага була зосереджена на дiапазонi досить низьких магнiтних полiв, якi намагнi-
чують систему до промiжного плато 1/3 вiдносно значення насичення. У другому
порядку теорiї збурень отримано ефективну модель ґраткового газу для триплон-
них збуджень iз жорстким вiдштовхуванням. Ця ефективна модель дозволяє узго-
джено аналiтично описувати послiдовнiсть дробових 1/8-, 1/6- та 1/4-плато, що
спостерiгаються також у спорiдненiй магнiтнiй сполуцi SrCu2(BO3)2,10 (деякi з
цих плато вiдтворенi числовими методами,11 див. рис. 6). Природу основних ста-
нiв, що мають вiдношення до цих дробових плато намагнiченостi, було детально
з’ясовано. Вона вiдповiдає або колонковому, або стрiчковому порядку локалiзова-
них триплонiв. Крiм того, стрiчкове впорядкування триплонiв у фазi 1/4 плато
стабiлiзується слабкою взаємодiєю трьох частинок. Таким чином, показано, що
частина XY мiждимерного зв’язку вiдповiдає за iснування менших 1/8-, 1/6- i
1/4-плато. Крiм того, ми виявили, що основний стан при перехiдних полях мiж
синглет-димерною фазою i фазою плато 1/8, а також мiж фазами плато 1/8 i 1/6
є макроскопiчно виродженими. Теорiя збурень вищого порядку може усунути ма-
кроскопiчне виродження, i, отже, не можна виключати iснування iнших крихiтних
плато мiж плато 0−1/8, а також плато 1/8−1/6. Ми також проаналiзували важли-
вiсть доданкiв скорельованого тунелювання триплонiв, єдиної квантової частини
ефективного гамiльтонiана, що призводить до появи квантової фази зв’язаних
триплонiв. Загалом ми отримали мiнiмальну ефективну модель, яка дає узгодже-
ну картину для плато намагнiченостi в моделi Шастри-Сазерленда та прояснює
їх походження.

Аналогiчна теорiя збурень дозволила здiйснити теоретичний опис
Cu3(P2O6OH)2 — магнiтноактивної сполуки зi структурою тримеризованого лан-
цюжка Гайзенберґа.

У сьомому роздiлi розглянуто ряд одно- та двовимiрних моделей на деко-
рованих ґратках. Зокрема, дослiджено квантовий октаедричний ланцюжок у ви-
падку спiнiв 1/2 та у випадку змiшаних спiнiв 1 i 1/2. За допомогою рiзноманiтних
аналiтичних та числових методiв вивчено фазову дiаграму основного стану, про-
цес намагнiчення та низькотемпературну термодинамiку спiн-1/2 октаедричного
ланцюжка Гайзенберґа. Було продемонстровано, що область сильно фрустрова-

10Y. H. Matsuda, N. Abe, S. Takeyama, H. Kageyama, P. Corboz, A. Honecker, S. R. Manmana, G. R. Foltin, K.
P. Schmidt, F. Mila, Phys. Rev. Lett. 111, 137204 (2013).

11A. Abendschein, S. Capponi, Phys. Rev. Lett. 101, 227201 (2008).
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Рис. 6. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 моделi Гайзенберґа на ґратцi Шастри-
Сазерленда в площинi J ′/J − h/J . Критичнi поля, отриманi в рамках теорiї збурень, яка була
розроблена з точно розв’язної моделi Iзинґа-Гайзенберґа до другого порядку, показанi лiнiя-
ми рiзних стилiв: h0−1/8 (червона суцiльна крива), h1/8−1/6 (зелена штрихована крива), h1/6−1/4

(синя коротка штрихована крива), h1/4−1/3 (пурпурова пунктирна крива). Символи “+” вiд-
ображають межу фаз мiж 1/4- i 1/3-плато, тодi як iнтервал поля, обмежений символами “×”,
вiдповiдає 1/6-плато (для N = 36 спiнiв), а iнтервал поля, обмежений символами “∗”, вiдповiдає
1/8-плато (для N = 32 спiнiв), отриманому числовим методом CORE.11 Порожнi квадрати та
кружечки показують результати методу iPEPS для нижнiх критичних полiв 1/3- та 1/4-плато
вiдповiдно.10 На вставцi показано збiльшений масштаб фазової дiаграми для iнтервалу J ′/J ,
близького до iмовiрних мiкроскопiчних параметрiв для SrCu2(BO3)2.

них параметрiв фазової дiаграми основного стану може бути точно знайдена в
межах варiацiйного принципу та пiдходу локалiзованих магнонiв, якi доводять
iснування мономер-тетрамерної фази i фази локалiзованих магнонiв при низьких
i сильних магнiтних полях, вiдповiдно. З iншого боку, частина фазової дiаграми
основного стану, що залишилася, була дослiджена за допомогою числових даних
методу DMRG для ефективних ланцюжкiв Гайзенберґа зi змiшаним спiном. Було
виявлено, що в цьому просторi параметрiв модель демонструє рiзноманiтнi основ-
нi стани, якi включають три рiзнi квантовi феримагнiтнi фази, двi фази квантової
спiнової рiдини, а також нестандартну синглетну тетрамер-гексамерну фазу. Таке
розмаїття призводить до появи у кривих намагнiченостi додаткових промiжних
плато на 1/5, 2/5, 3/5 намагнiченостi насичення.
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Розроблено модифiковану теорiю локалiзованих магнонiв, яка враховує
одномагноннi та двомагноннi стани з найнижчою енергiєю. Це є важливими для
вiдтворення багатомагнонних станiв, вiдповiдальних за правильний опис низь-
котемпературної термодинамiки спiн-1/2 ромбiчного i октаедричного ланцюжкiв
Гайзенберґа. Достовiрнiсть i точнiсть розробленого пiдходу локалiзованих магно-
нiв в областi параметрiв сильної фрустрацiї було пiдтверджено шляхом прямого
порiвняння з числовими даними повної дiагоналiзацiї скiнченних систем.

Детальне дослiдження змiшаного спiн-(1,1/2) октаедричного ланцюжка Гай-
зенберґа виявляє ще бiльше екзотичних квантових станiв iз характером однорiдної
фази Голдейна, кластерних фаз Голдейна, феримагнiтних фаз типу Лiба-Матiса,
квантових спiнових рiдин i зв’язанi фази магнонних кристалiв. Три кластернi
фази Голдейна вiдповiдають бiльшому перiоду магнiтної елементарної комiрки
внаслiдок спонтанного порушення трансляцiйної симетрiї. Вони складаються з
скiнченного спiнового кластера в триплетному станi (кiлька з’єднаних октаедрiв),
який можна ефективно описати вiдкритими спiн-1 ланцюжками Гайзенберґа з не-
парного числа спiнiв, вiдокремлених один вiд одного станом синглетних плакеток.
У той час як двi фрагментованi кластернi фази Голдейна з перiодом p = 3 i чоти-
ри стiйкi лише у вiдносно вузькiй областi параметрiв, гексамер-тетрамерна фаза
як iнший особливий випадок з перiодом p = 2 стiйка у вiдносно широкому iнтер-
валi магнiтних полiв. Варто зауважити, що аналогiчна кластерна фаза Голдейна
була нещодавно передбачена також для кристалу федотовiту.

Одновимiрнi декорованi моделi згаданi вище демонструють складну стру-
ктуру основного стану, яка не є стiйкою щодо температурних флуктуацiй. Нато-
мiсть двовимiрнi моделi демонструють також ряд нетипових температурних фа-
зових переходiв.

Далi розглянемо спiн-1/2 антиферомагнетик Гайзенберґа в магнiтному полi
на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами. Ґратка схематично показана на рис. 7,
а гамiльтонiан моделi визначається як

H = J1

N∑
i=1

[
Si,1 ·

(
Si,2 + Si,3 + Si,4 + Si,5 + Si−x̂,2 + Si−x̂,3 + Si−ŷ,4 + Si−ŷ,5

)]
+J2

N∑
i=1

(
Si,2 · Si,3 + Si,4 · Si,5

)
− h

N∑
i=1

5∑
µ=1

Sz
i,µ , (28)

де Si,µ = (Sx
i,µ, S

y
i,µ, S

z
i,µ) представляють спiн-1/2 оператори, якi вiдповiдають

µ-му спiну в i-вiй елементарнiй комiрцi. Позначимо вiдповiдний вузол ґра-
тки (i, µ). Крiм того, iндекс i − x̂ (i − ŷ) вiдноситься до елементарної ко-
мiрки лiворуч (пiд) i-тою елементарною комiркою. Тут розглядається скiн-
ченна ґратка з N елементарними комiрками та Ns = 5N вузлами з пе-
рiодичними граничними умовами. Як правило, ми використовуємо квадра-
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тнi ґратки з N = L2. Крiм того, J1 i J2 — двi обмiннi взаємодiї, зобра-
женi на рис. 7 чорними та червоними лiнiями вiдповiдно. Останнiй член у
H вiдповiдає енергiї взаємодiї спiнiв 1/2 iз зовнiшнiм магнiтним полем h.

1

2

3

4 5J2

J2J1

J1

Рис. 7. Iлюстрацiя квадратної ґратки, декоро-
ваної ромбами, з позначеною елементарною ко-
мiркою (пунктирний квадрат), а також п’яти
рiзних вузлiв (кругiв) усерединi елементарної
комiрки та двох рiзних обмiнних взаємодiй J1
(тонкi чорнi лiнiї) та J2 (товстi червонi лiнiї).

Використовуючи комбiнацiю аналiти-
чних пiдходiв, точної дiагоналiзацiї,
DMRG, встановлено властивостi
основного стану (див. рис. 8), серед
яких (i) ранiше визначенi фази Лiба-
Матiса (LM), димер-тетрамерна (DT)
i мономер-димерна (MD) фази поши-
рюються на скiнченнi магнiтнi поля з
плато намагнiченостi 3/5, 0 i 1/5, (ii)
у промiжних полях фаза DT зникає, а
за межами цього дiапазону магнiтного
поля, прямий квантовий фазовий
перехiд першого роду вiдбувається мiж
фазами LM i MD, (iii) при сильних ма-
гнiтних полях, на додаток до повнiстю
насиченої парамагнiтної фази (PM),
з’являється фаза зi скошеним спiном.
Термодинамiчнi властивостi моделi
дослiджено за допомогою квантового

методу Монте Карло (вiльного вiд проблеми знаку), а також за допомогою
ефективних гамiльтонiанiв, якi базуються на теорiї локалiзованих магнонiв.
Спираючись на вiдповiднi результати в iнших квантових спiнових моделях,
показано, що лiнiї квантових фазових переходiв LM-MD простягаються до
скiнченної температури, закiнчуючись лiнiєю критичних точок, якi належать до
класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинґа. Крiм того, виявлено, що нахил
лiнiї переходу змiнює знак при збiльшеннi сили магнiтного поля.

Строгi результати для лiнiй квантових фазових переходiв i лiнiї критичних
точок отримано на основi спiн-1/2 моделi Iзинґа-Гайзенберґа на квадратнiй ґра-
тцi, декорованiй ромбами. Узагальнене декорацiйно-iтерацiйне перетворення за-
безпечило нам точне вiдображення вихiдної моделi на ефективну спiн-1/2 модель
Iзинґа на квадратнiй ґратцi, iз залежними вiд температури ефективними взаємо-
дiями найближчих сусiдiв i магнiтним полем. Фазовi дiаграми основного стану
моделi Iзинґа-Гайзенберґа i вiдповiдної моделi Гайзенберґа (28) (див. рис. 8) ви-
являють принципову схожiсть. Зокрема, обидвi моделi мають розширену лiнiю
квантових фазових переходiв першого роду, яка вiддiляє феримагнiтний (FRI)
режим вiд режиму MD. Проте, у випадку Гайзенберґа феримагнiтна фаза все ще
демонструє квантовi флуктуацiї, на вiдмiну вiд суто класичної природи основно-



27

Рис. 8. Фазова дiаграма основного стану спiн-1/2 антиферомагнетика Гайзенберґа на квадратнiй
ґратцi, декорованiй ромбами у площинi J2/J1−h/J1, що мiстить фази Лiба-Матiса (LM) i скiсних
спiнiв (SC), а також димер-тетрамерну (DT), мономер-димерну (MD), насичену парамагнiтну
(PM) фази. Штриховими (суцiльними) лiнiями позначенi квантовi фазовi переходи другого
(першого) роду.

го стану FRI, який можна iдентифiкувати як фазу з усiма спiнами Гайзенберґа
повнiстю поляризованими в напрямку магнiтного поля та всiма спiнами Iзинґа,
спрямованими протилежно до нього. Ґрунтуючись на цьому вiдображеннi, вихi-
дна модель на квадратнiй ґратцi, декорованiй ромбами, стає точно розв’язною
в межах певного пiдпростору областi параметрiв, де ефективне поле дорiвнює
нулю. Окрiм тривiального випадку, можна отримати зникаюче ефективне поле
вздовж межi основного стану мiж фазами FRI та MD, що призводить до точно
визначених лiнiй теплових фазових переходiв першого роду, кожна з яких закiн-
чується в критичнiй точцi. Точне вiдображення доводить, що ця критична точка
належить до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинґа. Ми продемонстру-
вали, що лiнiї фазових переходiв першого роду згинаються або в бiк нижчих, або
в бiк вищих магнiтних полiв при пiдвищеннi температури, залежно вiд спiввiдно-
шення взаємодiй. Цей вигин лiнiй фазового переходу було пояснено з точки зору
низькоенергетичних збуджень вiдносно основних станiв FRI та MD.

Декорацiйно-iтерацiйне перетворення, застосоване вище до спiнової моде-
лi на ромбiчно-декорованiй ґратцi, використовується також у випадку скла-
днiшої спiн-електронної моделi. Розглянуто гiбридну модель взаємодiючої спiн-
електронної системи на подвiйно декорованiй квадратнiй ґратцi, яка має лока-
лiзований спiн Iзинґа на кожному нодальному вузлi ґратки i два делокалiзова-
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них мобiльних електрони на кожнiй парi декорованих вузлiв. Повний гамiльто-
нiан моделi можна записати як суму за гамiльтонiанами декорованих зв’язкiв
Ĥ =

∑
k Ĥk, де кожен гамiльтонiан зв’язку Ĥk включає всi взаємодiючi доданки

k-ої пари делокалiзованих електронiв

Ĥk = −t
∑
α=↑,↓

(
c†k1,αck2,α + h.c.

)
+ U

2∑
i=1

nki,↑nki,↓

−J

2

2∑
i=1

σ̂z
ki

(
c†ki,↑cki,↑ − c†ki,↓cki,↓

)
. (29)

Тут c†ki,α i cki,α (α =↑, ↓) — звичайнi фермiоннi оператори народження та знище-
ння, вiдповiдно, ni,α = c†ki,αcki,α i σ̂z

ki — стандартний спiн-1/ 2 оператор. Параметр
тунелювання t враховує кiнетичну енергiю рухомих електронiв, J описує Iзинґо-
ву взаємодiю мiж мобiльними електронами та їхнiми найближчими Iзинґовими
спiнами, а U ≥ 0 позначає Кулонове вiдштовхування на вузлi.

За допомогою узагальненого декорацiйно-iтерацiйного перетворення було
дослiджено вплив локального Кулонового вiдштовхування та тунелювання де-
локалiзованих електронiв на властивостi основного стану та критичну поведiнку
взаємодiючої спiн-електронної системи на подвiйно декорованiй квадратнiй ґра-
тцi. Отриманi точнi результати показують, що залежнiсть критичної температури
вiд сили локального Кулонового вiдштовхування в основному залежить вiд того,
чи є кiнетичний доданок t бiльшим або меншим за граничне значення t ≈ 0.25J .

ОСНОВНI РЕЗУЛЬТАТИ ТА ВИСНОВКИ

1. Взаємодiя Дзялошинського-Морiя призводить до нетривiальних змiн у ди-
намiчних величинах квантових спiн-1/2 XY ланцюжкiв: двофермiоннi дина-
мiчнi величини, якi формують профiлi динамiчних структурних факторiв, є
вiдмiнними вiд нуля лише в обмеженiй областi площини хвильовий вектор-
частота, вони можуть мати сингулярностi ван Гова не лише з показником
1/2, а також з 2/3.

2. Отримано точнi результати для аналiзу динамiчних структурних факторiв
перiодичних та випадкових квантових спiн-1/2 XY ланцюжкiв, де неодно-
рiднiсть задається знаком обмiнної взаємодiї. Виявлено, що випадковiсть
обмiнної взаємодiї змiнює поведiнку xy кореляцiйних функцiй зi степеневої
на еспоненцiйно загасаючу.

3. Метод фермiонiзацiї Йордана-Вiгнера у поєднаннi з наближенням Гартрi-
Фока дає задовiльний опис одновимiрних фрустрованих спiнових моделей
близько до границi фази синглетних димерiв. Розв’язки цiєї теорiї для
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фермiонних моделей є iнварiантнi вiдносно способiв задання перетворення
Йордана-Вiгнера, якi пов’язанi калiбрувальними перетвореннями.

4. Знайдено точний розв’язок для спiн-1/2 фрустрованої двоногої драбинки
Iзинґа-Гайзенберґа та дослiджено фази основного стану. Встановлено, що гi-
бридна модель Iзинґа-Гайзенберґа вiдтворює 1/2 дробове плато вiдповiдної
квантової моделi Гайзенберґа. Дану модель узагальнено на випадок магне-
тоелектрика на спiн-1/2 драбинцi Iзинґа-Гайзенберґа, для якої строго дослi-
джено магнетоелектричний ефект близько критичного поля.

5. Знайдено точний розв’язок для спiн-1/2 одновимiрної ортогонально-
димерної моделi Iзинґа-Гайзенберґа та її двовимiрного аналогу на ґратцi
Шастри-Сазерленда. Отримано фазовi дiаграми моделей та продемонстро-
вано, що магнiтне поле призводить до виникнення дробових плато у цих мо-
делях. На основi точного розв’язку для ортогонально-димерного ланцюжка
Iзинґа-Гайзенберґа здiйснено теоретичний опис координацiйного полiмеру
[Dy2Cu2]n.

6. Запропоновано теорiю збурень за квантовою XY частиною мiждимерної
взаємодiї для ряду одновимiрних та двовимiрних моделей з сильними димер-
ними взаємодiями. Продемонстровано, що така схема дає добру збiжнiсть
вже у другому порядку теорiї збурень. Цей метод застосовано до теоретично-
го опису двовимiрної магнiтної сполуки SrCu2(BO3)2 зi складною послiдовнi-
стю дробових плато, а також до квазiодновимiрної сполуки Cu3(P2O6OH)2,
яка вiдповiдає тримеризованому ланцюжку слабкозв’язаних спiнових диме-
рiв.

7. Дослiджено квантовий спiн-1/2 октаедричний ланцюжок, а також його ана-
лог зi змiшаними спiнами 1 i 1/2. Знайдено фазовi дiаграми моделей та
встановлено квантовi фази зi складною структурою. Змiшаний спiн-1 i спiн-
1/2 октаедричний ланцюжок Гайзенберґа виявляє розмаїття квантових ста-
нiв: однорiдна фаза Голдейна, кластернi фази Голдейна, феримагнiтнi фази
Лiба-Матiса, квантовi спiновi рiдини, яке призводить до появи серiї дробо-
вих плато намагнiченостi у магнiтному полi.

8. Для моделi Гайзенберґа на ромбiчно-декорованiй квадратнiй ґратцi iденти-
фiковано лiнiї квантових фазових переходiв першого роду мiж феримагнi-
тною фазою Лiба-Матiса i мономер-димерною фазою, якi закiнчуються лiнi-
єю критичних точок при скiнченних температурах. Встановлено, що модель
Iзинґа-Гайзенберґа на ромбiчно-декорованiй квадратнiй ґратцi дозволяє зна-
йти точний розв’язок для згаданих лiнiй фазових переходiв першого роду
та строго дослiдити лiнiю критичних точок.

9. Спiн-електронна модель на подвiйно-декорованiй квадратнiй ґратцi з Iзи-
нґовими спiнами на основних вузлах i делокалiзованими електронами на
парi декорованих вузлiв демонструє немонотонну залежнiсть температури
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переходу антиферомагнiтного впорядкування вiд iнтегралу переносу та Ку-
лонового вiдштовхування електронiв.
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АНОТАЦIЯ

Верхоляк Т.М. Квантовi флуктуацiї та фрустрацiї у низьковимiрних
спiнових моделях: точнi результати i пертурбативний аналiз. — На пра-
вах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.04.02 — теоретична фiзика, Iнститут фiзики конденсо-
ваних систем Нацiональної академiї наук України, Львiв, 2024.

Дисертацiйна робота стосується вивчення ефектiв квантових флуктуацiй
i фрустрацiй на низькотемпературнi властивостi низьковимiрних квантових спi-
нових моделей. Ряд точних результатiв отримано для динамiчних властивостей
однорiдних та випадкових спiн-1/2 XY ланцюжкiв у поперечному полi з взає-
модiєю Дзялошинського-Морiя, використовуючи фермiонiзацiю Йордана-Вiгнера.
Складнiшi моделi фрустрованих драбинок дослiджено в наближеннi Гартрi-Фока
для фермiонiзованих гамiльтонiанiв. Знайдено точний розв’язок для ряду гiбри-
дних моделей Iзинґа-Гайзенберґа з сильними димерними взаємодiями. Використо-
вуючи точнi результати для цих моделей, запропоновано пiдхiд сильного зв’язку,
заснований на теорiї збурень для XY частини мiждимерної взаємодiї. Одно- та
двовимiрнi моделi на декорованих гратках дослiджено рiзними аналiтичними та
числовими методами. Показано, що двовимiрна модель Гайзенберґа, декорована
ромбами, виявляє лiнiю квантових фазових переходiв першого роду. Ця лiнiя пе-
реходiв простягається до скiнченних температур, закiнчуючись лiнiєю критичних
точок, якi належать до класу унiверсальностi двовимiрної моделi Iзинґа.

Ключовi слова: низьковимiрнi магнетики, динамiчнi властивостi, фру-
страцiї, плато дробової намагнiченостi, точнi розв’язки.

ABSTRACT

Verkholyak T.M. Quantum fluctuations and frustrations in low-
dimensional spin models: exact results and perturbative analysis. —
Manuscript.
Thesis submitted for the degree of Doctor of Sciences in physics and mathematics on
specialization 01.04.02 — theoretical physics, Institute for Condensed Matter Physics
of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2024.

The present thesis concerns the study of the effects of quantum fluctuations
and frustrations on the low-temperature properties of low-dimensional quantum spin
models. The uniform and random spin-1/2 anisotropic XY chain in a transverse field
with the Dzyaloshinskii-Moriya interaction is considered to examine the effect of the
Dzyaloshinskii-Moriya interaction on the zz, xx and yy dynamic structure factors. It
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is found that zz dynamic structure factor is much more sensitive to the Dzyaloshinskii-
Moriya interaction in the case of the anisotropic XY chain, and may exhibit additional
van Hove singularities not only with exponent 1/2 but also with 2/3.

Frustrated models, the J1 − J2 XXZ chain and XXZ model on the diamond
chain, are studies within the Hartree-Fock approximation for fermionized Hamiltoni-
ans. Such an approach shows good agreement close to the singlet-dimer phase. Several
hybrid Ising-Heisenberg models with strong dimer interactions are solved exactly tak-
ing into account the conservation of the z-component of total spin on strong Heisenberg
bonds. The nature of the fractional plateaux in these frustrated models is discussed.
The spin-1/2 Ising-Heisenberg orthogonal-dimer chain with two different gyromagnetic
factors of the Ising and Heisenberg spins is used to provide the theoretical description
of coordination polymer [Cu2Dy2]n. Using the exact results for the Ising-Heisenberg
models with the strong intra-dimer couplings, we suggested the strong-coupling ap-
proach based on the perturbative treatment of XY part of the inter-dimer interaction.
The approximate results obtained within the second-order perturbation theory are in
excellent agreement with available numerical data.

One- and two-dimensional models on decorated lattices were investigated by
various analytical and numerical methods. In particular, the spin-1/2 Heisenberg an-
tiferromagnet on the frustrated diamond-decorated square lattice in a magnetic field
shows both the complex ground-state phases and non-trivial thermodynamic proper-
ties. At intermediate field strength, a first-order quantum phase transition line between
the ferrimagnetic and the monomer-dimer regime is identified. This first-order line
extends to finite temperatures, terminating in a line of critical points that belong
to the universality class of the two-dimensional Ising model. These phase transitions
are studied rigorously in the case of a simplified spin-1/2 Ising-Heisenberg model on a
diamond-decorated square lattice by means of a decoration-iteration transformation.

Keywords: low-dimensional magnets, dynamic properties, frustrations, frac-
tional magnetization plateaux, exact solutions.


