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АНОТАЦIЯ

Величко О.В. Застосування квантових ґраткових моделей для опису систем

з адсорбованими чи iнтеркальованими частинками та оптичних ґраток. — Квалi-

фiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук (доктора наук) за спецiальнiстю 01.04.07 «Фiзика твердого тiла» (104 — Фiзи-

ка та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,

2021.

В рамках мiкроскопiчного модельного пiдходу розроблено теорiю впливу та-

ких зовнiшнiх факторiв, як тиск, електричне поле, iнтеркаляцiя (змiна хiмiчного

потенцiалу) та iн. на рiзноманiтнi ґратковi системи типу лад-безлад.

Iнтеркаляцiя нiкелем кристалiв селенiдiв галiю й iндiю породжує в них еле-

ктретну поляризацiю. Цей ефект проявляється при малих концентрацiях iнтер-

калянта. Запропоновано мiкроскопiчну модель типу лад-безлад, що враховує пе-

рерозподiл атомiв iнтеркалянта мiж неполярними октаедричними та полярними

тетраедричними позицiями у ван-дер-ваальсових щiлинах кристалiв. Такий пероз-

подiл може вiдбутися у формi фазового переходу до полярної фази (що вiдповiдає

електретному ефекту), яка стабiлiзується внутрiшнiм полем. Для випадку, коли

октаедричнi позицiї бiльш вигiднi, модель передбачає пiкоподiбну залежнiсть по-

ляризацiї кристалiв вiд хiмiчного потенцiалу, спричинену проходженням через

промiжну полярну фазу, що узгоджується з вимiряною поведiнкою електретного

ефекту. Розрахованi температурнi залежностi дiелектричної сприйнятливостi теж

якiсно вiдтворюють експериментальнi результати для проникливостi.

Для iнтеркальованого лiтiєм анатазу, що використовується у лiтiй-iонних ба-

тереях, характерно спiвiснування багатої та бiдної на лiтiй фаз та наявнiсть двох

можливих позицiй для лiтiю у кисневих октаедрах. Запропоновано теоретичний

опис цiєї сполуки, що враховує згаданi особливостi. Як показав проведений симе-

трiйний аналiз, викликана iнтеркаляцiєю деформацiя гратки може супроводжува-

тися впорядкуванням антисегнетоелектричного типу (внутрiшнiй п’єзоефект). Це
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дало можливiсть отримати якiсну iлюстрацiю фазового розшарування у лiтiйова-

ному анатазi за допомогою розкладу Ландау з вiдповiдним вибором коефiцiєнтiв.

Для опису даної сполуки запропоновано також мiкроскопiчну модель, яка поєднує

риси моделей Мiцуї та Блюма–Емерi–Грiффiтса та використовує результати си-

метрiйного аналiзу. Рiзноманiтнi фазовi дiаграми моделi (як для основного стану,

так i температурно-залежнi) дослiджувались з метою встановити набiр модельних

параметрiв, що вiдповiдає лiтiйованому анатазу. В широкому температурному дi-

апазонi виявлено фазове розшарування на порожню та напiвзаповнену фази, що

цiлком вiдповiдає спiвiснуванню фаз у iнтеркальованому кристалi. В рамках мо-

делi двопозицiйна пiдсистема лiтiю може мати впорядкування сегнето- чи антисе-

гнетоелектричного типу, яке, однак, наразi експериментально не спостерiгалося.

Вплив iнтеркаляцiї на електронну зонну структуру шаруватої наногiбридної

сполуки типу GaSe зi стадiйним впорядкуванням (три шари в пакетi в даному ви-

падку) вивчено у модифiкованiй версiї перiодичної моделi Андерсона. Густину

електронних станiв iнтеркальованої системи розраховано як у наближеннi одно-

рiвневої домiшки, так i домiшки з лоренцiвським розмиттям рiвня, спричиненим

електронними кореляцiями. Iнтеркальованi частинки формують додаткову зону

(зазвичай, розташовану бiля дна основної зони) у виглядi вузької домiшкової зони

(при достатнiй вiддаленостi вiд основної) або достатньо широкої, що гiбридизу-

ється з основною (при їх перекриттi). Найбiльш виражена змiна основної зони

вiдбувається поблизу домiшкового рiвня. Проаналiзовано змiни у повнiй густи-

нi електронних станiв, що виникають завдяки розширенню домiшкових рiвнiв та

збiльшенню концентрацiї iнтеркалянта.

Дослiджено перехiд у фазу з бозе-конденсатом у моделi Бозе–Хаббарда з

двома локальними станами при перенесеннi бозонiв лише у збудженiй зонi. Не-

стiйкiсть, пов’язану з даним переходом, вивчено в границi жорстких бозонiв. Про-

аналiзовано умови, за яких рiд стосовного фазового переходу змiнюється з другого

на перший; приведено вiдповiднi фазовi дiаграми. Продемонстровано можливiсть

фазового розшарування на нормальну фазу (NO) i фазу з бозе-конденсатом (SF)

за фiксованої середньої концентрацiї бозонiв. У наближеннi хаотичних фаз прове-
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дено розрахунок бозонної функцiї Грiна й одначистинкової спектральної густини.

Вивчено змiни у спектрi збуджень типу «частинка» чи «дiрка» в областi переходу

NO-SF. З метою врахування неергодичностi одночастинкову спектральну густи-

ну отримано в наближеннi хаотичних фаз за допомогою температурних бозонних

функцiй Грiна. Неергодичний внесок до функцiї розподiлу частинок за iмпульсом

(пов’язаний зi статичними флуктуацiями густини) суттєво наростає i стає спiв-

мiрним з ергодичною частиною в надплиннiй фазi бiля трикритичної точки.

Дослiджено зонний спектр бозе-атомiв у двовимiрних гексагональних опти-

чних ґратках iз структурою типу графену. У наближеннi хаотичних фаз розрахо-

вано для нормальної фази закони дисперсiї в зонах та одночастинковi спектральнi

густини. Для ґратки з енергетично еквiвалентними вузлами отримано темпера-

турно залежний безщiлинний спектр з точками Дiрака на краю зони Брiллюена.

Хiмпотенцiал розташований у цьому випадку поза дозволеною енергетичною зо-

ною. При вiдмiнностi мiж енергiями частинок на вузлах рiзних пiдґраток, коли

виникає щiлина у спектрi, хiмпотенцiал може перебувати мiж пiдзонами. У такому

разi має мiсце значна перебудова зонного спектру. Визначено частотнi залежностi

одночастинкових спектральних густин для обидвох пiдґраток в залежностi вiд

розмiщення рiвня хiмпотенцiалу, величини щiлини у зонному спектрi та темпе-

ратури. Вивчено енергетичний спектр системи бозе-атомiв у надплиннiй фазi в

оптичних ґратках типу графену. Розрахунок законiв дисперсiї у зонах та одноча-

стинкових спектральних густин проведено у наближеннi хаотичних фаз в рамках

формалiзму жорстких бозонiв. Описано їх змiни при переходi вiд нормальної до

надплинної фази. Пiд час такої перебудови збiльшується вдвiчi число пiдзон. У

випадку енергетичної еквiвалентностi пiдґраток дiракiвськi точки у спектрi збе-

рiгаються, а їх кiлькiсть подвоюється. При енергетичнiй вiдмiнностi мiж пiдґра-

тками точки Дiрака вiдсутнi. Показано, що форма спектральних густин чутлива

до змiни температури та розташування хiмпотенцiалу.

Дослiджено спектр колективних збуджень фононного типу в системi бозе-

атомiв у оптичнiй ґратцi (бiльш загально, у системi квантових частинок, якi опи-

суються моделлю Бозе–Хаббарда). Такi збудження виникають завдяки змiщенням
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частинок вiдносно їх локальних рiвноважних позицiй. Використано дворiвневу мо-

дель, яка приймає до уваги переходи бозонiв мiж основним i першим збудженим

станом у потенцiальних ямах, а також взаємодiю мiж ними. Розрахунки прове-

дено у наближеннi хаотичних фаз та в границi жорстких бозонiв. Показано, що

спектр збуджень складається у нормальнiй фазi з однiєї зони екситонного типу, в

той час як у фазi з бозе-конденсатом виникає додаткова зона. Розташування, спе-

ктральнi ваги та ширини зон суттєвим чином залежать вiд хiмiчного потенцiалу

бозонiв та температури. Обговорюються умови стiйкостi системи вiдносно зниже-

ння симетрiї та модуляцiї змiщень. Вивчено можливiсть модуляцiї з подвоєнням

перiоду ґратки, а також однорiдного змiщення частинок з рiвноважних позицiй.

Проаналiзовано умови реалiзацiї згаданих нестiйкостей та фазових переходiв до

SF фази та «впорядкованої» фази (зi замороженими змiщеннями), вивчено пове-

дiнку параметрiв порядку та побудовано фазовi дiаграми — як аналiтично (для

основного стану), так i числовим способом (при ненульовiй температурi). Показа-

но, що SF фаза може з’явитися як промiжна мiж нормальною та «впорядкованою»

фазами, в той час як фаза «суперсолiд» є термодинамiчно нестiйкою i не реалiзу-

ється. Обговорено застосовнiсть отриманих результатiв до ґраток з локальними

потенцiалами типу подвiйних ям.

Ряд аспектiв термодинамiки квантової ґраткової моделi з локальними ангар-

монiчними потенцiалами розглянуто для випадку деформованої ґратки. Ефекти,

породженi зовнiшнiм тиском, вивчено у рамках моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса,

яка вiдповiдає локальному потенцiалу з трьома мiнiмумами. Для даної системи

запропоновано деформовний варiант моделi з врахуванням впливу механiчного

напруження, що реалiзується через деформацiю ґратки, яка призводить до ре-

структуризацiї локальних атомних конфiгурацiй. На основi цiєї моделi розрахо-

вано залежностi вiд тиску для деформацiї об’єму на прикладi кристалу Sn2P2S6.

Встановлено наявнiсть аномалiй в областi сегнетоелектричних фазових переходiв

першого та другого роду, а також критичної точки; вивчено поведiнку об’ємної

стисливостi для цих випадкiв. Отриманi результати добре узгоджуються з експе-

риментальними даними.
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Для опису фазових переходiв та дiелектричних властивостей сегнетової со-

лi запропоновано чотирипiдграткову модифiкацiю моделi Мiцуї, яка враховує си-

метрiйнi особливостi гратки та просторову орiєнтацiю ефективних диполiв, по-

в’язаних з асиметричними структурними групами. Вивчено вплив поперечного

електричного поля на поляризацiю, зсув точок фазових переходiв та аномалiї дi-

електричної сприйнятливостi.

Ключовi слова: ґраткова модель, iнтеркаляцiя, шаруватi кристали, стадiйне впо-

рядкування, оптична ґратка, жорсткi бозони, бозе-ейнштейнiвська конденсацiя,

неергодичнiсть, сегнетоелектрики, польовi ефекти.
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ABSTRACT

Velychko O.V. Quantum lattice models applied to systems with adsorbed or

intercalated particles and optical lattices. — Qualifying scientific work on the rights

of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on the

speciality 01.04.07 “Solid State Physics” (104 — Physics and Astronomy). — Institute

for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv,

2021.

In the microscopic model approach a range of theoretical descriptions were de-

veloped considering the effect of such external factors as pressure, electric field, inter-

calation (change of chemical potential), etc., on various order-disorder lattice objects.

Intercalation of gallium and indium selenide crystals by nickel initiates their

electret polarization. The effect manifests itself at small concentrations of the inter-

calant. A microscopic model of order-disorder type has been proposed that considers

redistribution of intercalant atoms between non-polar octahedral and polar tetrahe-

dral positions in the crystal van der Waals gaps. Such a redistribution can occur in

the form of phase transition to the polar phase (corresponding to the electret effect)

which is stabilized by the internal field. For the case of octahedral positions being

more preferable, the model predicts a peak-like dependence of the crystal polarization

on chemical potential due to passing through the interjacent polar phase in accordance

with the measured behaviour of the electret effect. The calculated temperature de-

pendences of dielectric susceptibility qualitatively reproduce experimental results for

permittivity as well.

Lithium intercalated anatase used in Li-ion batteries has some special features:

coexistence of Li-rich and Li-poor phases as well as two possible positions for Li ions

in the oxygen tetrahedron. A theoretical description of the compound considering

those peculiarities is presented. As shown by the performed symmetry analysis, the

intercalation induced lattice deformation can be accompanied by the ordering of anti-

ferroelectric type (internal piezoeffect). In the following step, a qualitative illustration
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of the phase separation in the lithiated anatase is given within the Landau expan-

sion at the proper choice of coefficients. A microscopic model for description of the

compound is also proposed which combines features of the Mitsui and Blume–Emery–

Griffits models and utilizes the symmetry analysis results. Various ground state and

temperature-dependent phase diagrams of the model are studied to find a set of model

parameters corresponding to the lithiated anatase. A phase separation into the empty

and half-filled phases in a wide temperature range has been found closely resembling

the phase coexistence in the intercalated crystal. In the framework of the model, the

two-position Li subsystem could have the ordering of ferro- or antiferroelectric types

which, however, has not been yet observed by the experiment.

Influence of intercalation on the electronic band structure of the layered nanohy-

brid compound of the GaSe-type with a stage ordering (three layers in the packet in

the considered case) is studied in the modified version of the periodic Anderson model.

Density of electron states for the intercalated system is calculated both in the impurity

single-level approximation and the one with the level smearing out (of the Lorentzian-

type) due to local electron correlations. Intercalated particles form an additional band

(usually placed near the bottom of the main band) like the narrow impurity band

(being far enough from the main band) or the more extended band hybridized with

the main one (for the case of overlapping). The most pronounced transformation of

the main band takes place in the vicinity of the impurity level. Changes in the total

density of electron states due to the broadening of impurity levels and the increase of

the intercalant concentration are analyzed.

Phase transition into the phase with the Bose–Einstein (BE) condensate in the

Bose–Hubbard model with two local states and the particle hopping in the excited

band only is investigated. Instability connected with such a transition is considered

in the hard-core boson limit. Conditions, at which the order of the phase transition

changes from the second to the first one, are analyzed; respective phase diagrams are

presented. A possibility of separation on the normal (NO) phase and the phase with

the BE condensate (SF) at the fixed average concentration of bosons is demonstrated.

The boson Green function and the single-particle spectral density are calculated in the
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random phase approximation. Changes in the excitation spectrum of the “particle” or

the “hole” type in the region of the NO-SF transition are studied. For consideration

of the non-ergodicity, the single-particle spectral density is calculated in the random

phase approximation by means of the temperature boson Green functions. The non-

ergodic contribution to the momentum distribution function of particles (connected

with the static density fluctuations) increases significantly and becomes comparable

with the ergodic one in the superfluid phase near the tricritical point.

The band spectrum of Bose-atoms in two-dimensional hexagonal optical lattices

with the graphene type structure is investigated. Dispersion laws in the bands and

single-particle spectral densities for normal phase are calculated in the random phase

approximation. The temperature-dependent gapless spectrum with Dirac points placed

on the border of Brillouin zone is obtained for the lattice with energetically equivalent

sites. Chemical potential is located outside of the allowed energy band. A difference

between site energies of particles in different sublattices causes a gap in the spectrum

and chemical potential can be located between subbands. The frequency dependences

of the single-particle spectral density for both sublattices are determined as functions

of the chemical potential level, the magnitude of gap in the band spectrum as well

as temperature. Energy spectrum of superfluid phase of the Bose-atom system in

the optical lattices of the graphene type is investigated. Calculation of dispersion

laws in energy bands and single-particle spectral densities is performed in the random

phase approximation on the basis of the hard-core boson formalism. Their changes

at the transition from normal phase to superfluid one are described. During such a

transformation the number of subbands is doubled; in the case of energetic equivalence

of subbands the Dirac points in the spectrum are conserved but their number increases

twice. When the subbands are energetically nonequivalent, the Dirac points are absent.

It is shown that the shape of spectral densities is sensitive to the change of temperature

and the chemical potential position.

The spectrum of phonon-like collective excitations in the system of Bose-atoms

in optical lattice (more generally, in the system of quantum particles described by the

Bose–Hubbard model) is investigated. Such excitations appear due to displacements of
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particles with respect to their local equilibrium positions. The two-level model taking

into account the transitions of bosons between the ground state and the first excited

state in potential wells, as well as interaction between them, is used. Calculations are

performed within the random phase approximation in the hard-core boson limit. It is

shown that excitation spectrum in normal phase consists of the one exciton-like band,

while in the phase with BE condensate an additional band appears. The positions,

spectral weights and widths of bands strongly depend on chemical potential of bosons

and temperature. The conditions of stability of a system with respect to the lowering

of symmetry and displacement modulation are discussed. A possibility of modulation,

which doubles the lattice constant, as well as the uniform displacement of particles

from equilibrium positions are studied. Conditions for realisation of the mentioned

instabilities and phase transitions into the SF phase and the “ordered” phase with

frozen displacements are analysed, behaviour of order parameters is investigated and

phase diagrams of the system are calculated both analytically (ground state) and

numerically (at non-zero temperatures). It is revealed that the SF phase can appear

as an intermediate one between the normal and “ordered” phases, while the supersolid

phase is thermodynamically unstable and does not appear. The relation of obtained

results to the lattices with the double-well local potentials is discussed.

Some aspects of thermodynamics of the quantum lattice model with the local

anharmonic potentials are considered for the case of deformed lattice. The effects,

taking place under external pressure, are investigated in the framework of the Blume–

Emery–Griffiths (BEG) model corresponding to the local potential with three minima.

The deformable BEG (d-BEG) model is proposed for this purpose; it is taken into

consideration that the influence of mechanical stress is realized through the lattice

strain resulting in restructuring of local atomic configurations. Based on this model,

the pressure dependences of the volume deformation are calculated on an example of

the Sn2P2S6 crystal. The presence of anomalies in the regions of ferroelectric phase

transitions of the first and second order as well as the tricritical point is established;

the behaviour of the volume compressibility in these cases is investigated. Obtained

results are in agreement with the experimental data.
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A simple four-sublattice order-disorder model is proposed for description of phase

transitions and dielectric properties of the Rochelle salt crystal. Symmetry properties

of the lattice and spatial orientations of effective dipoles connected with asymmetric

structure units in the elementary cell are taken into account. An effect of the transverse

electric field on spontaneous polarization, shifts of the phase transition points and

dielectric susceptibility anomalies is studied.

Keywords: lattice model, intercalation, layered crystals, stage ordering, optical lat-

tice, hard-core bosons, Bose-Einstein condensation, non-ergodicity, ferroelectrics, field

effects.
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НП — незвiдне представлення
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Tc — критична температура ФП2
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. У сучаснiй фiзицi конденсованих систем однiєю з

центральних є проблема опису ґраткових систем зi сильними кореляцiями, що

зумовлюють багатство вiдповiдних фазових дiаграм у координатах температу-

ри й ефективних полiв (хiмпотенцiалу, електричного поля, тиску, й т.п.). Багато

незвичайних властивостей таких систем (фазове розшарування, поява (сегнето)

впорядкованих фаз чи виникнення бозе-конденсату, i т.д.) можна пояснити тiльки

при правильному врахуваннi сильних локальних кореляцiй. Вельми ефективним

засобом теоретичного дослiдження таких систем є ґратковi моделi, що поєднують

у собi простоту опису й належне вiдображення основних фiзичних процесiв, що

вiдбуваються у згаданих системах. Нижче наведено приклади актуальних ґратко-

вих систем, якi дослiджено у данiй дисертацiї.

Iнтеркальований барiєм чи лiтiєм селенiд iндiю може застосовуватись як

твердотiльний електрод, особливо у випадках, коли iнтеркаляцiя можлива у ши-

рокому стехiометричному дiапазонi, будучи, отже, добрим кандидатом для еле-

ктродiв при iнтеркаляцiї. Наявнiсть фотопровiдностi та фотоефекту в запiрно-

му шарi акумулятор з можливiстю виникнення додаткової рiзницi потенцiалiв

мiж електродами при освiтленнi. Зв’язок мiж фотоелектричними процесорами та

електретним ефектом у iнтеркальованих лiтiєм селенiдах галiю та iндiю вивчено

у дисертацiї. Вимiрювання температурних залежностей опору та дiелектричної

сприйнятливостi у перпендикулярному до шарiв напрямку, а також спектральної

залежностi фотоструму для iнтеркальованих сегнетоелектриками (NaNO2, KNO2)

селенiдiв iндiю та галiю виявили докорiннi змiни пiд впливом iнтеркаляцiї.

Iснує зовсiм небагато теоретичних дослiджень даної проблеми. Вивчення

електронної структури та динамiки гратки “з перших принципiв” для чистого та
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iнтеркальованого лiтiєм селенiду iндiю встановило, що домiшкова зона у iнтерка-

льованих зразках знаходиться майже пiд самим краєм зони провiдностi. Баричнi

залежностi структури кристалу γ-InSe, а також вiдповiднi фононнi частоти при

тисках до 15 ГПа розраховано у дисертацiї. Нижче нами дослiджується ще одне

незвичайне явище у iнтеркальованих селенiдах iндiю та галiю – електретний ефект

i пов’язанi з ним температурнi та концентрацiйнi залежностi дiелектричних вла-

стивостей кристалiв. Запропоновано мiкроскопiчну чотиристанову модель, здатну

вiдтворити особливостi термодинамiки згаданих сполук.

Чудовим зразком iнтеркальованих сполук дещо iншого типу є анатаз (по-

лiморф дiоксиду титану), який є дуже зручним для дослiдження у якостi добре

вивченого модельного матерiалу, що демонструє типовi властивостi електродiв з

оксидiв перехiдних металiв. Незважаючи на те, що властивостi iнтеркальованого

анатазу досить добре вивченi та навiть використовуються у виробництвi, вiдсутня

чiтка картина мiкроскопiчних процесiв, що лежать у їх основi. Однак, лише пов-

не пiзнання механiзмiв, що вiдбуваються при iнтеркаляцiї, дозволить ефективно

використовувати властивостi сполук цього класу.

У порiвняннi з числом експериментальних дослiджень iнтеркальованого дiо-

ксиду титану список теоретичних праць у цьому напрямку виглядає досить коро-

тким. Майже всi вони використовують тi чи iншi методики числових розрахункiв

“з перших принципiв”, часто вдало пояснюючи деякi виявленi факти, хоча ряд

прогнозованих явищ експериментально не спостерiгалися.

Вже в однiй з перших таких робiт [1] теоретично пiдтверджено вищу зда-

тнiсть анатазу до iнтеркаляцiї лiтiю порiвняно з рутилом, а також розраховано

енергiї адсорбцiї i встановлено, що одноелектроннi привнесенi лiтiєм рiвнi розта-

шуються у щiлинi мiж валентною i провiдною зоною (стани Ti3+).

Слiд особливо звернути увагу на цикл робiт [2–8], де методом моделювання

з перших принципiв вивчались особливостi iнтеркаляцiї лiтiю в рутил i анатаз з

врахуванням як термодинамiчних так i кiнетичних ефектiв. Зокрема, встановлено

важливу роль сильних локальних деформацiй гратки та пружнього екранування

мiжлiтiєвих взаємодiй, пояснено вiдсутнiсть iнтеркаляцiї у рутилi при кiмнатнiй
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температурi (недоступнiсть низкоенергетичних конфiгурацiй через високу анiзо-

тропiю дифузiї), рiвновагу бiдної та багатої фаз у лiтiйованому анатазi, а також

виявлено можливiсть iснування у ньому фази LiTiO2.

На жаль, вiдомо лише один квантово-статистичний опис дiоксиду титану

з допомогою псевдоспiн-електронної моделi [9]. В даному випадку псевдоспiно-

вий формалiзм використано для опису пiдсистеми iнтеркалянта (лiтiю). Виявле-

но можливiсть фазових переходiв зi змiною концентрацiї iнтеркальованих iонiв та

суттєвим зростанням електростатичної ємностi системи.

Модель Бозе–Хаббарда (БХ) [10] широко застосовується для опису термо-

динамiки та динамiки бозе-атомiв у оптичних ґратках [11, 12]. Важливою осо-

бливiстю таких систем є фазовий перехiд у фазу з бозе-конденсатом при дуже

низьких температурах. В результатi система може перебувати або в нормальнiй

(NO) фазi, або в фазi, де є бозе-конденсат (надплинний стан, SF). Модель БХ ви-

користовується й у iнших областях, де такий пiдхiд є адекватним: в теорiї явищ,

пов’язаних з квантовою делокалiзацiєю атомiв водню, адсорбованих на поверхнi

переходних металiв [13]; при описi квантової поверхнi чи об’ємної дифузiї легких

частинок [14]; при дослiдженнi термодинамiки iнтеркаляцiї домiшкових атомiв у

кристалiчних системах [15]. Детальний аналiз переходу в фазу з бозе-конденсатом

в моделi БХ з двома локальними станами при переносi бозонiв лише в збудженiй

зонi виконано у роботах [16, 17].

Модель БХ у границi жорстких бозонiв теж належить до класу неергоди-

чних. Однак, всi згаданi проблеми легко вирiшуються при використаннi у розра-

хунках температурних (мацубарiвських) ФГ [18] замiсть їх двочасових (зубарiв-

ських) аналогiв (див., наприклад, методику розрахунку багаточасових кореляцiй-

них функцiй [19]).

Актуальним також є опис, що враховує особливостi перенесення бозе-атомiв

у оптичних ґратках з подвiйними локальними потенцiальними ямами [20, 21].

Такi ґратки заслуговують уваги у зв’язку з можливостями легкого керування

параметрами, що їх характеризують (такими, як енергiя тунельного розщеплення

в ямах). Iнтерес становлять фазовi дiаграми, що визначають областi iснування
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рiзних фаз. В рамках теоретичного пiдходу важливо також дослiдити вiдмiннi

вiд оптичних ґраток можливостi застосування отриманих результатiв.

Предметом особливої уваги останнiм часом є двовимiрна гексагональна ву-

глецева структура, вiдома як графен. Вона має унiкальнi фiзичнi властивостi,

поява яких викликана т. зв. дiракiвським енергетичним спектром електронiв про-

вiдностi (лiнiйним законом дисперсiї в областi К-точок зони Брiллюена). Тому

вивченню термодинамiки i енергетичного спектру бозе- (а також фермi-) атомiв

у оптичних ґратках типу графену надається значна увага. До важливих проблем

належить, зокрема, дослiдження впливу згаданої особливостi енергетичного спе-

ктру на картину фазових переходiв у системi ультрахолодних атомiв. Цiкавою

є i зворотна задача, яка стосується змiн у структурi спектру при переходах вiд

одних фаз до iнших. Для такої системи нами запропоновано пiдхiд, що ґрун-

тується на псевдоспiновому формалiзмi i використаннi методики функцiй Грiна

при обчисленнi спектральних густин. Вiн дозволяє розрахувати зонну структуру

i одночастинковi спектральнi густини та дослiдити їх залежностi вiд розмiщен-

ня рiвня хiмiчного потенцiалу бозе-частинок вiдносно зонного спектру, величини

рiзницi одновузлових енергiй та температури.

Сучаснi дослiдження релаксацiйних явищ у сегнетовiй солi пiд дiєю попере-

чного електричного поля [22, 23] демонструють зменшення спонтанної поляризацiї

пiсля прикладання електричного поля впоперек до сегнетоосi, а також одночасне

звуження температурної областi iснування сегнетофази та зростання часiв ре-

лаксацiї. Стандартна модель Мiцуї неспроможна пояснити цей ефект, оскiльки

передбачає впорядкування лише вздовж однiєї (сегнетоактивної) осi. Нами впер-

ше запропоновано розширення моделi Мiцуї шляхом подвоєння числа пiдґраток

i просторової орiєнтацiї ефективних диполiв, яке здатне описати згаданi релакса-

цiйнi явища та iншi експериментальнi факти для кристалiв даного типу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України,

iз науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень. Пред-

ставленi у дисертацiї результати отриманi згiдно з планами робiт у рамках бю-
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джетних тем НАН України “Розробка сучасних теоретичних методiв та їх засто-

сування до вивчення властивостей конденсованих систем” (2002–2006 рр., номер

держреєстрацiї 0102U001794), “Розвиток аналiтичних методiв теорiї енергетичного

спектру та динамiки сильноскорельованих систем частинок” (2005–2007 рр., но-

мер держреєстрацiї 0105U002085), “Розвиток i застосування методiв аналiтичної

теорiї та комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу в iон-електрон-

них системах” (2007–2011 рр., номер держреєстрацiї 0107U002081), “Моделюва-

ння фiзичних властивостей квантових граткових систем з багаточастинковими

кореляцiями” (2008–2012 рр., номер держреєстрацiї 0108U001154), “Квантовi ба-

гаточастинковi гратковi системи: динамiчний вiдгук i ефекти сильних кореляцiй”

(2013–2017 рр., номер держреєстрацiї 0112U007761), “Сильнi кореляцiї i конкурен-

цiї взаємодiй у класичних i квантових граткових системах рiзної вимiрностi”, цi-

льової програми ВФА НАН України “Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть

конденсованої речовини: теорiя i застосування” (2012–2016 рр.), а також проекту

Державного фонду фундаментальних дослiджень “Розробка сучасних теорети-

чних методiв та їх застосування до вивчення властивостей конденсованих систем”

(2002–2006 рр., номер держреєстрацiї 0102U001794) i держбюджетної НДР унi-

верситету “Львiвська полiтехнiка” пiд назвою “Фiзичнi процеси i їх математичне

моделювання у наногiбридизованих структурах пристроїв сенсорики i накопиче-

ння енергiї” (шифр НДР: ФПМ).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є розви-

ток унiфiкованого (зi застосуванням проекцiйних операторiв Хаббарда) мiкроско-

пiчного опису сильноскорельованих ґраткових систем у рамках квантових ґратко-

вих моделей i дослiдження на цiй основi їх термодинамiчних i динамiчних власти-

востей пiд дiєю ефективних зовнiшнiх полiв та iнших параметрiв. Для досягнення

даної мети у дисертацiї необхiдно було розв’язати наступнi завдання:

1. Розробка модифiкацiї моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса для опису систем з

локальними орiєнтацiйними станами (як iнтеркальованих шаруватих кри-

сталiв, так i сегнетоелектрикiв сiмейства Sn2P2S6) .
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2. Розширення перiодичної моделi Андерсона для дослiдження впливу еле-

ктронної структури складних iнтеркальованих частинок на електронний

спектр стадiйно впорядкованої iнтеркальованої шаруватої системи.

3. Дослiдження двостанової моделi Бозе–Хаббарда в границi жорстких бозонiв

для ґраток кубiчного й гексагонального типiв в наближеннi хаотичних фаз,

та розширення даної моделi для врахування збуджень фононного типу й

появи модуляцiї ґратки.

4. Аналiз неергодичних ефектiв у рамках даної моделi за допомогою темпера-

турних функцiй Грiна в наближеннi хаотичних фаз.

Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є сильноскорельованi ґратковi

системи (як традицiйнi кристали, так i оптичнi ґратки) з особливостями переносу

чи впорядкування локальних елементiв структури (iнтеркалят, атоми в оптичних

ґратках, iоннi групи). Предмет дослiдження — вплив багаточастинкових взаємо-

дiй та кореляцiй, а також ефективних полiв й iнших параметрiв на динамiку i

термодинамiку таких систем.

Методи дослiдження. Термодинамiчнi характеристики дослiджуваних

систем здебiльшого розраховано у наближеннi середнього поля з врахуванням,

однак, сильних кореляцiй ще на етапi формулювання моделi. Динамiчнi характе-

ристики систем розраховано здебiльшого у рамках наближення хаотичних фаз

для зубарєвських функцiй Грiна, окрiм дослiдження неергодичного вкладу, де ви-

користано температурнi (мацубарiвськi) функцiї Грiна. Аналiз термодинамiчної

стiйкостi системи виконано з умови мiнiмiзацiї великого термодинамiчного по-

тенцiалу для вiдповiдних термодинамiчних змiнних, оскiльки аналiз розбiжностi

визначника функцiй Грiна не дозволяє описати фазовi переходи першого роду.

Наукова новизна одержаних результатiв. У рамках модифiкованої мо-

делi Блюма–Емерi–Грiффiтса вперше якiсно описано виникнення електретного

ефекту в iнтеркальованих нiкелем шаруватих кристалах сiмейства GaSe та InSe.

Вперше проведено симетрiйний аналiз iнтеркальованого лiтiєм анатазу й

показано, що впорядкування лiтiю пов’язано з виникненням деформацiї в системi;
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в рамках ґраткової моделi вперше продемонстровано нестiйкiсть такої системи

щодо фазового розшарування на бiдну та багату лiтiєм фази.

В рамках двостанової моделi Бозе–Хаббарда вперше дослiджено появу збу-

джень фононного типу й можливiсть появи модуляцiї в системi та їх вплив на

бозе-конденсацiю i динамiчнi характеристики системи.

Вперше запропоновано модифiковану модель Блюма–Емерi–Грiффiтса для

опису деформацiйних ефектiв у сегнетоелектрику сiмейства Sn2P2S6 та отримано

добру кiлькiсну збiжнiсть з експериментальними результатами.

Вперше проведено симетрiйний аналiз i сформульовано розширену модель

Мiцуї, яка дозволяє вивчати як сегнетовпорядкування, так i вплив зовнiшнього

електричного поля у довiльних напрямках, що дозволило пояснити експерименти

з прикладанням поперечного поля до кристалiв типу сегнетової солi.

Практичне значення одержаних результатiв. Запропоновано модель

типу лад-безлад, що враховує впорядкування локальних квазiдиполiв, викликане

перерозподiлом атомiв iнтеркалянта мiж неполярними октаедричними та поляр-

ними тетраедричними позицiями, здатна описати виражений електретний ефект

у iнтеркальованих нiкелем селенiдах iндiю та галiю, що має мiсце в областi малих

концентрацiй iнтеркалянта. Вiдтворюється також пiкоподiбна структура темпе-

ратурних залежностей дiелектричної проникливостi iнтеркальованих зразкiв.

Запропоновано модельний опис iнтеркальованого лiтiєм анатазу, для якого

характерне спiвiснування багатої та бiдної на лiтiй фаз. Cиметрiйним аналiзом

встановлено можливiсть виникнення внутрiшнього п’єзоефекту (деформацiя гра-

тки поєднується з впорядкуванням антисегнетоелектричного типу). Аналiз основ-

ного стану системи дозволив встановити значення модельних параметрiв, що вiд-

повiдають лiтiйованому анатазу. Як у рамках розкладу Ландау, так i застосува-

нням мiкроскопiчної моделi встановлено можливiсть фазового розшарування на

бiдну та багату фази.

Встановлено, що виникнення стадiйного впорядкування в шаруватих кри-

сталах веде до радикальної перебудови спектру електронних збуджень. Зокрема,

виникають додатковi гiлки спектру, сумарне число яких рiвне числу шарiв у па-
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кетi. При цьому вигляд залежностi кривих дисперсiї вiд поперечних компонент

хвильового вектора залишається незмiнним, а кожна крива дисперсiї у випадку

поздовжньої складової хвильового вектора демонструє iндивiдуальну поведiнку,

оскiльки вiдповiдає певному розв’язку рiвняння для електронного спектру пакету.

Незважаючи на достатньо спрощений пiдхiд, отриманий аналiтичний опис

iнтеркальованої шаруватої системи з пакетним впорядкуванням дозволив дослi-

дити змiни її електронних властивостей пiд дiєю iнтеркаляцiї. Модель, на якiй

грунтуються розрахунки, є спрощеним варiантом перiодичної моделi Андерсо-

на. Електроннi кореляцiї, що формують структуру домiшкового енергетичного

спектру, врахованi шляхом постулювання форми локальної (локаторної) функцiї

Грiна. Використано два наближення: однорiвневу модель та модель з розширеним

рiвнем, яка враховує ефекти загасання. Основна перебудова електрично енергети-

чного спектру та вiдповiдної густини станiв зводиться до появи домiшкової зони

бiля дна основної. При достатнiй вiддаленостi вiд основної, домiшкова зона виро-

джуєтся у домiшковий рiвень, тодi як при зближеннi вiдбувається гiбридизацiя

зон з перебудовою вiдповiдного краю основної зони.

Дослiджено бозе-конденсацiю в моделi Бозе-Хаббарда з двома локальними

станами при переносi бозонiв лише у збудженiй зонi. З метою врахування неерго-

дичностi одночастинкову спектральну густину отримано в наближеннi хаотичних

фаз за допомогою температурних бозонних функцiй Грiна. Неергодичний вне-

сок до функцiї розподiлу частинок за iмпульсом (пов’язаний зi статичними флу-

ктуацiями густини) суттєво наростає i стає спiвмiрним з ергодичною частиною в

надплиннiй фазi бiля трикритичної точки.

Дослiджено зонний спектр бозе-атомiв у двовимiрних гексагональних опти-

чних ґратках iз структурою типу графену. У наближеннi хаотичних фаз розрахо-

вано для нормальної фази закони дисперсiї в зонах та одночастинковi спектральнi

густини. Для ґратки з енергетично еквiвалентними вузлами отримано темпера-

турно залежний безщiлинний спектр з точками Дiрака на краю зони Брiллюена.

Хiмiчний потенцiал розташований у цьому випадку поза дозволеною енергети-

чною зоною. При вiдмiнностi мiж енергiями частинок на вузлах рiзних пiдґраток,
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коли виникає щiлина у спектрi, хiмiчний потенцiал може перебувати мiж пiдзо-

нами. У такому разi має мiсце значна перебудова зонного спектру. Визначено

частотнi залежностi одночастинкових спектральних густин для обидвох пiдґра-

ток в залежностi вiд розмiщення рiвня хiмiчного потенцiалу, величини щiлини у

зонному спектрi та температури.

Продемонстровано появу нестiйкостi у системi квантових частинок, якi опи-

суються двостановою моделлю Бозе–Хаббарда, вiдносно появи бозе-конденсату

та/або модуляцiї «змiщень». Показано, що у системi залежно вiд спiввiдношення

мiж енергiю збудженого стану та параметром взаємодiї змiщень виникає стан з мо-

дульованим (з подвоєнням перiоду ґратки) або однорiдним змiщенням частинок.

Проаналiзовано умови виникнення фази з бозе-конденсатом. Дослiджено поведiн-

ку параметрiв порядку й побудовано фазовi дiаграми системи як аналiтично (для

основного стану), так i числовими методами (при ненульовiй температурi). Вста-

новлено, що фаза суперсолiд є одним з можливих метастабiльних станiв, але вона

не є термодинамiчно стiйкою. Натомiсть реалiзуються фазовi переходи мiж нор-

мальною i модульованою фазами, якi можуть бути як 1-го так i 2-го роду. Фаза з

бозе-конденсатом, при її появi, є промiжною мiж ними.

Для опису фазових переходiв та дiелектричних властивостей сегнетової со-

лi запропоновано чотирипiдграткову модифiкацiю моделi Мiцуї, яка враховує си-

метрiйнi особливостi гратки та просторову орiєнтацiю ефективних диполiв, по-

в’язаних з асиметричними структурними групами. Вивчено вплив поперечного

електричного поля на поляризацiю, зсув точок фазових переходiв та аномалiї дi-

електричної сприйнятливостi.

Особистий внесок здобувача. В усiх роботах (включно з вiдповiдними

роздiлами монографiй [1, 2] з Додатку Е) здобувач приймав активну участь на

всiх етапах виконання теоретичних дослiджень, включаючи постановку завдання,

вибiр методiв, виконання як аналiтичних так i, особливо, числових розрахункiв,

обробцi отриманих результатiв та формулюваннi висновкiв.

Апробацiя роботи. Основнi результати роботи доповiдалися i обговорю-

валися на: VIII Ukrainian-Polish and III East-European Meeting on Ferroelectrics
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Physics (Lviv, Ukraine, 2006); Ferroelectric thin film days (2006) and 4th French and

Ukrainian meeting on ferroelectricity (Amiens, France, 2006); Фiзика i технологiя тон-

ких плiвок i наносистем, Матерiали XI Мiжнародної конференцiї МКФТТПН-XI

(Iвано-Франкiвськ, Україна, 2007); the 9th Russia/CIS/Baltic/Japan Symposium on

Ferroelectricity RCBJSF-9 (Vilnius, Lithuania, 2008); The 3-rd Conference “Statistical

Physics: Modern Trends and Applications” (Lviv, Ukraine, 2009); XXX International

School on Ferroelectrics Physics (Przesieka, Poland, 2009); 2-nd International seminar

“Properties of ferroelectric and superionic systems” (Uzhgorod, Ukraine, 2009); The

10th Russia/CIS/Baltic/Japan Symposium on Ferroelectricity, (Yokohama, Japan,

2010); VII мiжнародна школа-конференцiя “Актуальнi проблеми фiзики напiвпро-

вiдникiв” (Дрогобич, Україна, 2010); The 36th Conference of the Middle European

Cooperation in Statistical Physics MECO 36 (Lviv, Ukraine, 2011); The 3rd Internati-

onal Conference “Quantum Electrodynamics and Statistical Physics” (Kharkov, Ukrai-

ne, 2011); The 4th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applicati-

ons” (Lviv, Ukraine, 2012); International Conference “Problems of theoretical physi-

cs” (Kyiv, Ukraine, 2012); VIII International school-conference “Actual problems of

semiconductor physics” (Drohobych, Ukraine, 2013); the VI International Conference

“Physics of disordered systems” (2013, Lviv, Ukraine); XV International conference

on physics and technology of thin films and nanosystems (Ivano-Frankivsk, 2015);

International research and practice Conference “Nanotechnology and Nanomateri-

als” (Lviv, Ukraine, 2015); Науково-технiчна конференцiя «Мiкро- та наноне-

однорiднi матерiали: моделi та експеримент» (INTERPOR’15) (Львiв, Украї-

на, 2015); IX International conference “Topical problems of semiconductor physi-

cs” (Truskavets, Ukraine, 2016); The International research and practice conference

“Nanotechnology and nanomaterials” (NANO-2016) (Lviv, Ukraine, 2016); Bogolyubov

Conference “Problems of Theoretical Physics” (Kyiv, Ukraine, 2016); Joint Conferences

on Advanced Materials and Technologies: The 14th International Conference on Functi-

onal and Nanostructured Materials FNMA’17 and The 7th International Conference

on Physics of Disordered Systems PDS’17 (Lviv & Yaremche, Ukraine, 2017); V

Ukrainian–Polish–Lithuanian Meeting on Physics of Ferroelectrics (Uzhhorod, Ukrai-
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ne, 2018); The 5-th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applications”

(Lviv, Ukraine, 2019), а також на семiнарах в Iнститутi фiзики конденсованих си-

стем НАН України.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 2 монографiї, 15 ста-

тей у фахових наукових виданнях (статтi [3–5, 7–10, 15–17] з Додатку Е належать

до третього квартилю за SCImago, тобто загальне їх число еквiвалентне 25) i 22

тез мiжнародних конференцiй.

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз пе-

релiку умовних скорочень, вступу, 7 роздiлiв основної частини, загальних виснов-

кiв, списку використаних джерел з 230 найменувань, 7 додаткiв i мiстить 76 ри-

сункiв. Робота викладена на 228 сторiнках (зi списком використаних джерел i

додатками — 267 сторiнка).

У вступi з’ясовано актуальнiсть, сформульовано мету i завдання дослiдже-

ння, вiдзначено його наукову новизну i практичне значення, визначено особистий

внесок здобувача, наведено iнформацiю про апробацiю результатiв дисертацiї.

У першому роздiлi наведено короткий огляд лiтератури щодо дослiджу-

ваних систем, де вказано як їх практичне застосування та фiзичнi особливостi,

так i перераховано найважливiшi теоретичнi пiдходи щодо їх опису, а також пе-

рераховано наявнi труднощi та нерозв’язанi проблеми.

Шаруватi напiвпровiдники дослiджуються уже на протязi багатьох рокiв.

Селенiди галiю та iндiю викликають значний iнтерес через можливiсть потенцiй-

ного застосування, зокрема, в якостi можливого матерiалу для катодiв твердотiль-

них мiкроакумуляторiв. Цьому сприяє особлива риса даних кристалiв – легкiсть

iнтеркаляцiї атомiв лiтiю в простiр мiж шарами без помiтного збiльшення об’єму.

У порiвняннi з числом експериментальних дослiджень iнтеркальованого дiо-

ксиду титану список теоретичних праць у цьому напрямку виглядає досить коро-

тким. Майже всi вони використовують тi чи iншi методики числових розрахункiв

“з перших принципiв”, часто вдало пояснюючи деякi виявленi факти, хоча ряд

прогнозованих явищ експериментально не спостерiгалися.

Модель Бозе–Хаббарда (БХ) широко застосовується для опису термодина-
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мiки та динамiки бозе-атомiв у оптичних ґратках. Важливою особливiстю таких

систем є фазовий перехiд у фазу з бозе-конденсатом при дуже низьких темпера-

турах. В результатi система може перебувати або в нормальнiй (NO) фазi, або в

фазi, де є бозе-конденсат (надплинний стан, SF). Модель БХ використовується й у

iнших областях, де такий пiдхiд є адекватним: в теорiї явищ, пов’язаних з кванто-

вою делокалiзацiєю атомiв H, адсорбованих на поверхнi переходних металiв; при

описi квантової поверхнi чи об’ємної дифузiї легких частинок; при дослiдженнi

термодинамiки iнтеркаляцiї домiшкових атомiв у кристалiчних системах.

Опис термодинамiки й вивчення фазових переходiв типу лад-безлад у кри-

сталах з локально ангармонiчними структурними елементами за допомогою кван-

тових ґраткових моделей є цiкавою й актуальною задачею статистичної фiзики.

Локальнi ангармонiчнi потенцiали з багатоямною формою є досить поширеними.

Рiзнi локалiзацiї частинок (конфiгурацiї структурних елементiв) у них вiдобража-

ються вiдповiдними квантовими станами. Для систем з двоямними локальними

потенцiалами (наприклад, кристали з водневими зв’язками) такий пiдхiд веде до

поперечної моделi Iзiнга (вiдомої в теорiї сегнетоелектрикiв як модель де Же-

на). У випадку триямного симетричного потенцiалу таку систему описує ґратко-

ва модель Блюма–Емерi–Грiффiтса (БЕГ). Зроблено огляд теоретичних описiв

кристалiв сiмейства Sn2P2S6, що є гарним прикладом систем з ангармонiчними

локальними потенцiалами, й продемонстровано переваги застосування деформов-

ної БЕГ моделi до цих об’єктiв. Як продовження дослiдження впливу ефективних

полiв на сегнетоелектрики дослiджено концептуальнi недолiки класичної моделi

Мiцуї i представлено перетворення її в «тривимiрну» з урахуванням усiх чоти-

рьох трансляцiйно нееквiвалентних груп атомiв (взаємно пов’язаних елементами

точкової групи симетрiї в парафазi) у елементарнiй комiрцi сегнетової солi.

У другому роздiлi розроблено чотиристанову мiкроскопiчну модель для

пояснення електретного ефекту в селенiдах iндiю та галiю внаслiдок впорядкуван-

ня локальних квазi-диполiв, викликаного перерозподiлом iнтеркальованих атомiв

нiкелю мiж неполярною та полярними позицiями. Модель вiдтворює спостережу-

ванi на експериментi пiкоподiбну залежнiсть величини електретного ефекту вiд
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концентрацiї та температурну поведiнку дiелектричної проникливостi.

У третьому роздiлi проаналiзовано двi властивостi iнтеркальованого лiтi-

єм анатазу: спiвiснування бiдної та багатої фаз та двi можливi локалiзацiї iонiв лi-

тiю в кисневих октаедрах. Остання з них передбачає можливiсть (анти)полярного

впорядкування, що виходить поза рамки звичайної моделi типу граткового газу,

яка добре описує фазове розшарування. Отже, довелося використати модель типу

БЕГ, яка враховує як вклади типу частинка-частинка, так i диполь-дипольнi.

У четвертому роздiлi встановлено, що при стадiйному впорядкуваннi в

шаруватих кристалах загальна структура спектру електронних збуджень описує-

ться законом дисперсiї, що поєднує одно- та двовимiрнi властивостi й в загальному

характерний для шаруватих систем (закон Фiваза). Одначе наявнiсть стадiйного

впорядкування змiнює перiод ґратки вздовж осi Z, перпендикулярної до шарiв,

перебудовує зону Брiлюена, приводить до розщеплень у спектрi, й породжує зга-

данi вище додатковi гiлки спектру, значно ускладнюючи його вигляд.

У п’ятому роздiлi дослiджено бозе-конденсацiю у двостановiй моделi Бозе-

Хаббарда в границi жорстких бозонiв. Розраховано енергетичний спектр бозонних

збуджень та одночастинковi спектральнi густини для плоскої гексагональної ґра-

тки типу графену. Розглянуто особливостi форми зонного спектру та спектральної

густини у нормальнiй фазi в залежностi вiд розташування рiвня хiмiчного потен-

цiалу, рiзницi мiж локальними енергiями частинок у пiдґратках та температури.

У шостому роздiлi дослiджено термодинамiку ґраткової бозе-системи в

рамках двостанової моделi жорстких бозонiв, i показано, що мiжвузлова взаємо-

дiя, яка виникає при змiщеннях частинок з їх рiвноважних положень, може приво-

дити до спонтанного порущення симетрiї i появи фази з однорiдним або просторо-

во модульованим змiщенням. Матричнi елементи змiщень пов’язанi з переходами

бозонiв мiж основним i збудженим коливним станом, тобто є аналогом дипольних

впорядкувань у сегнетоелектричних кристалах. У областях значень хiмiчного по-

тенцiалу бозонiв, де їх концентрацiя не є цiлочисельною i змiнюється, мiжвузлове

перенесення частинок приводить до нестiйкостi щодо появи бозе-конденсату. Кон-

куренцiя мiж цим ефектом i тенденцiєю до «заморожування» змiщень проявля-
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ється на фазових дiаграмах, якi визначають областi iснування нормальної фази,

фази iз спонтанним змiщенням (ρ 6= 0) та фази з бозе-конденсатом (ξ 6= 0). Число-

вий аналiз рiвноважних станiв та умов їх стiйкостi не виявив фази з ненульовими

значеннями обох параметрiв порядку ρ i ξ (т.зв. «суперсолiд»).

В сьомому роздiлi вивчено термодинамiку квантової ґраткової системи з

локальними багатоямними потенцiалами, а саме дипольне впорядкування та де-

формацiйнi ефекти у рамках деформовної моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса. У ло-

кально ангармонiчних кристалах прикладання як зовнiшнього, так i внутрiшнього

(спричиненого стохiометричним замiщенням атомiв) тискiв перебудовує локальнi

потенцiали. Наприклад, у вищезгаданих кристалах сiмейства Sn2P2S6 форма ло-

кального триямного потенцiалу для iонних груп P2S6 змiнюється пiд впливом цих

обох чинникiв. Дослiдження цього ефекту поглиблює розумiння механiзму пере-

ходу в сегнетоелектричний стан. Щоб врахувати вищеописане явище у рамках

моделi БЕГ, слiд врахувати в нiй деформацiю кристалiчної ґратки як безпосере-

дню причину змiни локальних потенцiалiв (а, отже, й енергетичної щiлини мiж

найнижчими рiвнями), що й зроблено в дисертацiї.

Як продовження дослiдження впливу ефективних полiв на сегнетоелектри-

ки представлено перетворення моделi Мiцуї в «тривимiрну» з урахуванням усiх

чотирьох трансляцiйно нееквiвалентних груп атомiв у елементарнiй комiрцi се-

гнетової солi (їх позицiї взаємно пов’язанi елементами точкової групи симетрiї

кристалу в парафазi). Запропонована модель здатна описати дiелектричнi вла-

стивостi i поляризацiю кристалiв RS у довiльному напрямку, а також врахувати

ефекти, породженi зовнiшнiм поперечним електричним полем.

Завершено дисертацiйну роботу загальними висновками, в яких стисло

пiдсумовано основнi результати та можливостi їх практичного застосування.

У перших п’ятьох додатках наведено допомiжнi матерiали, промiжнi фор-

мули, розрахунки й пояснення до викладених у дисертацiї дослiджень. У насту-

пних двох — список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї й апробацiю резуль-

татiв дисертацiї.
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РОЗДIЛ 1

CИСТЕМИ З АДСОРБОВАНИМИ ЧИ
IНТЕРКАЛЬОВАНИМИ ЧАСТИНКАМИ ТА

ОПТИЧНI ҐРАТКИ (ОГЛЯД)

1.1. Структура, фiзичнi властивостi та застосування

iнтеркальованих селенiдiв

Шаруватi напiвпровiдники дослiджуються уже на протязi багатьох рокiв

[24]. Селенiди галiю та iндiю викликають значний iнтерес через можливiсть по-

тенцiйного застосування в приладах з нелiнiйною оптикою, сонячних батареях,

високочутливих датчиках iнфрачервоного випромiнювання i тиску, у тензометрiї,

а також як твердотiльний електрогенератор. Застосуванню у якостi свiтлочутли-

вих матерiалiв сприяє вiдносно велика щiлина у електронному спектрi, що добре

вiдповiдає видимому свiтловому дiапазону.

Вiднедавна InSe розглядається у якостi можливого матерiалу для катодiв

твердотiльних мiкроакумуляторiв. Цьому сприяє особлива риса даних кристалiв –

легкiсть iнтеркаляцiї атомiв лiтiю в простiр мiж шарами без помiтного збiльшення

об’єму.

Кристали GaSe i InSe є шаруватими сполуками з комплексними шарами

Se–Me–Me–Se (Me = Ga, In), в яких атомарнi шари Me i Se зв’язанi докупи

ковалентно-iонними зв’язками, тодi як взаємодiя Me–Me має чисто ковалентний

характер. Такi комплекснi шари, в свою чергу, з’єднанi один з одним слабкою

взаємодiями Ван дер Ваальса.

Iснує чотири можливих розташування шарiв один вiдносно iншого, але з

чотирьох потенцiйних полiтипiв насправдi виявлено лише три. Дане дослiджен-
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Рис. 1.1. Октаедрична (O) i тетраедричнi (T1, T2) позицiї для iнтеркальованих
частинок у ван-дер-вальсiвськiй щiлинi кристалу GaSe.

ня присвячене γ-полiтипу, що має тригональну (C5
3v, R3m) кристалiчну гратку i

мiстить лише один шар (чотири атоми) в елементарнiй комiрцi [25, 26]. Оскiльки

структура щiлини практично не залежить вiд полiтипу, отриманi далi результати

цiлком застосовнi до решти рiзновидiв (з поправкою на число формульних оди-

ниць в комiрцi).

Хоча в цiлому халькогенiди металiв достатньо добре вивченi, процес iнтер-

каляцiї на мiкроскопiчному рiвнi все ще мало дослiджений. Вiдомо, що при iнтер-

каляцiї вiдповiднi атоми заходять у згаданi ранiше ван-дер-ваальсiвськi щiлини

мiж шарами. На одну формульну одиницю припадає три мiжшарових позицiй

(рис. 1.1): октаедрична (оточена шiстьма атомами халькогену) та двi тетраедри-

чних (що лежать в проекцiях пiд i над атомами халькогену). Октаедрична позицiя

розташована посерединi щiлини, тодi як тетраедричнi позицiї симетрично зсунутi

до верхнього та нижнього шарiв, вiдповiдно.

Iнтеркальований барiєм чи лiтiєм селенiд iндiю може застосовуватись як

твердотiльний електрод, особливо у випадках, коли iнтеркаляцiя можлива у ши-

рокому стехiометричному дiапазонi, будучи, отже, добрим кандидатом для еле-
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ктродiв при iнтеркаляцiї. Наявнiсть фотопровiдностi та фотоефекту в запiрному

шарi [27–30] дозволяє сконструювати прилад подвiйного призначення: акумуля-

тор з можливiстю виникнення додаткової рiзницi потенцiалiв мiж електродами

при освiтленнi. Зв’язок мiж фотоелектричними процесорами та електретним ефе-

ктом у iнтеркальованих лiтiєм селенiдах галiю та iндiю вивчено у роботi [31].

Вимiрювання температурних залежностей опору та дiелектричної сприйня-

тливостi у перпендикулярному до шарiв напрямку, а також спектральної залежно-

стi фотоструму для iнтеркальованих сегнетоелектриками (NaNO2, KNO2) селенi-

дiв iндiю та галiю виявили докорiннi змiни пiд впливом iнтеркаляцiї [32]. Вста-

новлено змiни, викликанi iнтеркаляцiєю лiтiю, у поведiнцi опору перпендикулярно

до шарiв: в GaSe вiн зростає у 104 разiв, а у InSe спочатку спадає у 3 · 102 разiв,

зростаючи потiм у 3 · 103 разiв [33]. Встановлено також, що iнтеркаляцiя GaSe

викликає звуження частотно-незалежного дiапазону опору i робить його бiльш

чутливим до температури. Iнтеркаляцiя не змiнює симетрiї кристалiв, анi сталу

гратки у площинi a, лише перпендикулярна до площини стала c дещо зростає.

Подiбнi вимiрювання температурних залежностей опору виконанi для β-полiтипу

монокристалiв InSe p- i n-типу iнтеркальованих Ba та Li електрохiмiчним методом

[34]. Виявлено зменшення опору для n-InSe та його зростання для p-InSe вiдносно

неiнтеркальованих зразкiв.

У данiй областi iснує зовсiм небагато теоретичних дослiджень. Дослiдження

електронної структури та динамiки гратки “з перших принципiв” для чистого та

iнтеркальованого лiтiєм селенiду iндiю встановило, що домiшкова зона у iнтерка-

льованих зразках знаходиться майже пiд самим краєм зони провiдностi [35, 36].

Баричнi залежностi структури кристалу γ-InSe, а також вiдповiднi фононнi ча-

стоти при тисках до 15 ГПа розраховано у роботi [37].

Нижче нами дослiджується ще одне незвичайне явище у iнтеркальованих

селенiдах iндiю та галiю – електретний ефект i пов’язанi з ним температурнi та

концентрацiйнi залежностi дiелектричних властивостей кристалiв. Запропоновано

мiкроскопiчну чотиристанову модель, здатну вiдтворити особливостi термодина-

мiки згаданих сполук.
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1.2. Електретний ефект та дiелектричнi властивостi

кристалiв

Термiн “електретний ефект” в даному випадку означає iснування полярного

стану в кристалi, що зумовлює виникнення напруги мiж поверхнями кристалу в

напрямку кристалографiчної осi c, тобто перпендикулярно до шарiв. Для дано-

го сiмейства кристалiв це явище вперше спостерiгалось в iнтеркальованому GaSe

[38]. Кристали iнтеркалювались атомами Li, Na та K. Величина та знак (додатнiй

для Li та Na i вiд’ємний для K) напруги залежить вiд концентрацiї та типу iнтер-

калянта. Отриманий ефект є цiлком стабiльним, найкращу довгоживучiсть (бiля

року) отримано при iнтеркаляцiї лiтiєм, однак вона спадає при збiльшеннi атомно-

го числа iнтеркалянта. Максимальнi значення термостимульованого розрядного

струму спостерiгались при концентрацiї iнтеркалянта 1018−1019 см−3. Збiльшення

атомного числа iнтеркалянта зсуває пiки вiдповiдних температурних залежностей

струму до нижчих температур i зменшує максимальнi значення. Амплiтуди тер-

мостимульованого струму в GaSe, iнтеркальованому Li та Na, суттєво спадають

пiсля першого циклу циклiчної змiни температури, залишаючись практично ста-

бiльними при наступних циклах. Можна припустити, що така поведiнка пов’язана

зi стимульованим iнтеркальованими катiонами утворенням квазiдиполiв, що орi-

єнтованi в одному напрямку.
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Рис. 1.2. Залежнiсть величини електретного ефекту: (a) вiд концентрацiї iнтерка-
лянта для кристалiв GaSe i InSe, вимiряна при кiмнатнiй температурi (b)
вiд температури для NixGaSe при рiзних концентрацiях iнтеркалянта.
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Рис. 1.3. Температурнi залежностi дiйсної частини дiелектричної проникливостi,
вимiрянi при рiзних концентрацiях iнтеркалянта для селенiдiв iндiю та
галiю.

Новi дослiдження iнтеркальованих нiкелем селенiдiв iндiю та галiю прово-

дились на кристалах, вирощених методом Брiджмена-Стокбаргера в кварцових

вакуумованих ампулах [39]. Низькочастотний (20 Гц – 800 кГц) дiелектричний

спектр демонструє “класичну” поведiнку та задовольняє закон унiверсального

дiелектричного вiдгуку Йончера. Обидвi поверхнi кристалу (паралельнi до ша-

рiв) були еквiпотенцiальними в усьому температурному дiапазонi вимiрювань (вiд

−40 ◦C до +60 ◦C) перед iнтеркаляцiєю. Пiсля iнтеркаляцiї з’явився виражений

електретний ефект у досить вузькому дiапазонi концентрацiї iнтеркалянта, осо-

бливо для селенiду галiю (Рис. 1.2). Максимальне значення ефекту спостерiгає-

ться в низькотемпературнiй зонi температурних залежностей (3.89 В при –40 ◦C

для Ni0.0005GaSe).

Дiелектричнi спектри кристалiв, вимiрянi методом iмпедансної спектроско-

пiї, показали, що iнтеркаляцiя бiльш нiж десятикратно збiльшує дiелектричну

сприйнятливiсть в усьому дiапазонi частот (10−3 − 106 Гц) з рiзким ростом (аж

на декiлька порядкiв залежно вiд концентрацiї нiкелю) при низьких частотах (до

100 Гц).

При низьких концентрацiях температурна залежнiсть проникливостi для се-

ленiду iндiю демонструє добре виражений пiк, що зникає при вищих концентра-

цiях (Рис. 1.3). Подiбна поведiнка характерна i для селенiду галiю, однак у цьому
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випадку температурнi залежностi мають складнiшу багатопiкову структуру. Слiд

нагадати, що пiк проникливостi (або сприйнятливостi) свiдчить про близькiсть

системи до стану дiелектричної нестiйкостi.

1.3. Дiоксид титану та його iнтеркаляцiя

Титан небезпiдставно вважають символом сучасної ери високих технологiй.

Однак, якщо сам метал у чистому виглядi був видiлений лише у 1910 р., то у

формi оксидiв його виявили ще у 1791 р. А у 1795 р. нiмецький хiмiк Мартiн

Гейнрiх Клапрот однозначно встановив, що мiнерал рутил (полiморф дiоксиду

титану) мiстить невiдомий елемент, який i назвав титаном.

Рiдко хто має час i бажання читати маленькi лiтери на зворотi упаковки.

Iнакше кожен знав би, що повсякденно стикається з дiоксидом титану, зокрема, в

зубнiй пастi та кремах проти загару. Високi оптичнi властивостi та хiмiчна стабiль-

нiсть забезпечили йому широке використання у промисловостi. Своєю бiлизною

вiн завдячує вiдносно високому iндексу заломлення (особливо у рутилу: n = 2.76),

що у поєднаннi з малими розмiрами частинок забезпечує сильне розсiяння свiтла

в широкому хвильовому дiапазонi. Саме тому основна частка промислового ви-

робництва дiоксиду титану припадає на бiлий пiгмент для барвникiв, а титановi

бiлила замiнюють токсичнi свинцевi аналоги, незважаючи на дещо вищу вартiсть.

У 2004 р. загальносвiтове споживання TiO2 становило 4.4 млн. тон, з чого на час-

тку лакофарбових матерiалiв припадало 58%, на виробництво пластмас – 23%,

i на виготовлення ламiнованого паперу – 11%. Хоча у протезуваннi використо-

вують металiчний титан та його сплави, саме шари оксиду на його поверхнi у

поєднаннi з дисоцiйованими молекулами води забезпечують щiльне безпосереднє

приєднання до живих тканин [40]. Бiльш кумедним виглядає використання TiO2

(пiд назвою E171) для “вiдбiлювання” знежиреного молока [41] (цей “цiнний” до-

свiд уже перейняли вiтчизнянi виробники згущеного молока “Омка”, “Бiлики” та

“Варiатор”). Хоча, на фонi повiдомлень про його можливу цитотоксичну та канце-

рогенну дiю [42], особливо у наноформi [43, 44], це уже зовсiм не смiшно. Iснують
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i бiльш наукоємкi приклади використання дiоксиду титану, яким i присвячена ця

робота.

1.3.1. Дiоксид титану: кристалiчнi полiморфи, фiзичнi

властивостi та практичне застосування

Зараз вiдомо одинадцять полiморфiв дiоксиду титану. Розповсюдженими

природними формами є тетрагональнi рутил i анатаз, а також орторомбiчний бру-

кiт. В метеоритному кратерi Рiс у Баварiї виявлено також i два утворених пiд висо-

ким тиском полiморфи: моноклиннi кристали типу бадделеїту [45] та орторомбiчнi

типу колумбiту α-PbO2 [46] (обидва штучно створенi ранiше [47, 48]). Окрiм то-

го, вiдомi такi синтезованi в лабораторiях полiморфи: моноклинний TiO2(B) [49],

тетрагональний TiO2(H) типу голандиту [50], орторомбiчнi TiO2(R) типу рамс-

деллiту [51], TiO2-OI [52], TiO2-OII типу котуннiту (найтвердiший з усiх вiдомих

оксидiв) [53], та кубiчний [54]. Пiд дiєю тиску i температури полiморфи можуть

перетворюватися один в одного: наприклад, монокристалiчний анатаз перетворю-

ється у полiморф типу α-PbO2 при 4.5 ГПа, тодi як полiкристалiчний анатаз – у

бадделеїт при 13 ГПа, який, у свою чергу, при пониженнi тиску до 7 ГПа знову

обертається на α-PbO2 [55]. З пiдвищенням температури при атмосферному тиску

полiморфи перетворюються у рутил (зокрема, анатаз i брукiт при 700◦C i 900◦C,

вiдповiдно).

Якщо для синтезованих пiд високим тиском полiморфiв характерне пiдви-

щення координацiйного числа титану (так, у бадделеїту воно рiвне семи, а для

кубiчної структури – дев’яти [54]), то найпоширенiшi природнi форми дiоксиду

титану – рутил, анатаз i брукiт – є просто рiзними просторовими комбiнацiями

групи TiO6, де катiон титану розташований у центрi дещо деформованого октае-

дру, утвореного шiстьма анiонами кисню. Для кожного полiморфу характернi свої

вiдхилення вiд iдеального октаедра, але у всiх випадках вiн є витягнутим вздовж

однiєї з осей, так що два (апекснi) киснi бiльш вiддаленi вiд титану порiвняно з

чотирма iншими (екваторiальними).
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Найбiльше уваги придiляється вивченню та застосуванню рутилу i анатазу

як найбiльш стабiльних полiморфiв. За багатьма параметрами (наприклад, розта-

шування атомiв та середнi довжини зв’язкiв) вони дуже подiбнi [56]. Однак, густи-

на анатазу майже на 10% менша нiж у рутилу, а додатковий об’єм зосереджений

у порожнинах i впливає на усередненi по комiрцi властивостi типу стисливостi

чи дiелектричної сталої. Крiм того, ця невелика вiдмiннiсть стає важливою при

iнтеркаляцiї кристалiв.

В обидвох полiморфiв елементарна комiрка мiстить шiсть атомiв, але на

вiдмiну вiд тетрагонального рутилу (P42/mnm), стандартну кристалографiчну

комiрку об’ємноцентрованого тетрагонального анатазу (I41/amd) вибирають так,

що вона мiстить двi елементарнi комiрки.

Атоми розташованi таким чином, що кожен кисень є одночасно екваторiаль-

ним для одного титана i апексним для iншого у межах однiєю комiрки. Сусiднi

октаедри мають спiльнi ребра та кути: по два i чотири спiльних ребра для ко-

жного октаедра в рутилi та анатазi, вiдповiдно. Октаедри деформуються так, що

спiльнi ребра скорочуються вiдносно iдеального розмiру, а решта ребер, у свою

чергу, видовжуються. Скорочений зв’язок кисень-кисень часто називають мiс-

тковим зв’язком, оскiльки через нього вiдбувається взаємодiя мiж iонами титану

(метал-кисень-метал).

В рутилi мiстковий зв’язок поєднує два екваторiальнi атоми. Тому октаедри

утворюють там вертикальнi лiнiйнi ланцюжки. Октаедри, що належать до сусi-

днiх ланцюжкiв, поєднанi лише одним вузлом: iоном кисню, що є для них одноча-

сно апексним та екваторiальним. В анатазi октаедри дотикаються дiагональним

ребром мiж апексним та екваторiальним киснями. Тому вони формують зигзаго-

подiбнi ланцюжки, перпендикулярнi до кристалографiчної осi. Iснує двi множини

таких взаємоперпендикулярних ланцюжкiв, з’єднаних спiльними октаедрами.

Сфера високотехнологiчних застосувань дiоксиду титану, без перебiльшен-

ня, вражає. Насамперед, вони пов’язанi з тою чи iншою формою його фотоактив-

ностi. Так, TiO2 (особливо у виглядi анатазу) є фотокаталiзатором при ультрафi-

олетовому освiтленнi (а з додатком iонiв азоту, оксидiв металiв типу триоксиду
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вольфраму чи вуглецю [57] – i при видимому свiтлi). Високий окислювальний по-

тенцiал позитивних дiрок окислює воду з утворенням радикалiв гiдроксилу. Фото-

каталiтичнi властивостi дiоксиду титану (явище гiдролiзу) вiдкритi ще у 1967 р.,

а процес, що вiдбувається пiд дiєю свiтла на поверхнi TiO2, вiдомий як ефект

Хонди-Фуджiшими [58]. Окрiм очевидного використання цих властивостi для ви-

робництва водню (як палива), вони промислово застосовуються у рiзних формах

для очистки i знезараження води та повiтря вiд забруднень (в тому числi бактерi-

альних i органiчних), а також виготовлення поверхонь, що самоочищуються [59].

Специфiчне використання даного ефекту в бiохiмiї дозволило також радикально

спростити i вдосконалити методику розщеплення протеїнiв та пептидiв [60].

Цiкавим для практичного використання є виявлений у 1995 р. ефект супергi-

дрофiльностi: пiд дiєю ультрафiолету на поверхнi дiоксиду титану утворюється мi-

кроструктурована сумiш гiдрофiльної та олеофiльної (мастилопоглинаючої) фаз

за рахунок локального вiдщеплення iонiв кисню [61]. Це дозволяє створювати

скло з TiO2-покриттям, що не запотiває та самоочищується (наприклад, дзеркала

бокового огляду автомобiлiв та вiкна у будинках).

Окрiм очистки навколишнього середовища вiд вiдходiв, дiоксид титану до-

помагає отримати екологiчно чисту енергiю. Отримання електроенергiї за допомо-

гою звичайних фотоелементiв з p-n переходами обходиться на порядок дорожче

вiд стандартних промислових методiв. Новий тип сенсибiлiзованих барвниками

сонячних батерей (елементи Гратцеля) роздiляє двi головнi задачi фотоелемента

– поглинання свiтла та транспорт носiїв заряду. Фотони поглинаються сенсибi-

лiзатором, нанесеним на поверхню широкозонного напiвпровiдника, а роздiлен-

ня заряду вiдбувається на межi за рахунок iнжекцiї фотоiндукованих електронiв

з барвника у зону провiдностi матерiалу пiдкладки. Поєднання сенсибiлiзатора

з широким спектром поглинання з нанокристалiчною оксидною пiдкладкою до-

зволяє досягнути понад 10% коефiцiєнта конверсiї [62–65]. До переваг новiтнiх

фотоелементiв слiд долучити надзвичайну стабiльнiсть, що досягає мiльйонiв ци-

клiв, високi густини допустимих струмiв та низьку собiвартiсть через можливiсть

використовувати матерiали невисокої чистоти.
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За своїми дiелектричними властивостями дiоксид титану є напiвпровiдни-

ком [66] (при цьому анатаз є напiвпровiдником n-типу, а рутил – p-типу, що ви-

користовується у їх сумiсному застосуваннi як сенсора газiв [67]). Його висока

дiелектрична проникнiсть знаходить своє застосування у тонкоплiвкових конден-

саторах [68] i електронних пристроях типу метал-оксид-напiвпровiдник [69], про-

тивiдбивних покриттях та iнтерференцiйних фiльтрах [70], а також оптоволокнi

[71].

Хоча i рутил, i анатаз в принципi придатнi для використання у фотокаталi-

тичних та фотоелектрохiмiчних пристроях, здебiльшого предметом експеримен-

тальних дослiджень є анатаз як бiльш ефективний матерiал. Зокрема, у нього

вища зона оптичного поглинання i менша ефективна маса електронiв, тобто вища

мобiльнiсть носiїв заряду [72]. Тому саме вiн застосовується у процесi iнжекцiї

електронiв у нових сенсибiлiзованих барвниками фотоелементах [73].

Зрештою, часом обидва полiтипи використовуються одночасно, а їхнi осо-

бливостi служать рiзним задачам. У тих же фотоелементах анатаз є фотосенсибi-

лiзованим електродом (через згаданий вище ефективний зв’язок з барвником), а

простiр мiж ним i графiтним електродом-пiдкладкою заповнений електроiзолюю-

чими та свiтловiдбивними часточками рутилу (оскiльки у нього вища дiелектри-

чна стала) [74].

Наявнiсть кристалографiчних пустот дозволяє розмiстити в них шляхом iн-

теркаляцiї значну кiлькiсть невеликих iонiв (водню, лiтiю i т.п.). Введення лiтiю

змiнює оптичнi властивостi дiоксиду титану: порошок з бiлого стає темносинiм, а

плiвка перетворюється з прозорої на частково дзеркальну (електрохромiзм). Цей

ефект застосовується в фотоелектрохромних приладах (вiкна, дзеркала, дисплеї),

де фотоелектрична плiвка описаного вище типу разом з електрохромною плiвкою

утворюють два електроди комiрки, яка, таким чином, є фотохромною [75]. Однак,

на вiдмiну вiд звичайних фотохромних плiвок, процеси поглинання свiтла та за-

барвлення фiзично роздiленi, а тому можуть керуватися iндивiдуально (залежно

вiд того, замкнутий контур, чи нi).
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1.3.2. Iнтеркаляцiя анатазу та рутилу: експериментальнi та

теоретичнi дослiдження

Технiчний прогрес i пов’язане з ним пiдвищення енергоспоживання вимага-

ють щораз потужнiших i компактнiших джерел живлення. Традицiйнi свинцевi

та нiкель-кадмiєвi акумулятори з вмiстом отруйних речовин та низькою енерге-

тичною густиною (вимiрюється в мА год / г) вiдходять у минуле. Їм на замiну

прийшли нетоксичнi лiтiй-iоннi батареї високої енергоємностi з на порядок ви-

щим числом робочих циклiв та без ефекту пам’ятi. Анатаз може служити анодом

у елементах такого типу [76].

На практицi анатаз не є найкращим вибором для цiєї потреби, зокрема, через

досить низький потенцiал вiдносно iнших електродних матерiалiв. Кращi хара-

ктеристики демонструють, наприклад, спорiдненi сполуки зi структурою шпiнелi

LiTi2O4 [77], Li4Ti5O12 [78] та їх марганцевi аналоги LiMn2O4 i LiMg0.1Ni0.4Mn1.5O4

[79]. Однак, анатаз дуже зручний для дослiдження у якостi добре вивченого мо-

дельного матерiалу, що демонструє типовi властивостi електродiв з оксидiв перехi-

дних металiв. Незважаючи на те, що властивостi iнтеркальованого анатазу досить

добре вивченi та навiть використовуються у виробництвi, вiдсутня чiтка картина

мiкроскопiчних процесiв, що лежать у їх основi. Однак, лише повне пiзнання меха-

нiзмiв, що вiдбуваються при iнтеркаляцiї, дозволить ефективно використовувати

властивостi сполук цього класу.

Як згадувалось ранiше, анатаз має об’ємо-центровану тетрагональну стру-

ктуру (просторова група симетрiї I41/amd). Пiд час iнтеркаляцiї лiтiю утворює-

ться нова фаза зi складом Li0.5TiO2 (яку часто називають Li-титанат), де внаслi-

док дисторсiї у площинi ab втрачено вiсь четвертого порядку (просторова група

симетрiї Imma) [80]. При цьому змiщення атомiв незначнi, елементарна комiрка

дещо стискається вздовж осi c i розтягується вздовж осi b зi збiльшенням об’єму

на 4%. Лiтiй розташовується у порожнинах кисневих октаедрiв [80]. Структур-

нi змiни можна пояснити як наслiдок заселення зв’язуючих атомних орбiталей

Ti-Ti електронами, що входять у гратку анатазу паралельно з iонами лiтiю для
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пiдтримки зарядової нейтральностi.

У порiвняннi з числом експериментальних дослiджень iнтеркальованого дiо-

ксиду титану список теоретичних праць у цьому напрямку виглядає досить коро-

тким. Майже всi вони використовують тi чи iншi методики числових розрахункiв

“з перших принципiв”, часто вдало пояснюючи деякi виявленi факти, хоча ряд

прогнозованих явищ експериментально не спостерiгалися.

Вже в однiй з перших таких робiт [1] теоретично пiдтверджено вищу зда-

тнiсть анатазу до iнтеркаляцiї лiтiю порiвняно з рутилом, а також розраховано

енергiї адсорбцiї i встановлено, що одноелектроннi привнесенi лiтiєм рiвнi розта-

шуються у щiлинi мiж валентною i провiдною зоною (стани Ti3+).

В перiодичному наближеннi Хартрi-Фока обчислено потенцiали iнтеркаля-

цiї лiтiю для цiлого сiмейства полiморфiв дiоксиду титану (рутил, анатаз, брукiт,

рамсделлiт, колумбiт, спiнель) [81], а також розраховано, що лiтiй повнiстю iонiзу-

ється при стехiометрiї LiTiO2 (з переносом заряду здебiльшого у кисневу пiдгра-

тку). Подiбнi розрахунки середньої напруги iнтеркаляцiї лiтiю в оксиди (зокрема,

TiO2) i дихалькогенiди металiв виконувались також методом псевдопотенцiалу

[82]. Розрахунки теж показали повну iонiзацiю лiтiю, однак привнесений заряд

розподiлявся мiж анiонами та металом.

Слiд особливо звернути увагу на цикл робiт [2–8], де методом моделювання

з перших принципiв вивчались особливостi iнтеркаляцiї лiтiю в рутил i анатаз з

врахуванням як термодинамiчних так i кiнетичних ефектiв. Зокрема, встановлено

важливу роль сильних локальних деформацiй гратки та пружнього екранування

мiжлiтiєвих взаємодiй, пояснено вiдсутнiсть iнтеркаляцiї у рутилi при кiмнатнiй

температурi (недоступнiсть низкоенергетичних конфiгурацiй через високу анiзо-

тропiю дифузiї), рiвновагу бiдної та багатої фаз у лiтiйованому анатазi, а також

виявлено можливiсть iснування у ньому фази LiTiO2. [2, 8]. Проведенi розрахун-

ки вiдтворюють також характернi експериментальнi риси розрядної кривої [4] для

обох полiморфiв. Змодельовано шляхи iнтеркаляцiї лiтiю в рутил i показано, що

розширення гратки-господаря сприяє дифузiї iонiв лiтiю вздовж тетрагональної

осi c, а дисторсiя у площинi ab – практично призупиняє її; розрахованi при цьо-
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му коефiцiєнти дифузiї добре збiгаються з експериментальними значеннями [6].

На основi розрахункiв передбачено також появу нової фази LiTiO2 в полiморфi

дiоксиду титану типу рамсделлiту, яка забезпечує сталий потенцiал iнтеркаляцiї

у широкому дiапазонi концентрацiй лiтiю [83].

Проводилось також моделювання з перших принципiв пружних властиво-

стей полiморфу дiоксиду титану типу котуннiту [84].

На жаль, вiдомо лише один квантово-статистичний опис дiоксиду титану

з допомогою псевдоспiн-електронної моделi [9]. В даному випадку псевдоспiно-

вий формалiзм використано для опису пiдсистеми iнтеркалянта (лiтiю). Виявле-

но можливiсть фазових переходiв зi змiною концентрацiї iнтеркальованих iонiв та

суттєвим зростанням електростатичної ємностi системи.

1.3.3. Особливостi iнтеркальованого лiтiєм анатазу: фазова

рiвновага та подвiйнi позицiї для iонiв лiтiю

Iнтеркаляцiя лiтiю в анатаз TiO2 приводить до виникнення i поширення фа-

зи титанату лiтiю Li0.6TiO2 (часом вказують стехiометричний склад Li0.5TiO2 чи

Li0.55TiO2; як буде проiлюстровано нижче, це може залежати вiд розмiрiв часток

TiO2). При цьому виникає розшарування на багату та бiдну (Li0.01TiO2) лiтiєм

фази [85].

Така двофазна рiвновага в електродах акумулятора забезпечує сталий еле-

ктричний потенцiал (т.зв. плато на розряднiй кривiй) в широкому дiапазонi кон-

центрацiї лiтiю, оскiльки при цьому стехiометрiя фаз залишається незмiнною, при

розрядi чи зарядi варiюються лише їх вiдносний вмiст для пiдтримання загальної

рiвноваги [86]. Встановлено, що багата на лiтiй фаза Li-титанат рухається все-

редину анатазного електрода суцiльним фронтом, паралельним до поверхнi при

iнтеркаляцiї лiтiю, i таким же чином повертається при деiнтеркаляцiї [87].

I в анатазi, i в титанатi лiтiю iони лiтiю можуть перестрибувати з вузла

на вузол з енергiями активацiї 0.2 еВ та 0.09 еВ, вiдповiдно. Однак, макроскопi-

чнi вимiрювання зразка як цiлого дають енергiю активацiї приблизно 0.5 еВ, що
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легко можна пояснити iснуванням мiжфазного бар’єру, який i визначає енергiю

активацiї в цiлому [85].

Проведенi недавно методом ЯМР спектроскопiї дослiдження [88] нанокри-

сталiчних зразкiв iнтеркальованого лiтiєм анатазу виявили ряд суттєвих особли-

востей. Спiвiснування бiдної та багатої на лiтiй фаз можливе лише у частинках,

бiльших за 120 нм, оскiльки поверхневий натяг мiж фазами робить його енерге-

тично невигiдним у менших частинках. У системi частинок розмiром 40 нм стехi-

ометрiя фаз не є сталою i при iнтеркаляцiї вмiст лiтiю у обох зростає: до Li0.1TiO2

в “бiднiй” та до Li0.7TiO2 “багатiй”. Подальше зменшення розмiрiв частинок приве-

ло до виявлення фази з максимально можливим вмiстом лiтiю Li1TiO2 [89]. Вона

може спiвiснувати з багатою, проникаючи на глибину до 3–4 нм вiд поверхнi ча-

стинок (або повнiстю займаючи частинки, меншi вiд 7 нм). Це пов’язано з рiзкою

втратою рухливостi лiтiю при такiй концентрацiї, адже всi октаедричнi порожни-

ни заповненi, тодi як дифузiя iонiв лiтiю потребує вакансiй; надзвичайно короткi

шляхи дифузiї у наночастинках полегшують це завдання.

Експериментально встановлено [90], що iон лiтiю може займати двi вiдмiннi

позицiї в межах октаедра вздовж осi c (але лише одну з них одночасно). Однак

якщо у Li-анатазi вони симетрично розташованi та знаходяться на вiдстанi 1.61 Å

одна вiд одної та мають однакову середню заселенiсть, то у Li-титанатi – змiщенi,

їх роздiляє лише 0.7 Å та з рiзною середньою заселенiстю (nLi I = 0.32, nLi II = 0.19

при 10 K, розрахована з температурної залежностi заселеностей на основi розпо-

дiлу Больцмана рiзниця енергiй станiв становить 3.8 МеВ; симетрiя фази така, що

у сусiднiх октаедрах позицiї I i II орiєнтованi у протилежних напрямках). Експе-

риментально методом квазiпружного розсiяння нейтронiв та теоретично методом

молекулярної динамiки виявлено можливiсть перескоку iонiв лiтiю мiж цими по-

зицiями в пiкосекундному часовому дiапазонi [91, 92].

Слiд зауважити, що наявнiсть двох позицiй для iонiв лiтiю в межах октаедра

експериментально виявлено також i у спiнелi LixMg0.1Ni0.4Mn1.5O4 [79]. Цiлком

можливо, що ця особливiсть характерна для широкого класу кристалiв з подiбною

структурою.



51

1.4. Особливостi iнтеркаляцiї монохалькогенiдiв

Шаруватi напiвпровiдники дослiджуються уже на протязi багатьох рокiв

[24]. Селенiди галiю та iндiю викликають значний iнтерес через можливiсть по-

тенцiйного застосування в приладах з нелiнiйною оптикою, сонячних батареях,

високочутливих датчиках iнфрачервоного випромiнювання i тиску, у тензометрiї,

а також як твердотiльнi електрогенератори. Застосуванню у якостi свiтлочутли-

вих матерiалiв сприяє вiдносно велика щiлина у електронному спектрi, що добре

вiдповiдає видимому свiтловому дiапазону. Вiднедавна InSe розглядається як ма-

терiал, придатний для катодiв твердотiльних мiкроакумуляторiв. Цьому сприяє

особлива риса даних кристалiв — легкiсть iнтеркаляцiї атомiв лiтiю в простiр мiж

шарами без помiтного збiльшення об’єму. Хоча в цiлому халькогенiди металiв до-

статньо добре вивченi, процес iнтеркаляцiї на мiкроскопiчному рiвнi все ще мало

дослiджений. Вiдомо, що при iнтеркаляцiї вiдповiднi атоми заходять у ван-дер-

ваальсiвськi щiлини мiж шарами. Iнтеркальований барiєм чи лiтiєм селенiд iндiю

може застосовуватись як твердотiльний електрод, особливо у випадках, коли iн-

теркаляцiя можлива у широкому стехiометричному дiапазонi [31].

Iснує методика стадiйного впорядкування (рис. 1.4) матерiалу-господаря (в

даному випадку, монохалкогенiдiв iндiю та селену) з метою покращення входже-

ння iонiв iнтеркалянта в матрицю чи створення принципової можливостi прони-

кнення навiть великих молекулярних груп типу олiго-диметиламiно-метакрилату

[93, 94]. Для цього монокристал iнтеркалюють нiтритом натрiю, а потiм деiнтер-

калюють його. В результатi настає стадiйне впорядкування перпендикулярно до

шарiв зi значним збiльшенням вiдстанi мiж пакетами (у випадку, що був реалiзо-

ваний у [93], число шарiв у пакетi в основному дорiвнювало трьом).

Слiд зауважити, що конфiгурацiї пакетного типу, коли iнтеркалянт входить

лише мiж пакетами, складеними з певного числа шарiв, мають всi ознаки надґра-

ток. Якщо пiсля деiнтеркаляцiї вiдстань мiж пакетами, збiльшена пiд впливом

атомiв-гостей, зберiгається, то утворюється надґратка з чистої вихiдної сполу-

ки. Збiльшений мiжшаровий промiжок може вiдiгравати у цьому випадку роль
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потенцiального бар’єру. Як показали першi теоретичнi роботи [95–97] з прохо-

дження струму в структурах з надґратками, провiднiсть у них може визначатись

тунелюванням крiзь такi бар’єри. Для опису структури електронного спектру в

напрямку, перпендикулярному до шарiв, в роботах Есакi [98, 99] та iн. спочатку

використовувались одновимiрнi моделi. Було показано, що має мiсце розщеплен-

ня енергетичної зони, яка iснує в iдеальному шаруватому матерiалi, на мiнi-зони,

роздiленi малими щiлинами. Зона Брiллюена визначається у цьому випадку перi-

одом надґратки. Ця iдея дозволила iнтерпретувати низку електронних процесiв

у надґратках та гетероструктурах (див. огляди [100, 101]) i дослiдити явища, що

вiдбуваються при накладаннi зовнiшнього електричного поля. Це вiдкрило шлях

вiд опису основ фiзики тунельних дiодiв до побудови теорiї каскадних лазерiв.

Вiдзначимо при цьому, що перспективними матерiалами для створення останнiх

є, зокрема, гетероструктури на базi шаруватих кристалiв, таких як GaAs [102].

Разом з тим, у шаруватих кристалах тривимiрний закон дисперсiї ε(k)

енергiї електронiв є бiльш складний i має суттєво анiзотропний характер (вiдо-

мим є т. зв. закон Фiваза [103, 104]). Розрахунки спектрiв для реальних структур

проводять рiзними методами — вiд бiльш простого наближення сильного зв’язку,

що ґрунтується на використаннi як базисних локалiзованих атомних орбiталей

(LCAO), до схем, якi застосовують методику функцiоналу густини (DFT) та ab

initio пiдходи. Як показують обчислення, виконанi для напiвпровiдникових ша-

руватих систем [105–107], метод LCAO засвiдчує свою придатнiсть i вiдтворює

основнi особливостi електронного спектру, отриманi в рамках схеми LMTO, яка є

варiантом DFT у наближеннi локальної густини. Незважаючи на свою простоту,

Рис. 1.4. Стадiї приготування пакетної структури монохалькогенiдiв, яке покра-
щує проникнення iнтеркалянта в матрицю [93]: вихiдну ґратку iнтерка-
люють нiтратом натрiю, а потiм деiнтеркалюють, отримуючи в резуль-
татi пакетно-впорядковану матрицю.
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пiдхiд LCAO виявився успiшним i при розрахунках електронного спектру дво-,

три- (i бiльше) шарового графену [108].

У надґратках чи гетероструктурах енергетичнi щiлини, пов’язанi з рухом

перпендикулярно до шарiв, можуть накладатися на неперервний спектр, що опи-

сує рух електронiв у шарах. Такий ефект у випадку пакетного впорядкування не

дослiджувався, як i не аналiзувалися особливостi самого електронного спектра.

Бiльш ґрунтовний його аналiз та дослiдження змiн у спектрi, якi виникають пiд

впливом рiзного типу впорядкувань, заслуговують окремої уваги.

Нижче ми наводимо результати розрахунку зонного електронного спектру

стадiйно впорядкованого шаруватого кристалу зi структурою, що отримана пiсля

деiнтеркаляцiї (коли розширенi промiжки мiж сусiднiми пакетами залишаються

незаповненими) [109]. При обчисленнях ми використовуємо пiдхiд сильного зв’яз-

ку, який ґрунтується на схемi LCAO, вибираючи у ролi базисних невиродженi

електроннi орбiталi, локалiзованi на атомах окремих шарiв. Крiм зонного спе-

ктру, ми розраховуємо густини електронних станiв i аналiзуємо їх особливостi

при рiзних спiввiдношеннях мiж значеннями основних енергетичних параметрiв

моделi. Розглядаємо також електроннi внески до теплоємностi та дiелектричної

сприйнятливостi пакетно-впорядкованих систем.

1.5. Модель Бозе-Хаббарда та оптичнi ґратки

Модель Бозе–Хаббарда (БХ) [10] широко застосовується для опису термо-

динамiки та динамiки бозе-атомiв у оптичних ґратках [11, 12]. Важливою осо-

бливiстю таких систем є фазовий перехiд у фазу з бозе-конденсатом при дуже

низьких температурах. В результатi система може перебувати або в нормальнiй

(NO) фазi (при T = 0 – стан т.зв. мотiвського дiелектрика, МI), або в фазi, де

є бозе-конденсат (надплинний стан, SF). Модель БХ використовується й у iнших

областях: в теорiї явищ, пов’язаних з квантовою делокалiзацiєю атомiв водню,

адсорбованих на поверхнi перехiдних металiв [13]; при описi квантової поверхнi

чи об’ємної дифузiї легких частинок [14]; при дослiдженнi термодинамiки iнтер-
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каляцiї домiшкових атомiв у кристалiчних системах [15].

Серед перших робiт щодо моделi БХ слiд згадати роботу [110], де розглянуто

термодинамiку моделi в наближеннi середнього поля (НСП) за переносом части-

нок (при точному врахуваннi хаббардiвського вiдштовхування). Описано фазовий

NO-SF перехiд у випадку, коли частинки в локальних позицiях перебувають в

основному коливному станi, i показано, що вiн є переходом другого роду. Одним з

напрямкiв узагальнення i розвитку моделi БХ є врахування збуджених коливних

станiв бозонiв у потенцiальних мiнiмумах у вузлах ґратки. В задачах квантової

делокалiзацiї або дифузiї мiжвузловi перескоки по збуджених станах є значно

iмовiрнiшi [111, 112]; це ж стосується i оптичних ґраток [113]. Однак, можливiсть

участi збуджених станiв у бозе-конденсацiї розглядалась здебiльшого в планi мо-

жливостi створення їх достатньої заселеностi шляхом оптичної накачки i утворе-

ння бозе-конденсату в збудженiй зонi [114]. Орбiтальне виродження збудженого

p-стану може при цьому приводити до появи конденсату особливого типу.

Детальний аналiз переходу в фазу з бозе-конденсатом в моделi БХ з двома

локальними станами при переносi бозонiв лише в збудженiй зонi виконано у ро-

ботах [16, 17]. В основу розгляду покладено НСП i в границi жорстких бозонiв

вивчено нестiйкiсть, пов’язану з NO-SF переходом, який вiдбуваєтся при енергiях

збуджень, менших нiж значення модуля параметра перескоку частинок. Дослi-

джено умови, за яких рiд фазового переходу змiнюється з другого на перший;

наведено вiдповiднi фазовi дiаграми (Θ, µ) i (|t′0|, µ). Продемонстровано можли-

вiсть розшарування на NO i SF фази при фiксованiй середнiй концентрацiї бозонiв.

В наближеннi хаотичних фаз (НХФ) проведено розрахунок двочасової бозонної

функцiї Грiна (ФГ) i одночастинкової спектральної густини. Проаналiзовано змi-

ни в спектрi збуджень типу «частинка» або «дiрка» в областi NO-SF переходу.

Не всi фiзичнi багаточастинковi системи задовольняють припущення про

ергодичнiсть, зокрема, воно може не виконуватися при спонтанному порушеннi

симетрiї. Це означає, що у фазовому просторi такої системи iснують областi, куди

не заходить траєкторiя точки, яка описує еволюцiю багаточастинкової системи.

На практицi неергодичнiсть веде до вiдмiнностi мiж iзотермiчним та iзольованим
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вiдгуками (сприйнятливостями) системи, що пов’язана з наявнiстю у першому

з них вкладу на нульовiй частотi. У данiй ситуацiї використання iзольованого

вiдгуку Кубо веде до неправильних значень таких вимiрюваних величин як сти-

стивiсть, теплоємнiсть та сприйнятливiсть для систем, що описуються моделлю

Iзiнга [115, 116] (нульовий вiдгук Кубо), псевдоспiн-електронною моделлю [117] та

моделлю Фалiкова-Кiмбала (саме неергодичний вклад дає розбiжнiсть, яка веде

до фазового переходу [118, 119]). Модель БХ у границi жорстких бозонiв теж на-

лежить до класу неергодичних. Однак, всi згаданi проблеми легко вирiшуються

при використаннi у розрахунках температурних (мацубарiвських) ФГ [18] замiсть

їх двочасових (зубарiвських) аналогiв (див., наприклад, методику розрахунку ба-

гаточасових кореляцiйних функцiй [19]).

1.6. Модуляцiя в оптичних ґратках

Фiзичнi ефекти в системi ультрахолодних бозе-атомiв у оптичних ґратках є

в полi зору дослiдникiв протягом останнiх двох десятилiть. Крiм вивчення тер-

модинамiки i опису фазового переходу до надплинної (SF) фази у ґратках рiзної

структури та вимiрностi, привертають увагу колективнi ефекти, пов’язанi iз вза-

ємодiями рiзного типу. Основу розгляду складає модель Бозе–Хаббарда, запропо-

нована в [10, 120] i розвинута шляхом включення прямих мiжвузлових взаємодiй

мiж частинками, вiдповiдальних за появу модульованих та розшарованих фаз

[121], а також врахування збуджених одновузлових станiв [16]. Розширення одно-

вузлового базису, яке має мiсце також i у випадку бозонiв з ненульовим спiном

(наприклад, S = 1, [122, 123]) приводить до ускладнення фазових дiаграм i змiни,

у тому числi, роду фазового переходу до надплинної фази з 2-го на 1-ий. Основ-

ною, разом з тим, при такому переходi залишається одновузлова кореляцiя U

бозонiв хаббардiвського типу, яка визначає характерний багатокупольний вигляд

фазових дiаграм (t, µ) [16, 120–124], де t— параметр мiжвузлового переселення

бозонiв, а µ— їх хiмiчний потенцiал.

Граничний перехiд U → ∞, який вiдповiдає т. зв. жорстким бозонам (з
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обмеженням на числа заповнення ni ≤ 1), звужує область застосування теорiї

до дiлянок в околi точок дотику (при T = 0) згаданих куполiв [125]. Тим не

менше, модель жорстких бозонiв достатньо широко використовується при описi

бозе-конденсацiї в оптичних ґратках (див. [126]). Разом з тим, така модель має

свою область застосування в теорiї iонних провiдникiв [127], систем iнтеркальова-

них чи адсорбованих (на кристалiчних поверхнях) частинок [15, 128, 129], а також

при описi локально-зв’язаних електронних пар у теорiї високотемпературних над-

провiдникiв [130].

В рамках моделi жорстких бозонiв, доповненої врахуванням першого збу-

дженого локального коливного стану, нами в [16] було проведено дослiдження

фазового переходу до надплинної фази у випадку, коли перенесення частинок

вiдбувається по збуджених станах; встановлено умови, за яких рiд переходу змi-

нюється на перший, описано фазове розшарувавння на нормальну i надплинну

фази. Як продовження, в [131] було розглянуто ефекти неергодичностi та їх вне-

сок у розподiл бозе-частинок за iмпульсами.

Згадану вище двостанову модель жорстких бозонiв було розширено в [132]

шляхом включення в розгляд змiщень бозе-частинок вiд рiвноважних положень

в оптичнiй ґратцi та їх мiжвузлової взаємодiї, яка приводить до появи збуджень

фононного типу (пов’язаних на квантовiй мовi з переходами мiж основним i збу-

дженим коливними станами бозе-атомiв у вузлах ґратки). Розрахунки корелятора

змiщень (функцiї Грiна 〈〈x̂|x̂〉〉), який визначає статичну сприйнятливiсть «ди-

польного» типу, виявили тенденцiю до появи м’яких фононних мод у спектрi та

пов’язаних з цим нестiйкостей щодо втрати вихiдної симетрiї i переходу у стан iз

«замороженими» змiщеннями.

Нашою метою у данiй роботi є поглиблене вивчення цiєї проблеми. Розгля-

немо, зокрема, як мiж собою спiввiдносяться та взаємно на себе впливають, з

одного боку, бозе-конденсацiя, а з другого — модуляцiя (або однорiдне впорядку-

вання) змiщень бозе-частинок. В основу нашого розгляду буде покладено дво-

станову модель жорстких бозонiв, у якiй, на вiдмiну вiд [16, 132], перенесення

частинок вiдбувається по основних станах. Дане наближення, як показано ниж-
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че, враховує зокрема особливостi перенесення бозе-атомiв у оптичних ґратках з

подвiйними локальними потенцiальнми ямами [20, 21]. Такi ґратки заслуговують

уваги у зв’язку з можливостями легкого керування параметрами, що їх характе-

ризують (такими, як енергiя тунельного розщеплення в ямах). Буде побудовано

фазовi дiаграми, що визначають областi iснування рiзних фаз. Обговоримо також

вiдмiннi вiд оптичних ґраток можливостi застосування отриманих результатiв.

1.7. Двовимiрнi гексагональнi оптичнi ґратки зi

структурою типу графену

Протягом останнього десятилiття значна увага спрямовується на дослiджен-

ня та опис явищ, якi вiдбуваються при дуже низьких температурах у пiдсистемах

атомiв, розмiщених у т. зв. оптичних ґратках. Такi ґратки створюють у лаборатор-

них умовах шляхом iнтерференцiї зустрiчних пучкiв когерентних лазерних про-

менiв [11, 12]. Електромагнiтне поле, яке при цьому формується, є перiодичним у

просторi (перiод визначається довжиною свiтлової хвилi згаданих променiв та вiд-

носними кутами мiж ними). Вiдповiдно, таку ж властивiсть має потенцiал, який

дiє на частинки (атоми) у цьому полi. Атоми в оптичнiй ґратцi становлять iде-

альну квантову систему, де практично всi параметри можна регулювати, а отже

вивчати явища, якi важко спостерiгати в звичайних кристалах. В залежностi вiд

кiлькостi та орiєнтацiї пучкiв, що iнтерферують, можна створювати одно-, дво-

та тривимiрнi ґратки рiзної симетрiї та структури [133].

У дослiдженнi та описi поведiнки ультрахолодних бозе-атомiв у двовимiрних

оптичних ґратках з гексагональною структурою поєдналися два важливi напрям-

ки сучасної квантової фiзики. З одного боку, в оптичних ґратках вiдбуваються

фазовi переходи у пiдсистемi бозонiв, пов’язанi з їх бозе-конденсацiєю; можуть

також виникати новi фази особливого типу. Iнтерес до таких об’єктiв зумовлений

ще й тим, що ряд явищ фiзики конденсованого стану та систем з сильними ко-

реляцiями частинок можуть бути вiдтворенi шляхом розгляду поведiнки атомiв,

помiщених в оптичнi ґратки. З другого боку, предметом особливої уваги є остан-
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нiм часом двовимiрна гексагональна вуглецева структура, вiдома як графен. Вона

має унiкальнi фiзичнi властивостi, поява яких викликана т. зв. дiракiвським енер-

гетичним спектром електронiв провiдностi (лiнiйним законом дисперсiї в областi

К-точок зони Брiллюена). Тому вивченню термодинамiки i енергетичного спектру

бозе- (а також фермi-) атомiв у оптичних ґратках типу графену надається значна

увага. До важливих проблем належить, зокрема, дослiдження впливу згаданої

особливостi енергетичного спектру на картину фазових переходiв у системi уль-

трахолодних атомiв. Цiкавою є i зворотна задача, яка стосується змiн у структурi

спектру при переходах вiд одних фаз до iнших.

Квантовi стани системи бозе-атомiв i перехiд до фази з бозе-конденсатом

(т. зв. надплинної SF-фази) у оптичнiй ґратцi типу графену були спостереженi в

[134]. Виявленi при цьому областi iснування рiзних фаз (моттiвського дiелектри-

ка i надплинної) узгоджувались якiсно з фазовими дiаграмами, розрахованими

у наближеннi середнього поля. Уточнення фазових границь шляхом врахування

мiжвузлових кореляцiй за допомогою кластерного узагальнення схеми Гутцвiлле-

ра було проведено пiзнiше [135]. Зверталась також увага на гексагональнi ґратки,

у яких на вiдмiну вiд графену локалiзованi стани у вузлах оптичної ґратки є

енергетично нееквiвалентними, якщо цi вузли належать до рiзних пiдґраток. Роз-

глядались випадки рiзних енергiй одновузлового вiдштовхування (UA 6= UB) [136]

та рiзних глибин потенцiальних ям (εA 6= εB) [137, 138]. У другому з них було

враховано, що у процесах перенесення частинок i утворення конденсату можуть

брати участь, крiм s-, ще й збудженi px,y-стани атомiв, локалiзованих у бiльш

глибоких ямах. Це дало змогу дослiдити механiзми, що ведуть до утворення т. зв.

орбiтальної (мультиорбiтальної) надплинної фази.

Особливостям енергетичного спектру бозонiв у оптичних ґратках зi стру-

ктурою типу графену присвячено небагато робiт. В [139] розглядались змiни у

розташуваннi дiракiвських точок i топологiї спектру пiд впливом взаємодiї мiж

частинками. Було застосоване наближення слабкого зв’язку (в рамках пiдходу

Боголюбова). В роботах [138, 140] ставилось питання про перемiщення i можливе

зникнення дiракiвських точок внаслiдок анiзотропної (tij 6= tij′) змiни параметрiв
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перенесення частинок мiж сусiднiми вузлами у ґратцi (така змiна може бути зу-

мовлена дiєю механiчного струшування [140]). Бiльш повний аналiз спектру i його

перебудови при переходах з одних фаз до iнших не проводився.

Теоретичний опис конденсацiї бозе-частинок у оптичних ґратках, взагалi, i

у ґратках зi структурою типу графену, зокрема, проводиться переважно на осно-

вi моделi Бозе-Хаббарда [10, 120], а також у її граничному випадку (U → ∞) —

моделi жорстких бозонiв [141]. Ця модель адекватно описує термодинамiку i енер-

гетичний спектр бозонної системи при малих рiвнях заповнення (0 ≤ n ≤ 1) i при

застосуваннi (у її найбiльш простому формулюваннi) до гексагональних ґраток

дає можливiсть встановити межi областей, де iснують основнi фази — моттiвсько-

го дiелектрика (MI), надплинна (SF), а також модульована (CDW); остання iснує

при нееквiвалентностi пiдґраток. Розширення моделi жорстких бозонiв (шляхом

врахування перестрибування tij частинок на дальшi, крiм найближчих, вузли в

ґратцi) виявило iснування нових фаз. Як показано в [142], бiльший радiус функцiї

tij приводить до появи у ґратцi типу графену особливої фази — т. зв. бозе-металу.

Модель жорстких бозонiв вiдома ще з 1950-х рокiв. Її перше застосування

пов’язане з теорiєю рiдкого гелiю в рамках ґраткового опису [143, 144]. Модель

була використана в теорiї систем джозефсонiвських контактiв [145], теорiї висо-

котемпературної надпровiдностi у пiдходi локальних пар [146, 147]; була також

покладена в основу обчислень iонної провiдностi у кристалах [127]. На протязi

останнiх рокiв, крiм опису систем ультрахолодних бозе-частинок у оптичних ґра-

тках, модель застосовується при розглядi фiзичних процесiв, пов’язаних з iонною

iнтеркаляцiєю та адсорбцiєю квантових частинок на поверхнi металiв [111, 112].

Об’єктом нашого дослiдження є спектральнi характеристики одночастинко-

вого спектру моделi жорстких бозонiв на плоскiй гексагональнiй ґратцi (ґратцi

типу графену) з енергетично нееквiвалентними вузлами. Подiбна задача для три-

вимiрної ґратки з модельною густиною станiв для незбуреного одночастинкового

спектру розглядалась в [151] i певнi загальнi закономiрностi структури зонного

спектру жорстких бозонiв були з’ясованi. Ґратка типу графену вносить, однак,

свою специфiку у будову спектру i це потрiбно вивчити. Доцiльно застосовати
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пiдхiд, викладений в [149, 151]; вiн ґрунтується на псевдоспiновому формалiзмi i

використаннi методики функцiй Грiна при обчисленнi спектральних густин. Осо-

бливий iнтерес становлять зонна структура й одночастинковi спектральнi густи-

ни для невпорядкованої (нормальної) фази та їх залежностi вiд розмiщення рiвня

хiмiчного потенцiалу бозе-частинок вiдносно зонного спектру, величини рiзницi

одновузлових енергiй δ = (εA − εB)/2 та температури.

1.8. Системи з локальними багатоямними

потенцiалами: дипольне впорядкування та

деформацiйнi ефекти у модифiкованiй моделi

Блюма–Емерi–Грiффiтса

Ґратковi моделi вiдiграють важливу роль iнструмента статистичної фiзики

для дослiдження нових об’єктiв i явищ, особливо у царинi фiзики твердого тiла.

Простi (на перший погляд) квантовi ґратковi моделi часто демонструють багат-

ство фазових станiв i складнi фазовi дiаграми. Як добре вiдомий приклад, можна

згадати опис термодинамiки й вивчення фазових переходiв типу лад-безлад у

кристалах з локально ангармонiчними структурними елементами за допомогою

квантових ґраткових моделей. Локальнi ангармонiчнi потенцiали з багатоямною

формою є досить поширеними. Рiзнi локалiзацiї частинок (конфiгурацiї структур-

них елементiв) у них вiдображаються вiдповiдними квантовими станами. Для си-

стем з двоямними локальними потенцiалами (наприклад, кристали з водневими

зв’язками) такий пiдхiд веде до поперечної моделi Iзiнга (вiдомої в теорiї сегне-

тоелектрикiв як модель де Жена [152]). У випадку триямного симетричного по-

тенцiалу таку систему описує ґраткова модель Блюма–Емерi–Грiффiтса (БЕГ)

[153]. Цю модель можна застосувати для вивчення кристалiв сiмейства Sn2P2S6

(з можливим частковим замiщенням Sn → Pb i S → Se, див. [154]), що є гарним

прикладом систем з ангармонiчними локальними потенцiалами.

Модель БЕГ у своєму первинному (псевдоспiновому) представленнi є уза-

гальненням моделi Iзiнга з S = 1. Поряд з бiлiнiйною (J) i бiквадратною (K)
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парними взаємодiями, модель враховує одноiонну анiзотропiю (∆), яка вiдповiд-

ає енергетичнiй щiлинi мiж станами з S̃z
i = ±1 i S̃z

i = 0. Її застосовують для

широкого кола задач: вiд опису фазових переходiв у сумiшi 3He–4He [153] до мо-

делювання флюїдiв, бiнарних сплавiв, магнiтних матерiалiв [155–157]. У рамках

моделi може iснувати фазова дiаграма з переключенням роду фазового переходу

з другого на перший (перехiд мiж фазами з 〈S̃z〉 = 0 i 〈S̃z〉 6= 0) i появою вiдпо-

вiдної трикритичної точки (залежно вiд спiввiдношень параметрiв моделi J/∆ i

V/J).

Таким чином, застосування моделi БЕГ до кристалiв сiмейства Sn2P2S6 ви-

глядає цiлком виправданим. Зокрема, проведенi ab initio розрахунки [158] показа-

ли, що iоннi групи P2S6 можуть перебувати у трьох конфiгурацiях (визначаються

своєю формою та розподiлом електронного заряду), якi в параелектричнiй фазi

можна описати симетричним триямним потенцiалом в енергетичному просторi.

За вiдсутностi зовнiшнього впливу кристал Sn2P2S6 демонструє фазовий перехiд

другого роду до сегнетоелектричної фази при Tc = 337 К завдяки дипольному

впорядкуванню вищезгаданих структурних елементiв [159].

Слiд також згадати, що термодинамiчнi властивостi кристалу Sn2P2S6 чу-

тливi до зовнiшнього гiдростатичного тиску й до часткових замiщень Sn → Pb i

S→ Se. Наприклад, при зростаннi тиску температура фазового переходу другого

роду Tc знижується, при TTCP = 220 К досягається критична точка i, зрештою,

сегнетоелектричний стан повнiстю пригнiчується при p = p∗ = 1.5 ГПа [154]. Це

явище можна пояснити впливом тиску на величину параметра ∆ [160, 161].

Насправдi причини можуть бути складнiшими. З мiкроскопiчної точки зору,

безпосереднiм чинником впливу тиску є наведена деформацiя ґратки, яка веде до

перебудови локальних ангармонiчних потенцiалiв для вiдповiдних структурних

елементiв (групи P2S6), що в свою чергу впливає на енергетичну рiвновагу мiж

рiзними конфiгурацiями. Такий механiзм можна вiдтворити в рамках бiльш пов-

ного опису деформацiйних явищ у кристалi Sn2P2S6, що i є нашою метою.

Ми вiдштовхуємось вiд моделi БЕГ, доповнюючи її вищезгаданою взаємодi-

єю з деформацiєю ґратки (викликаною як зовнiшнiм тиском, так i самоузгодже-
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ними змiнами заселеностей локальних конфiгурацiйних станiв). В рамках такого

узагальнення, ми вивчатимемо деформацiйнi ефекти, що виникають за наявностi

фазових переходiв першого i другого роду, а також поблизу трикритичної точки.

Зокрема, проаналiзуємо поведiнку об’ємної стисливостi в областi згаданих фазо-

вих переходiв.

1.9. Польовi ефекти у сегнетової солi

Чергова частина даної дисертацiї присвячена польовим ефектам у кристалi

сегнетової солi (Rochelle salt — RS), яка займає особливе мiсце в родинi сегнето-

електрикiв з водневими зв’язками. Хоча вивчення її властивостей триває уже

четверту сотню рокiв i саме виповнюєть столiття вiдкриття сегнетоелектрично-

го впорядкування (див. першi роботи [162, 163]), деякi особливостi структури та

точний механiзм сегнетоелектричних ФП все ще не з’ясовано (див. роботу [164] i

поклики у нiй). Кристал RS стає сегнетоелектричним (зi спонтанною поляризацi-

єю вздовж осi a) у вузькому промiжку температур мiж TC1 = 255 К i TC1 = 297 К.

Обидвi параелектричнi фази є орторомбiчними (P212121), тодi як сегнетофаза є

моноклiнною (P2111). Обидва ФП є другого роду. Елементарна комiрка мiстить

чотири формульнi одиницi.

Цiкавими є дослiдження релаксацiйних явищ у RS пiд дiєю поперечного еле-

ктричного поля [22, 23]. Виявлено зменшення спонтанної поляризацiї пiсля при-

кладання електричного поля впоперек до сегнетоосi, а також одночасне звуження

температурної областi iснування сегнетофази та зростання часiв релаксацiї.

Численнi дослiдження структури (починаючи з раннiх результатiв Х-

променевої спектроскопiї [165] та розсiяння нейтронiв [166], див. також огляд [167])

не дають остаточної вiдповiдi на питання про мiкроскопiчну природу ФП в RS.

Дiелектрична релаксацiя в мiкрохвильовому дiапазонi частот i критичне сповiль-

нення в околi ФП вказують на сценарiй типу лад-безлад [168]. З iншого боку,

присутнiсть м’якої моди, що спостерiгається в iнфрачервоному спектрi вiдбиван-

ня та методом комбiнацiйного розсiяння у низькотемпературнiй парафазi [169], а
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Рис. 1.5. Проекцiя елементарної комiрки сегнетової солi на площину a–b, стрiлки
позначають схему змiщення атомiв у м’якiй модi за даними дослiдже-
ння [172]. Слiд звернути увагу, що всi чотири пiґратки розглядаються
незалежно.

також виявлена мiкрохвильовими дiелектричними вимiрюваннями [170], є озна-

кою переходiв типу змiщення.

М’яка мода в парафазi пов’язана зi змiнами структури (зокрема, змiщенням

кисню O(8) вздовж осi a та поворотом сильно зв’язаних молекул води з iонами

O(9) i O(10), якi вiдбуваються при переходi до сегнетофази [171]). Така картина

пiдтверджується даними непружного розсiяння нейтронiв [172]. Вiдповiднi стати-

чнi змiщення породжують додатковi дипольнi моменти елементiв структури при

ФП у сегнетофазу (рис. 1.5).

Такi змiщення можна трактувати i як змiни у вiдношеннi заселеностей двох

позицiй у невпорядкованiй параелектричнiй структурi (виявленiй дослiдження-

ми [173, 174]), а великi значення анiзотропних температурних факторiв можна

пов’язати з локальним безладом [175]. Iснування подвiйних позицiй для атомiв

вивчалось у так званiй моделi розщеплених атомiв для RS [176].
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Сценарiй типу лад-безлад для ФП у RS лежить в основi напiвмiкроскопi-

чної моделi Мiцуї [177], що враховує два ключових ефекти: асиметрiю заселеностi

двох локальних позицiй атомiв i компенсацiю iндукованих електричних диполь-

них моментiв у парафазi. Незважаючи на спрощений пiдхiд (лише двi пiдгратки,

iндукованi локальнi дипольнi моменти описано псевдоспiнами Sz = ±1/2), модель

успiшно пояснює iснування двох точок Кюрi та вплив дейтерування [177, 178]. Не-

давно запропоновано розширення моделi шляхом включення п’єзоелектричного

ефекту у зовнiшнє поле [179]. Слiд також згадати модифiкацiю феноменологiчної

теорiї Ландау [180], пристосовану до системи з подвiйною критичною точкою, що

описує властивостi кристалу RS в широкiй областi температури, тиску i концен-

трацiї при замiщеннi калiю амонiєм.

Звичайна модель Мiцуї (без врахування п’єзоелектричного ефекту) перед-

бачає якiсно неправильну поведiнку динамiчних дiелектричних характеристик

(дiелектричної проникностi в НВЧ областi, де спостерiгається її релаксацiйна

дисперсiя, та вiдповiдних часiв релаксацiї) при температурах, близьких до то-

чок Кюрi (див. напр. [181]). Розрахований в рамках цiєї моделi у кiнетичному

пiдходi Глаубера особливий час релаксацiї буде розбiгатися в точках Кюрi, а дi-

електрична проникнiсть прямуватиме до ε∞ – фонового значення проникностi,

пов’язаного з електронним внеском. Така поведiнка якiсно не узгоджується з екс-

периментальними даними [182], згiдно яких особливий час релаксацiї в сегнетовiй

солi має в точках Кюрi скiнченi максимуми, а проникнiсть в НВЧ областi має

в цих точках як мiнiмуми, так i максимуми, залежно вiд частоти. Вiдзначимо,

що поведiнка динамiчних характеристик, що передбачається звичайною моделлю

Мiцуї, спостерiгається в кристалах RbHSO4, якi теж описують цiєю моделлю, але

не є п’єзоелектриками у параелектричнiй фазi. Згадане якiсне неузгодження мiж

теорiю та експериментом в сегнетовiй солi пов’язане з впливом п’єзоелектричної

взаємодiї на динамiчний дiелектричний вiдгук системи i, зокрема, з явищем ме-

ханiчного затискання кристалу високочастотним електричним полем. Звичайна

модель Мiцуї не розрiзняє режимiв вiльного та затиснутого кристалу та описує,

по сутi, поведiнку механiчно вiльного кристалу. Запропоноване врахування п’єзо-
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електричного ефекту дозволяє належно описати частотнi змiни у дiелектричнiй

проникностi сегнетової солi (перехiд вiд вiльного кристалу до затиснутого через

область п’єзоелектричного резонансу) [183] та отримати якiсне i кiлькiсне узго-

дження з експериментальними даними для часiв релаксацiї [179]. Зауважимо, що в

п’єзоелектричних у парафазi кристалах типу KH2PO4 подiбне неузгодження мiж

теорiєю та експериментом в околi точки переходу є менш помiтним, оскiльки тут,

на вiдмiну вiд сегнетової солi, має мiсце перехiд першого роду, i часи релаксацiї

залишаються скiнченими, навiть якщо вони знайденi в рамках простих моделей

протонного впорядкування без врахування п’єзоелектричних взаємодiй.

Основнi вiдмiнностi у характерi залежностей фiзичних характеристик сегне-

тової солi та кристалiв типу KH2PO4 вiд зовнiшнiх полiв, спряжених до параметра

порядку, також зумовленi змiною роду ФП з першого на другий. У випадку се-

гнетової солi такими полями є зсувна напруга σ4 та електричне поле E1.

Для сегнетової солi розклад Ландау для потенцiалу Гiббса

Φ(P1) =
α

2
P 2
1 +

β

4
P 4
1 − E1P1

проводять, як правило, окремо для кожного з двох ФП, припускаючи лiнiйну

температурну залежнiсть коефiцiєнта α = αT1(TC1 − T ) для нижнього переходу

i α = αT2(T − TC2) для верхнього. Поздовжнє електричне поле E1 (чи зсувна

напруга σ4) призводить до розмивання обох ФП другого роду, при цьому темпе-

ратурнi кривi дiелектричної проникностi згладжуються, а максимальнi значення

проникностi знижуються як

ε−1m =
3

2
(4β)1/3ε0E

2/3
1 = k1E

2/3
1 . (1.1)

Верхнiй максимум зсувається до вищих температур, а нижнiй – до нижчих, згiдно

з

|∆Tmi| =
3

4

(4β)1/3

αT i
E

2/3
1 = k2E

2/3
1 , i = 1, 2 (1.2)

У рамках пiдходу, запропонованого в [180], температурну залежнiсть коефiцiєнта

α вибирають у виглядi

α = α1 + α2(T − T0)2,
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де T0 =
TC1+TC2

2 , а TC1,2 = T0 ∓
√
−α1

α2
, однак суттєвих переваг при описi польових

залежностей дiелектричної проникностi, помiтних, в основному в околах темпе-

ратур Кюрi, такий пiдхiд не дає.

Мiкроскопiчний опис впливу поздовжнього електричного поля на статичнi

i динамiчнi дiелектричнi, пружнi, п’єзоелектричнi i акустичнi властивостi сегне-

тової солi здiйснено в роботi [183] в рамках двопiдграткової моделi Мiцуї з вра-

хуванням п’єзоелектричних взаємодiй. Для польових залежностей статичної дi-

електричної проникностi поблизу нижньої точки Кюрi було отримано задовiльне

узгодження з експериментом, однак, виявилося, що поблизу верхньої точки Кюрi

при обчисленнях слiд використовувати певнi ефективнi значення полiв, що нижчi

за прикладенi в експериментi. Причиною цього ми вважаємо ефект, подiбний до

того, що спостерiгався у BaTiO3, а саме накопичення просторового заряду у при-

електродних областях зразкiв, яке призводить до екранування зовнiшнього поля

в об’ємi кристалу при високих температурах.



67

РОЗДIЛ 2

ЕЛЕКТРЕТНИЙ ЕФЕКТ
В IНТЕРКАЛЬОВАНИХ КРИСТАЛАХ

ГРУПИ AIIIBVI

2.1. Теоретичний опис електретного ефекту

мiкроскопiчною моделлю типу граткового газу

Для опису пiдсистеми iнтеркалянта в згаданих вище кристалах нами запро-

поновано чотиристанове узагальнення моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса з S = 1

[153, 184]. Порожня комiрка позначена як стан “1”. Розташування частинки iнтер-

калянта в однiй з тетраедричних позицiй вiдповiдає стану “2” або “4” з енергiєю

E ′, а перебування в октаедричнiй позицiї еквiвалентне стану “3” з енергiєю E. Вiд-

повiдно до експериментальних даних вважаємо, що одночасно може заселюватися

лише одна позицiя в комiрцi. Таким чином, система характеризується такими ве-

личинами, як поляризацiя σ =
〈
X22

〉
−
〈
X44

〉
, а також заселеностi тетраедричних

(полярних) n =
〈
X22

〉
+
〈
X44

〉
та октаедричних (неполярних) n′ =

〈
X33

〉
позицiй,

вiдповiдно, де Xαα – проекцiйнi оператори Хаббарда. Надалi для зручностi вико-

ристовуватимуться пiвсума ε0 = (E + E ′)/2 i пiврiзниця ∆ = (E − E ′)/2 енергiй

позицiй.

В модельному гамiльтонiанi враховано ефективне поле h = dE (де d – ефе-

ктивний дипольний момент, а E – напруженiсть поля), що дiє на полярнi стани у

поперечному напрямку (перпендикулярно до шарiв), та залежнiсть взаємодiї мiж

частинками вiд локальних позицiй, якi вони займають:

H = H0 +H ′,
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H0 =
∑

i

[
EX33

i + E ′(X22
i +X44

i )
]
−µ
∑

i

[
X22

i +X33
i +X44

i

]
−h
∑

i

[
X22

i −X44
i

]
,

H ′ = −1
2

∑

ij

∑

αβ

W αβ
ij X

αα
i Xββ

j .

Ефективне поле h (чи E) – це суперпозицiя зовнiшнього електричного поля (нада-

лi покладається рiвним нулю) i внутрiшнього поля, викликаного перерозподiлом

внутрiшнiх заряджених домiшок чи дефектiв, а також носiїв струму в кристалi

(що мають мiсце завдяки впливу атомiв iнтеркалянта у щiлинах Ван дер Ваальса).

В наближеннi середнього поля вклад взаємодiї виглядає так:

H ′MFA =
N

2

[
V n2 + Jσ2 + 2Unn′ + (V + J)n′2

]
−
∑

i

[V n+ Jσ + Un′]X22
i

−
∑

i

[Un+ (V + J)n′]X33
i −

∑

i

[V n− Jσ + Un′]X44
i ,

де V = 1
2(W22 + W24), U = W23 = W34, J = 1

2(W22 − W24) i Wαβ = W αβ(0) –

фур’є-образи вiдповiдних енергiй взаємодiї у центрi зони Брiллюена. Далi отри-

мано систему рiвнянь самоузгодження для середнiх (поляризацiї та заселеностей

полярних та неполярних станiв):




σ = 2 sinh β(Jσ + h) exp [−β(ε0 − µ−∆− V n− Un′)] /Z
n = 2 cosh β(Jσ + h) exp [−β(ε0 − µ−∆− V n− Un′)] /Z
n′ = exp [−β(ε0 − µ+∆− Un− (V + J)n′)] /Z

,

Z = 1 + 2 cosh β(Jσ + h) exp [−β(ε0 − µ−∆− V n− Un′)]
+ exp [−β(ε0 − µ+∆− Un− (V + J)n′)] .

Термодинамiчно стiйкi розв’язки цiєї системи вибираються за критерiєм мiнiмаль-

ного значення великого термодинамiчного потенцiалу:

Ω/N =
1

2

[
V n2 + Jσ2 + 2Unn′ + (V + J)n′2

]
−Θ lnZ.

В основному станi можуть iснувати чотири фази: порожнi вузли, заповненi

октаедричнi позицiї (цi два стани неполярнi) та заповненi “верхнi” чи “нижнi”

тетраедричнi позицiї (з позитивною чи негативною поляризацiєю, вiдповiдно):

1. σ = 0, n = 0, n′ = 0, λ1 = 0, Ω1/N = 0
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2. σ = 1, n = 1, n′ = 0, λ2 = ε0 − µ−∆− V − J − h, Ω2/N = ε0 − µ−∆−
(V + J)/2− h

3. σ = 0, n = 0, n′ = 1, λ3 = ε0−µ+∆−(V +J), Ω3/N = ε0−µ+∆−(V +J)/2

4. σ = −1, n = 1, n′ = 0, λ4 = ε0− µ−∆− V − J + h, Ω4/N = ε0− µ−∆−
(V + J)/2 + h

Знаючи вигляд великого термодинамiчного потенцiалу, можна побудувати

фазову дiаграму основного стану (рис. 2.1). Найцiкавiшим є випадок, коли пiврi-

зниця енергiй позицiй ∆ є вiд’ємною. Рiст хiмпотенцiалу стимулює заселення комi-

рок iнтеркалянтом, а збiльшення напруженостi ефективного поля робить полярнi

стани бiльш вигiдними. Неполярна заселена фаза “3” розташована мiж полярни-

ми в областi малих значень поля. У випадку додатних значень пiврiзницi енергiй

позицiй ∆ цей заселений неполярний стан повнiстю придушується i фазова дiа-

грама основного стану практично вiдповiдає тристановiй моделi Блюма–Емерi–

Грiффiтса. Звичайно, в загальному випадку вигляд i форма фазової дiаграми

залежать вiд температури. Лiнiї фазових переходiв переходять у вiдповiднi по-

верхнi, зсунутi та деформованi, аж до повного зникнення при достатньо високих

температурах (рис. 2.2).

При певних значеннях параметрiв моделi та температури iснує можливiсть

пройти крiзь три фази “1–2–3” при зростаннi хiмпотенцiалу (рис. 2.3(a)). Тут i

надалi всi параметри взаємодiї, температура, хiмпотенцiал та ефективне поле h,

h

µ−ε0

−2∆

2∆

−∆−(V+J)/2

∆−(V+J)/2
n=0
n'=0

σ=0

n=1
n'=0

σ=1

n=1
n'=0

σ=-1

n=0
n'=1

σ=0

1

2

3

4

h

µ−ε0

−∆−(V+J)/2

n=0
n'=0

σ=0
n=1
n'=0

σ=1

n=1
n'=0

σ=-11

2

4

Рис. 2.1. Фазова дiаграма основного стану для випадку ∆ < 0 в площинi «хiмi-
чний потенцiал – ефективне поле».
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Рис. 2.2. Тривимiрна фазова дiаграма «хiмiчний потенцiал – ефективне поле –
температура» (сiтка лiнiй вiдображає поверхнi фазових переходiв) для
∆ < 0 при V = 1, J = 0, U = 0; (a) ∆ = −0.25 i (b) ∆ = −0.1, вiдповiдно.

присутнi на рисунках, поданi у безрозмiрних одиницях, отриманих нормуванням

на суму V +J . Значення цiєї суми оцiнено у приблизно V +J = 0.2 еВ (таким чи-

ном, безрозмiрнiй температурi T = 0.1 вiдповiдає приблизно 200 K). Приймаючи

значення дипольного момента як d = 0.5 Å ·2 ·1.6 ·10−19 Кл ∼= 5 D, можна оцiнити

напруженiсть ефективного поля E = (V + J)h/d, так що безрозмiрне значення

h = 0.01 на рис. 2.3(a) вiдповiдає E = 20 МВ/м. Якщо припустити, що електретна
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Рис. 2.3. Деформацiя фазової дiаграми (a) при збiльшеннi температури дозволяє
отримати стрибкоподiбну поведiнку поляризацiї (b) внаслiдок проходже-
ння через три стани при змiнi хiмпотенцiалу (пунктирна лiнiя на фазовiй
дiаграмi (a)) при Θ = 0.19, ∆ = −0.03, V = 0.8, J = 0.2, U = 0.2.
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Рис. 2.4. Температурнi залежностi сприйнятливостi χ̃ (a) та поляризацiї (b), що
починаються у полярнiй (h = 0.21) та неполярнiй (h = 0.21) заселених
фазах, при µ = −0.4, ∆ = −0.1, V = 0.8, J = 0.7, U = 0.2.

напруга пропорцiйна до значення спонтанної поляризацiї, а концентрацiя iнтер-

калянта лiнiйно залежить вiд хiмпотенцiалу, то стрибки поляризацiї (рис. 2.3(b))

вельми нагадують згадану ранiше пiкоподiбну поведiнку напруги при змiнi кон-

центрацiї. Безрозмiрна поляризацiя σ пов’язана зi справжньою поляризацiєю як

P = (d/vc)σ = 0.23 (Кл/м2) σ, де vc = 7 ·10−29 м3 – об’єм на формульну одиницю.

Згiдно стандартного означення, поперечна дiелектрична сприйнятливiсть

рiвна χ⊥ = ∂P/∂E; нашi результати представленi для сприйнятливостi χ̃⊥ =

∂σ/∂h, пов’язаної зi стандартною як χ⊥ = d2

ε0vc(V+J)χ̃⊥
∼= 15χ̃⊥, де ε0 – дiелектри-

чна проникливiсть вакууму. Температурна залежнiсть дiелектричної сприйнятли-

востi демонструє пiки (рис. 2.4(a)), коли система проходить повз лiнiї критичних

точок. Така поведiнка вiдповiдає експериментальним результатам для дiелектри-

чної проникливостi. Пiки на температурнiй залежностi сприйнятливостi з’являю-

ться i у випадку, коли вихiдною точкою служить полярна фаза “2”, i неполярна

фаза “3” (рис. 2.4(b)).

2.2. Висновки

Iнтеркальованi нiкелем селенiди iндiю та галiю демонструють виражений

електретний ефект, що має мiсце лише в областi малих концентрацiй iнтеркалян-
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та. Температурнi залежностi дiелектричної проникливостi iнтеркальованих зраз-

кiв виявляють незвичайну пiкоподiбну структуру в тому ж iнтервалi концентра-

цiй. Подальше збiльшення вмiсту iнтеркалянта веде до придушення i електретного

ефекту, i особливостей у поведiнцi дiелектричної сприйнятливостi.

Найiмовiрнiшою причиною поляризацiї кристалу є впорядкування локаль-

них квазiдиполiв, викликане перерозподiлом атомiв iнтеркалянта мiж неполяр-

ними октаедричними та полярними тетраедричними позицiями. Запропонована

модель типу лад-безлад, що використовує такий пiдхiд, здатна вiдтворити як осо-

бливостi концентрацiйної залежностi величини електретної напруги (перехiд через

полярний стан при змiнi хiмпотенцiалу), так i температурну поведiнку проникли-

востi (прохiд в околi лiнiї критичних точок). Модель також враховує присутнiсть

внутрiшнього ефективного поля, що стабiлiзує впорядковану фазу. Це поле вини-

кає завдяки перерозподiлу та “заморожуванню” внутрiшнiх дефектiв та зарядiв

кристалу.

На завершення слiд зауважити, що селенiди iндiю та галiю є напiвпровiд-

никами, отже процес iнтеркаляцiї суттєво впливатиме на їх електроннi спектри.

Отже, вiдповiдна теоретична модель мала б враховувати електронну пiдсистему

кристалу. Ця задача вивчатиметься у майбутньому шляхом розширення моделi

та перетворення її у псевдоспiн-електронну.
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РОЗДIЛ 3

ДIЕЛЕКТРИЧНI АНОМАЛIЇ ПРИ
IНТЕРКАЛЯЦIЇ У КРИСТАЛАХ З

АЦЕНТРИЧНОЮ ЛОКАЛIЗАЦIЄЮ IОНIВ

3.1. Симетрiйний аналiз iнтеркальованого лiтiєм

анатазу: можливiсть внутрiшнього п’єзоефекту

Як згадувалось ранiше, стандартну кристалографiчну комiрку об’ємо-

центрованого тетрагонального анатазу для зручностi та бiльшої наочностi виби-

рають так, що вона мiстить двi елементарнi комiрки. Тому вiдповiдна просторо-

ва група D19
4h (або I41/amd початок координат 2) мiстить вдвiчi бiльше опера-

цiй симетрiї порiвняно з вiдповiдною точковою групою симетрiї D4h (4/mmm).

Насправдi елементарна комiрка, що задовольняє усi симетрiйнi перетворення, мi-

стить двi формульнi одиницi, тобто у нiй є два кисневих октаедри – пустоти, в яких

iнтеркальований лiтiй може займати одночасно одну з двох позицiй (Рис. 3.1).

Заселенiсть кожного октаедра лiтiєм зручно описувати за допомогою про-

екцiйного оператора Хаббарда Xpp
ik , де i – iндекс елементарної комiрки (вузла

гратки), k = 1, 2 – iндекс пiдгратки, p = 0 вiдповiдає порожньому октаедру, а

p = 1, 2 – перебуванню iону лiтiю в позицiї 1 чи 2, вiдповiдно. Базове представле-

ння у операторах Хаббарда вiдображає мiкроскопiчну структуру системи i зручне

для подальших обчислень.

Якщо перейти до псевдоспiнового формалiзму, то розташування лiтiю у тiй

чи iншiй позицiї кожної з пустот можна описати псевдоспiновим оператором ŝik =

(−1)k−1(X11
ik −X22

ik ), враховуючи при цьому заселенiсть пустоти n̂ik = X11
ik +X22

ik .

Такий формалiзм дозволяє роздiлити диполь-дипольнi (псевдоспiновi) та мiжча-
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Рис. 3.1. Схематичне зображення позицiй iнтеркальованого лiтiю в порожнинах
кисневих октаедрiв елементарної комiрки гратки анатазу. Заселенiсть
позицiй 1 i 2 однакова у бiднiй на лiтiй фазi Li-анатаз та рiзна – у ба-
гатiй Li-титанат, при чому вони орiєнтованi антипаралельно у сусiднiх
октаедрах (пiдгратки k = 1, 2).

стинковi взаємодiї аналогiчно до пiдходу, застосованого у моделi Блюма-Емерi-

Грiффiтса (БЕГ) [153].

Симетризованi комбiнацiї середнiх

n± =
1

2
(n1 ± n2), η± =

1

2
(s1 ± s2) (3.1)

натомiсть вiдображають симетрiйнi властивостi системи i є, одночасно, параме-

трами порядку (ПП) вiдповiдних фазових переходiв (див. Додаток А). Так, n+

(перетворюється за незвiдним представленням A1g групи D4h) вiдповiдає концен-

трацiї лiтiю (середнiй заселеностi октаедричних пустот), n− (представлення B2u) –

рiзницi заселеностей пустот в пiдгратках 1 i 2, η+ (представлення A2u) – поляриза-

цiї вздовж осi z, а η− (представлення B1g, за яким вiдбувається фазовий перехiд

в пiдгрупу D2h, що вiдповiдає Li-титанату) одночасно описує антиполяризацiю

вздовж осi z i деформацiю Uxx − Uyy в площинi ab (внутрiшнiй п’єзоефект).

3.2. Аналiз фазової рiвноваги за допомогою розкладу

Ландау

Спираючись на результати симетрiйного аналiзу системи, виконаного у по-

передньому роздiлi, можна зробити якiсний аналiз її термодинамiчної поведiнки
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за допомогою розкладу Ландау для вiльної енергiї

F = F0 +
1

2
aρ2 +

1

3
bρ3 +

1

4
cρ4 +

1

2
Aη2 +

1

4
Bη4 − hη − µρ , (3.2)

де ρ описує концентрацiю iнтеркалянта (лiтiю), а параметр порядку η вiдповiдає

ранiше означеному η−; на коефiцiєнти розкладу накладено такi умови:

A = A0 + A1ρ, B > 0, c > 0.

Рiвноважний стан системи описується мiнiмумом вiльної енергiї

∂F

∂ρ
= aρ+ bρ2 + cρ3 +

1

2
A1η

2 − µ = 0, (3.3)

∂F

∂η
= Aη +Bη3 − h = 0. (3.4)

Обмежимо наш подальший аналiз випадком вiдсутностi “поля”: h = 0. Тодi

рiвняння (3.4) може мати або тривiальний розв’язок η = 0, або вiдмiнний вiд нуля:

A+Bη20 = 0 ⇒ η0 = ±
√
−(A0 + A1ρ)/B. (3.5)

Оскiльки B > 0, то для iснування дiйсного η0 повинна виконуватися умова A0 +

A1ρ < 0, яка змушує покласти A0 > 0 i A1 < 0, що дає

η20 =
|A1|ρ− A0

B
, ρ >

A0

|A1|
. (3.6)

Розглянемо окремо випадки η = 0 i η 6= 0.

I. η = 0.

Як видно з рiвняння (3.3)

ϕ(ρ) = µ, ϕ(ρ) ≡ aρ+ bρ2 + cρ3. (3.7)

Це рiвняння матиме три розв’язки для певного дiапазону значень хiмпотен-

цiалу (тобто, iснування фазового переходу зi стрибком ρ), якщо iснувати-

муть екстремуми функцiї ϕ(ρ), тобто рiвняння

∂ϕ(ρ)

∂ρ
= a+ 2bρ+ 3cρ2 = 0.
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матиме ненульовi розв’язки

ρ1,2 =
1

3c

[
−b±

√
b2 − 3ac

]
, (3.8)

що дає умову на значення коефiцiєнтiв розкладу Ландау

b2 − 3ac > 0. (3.9)

Аналогiчну умову можна отримати, розрахувавши з умови занулення другої

похiдної
∂2ϕ(ρ)

∂ρ2
= 2b+ 6cρ = 0,

ординату точки перегину

ρ∗ = −b/3c, (3.10)

i вимагаючи, щоб значення похiдної у цiй точцi було вiд’ємним

∂ϕ(ρ)/∂ρ|ρ=ρ∗ < 0. Оскiльки крива ϕ(ρ) завжди проходить через точку пе-

регину i симетрична вiдносно неї, то через цю ж точку проходить i лiнiя

фазового переходу, що вiдбуватиметься при такому значеннi хiмпотенцiалу:

ϕ(ρ∗) =
b

3c

(
2b2

9c
− a
)

= µ∗. (3.11)

Якщо параметр ρ описує концентрацiю, то це накладає додаткову умову

ρ > 0: для того, щоб менший з розв’язкiв (3.8) був додатнiм, обов’язково,

принаймнi, b > 0.

II. η = ±η0.
Виконавши аналогiчнi розрахунки, отримуємо вираз, подiбний до рiвняння

(3.7), але дещо “перенормований”:

ãρ+ bρ2 + cρ3 = µ̃, ã = a− |A1|2
2B

, µ̃ = µ− A0|A1|
2B

. (3.12)

Умова iснування фазового переходу

b2 − 3ãc > 0 (3.13)
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та значення хiмпотенцiалу в цiй точцi

µ̃∗ =
b

3c

(
2b2

9c
− ã
)

(3.14)

теж мають подiбний вигляд.

Як видно з наведених вище мiркувань, залежно вiд значень коефiцiєнтiв

розкладу Ландау система може демонструвати рiзноманiтну поведiнку, напри-

клад, при змiнi хiмпотенцiалу. Обмежимось надалi аналiзом випадку, що якiсно

вiдповiдає фазовому розшаруванню на бiдну i багату фази у лiтiйованому анатазi.

Якщо порiвняти умови (3.9) i (3.13), то можна отримати узагальнений вираз

3ac− 3

2

|A1|2
B

c < b2 < 3ac, (3.15)

що описує ситуацiю, коли у фазi I iснує лише один розв’язок для ρ, а у фазi II при

вiдмiнному вiд нуля η0 їх може бути три. Об’єднавши рiвняння для визначення

рiвноважних значень ρ i умову FI = FII фазового переходу першого роду мiж

фазами I i II, отримаємо систему рiвнянь для розрахунку значень ρI, ρII i µ в

точцi фазового переходу:

aρI + bρ2I + cρ3I = µ,

ãρII + bρ2II + cρ3II = µ̃,

1

2
aρ2I +

1

3
bρ3I +

1

4
cρ4I − µρI =

=
1

2
aρ2II +

1

3
bρ3II +

1

4
cρ4II +

1

2
A(ρII)η

2
0(ρII) +

1

4
Bη40(ρII)− µρII. (3.16)

Якiсну iлюстрацiю фазових перетворень, якi виникають внаслiдок iнтерка-

ляцiї лiтiю у анатаз, можна отримати для такого набору коефiцiєнтiв розкладу

Ландау (3.2): a = 10.8, b = −35.2, c = 45.7, A0 = 0.2, A1 = −9.1, B = 9. Тодi

задовольняється умова (3.15) i, як показує аналiз вiльної енергiї (Рис. 3.2), при

зростаннi хiмпотенцiалу перехiд першого роду з гiлки I на гiлку II (3.16) вiдбу-

вається швидше, нiж мiг би вiдбутися потенцiйний фазовий перехiд другого роду

при досягненнi ρ(µ) = ρc.
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Рис. 3.2. Залежнiсть вiльної енергiї вiд хiмпотенцiалу для гiлок з нульовим та
вiдмiнним вiд нуля параметром порядку η: виконується умова фазового
переходу першого роду.

Вiдповiдний фазовий перехiд першого роду супроводжується стрибками па-

раметрiв ρ та η (Рис. 3.3 i 3.4). Слiд зауважити, що внаслiдок близькостi точок

фазових переходiв при зростаннi хiмпотенцiалу система може “проскочити” точку

переходу першого роду за рахунок метастабiльностi, тому перехiд другого роду
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Рис. 3.3. Стрибок параметра ρ при фазовому переходi першого роду. Термодина-
мiчно стiйкi розв’язки видiленi суцiльною кривою. В режимi ρ = const
вiдбувається фазове розшарування на фази зi значеннями ρI та ρII.
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Рис. 3.4. Стрибок параметра η при фазовому переходi першого роду. Термодина-
мiчно стiйкi розв’язки видiленi суцiльною кривою.

таки може реалiзуватися з подальшим переходом першого роду в точцi поворо-

ту ρ(µ). Все наведене вище обговорення стосувалося випадку µ = const. Однак,

в iнтеркальованому анатазi реалiзується випадок фiксованої концентрацiї лiтiю

(ρ = const). Тодi система розшарується на фази зi значеннями ρI i ρII (Рис. 3.3) та

вiдповiдними вагами wI i wII, так що ρfixed = wIρI + wIIρII. Хiмпотенцiал системи

при цьому буде сталий i рiвний хiмпотенцiалу, при якому вiдбувається фазовий

перехiд першого роду в режимi µ = const.

Скориставшись рiвнiстю

∂2F

∂η2
= A+ 3Bη2 =

∂h

∂η
,

можна розрахувати сприйнятливiсть по параметру порядку η (спряжену до поля

h; в даному випадку ця “сприйнятливiсть” вiдповiдатиме, зокрема, пружнiй сталiй

системи)

χ ≡ ∂η

∂h
=
[
A0 − |A1|ρ+ 3Bη2

]−1
. (3.17)

Її вигляд залежатиме вiд того, в якiй фазi перебуває система:

η = 0: χI = [A0 − |A1|ρI]
−1 , (3.18)

η = η0 : χII =
1

2
[|A1|ρII − A0]

−1 . (3.19)
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Оскiльки згаданий вище фазовий перехiд є першого роду, то сприйнятливiсть

має стрибок, величину якого можна розрахувати на основi виразiв (3.19), маючи

розв’язки системи (3.16).

Скориставшись рiвнiстю A0 − |A1|ρ = −Bη2, сприйнятливiсть (3.17) при

η 6= 0 можна записати у виглядi

χ =
[
2Bη2

]−1
. (3.20)

Таким чином, при наближеннi (як з одного, так i з другого боку) до точки ρc =

A0/|A1| (3.6) можливого фазового переходу другого роду, сприйнятливостi (3.18)

i (3.20) розбiгаються.

3.3. Граткова модель для опису iнтеркальованого

лiтiєм анатазу

3.3.1. Модельний гамiльтонiан та опис термодинамiки в

наближеннi середнього поля

Хоча розклад Ландау i дозволяє виявити можливiсть фазового розшару-

вання у системi, спираючись лише на результати симетрiйного аналiзу, детальне

дослiдження її термодинамiчних властивостей з врахуванням залежностi вiд тем-

ператури та iнших параметрiв можна виконати лише з допомогою мiкроскопiчного

пiдходу. Модельний гамiльтонiан

Ĥ = Ĥ1 + Ĥint + Ĥdef, (3.21)

окрiм одночастинкового вкладу Ĥ1 враховує взаємодiю мiж частинками Ĥint та

деформацiю гратки Ĥdef:

Ĥ1 =
∑

i

∑

k

∑

p

(ε0 − µ)Xpp
ik − h

∑

i

(si1+si2)−∆
∑

i

(si1−si2),

Ĥint = −
1

2

∑

i 6=j

∑

kl

∑

pq

W pq
kl (i, j)X

pp
ikX

qq
jl ,

Ĥdef =
1

2
NCU 2, (3.22)
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де

∆ = αU, U = Uxx − Uyy; k, l = 1, 2, p, q = 0, 1, 2;

µ – хiмпотенцiал частинок iнтеркалянта (надалi приймемо за його початок вiдлiку

ε0), h – зовнiшнє електричне поле, ∆ – породжене деформацiєю внутрiшнє поле,

U – ефективна деформацiя у площинi XY (σ = ∂(Ω/N)/∂U – напруженiсть),

W pq
kl (i, j) – енергiї взаємодiї мiж частинками у вiдповiдних позицiях, N – число

вузлiв. Таким чином, окрiм напiвфеноменологiчного вкладу у змiну енергiї гратки

Ĥdef, враховано появу ефективного внутрiшнього антисиметричного (як у моделi

Мiцуї) поля ∆, що виникає внаслiдок iндукованої iнтеркаляцiєю деформацiї гра-

тки та робить позицiї нееквiвалентними. На вiдмiну вiд звичайного граткового

газу, запропонована модель враховує двi рiвноважнi позицiї для iнтеркальованих

частинок. Такi багатостановi моделi (див., наприклад, [39, 185]) досить рiдкiснi,

оскiльки найпоширенiшими є однопозицiйнi iнтеркальованi сполуки. Тут також

враховано деформацiйнi ефекти, оскiльки iндукована iнтеркаляцiєю деформацiя

гратки анатазу впливає на ефективний потенцiал для iонiв лiтiю [186].

У наближеннi середнього поля (НСП) гамiльтонiан (3.21) лiнеаризується

ĤMFA = NE0 +
∑

i

∑

k

∑

p

HkpX
pp
ik , (3.23)

i, якщо врахувати симетрiйнi властивостi фур’є-образiв енергiй взаємодiї в центрi

зони Брiлюена

W 11
11 = W 22

11 = W 11
22 = W 22

22 , W 12
11 = W 21

11 = W 12
22 = W 21

22 ,

W 12
12 = W 21

21 = W 21
12 = W 12

21 , W 11
12 = W 22

12 = W 11
21 = W 22

21 ,

то вклад середнiх та ефективнi поля мають такий вигляд

E0 =
1
2W

11
11

(
〈X11

1 〉2 + 〈X22
1 〉2 + 〈X11

2 〉2 + 〈X22
2 〉2
)

+W 12
11

(
〈X11

1 〉〈X22
1 〉+ 〈X11

2 〉〈X22
2 〉
)

+W 11
12

(
〈X11

1 〉〈X11
2 〉+ 〈X22

1 〉〈X22
2 〉
)

+W 12
12

(
〈X11

1 〉〈X22
2 〉+ 〈X22

1 〉〈X11
2 〉
)
,
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H11 = −µ− h−∆

−
(
W 11

11 〈X11
1 〉+W 12

11 〈X22
1 〉+W 11

12 〈X11
2 〉+W 12

12 〈X22
2 〉
)
,

H12 = −µ+ h+∆

−
(
W 11

11 〈X22
1 〉+W 12

11 〈X11
1 〉+W 11

12 〈X22
2 〉+W 12

12 〈X11
2 〉
)
,

H21 = −µ+ h−∆

−
(
W 11

11 〈X11
2 〉+W 12

11 〈X22
2 〉+W 11

12 〈X11
1 〉+W 12

12 〈X22
1 〉
)
,

H22 = −µ− h+∆

−
(
W 11

11 〈X22
2 〉+W 12

11 〈X11
2 〉+W 11

12 〈X22
1 〉+W 12

12 〈X11
1 〉
)
. (3.24)

Середнi заселеностi позицiй можна розрахувати, розв’язавши систему рiв-

нянь самоузгодження

〈Xpp
k 〉 = Z−1k e−βHkp, (3.25)

де статсуми пiдграток рiвнi

Zk = 1 + e−βHk1 + e−βHk2, (3.26)

а термодинамiчно стiйкi розв’язки вибираються з умови мiнiмуму великого тер-

модинамiчного потенцiалу

Ω/N = E0 +
1
2CU

2 −Θ ln(Z1Z2). (3.27)

Для введеного у роздiлi 3.1 (n, s)-представлення матимемо такi рiвнянь са-

моузгодження

nk = Z−1k

(
e−βHk1 + e−βHk2

)
,

sk = (−1)k−1Z−1k

(
e−βHk1 − e−βHk2

)
, (3.28)

де вигляд вкладу середнiх E0 у великий термодинамiчний потенцiал (3.27) та
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ефективних полiв дещо змiнюється

E0 =
1
4

[
W+

11(n
2
1 + n22) +W−

11(s
2
1 + s22) + 2W+

12n1n2 − 2W−
12s1s2

]
,

H11 = −µ− h−∆− 1
2

(
W+

11n1 +W−
11s1 +W+

12n2 −W−
12s2
)
,

H12 = −µ+ h+∆− 1
2

(
W+

11n1 −W−
11s1 +W+

12n2 +W−
12s2
)
,

H21 = −µ+ h−∆− 1
2

(
W+

12n1 +W−
12s1 +W+

11n2 −W−
11s2
)
,

H22 = −µ− h+∆− 1
2

(
W+

12n1 −W−
12s1 +W+

11n2 +W−
11s2
)
, (3.29)

та введено такi позначення для енергiй взаємодiї

W±
11 = W 11

11 ±W 12
11 , W±

12 = W 11
12 ±W 12

12 . (3.30)

Якщо, зрештою, перейти до симетризованих комбiнацiй середнiх (3.1), що

перетворюються за незвiдними представленнями i можуть бути ПП, то отримаємо

таку систему рiвнянь самоузгодження

n± =
1

2

[
Z−11

(
e−βH11 + e−βH12

)
± Z−12

(
e−βH21 + e−βH22

)]
,

η± =
1

2

[
Z−11

(
e−βH11 − e−βH12

)
∓ Z−12

(
e−βH21 − e−βH22

)]
, (3.31)

де вигляд вкладу середнiх E0 у великий термодинамiчний потенцiал (3.27) i ефе-

ктивних полiв знову зазнає змiн

E0 =
1
2

[
W++n

2
+ +W+−n

2
− +W−−η

2
+ +W−+η

2
−
]
,

H11 = −µ− h−∆− 1
2 (W++n+ +W+−n− +W−−η+ +W−+η−) ,

H12 = −µ+ h+∆− 1
2 (W++n+ +W+−n− −W−−η+ −W−+η−) ,

H21 = −µ+ h−∆− 1
2 (W++n+ −W+−n− −W−−η+ +W−+η−) ,

H22 = −µ− h+∆− 1
2 (W++n+ −W+−n− +W−−η+ −W−+η−) , (3.32)

та необхiдно ввести новi позначення для енергiй взаємодiї

W+± = W+
11 ±W+

12, W−± = W−
11 ±W−

12. (3.33)

Оскiльки напруженiсть σ = ∂(Ω/N)/∂U , то врахувавши означення ∆ =

αU i вигляд великого термодинамiчного потенцiалу (3.27), отримаємо вираз для
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деформацiї

U =
2α

C
(σ̃ + η−), (3.34)

де σ̃ = σ/2α – промасштабоване безрозмiрне напруження. Звiдси слiдує

1

2
CU 2 = k∆(σ̃ + η−)

2, ∆ = k∆(σ̃ + η−), (3.35)

де k∆ = 2α2/C. Таким чином, деформацiя (3.34) може виникати спонтанно за

рахунок появи ПП η− навiть при вiдсутностi напруження, породжуючи при цьому

антисиметричне внутрiшнє поле ∆.

Оскiльки узагальненою координатою великого термодинамiчного потенцiа-

лу Ω (3.27) є деформацiя U , а у даному випадку зручно дослiджувати варiацiї

напруження σ, то шляхом перетворення Лежандра

dΩ = · · ·+ σdU = · · ·+ d(σU)− Udσ,

слiд перейти до такої форми термодинамiчного потенцiалу Ω̃

Ω̃ = Ω− σU. (3.36)

Вiдповiдний деформацiйний вклад до термодинамiчного потенцiалу матиме ви-

гляд

1

2
CU 2 − σU = k∆(η

2
− − σ̃2).

3.3.2. Аналiз фазової дiаграми основного стану

Оскiльки гамiльтонiан (3.21) має квазiкласичний вигляд, то при нульовiй

температурi розмиття станiв вiдсутнє i однорiдна система може перебувати лише

в одному з дев’яти можливих станiв |p1p2〉 (нижче використано бiльш наочнi по-

значення, де стрiлочки “догори” та “вниз” вказують зайнятi позицiї, наприклад,
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|10〉 ≡ |↑0〉) з вiдповiдним значенням термодинамiчного потенцiалу (3.36):

|00〉 : Ω̃0 = −k∆σ̃2,

|↑0〉 : Ω̃1 = −µ− h−W1 − k∆(σ̃ + 1
2)

2,

|↓0〉 : Ω̃2 = −µ+ h−W1 − k∆(σ̃ − 1
2)

2,

|0↓〉 : Ω̃3 = −µ+ h−W1 − k∆(σ̃ + 1
2)

2,

|0↑〉 : Ω̃4 = −µ− h−W1 − k∆(σ̃ − 1
2)

2,

|↑↑〉 : Ω̃5 = −2µ− 2h− 2W2 − k∆σ̃2,

|↓↓〉 : Ω̃6 = −2µ+ 2h− 2W2 − k∆σ̃2,
|↑↓〉 : Ω̃7 = −2µ− 2W3 − k∆(σ̃ + 1)2,

|↓↑〉 : Ω̃8 = −2µ− 2W3 − k∆(σ̃ − 1)2; (3.37)

де використано такi позначення для фур’є-образiв енергiй взаємодiї

W1 =
1
8(W++ +W+− +W−− +W−+) =

1
2W

11
11 ,

W2 =
1
4(W++ +W−−) =

1
2(W

11
11 +W 12

12 ),

W3 =
1
4(W++ +W−+) =

1
2(W

11
11 +W 11

12 ). (3.38)

Як видно з виразiв (3.37), при σ̃ > 0 (в т.ч. σ̃ → +ε) рiвнi 1, 3 i 7 завжди

лежатимуть нижче вiд рiвнiв 4, 2 i 8, вiдповiдно. Тому останнi надалi не розгля-

датимуться.

Прирiвнявши значення термодинамiчного потенцiалу мiж рiзними станами,

можна отримати рiвняння для вiдповiдного фазового переходу (ФП):

|0〉 ↔ |1〉 : µ = −h−W1 − k∆(σ̃ + 1
4),

|0〉 ↔ |3〉 : µ = h−W1 − k∆(σ̃ + 1
4),

|0〉 ↔ |5〉 : µ = −h−W2,

|0〉 ↔ |6〉 : µ = h−W2,

|0〉 ↔ |7〉 : µ = −W3 − k∆(σ̃ + 1
2),

|1〉 ↔ |3〉 : h = 0,
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|5〉 ↔ |6〉 : h = 0,

|5〉 ↔ |7〉 : µ = (W3 −W2) + k∆(σ̃ + 1
2),

|6〉 ↔ |7〉 : µ = −(W3 −W2)− k∆(σ̃ + 1
2),

|1〉 ↔ |5〉 : µ = −h+ (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4),

|3〉 ↔ |6〉 : µ = h+ (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4),

|1〉 ↔ |7〉 : µ = h+ (W1 − 2W3)k∆(σ̃ + 3
4),

|3〉 ↔ |7〉 : µ = −h+ (W1 − 2W3)k∆(σ̃ + 3
4),

|1〉 ↔ |6〉 : µ = 3h+ (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4),

|3〉 ↔ |5〉 : µ = −3h+ (W1 − 2W2) + k∆(σ̃ + 1
4). (3.39)

Фазовi дiаграми (ФД) основного стану в площинi µ-h, розрахованi на основi рiв-

нянь (3.39), зображено на рис. 3.5, 3.6 i 3.8 з використанням таких позначень:

µ0 = −W3 − k∆(σ̃ + 1
2),

µ1 = −W1 − k∆(σ̃ + 1
4),

µ2 = W1 − 2W3 − k∆(σ̃ + 3
4),

µ3 = W1 − 2W2 + k∆(σ̃ + 1
4),

h1 = W3 −W2 + k∆(σ̃ + 1
2). (3.40)

Очевидно, що вигляд ФП залежить вiд значень параметрiв моделi, тому нижче

розглянемо детальнiше деякi характернi випадки.

У найбiльш загальному випадку (рис. 3.5) ФД мiстить порожнiй, наполови-

ну заповненi та цiлком заповненi стани (що вiдрiзняються наявнiстю i напрямком

поляризацiї та заселенiстю пiдграток). Оскiльки модель двопiдграткова, то, на

вiдмiну вiд аналогiчної ФД для моделi БЕГ, порожня та цiлком заповненi по-

лярнi фази роздiленi специфiчними для даної системи наполовину заповненими

фазами та неполярною заповненою фазою. Слiд звернути увагу, що внаслiдок зга-

даного ранiше виключення станiв 2, 4 i 8, симетричною до фази |↑0〉 є фаза |0↓〉.
У зображеному випадку можливi як переходи мiж порожньою та наполовину за-

повненими фазами, так (при малих значеннях поля) i мiж порожньою та цiлком
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Рис. 3.5. Найбiльш загальний вигляд фазової дiаграми основного стану: iснування
промiжних фаз з половинним заповненням, можливiсть прямого фазо-
вого переходу мiж порожнiм та цiлком заповненим станами.

заповненою фазами. Оскiльки при вiдсутностi поля має мiсце саме останнiй ФП,

даний випадок не вiдповiдає ситуацiї у лiтiйованому анатазi, де досягаються лише

фази з половинним заповненням.

Спiвiснуванню бiдної та багатої на лiтiй фаз в лiтiйованому анатазi вiдповiд-

ає ФД, зображена на рис. 3.6. У всьому дiапазонi значень зовнiшнього електрично-

го поля h (зокрема, i при його вiдсутностi) вiдбувається лише ФП (який в режимi

n = const переходить у фазове розшарування) мiж порожньою та наполовину

заповненою фазами.

Умовою iснування зображеної ФД є нерiвностi µ1 < µ2 < µ3, що з врахува-

нням означень (3.40) i (3.38) при нехтуваннi деформацiйними ефектами (k∆ = 0)

еквiвалентно нерiвностям

W 12
12 < W 11

12 < 0. (3.41)

Тобто, даний тип ФД iснує, якщо взаємодiя мiж орiєнтацiйними станами у рiзних

пiдгратках вiдштовхувальна, при чому мiж рiзнойменними станами (з рiзним iн-

дексом p, тобто |↑0〉 i |0↑〉 чи |↓0〉 i |0↓〉) сильнiша, нiж мiж однойменними (з

однаковим p, тобто |↑0〉 i |0↓〉 чи |↓0〉 i |0↑〉). Цi висновки якiсно збiгаються з

результатами моделювання методом молекулярної динамiки [90].

Якщо враховувати деформацiйнi ефекти, то нерiвностi µ1 < µ2 < µ3 дають
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Рис. 3.6. Фазова дiаграма основного стану з фазовим переходом мiж порожньою
фазою та фазами з половинним заповненням (аналог переходу мiж бi-
дною та багатою на лiтiй фазами в лiтiйованому анатазi).

умови

− k∆(σ̃ + 1
4) < −W 11

12 − k∆(σ̃ + 3
4) < −W 12

12 + k∆(σ̃ + 1
4). (3.42)

Таким чином, прикладання напруження σ̃ сприяє зображенiй на рис. 3.6 ФД, бо

µ1 i µ2 зсуваються влiво ∼ σ̃, а µ3 – вправо ∼ σ̃. Тобто, областi iснування фаз

|↑0〉 i |0↓〉 розширюються. Проте, при h = 0 рiзниця µ2 − µ1 = −W 11
12 − 1

2k∆ вiд

напруження не залежить (як видно зi зображеної на рис. 3.7 (лiворуч) фазової
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Рис. 3.7. Ефект прикладання напруження: фазова дiаграма основного стану в ко-
ординатах µ-σ̃ при h = 0 (злiва) i сiмейство фазових дiаграм основного
стану для рiзних величин напруження (справа). Решта модельних па-
раметрiв приймають такi значення: W++ = 1, W+− = 1.5, W−− = 0.2,
W−+ = 0.3, k∆ = 0.05.
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Рис. 3.8. Редукований варiант фазової дiаграми основного стану: лише порожня
та цiлковито заповненi фази.

дiаграми µ-σ̃) i умовою iснування фаз половинного заповнення є W 11
12 < −1

2k∆.

Достатньо сильне напруження σ̃ може “вiдкрити” цi фази навiть при порушеннi

умов (3.41). Цi мiркування iлюструє зображене на рис. 3.7 (праворуч) сiмейство

фазових дiаграм, розрахованих для рiзної величини напруження σ̃ (тут i надалi

всi модельнi параметри вказано у безрозмiрних одиницях, у яких W++ = 1; як

легко пересвiдчитися для продемонстрованого випадку W 11
11 = 0.75, W 12

11 = 0.5,

W 11
12 = −0.1, W 12

12 = −0.15, тобто задовольняється умова (3.41)).

Коли умови (3.42) не виконуються, фази з половинним заповненням зника-

ють (рис. 3.8). Якщо на додаток i h1 6 0, то придушується i неполярна заповнена

фаза, що дає певний аналог ФД основного стану для моделi БЕГ.

3.3.3. Дослiдження термодинамiчних властивостей при T > 0

Оскiльки дослiджувана модель об’єднує риси моделей БЕГ та Мiцуї, то, як

видно вже з аналiзу основного стану, фазова дiаграма має складний вигляд. При

розглядi тривимiрної фазової дiаграми (рис. 3.9), однiєю з осей якої є температу-

ра, лiнiї фазових переходiв перетворюються у поверхнi та з’являються новi фази.

Повний аналiз отриманої дiаграми надто складний, тому ми обмежимося розгля-

дом випадку, що вiдповiдає фазовому розшаруванню в iнтеркальованому анатазi

(з iснуванням промiжної наполовину заповненої фази).
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Рис. 3.9. Тривимiрна фазова дiаграма у координатах µ-h-Θ. Модельнi параметри
рiвнi: W++ = 1, W+− = 1.5, W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0.
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Рис. 3.10. Фазова дiаграма µ-Θ при вiдсутностi електричного поля. Решта мо-
дельних параметрiв приймають такi значення: W++ = 1, W+− = 1.5,
W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0. Назви фаз (“порожня”, “на-
пiвзаповнена” i “заповнена”) дещо умовнi, оскiльки вiдповiдають основ-
ному стану. На лiнiї фазових переходiв, що обмежує “напiвзаповнену”
фазу згори, розташованi двi трикритичнi точки (TCP).



91

З цiєю метою проаналiзуємо фазову дiаграму системи за вiдсутностi зов-

нiшнього електричного поля h (рис. 3.10). При низьких температурах у повнiй

вiдповiдностi з фазовою дiаграмою основного стану на рис. 3.6 iснують три фази:

“порожня”, “напiвзаповнена” i “заповнена” (за рахунок температурного розмиття

цi назви бiльш-менш вiдповiдають дiйсностi лише при низьких температурах).

При високих температурах у всьому дiапазонi хiмiчного потенцiалу iснує лише

“порожня” фаза, в якiй усi ПП окрiм n+ рiвнi нулю, а концентрацiя змiнюється

неперервним чином.

Найскладнiшою є поведiнка ПП в “напiвзаповненiй” фазi. Як показує “пе-

рерiз” при значеннi хiмпотенцiалу µ = −0.38 (рис. 3.11), зростання температури

веде до придушення диполь-дипольного впорядкування (ПП η+ i η−) та повного

його зникнення на лiнiї фазових переходiв другого роду всерединi “напiвзаповне-

ної” фази. Згори ця фаза обмежена лiнiєю фазових переходiв iз зануленням n−.

Двi трикритичнi точки вiдмежовують вершину цiєї кривої, де рiд фазових пере-

ходiв змiнюється з першого на другий. “Заповнена” фаза теж завершується лiнiєю

фазових переходiв другого роду, при яких η− → 0.
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Рис. 3.11. “Перерiзи” фазової дiаграми: температурний хiд ПП в “напiвзаповненiй”
фазi (злiва: µ = −0.38; в масштабi малюнку кривi η+ i η− практично
накладаються) та залежностi ПП вiд хiмпотенцiалу, якi демонструють
фазовi переходи першого та другого родiв (справа: Θ = 0.136). Значен-
ня iнших модельних параметрiв рiвнi: W++ = 1, W+− = 1.5, W−− = 0.2,
W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0.
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Рис. 3.12. Набiр фазових дiаграм “хiмiчний потенцiал µ – напруженiсть σ̃” для
рiзних значень температури при вiдсутностi електричного поля. Решта
модельних параметрiв приймають такi значення: W++ = 1, W+− = 1.5,
W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05.

Поведiнка ПП при змiнi хiмпотенцiалу (рис. 3.11) наочно демонструє вiд-

мiнностi мiж фазами, розмежованими лiнiями фазових переходiв першого роду

(зокрема, характерна риса “напiвзаповненої” фази: n− 6= 0). В певному темпера-

турному дiапазонi у нiй можна також натрапити на фазовий перехiд мiж поляр-

ними та неполярними станами.

У широкому дiапазонi температур вигляд фазової дiаграми “хiмiчний по-

тенцiал µ – напруженiсть σ̃” (рис. 3.12) слабо вiдрiзняється вiд основного стану
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Рис. 3.13. Дiаграма фазового розшарування на “бiдну” (n+ = 0) та “багату” (n+ =
0.5) фази в режимi n+ = const (W++ = 1, W+− = 1.5, W−− = 0.2,
W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0).
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(рис. 3.7). Однак з подальшим зростанням температури “напiвзаповнена” фаза

швидко придушується.

Оскiльки в режимi фiксованого хiмпотенцiалу (µ = const) на фазовiй дiагра-

мi µ-Θ (рис. 3.10) “порожня” та “напiвзаповнена” фази розмежованi, в основному,

лiнiєю переходiв першого роду, то у режимi фiксованої концентрацiї (n+ = const)

система розшаровується на “бiдну” та “багату” фази (рис. 3.13). Як видно, в широ-

кiй областi низьких температур розшарування вiдбувається саме на концентрацiї

n+ = 0 i n+ = 0.5, що добре вiдповiдає ситуацiї в iнтеркальованому анатазi зi

спiвiснуванням бiдної та багатої на лiтiй фази. Область фазового розшарування

вироджується у лiнiю фазових переходiв другого роду при температурi, що вiдпо-

вiдає трикритичнiй точцi на рис. 3.14. Ще одна коротка лiнiя фазових переходiв

пов’язана з придушенням полярних станiв у “напiвзаповненiй” фазi.

Виникає запитання: чому в мiкроскопiчнiй моделi ми змушенi мати справу з

чотирма ПП, тодi як для розкладу Ландау цiлком вистачає двох? По-перше, напiв-

феноменологiчний опис є лише якiсним i просто демонструє можливiсть фазового

переходу першого роду з одночасними стрибками концентрацiї та ПП η (мiнiмаль-

ний набiр, необхiдний для опису фазового переходу в лiтiйованому анатазi). Така

картина вiдповiдає прямому фазовому переходу мiж “порожньою” i “заповненою”
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Рис. 3.14. Фазова дiаграма µ-Θ при h = 0 для випадку фазового переходу першого
роду мiж “порожньою” та “заповненою” фазами (в обох n− = 0 i η+ = 0;
W++ = 1, W+− = 0, W−− = 0, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0).
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Рис. 3.15. Стрибки ПП n+ (злiва) та η− (справа) при фазовому переходi першо-
го роду, що iлюструють попередню фазову дiаграму. Термодинамiчно
стiйкi розв’язки позначено суцiльною кривою. Iншi модельнi параметри
приймають такi значення: W++ = 1, W+− = 0, W−− = 0, W−+ = 0.3,
k∆ = 0.05, Θ = 0.13, h = 0, σ̃ = 0.

фазами (див. фазову дiаграму при вiдсутностi зовнiшнього електричного поля на

рис. 3.10), коли iншi ПП (n− i η+) завжди рiвнi нулю. Залежнiсть “активних” ПП

n+ i η− вiд хiмiчного потенцiалу (рис. 3.15) цiлком подiбна до вiдповiдних кривих

для ρ i η, отриманих з розкладу Ландау (рис. 3.3 i 3.4). Однак, при розглядi “на-

пiвзаповненої” фази (що необхiдно для коректного опису лiтiйованого анатазу),

матимемо справу з ненульовими ПП n− i η+, тобто слiд вивчати повний набiр з

чотирьох ПП, як це i зроблено вище.

3.3.4. Пов’язанi з лiтiєм вклади у “сприйнятливостi”

iнтеркальованої системи

Дещо загадкова назва пiдроздiлу зумовлена тим, що у ньому описувати-

меться вклад, пов’язаний з iнтеркалянтом, у рiзноманiтнi характеристики систе-

ми, що мають змiст сприйнятливостi: похiдної вiд певного ПП по спряженому

“ефективному полю”. Для даної системи чiткий фiзичний змiст мають три таких

“сприйнятливостi”:

• χh = ∂η+/∂h – величина, пропорцiйна до статичної дiелектричної сприйня-

тливостi системи;
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• χσ̃ = ∂η−/∂σ̃ – величина, пропорцiйна до пружного модуля системи (оскiль-

ки U = −∂Ω̃/∂σ, то при σ̃ = 0 деформацiя пропорцiйна до ПП η−);

• χµ = ∂n+/∂µ – величина, пропорцiйна до диференцiйної ємностi системи

(яку, звичайно, означують як ∂Q/∂V , де Q – електричний заряд, привнесе-

ний у систему, напруга на якiй рiвна V = µ/− e; µ – хiмпотенцiал iнтерка-

лянта, e – заряд електрона).

Рiзниця заселеностей пiдграток n− в даному пiдходi не має спряженого “ефектив-

ного поля”.

Вираз для кожної з перелiчених “сприйнятливостей” можна отримати, взяв-

ши похiдну по спряженому “полю” вiд вiдповiдного виразу системи (3.31). Оскiль-

ки, в загальному випадку, кожен з ПП зв’язаний з iншими в систему рiвнянь, до-

ведеться брати вiдповiднi похiднi також i вiд решти ПП. Отримана таким чином

система лiнiйних рiвнянь для похiдних матиме такий загальний вигляд у матри-

чному представленнi:

A · x = b, (3.43)

де A – матриця коефiцiєнтiв, залежних вiд ПП та параметрiв моделi (зокрема,

температури), вигляд якої не залежить вiд того, по якому з “полiв” береться похi-

дна; x – вектор-стовпчик величин, пропорцiйних до похiдних; b – вектор-стовпчик

коефiцiєнтiв, вигляд якого явно залежить вiд того, по якому з “полiв” береться

похiдна. Детальний вигляд елементiв матричного рiвняння (3.43), а також аналiз

граничного випадку n− = η+ = 0 можна знайти у Додатку Б.

Поведiнку обернених “сприйнятливостей” для випадкiв, що вiдповiдають зо-

браженим на рис. 3.11 залежностям ПП, наведено на рис. 3.16. Як видно, оберненi

сприйнятливостi χ−1h i χ−1σ̃ зануляються у точцi фазового переходу iз пригнiченням

поляризацiї (у високотемпературнiй областi “напiвзаповненої” фази η+ = η− = 0 i

вирази (Б.6) для обох сприйнятливостей мають однаковi знаменники), а оберне-

на сприйнятливiсть χ−1µ лише зазнає стрибка. При переходi мiж “порожньою” та

“напiвзаповненою” фазами для сприйнятливостi χµ характерна пiкоподiбна пове-

дiнка, що свiдчить про зростання диференцiйної ємностi в цiй областi.
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Рис. 3.16. Поведiнка обернених “сприйнятливостей” для випадкiв, зображених на
рис. 3.11: температурний хiд в “напiвзаповненiй” фазi (вгорi: µ = −0.38)
та залежностi вiд хiмпотенцiалу в усiх фазах (внизу: Θ = 0.136).
Значення iнших модельних параметрiв рiвнi: W++ = 1, W+− = 1.5,
W−− = 0.2, W−+ = 0.3, k∆ = 0.05, σ̃ = 0.

Слiд зауважити, що розбiжнiсть дiелектричної сприйнятливостi χh у згада-

нiй точцi могла би зберiгатися навiть за умови нульової повної поляризацiї (за ра-

хунок взаємокомпенсацiї протилежноспрямованих поляризацiй рiзних доменiв),

оскiльки за вiдсутностi зовнiшнього електричного поля спонтанна поляризацiя

придушуватиметься при зростаннi температури незалежно вiд її орiєнтацiї.

3.4. Висновки

Таким чином, дане дослiдження мотивоване двома властивостями iнтерка-

льованого лiтiєм анатазу: спiвiснування бiдної та багатої фаз та двi можливi ло-

калiзацiї iонiв лiтiю в кисневих октаедрах вздовж осi c. Остання з них передбачає

можливiсть (анти)полярного впорядкування, що виходить поза рамки звичайної

моделi типу граткового газу, яка добре описує фазове розшарування. Отже, до-

велося використати модель типу БЕГ, яка враховує як вклади типу частинка-

частинка, так i диполь-дипольнi.

Iншою менш очевидною особливiстю даної сполуки є викликана iнтеркаля-

цiєю деформацiя гратки: у багатої на лiтiй фази симетрiя нижча нiж у анатазу

(осi a i b стають нееквiвалентними), що спричиняє переважну заселенiсть однiєї
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з позицiй у згаданих парах, з її антипаралельною орiєнтацiєю у сусiднiх октае-

драх (тобто, рiзних пiдгратках). Проведений нами симетрiйний аналiз пояснює

це явище можливiстю внутрiшнього п’єзоефекту: i деформацiя у площинi ab, i

поява ефективного внутрiшнього антипаралельного поля (яке викликає впоряд-

кування антисегнетоелектричного типу на зразок моделi Мiцуї) належать обоє до

того самого незвiдного представлення вихiдної високосиметричної фази анатазу,

а, отже, описуються спiльним параметром порядку. Таким чином, збiльшення вмi-

сту iнтеркалянта веде до фазового переходу з одночасними стрибками середньої

заселеностi та антиполяризацiї (останнiй супроводжується стрибком дiелектри-

чної сприйнятливостi), що пiдтверджено, зокрема, аналiзом в рамках розкладу

Ландау.

Запропонований мiкроскопiчний опис, що об’єднує вищезгаданi властивостi

моделей БЕГ та Мiцуї, дає напiвкiлькiсний опис спiвiснування фаз у лiтiйованому

анатазi. Аналiз фазових дiаграм основного стану пiдтверджує можливiсть фазо-

вого переходу мiж “порожньою” та “напiвзаповненою” фазами, який вiдповiдає

фазовому розшаруванню кристалу на “бiдну” та “багату” на лiтiй фази. Модель

передбачає, що таке розшарування майже не змiнюється у широкому темпера-

турному дiапазонi. Мiкроскопiчний пiдхiд легко вiдтворює результати розкладу

Ландау як частинний випадок фазового переходу “порожня”–“заповнена” фази,

що описується двома параметрами порядку. Однак, наявнiсть “напiвзаповнено-

ї” фази змушує використовувати повний набiр параметрiв порядку, дозволених

симетрiєю кристалу.

Аналiз похiдних вiд параметрiв порядку по спряжених до них “ефективних

полях” показує, що у “напiвзаповненiй” фазi при зростаннi температури (хiмпотен-

цiалу) можлива розбiжнiсть дiелектричної проникливостi системи та її пружного

модуля. В областi фазового переходу/розшарування “порожня”–“напiвзаповнена”

фази спостерiгається пiкоподiбна поведiнка диференцiйної ємностi системи.

На жаль, залишився ряд вiдкритих запитань. Так, модель передбачає, що

зовнiшнє напруження повинно зсувати точку фазового переходу мiж “порожньою”

та “напiвзаповненою” фазами до нижчих значень хiмiчного потенцiалу. Експери-
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ментальна перевiрка цього прогнозу наразi вiдсутня. Справжня середня заселе-

нiсть у багатiй на лiтiй фазi становить 0.55–0.6 замiсть значення n+ = 0.5 у “напiв-

заповненiй” фазi моделi. Таке вiдхилення в реальному кристалi можна пояснити

полiдоменною структурою цiєї фази, яка може мiстити “домiшки” “заповненої” фа-

зи LiTiO2, тодi як змодельованi фази – монодоменнi за означенням. Аналогiчно

можна пояснити вiдсутнiсть загальної поляризацiї у “напiвзаповнених” фазах: при

вiдсутностi зовнiшнього електричного поля цi фази з протилежними напрямками

поляризацiї можуть спiвiснувати у рiзних доменах, забезпечуючи повну взаємну

компенсацiю. Подiбний механiзм взаємокомпенсацiї поляризацiї в Li-“ланцюжках”

з протилежною орiєнтацiєю iнтеркалянта пiдтверджено моделюванням методом

молекулярної динамiки [90].
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РОЗДIЛ 4

ЕЛЕКТРОННИЙ СПЕКТР ТА КВАНТОВА
ЄМНIСТЬ IНТЕРКАЛЬОВАНИХ

ПАКЕТНО-ВПОРЯДКОВАНИХ ШАРУВАТИХ
НАПIВПРОВIДНИКОВИХ СТРУКТУР

4.1. Дослiдження електронних станiв у сильно

анiзотропних шаруватих структурах зi стадiйним

впорядкуванням

4.1.1. Моделювання структури

З достатнiм ступенем загальностi стадiйне впорядкування у монохалько-

генiдах iндiю та галiю у вищезгаданому випадку пакетiв iз трьох шарiв можна

представити за допомогою рис. 4.1. Очевидно, що така перебудова ґратки змiнює

її перiод вздовж осi Z та, вiдповiдно, створює рiзницю мiж енергiями перенесення

мiж шарами та мiж пакетами.

Надалi дослiджуватимемо спрощену модель, вважаючи, що кожен шар — це

двовимiрна квадратна ґратка, а найближчi атоми з сусiднiх шарiв розташованi

один пiд одним. Розглядаючи енергетичний спектр електронiв, обмежимося еле-

ктронними станами, якi у пiдходi сильного зв’язку утворюються невиродженими

орбiталями, локалiзованими на атомах.

У структурi такого типу електронну пiдсистему зручно описати гамiльтонi-

аном, що явно враховує вiдповiднi перестрибування електронiв

Ĥ =
∑

ik

[ε′(nik1 + nik3) + εnik2]
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Рис. 4.1. Модель стадiйно впорядкованої пакетної структури: i— номер пакета
(який мiстить три шари), n = 1, 2, 3— номер шару в пакетi, k— номер
комiрки в шарi, t⊥— енергiя перенесення електронiв у межах шару, t—
енергiя перенесення електронiв мiж шарами у межах пакета, t′— енергiя
перенесення електронiв мiж пакетами.

+ t
∑

ik

(a+ik1aik2 + a+ik2aik1 + a+ik2aik3 + a+ik3aik1)

+ t′
∑

ik

(a+ik3ai+1,k1 + a+i+1,k1aik3)

+ t⊥
∑

in

∑′

kk′

a+iknaik′n , (4.1)

де значення енергiй ε i ε′ на вузлi для внутрiшнiх i зовнiшнiх шарiв пакету можуть

вiдрiзнятися (надалi використовуватимемо їх лiнiйнi комбiнацiї: ε0 = 1
2(ε + ε′) i

δ = 1
2(ε−ε′)), а t⊥, t i t′— енергiї перенесення електронiв у межах шару, мiж шара-

ми у межах пакета i мiж пакетами, вiдповiдно. Оператори знищення i народження

електронiв дiють на базисi локалiзованих станiв Ваньє, що характеризуються на-
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бором iндексiв i, k, n (див. рис. 4.1; спiновий iндекс явно не записуємо). Позицiї

атомiв визначаються векторами

Rikn = Rik + rn, rn =
(
0, 0, (n− 1)c

)
, Ri+1,k = Rik + (0, 0, d). (4.2)

Оскiльки шари з рiзними номерами в пакетi не є взаємно трансляцiйно-iн-

варiантними, то пiсля фур’є-перетворення

aikn =
1√
N

∑

q

exp [−iqRikn]αqn (4.3)

у фур’є-образах вiдповiдних параметрiв перенесення виникають множники, зале-

жнi вiд z-компоненти хвильового вектора:

t exp[−iqzc] = t(q), t′ exp[−iqz(2c− d)] = t′(q), 2t⊥γq = t⊥(q), (4.4)

де

γq = cos(qxa) + cos(qya). (4.5)

Гамiльтонiан (4.1) набуває вигляду

Ĥ =
∑

q

∑

nn′

Hnn′(q)αqnαqn′ . (4.6)

У позначеннях (4.4) i (4.5) матриця Hnn′(q) компактно представляється у формi:

Ĥ(q) =



ε′ + t⊥(q) t(q) t′(q)
t(−q) ε+ t⊥(q) t(q)
t′(−q) t(−q) ε+ t⊥(q)


 . (4.7)

Очевидно, що енергетичний спектр електронiв описується власними значеннями

матрицi (4.7).

4.1.2. Зонний електронний спектр

Записавши рiвняння на власнi значення через визначник матрицi (4.7)

D ≡ det
∥∥∥Ĥ(q)− 1̂ · λ(q)

∥∥∥
= (δ2 − z2)(δ + z) + 2(δ + z)t2 − (δ − z)t′2 + 2t2t′ cos(qzd) = 0, (4.8)
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Рис. 4.2. Спектр електронних збуджень впоперек шарiв та в площинi шарiв при
вiдсутностi (лiвий стовпчик) та наявностi (правий стовпчик) рiзницi ву-
злових енергiй δ для рiзних значень перенесення мiж пакетами t′. Всi
модельнi параметри з розмiрнiстю енергiї нормованi на t⊥ (t = 0.3,
ε(q) = −λ(q)).

приходимо до кубiчного рiвняння (очевидно, розмiрнiсть матрицi (4.7) i степiнь

рiвняння визначається числом шарiв у пакетi), де введено позначення

z(q) = λ(q)− ε0 − t⊥(q) . (4.9)

Коренi кубiчного рiвняння (4.8) zα = zα(qz) (α = 1, 2, 3) вiдповiдають трьом гiл-

кам енергетичного спектру

λα(q) = zα(qz) + ε0 + t⊥(qx, qy) (4.10)

i формують їх закони дисперсiї у напрямку qz зони Брiлюена.

Наслiдком стадiйного впорядкування є, таким чином, розщеплення еле-

ктронного спектру на пiдзони, кiлькiсть яких визначається кiлькiстю шарiв у
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пакетi. Залежнiсть енергiї λα(q) вiд поперечних компонент хвильового вектора

qx, qy є однаковою для усiх пiдзон, тодi як вiд компоненти qz кожна з гiлок λα

залежить по-рiзному (рис. 4.2).

Отриманий вище спектр за загальною структурою нагадує закон дисперсiї

Фiваза [103, 104]

λ(q) = E0 +
~
2q2⊥

2m∗⊥
+ 2t cos(qzc), (4.11)

який описує не лише сильну анiзотропiю зв’язкiв, але i вплив змiни розмiрно-

стi вiд тривимiрного до двовимiрного випадку на фiзичнi властивостi шаруватих

кристалiв.

Формула (4.11) стосується звичайного шаруватого кристала з однаковою

вiддаллю мiж сусiднiми шарами. У нашiй моделi цьому вiдповiдає граничний пе-

рехiд t′ → t, ε′ → ε i d→ 3c. Рiвняння (4.8) у такому випадку приймає вигляд

z3 − 3zt2 − 2t3 cos 3qzc = 0. (4.12)

Його можна представити у формi

[z − 2t cos qzc][z − 2t cos(qzc+ 2π/3)][z − 2t cos(qzc− 2π/3)] = 0. (4.13)

Три коренi цього рiвняння

z1 = 2t cos qzc, z2,3 = 2t cos(qzc± 2π/3)] (4.14)

вiдповiдають трьом гiлкам, змiщеним одна вiдносно одної на 2π/3c вздовж осi qz.

При переходi вiд зони Брiлюена
[−π
3c ,

π
3c

]
, що вiдповiдала перiоду d = 3c

вздовж напрямку Z, до втричi бiльшої зони
[−π

c ,
π
c

]
для ґратки з перiодом c зга-

данi три гiлки стають еквiвалентними i переходять в одну гiлку (див. рис. 4.3) зi

законом дисперсiї

z = 2t cos(qzc).

Це вiдповiдає повнiй зоннiй енергiї

λ(q) = ε+ t⊥(qx, qy)+2t cos(qzc) = ε+2t⊥[cos(qxa)+cos(qya)]+2t cos(qzc), (4.15)
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Рис. 4.3. Спектр електронних збуджень впоперек шарiв та в площинi шарiв у гра-
ничному випадку переходу вiд вихiдної ґратки до пакетного впорядкува-
ння (δ = 0, t′ = t = 0.3). Однiй гiлцi 1′ вихiдного спектру впоперек шарiв
(лiва верхня шкала, границя зони Брiлюена в точцi Z ′) при пакетному
впорядкуваннi вiдповiдають три гiлки 1 (лiва нижня шкала, границя зо-
ни Брiлюена в точцi Z). Всi модельнi параметри з розмiрнiстю енергiї
нормованi на t⊥ (ε(q) = −λ(q)).

i якщо в областi малих значень qx, qy використати розклад в ряд, отримуємо

λ(q) = ε− 4t⊥ +
~
2q2⊥

2m∗⊥
+ 2t cos(qzc), (4.16)

де q2⊥ = q2x + q2y, a
2t⊥ = ~

2

2m∗
⊥
, а m∗⊥— ефективна маса для руху в площинi шарiв.

Формула (4.16) вiдтворює закон дисперсiї Фiваза.

Розщеплення спектру на зони, що виникає при пакетному впорядкуваннi,

пов’язане з вiдмiнностями мiж параметрами перенесення t (мiж шарами) та t′

(мiж пакетами), а також з тим фактом, що можуть вiдрiзнятися мiж собою енергiї

електронiв на атомах iз зовнiшнього та внутрiшнього шару в пакетi (ε 6= ε′).

Величину розщеплення можна оцiнити, розглянувши значення зонних енергiй у

точцi q = 0. З рiвняння (4.14) випливає

z1(q = 0) = −δ − t′, z2,3(q = 0) =
t′

2
±
√
t′2

4
− t′δ + δ2 + 2t2. (4.17)
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Графiки на рисунках 4.2 iлюструють хiд кривих дисперсiї λα(q) вздовж напрямкiв

qx i qz в межах першої зони Брiллюена.

Варто окремо зупинитись на випадку, коли вiддаль мiж пакетами є такою,

що пряме електронне перенесення мiж ними, яке описується параметром t′, вiд-

сутнє. У цiй границi рiвняння (4.8) має розв’язки

z1 = −δ, z2,3 = ±
√
δ2 + 2t2, (4.18)

у яких немає дисперсiйної залежностi вiд qz. Зонний рух електронiв iснує лише в

площинi шарiв. Енергiї двовимiрних зон є наступними

λ1(qx, qy) = ε0 − δ + 2t⊥(cos qxa+ cos qya),

λ2,3(qx, qy) = ε0 ±
√
δ2 + 2t2 + 2t⊥(cos qxa+ cos qya). (4.19)

Параметри zα визначають їх вiдносне паралельне змiщення.

4.1.3. Густина електронних станiв

Додатковою, а разом з тим i повнiшою характеристикою електронної пiд-

системи є густини станiв. Розрахована на один атом у шарi n, вона виражається

через уявну частину двочасової температурної функцiї Грiна, побудованої на опе-

раторах знищення i народження електронiв

ρn(ω) = −2ℑ〈〈aikn|a+ikn〉〉ω+iε. (4.20)

Пiсля перетворення Фур’є до хвильових векторiв функцiю ρn(ω) можна записати

у виглядi

ρn(ω) =
1

N

∑

q

(
−2ℑ〈〈αqn|α+

qn〉〉ω+iε

)
, (4.21)

де сума береться за всiма компонентами qx, qy, qz в межах I-ї зони Брiлюена.

Вiд функцiї (4.21), що визначає кiлькiсть електронних станiв, яка припадає

на одиничний iнтервал частот, перейдемо до функцiї

ρn(~ω) =
1

~
ρn(ω) =

1

N

∑

q

1

~

(
−2ℑ〈〈αqn|α+

qn〉〉ω+iε

)
; (4.22)
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ця функцiя характеризує густину станiв у енергетичнiй шкалi (як кiлькiсть станiв

на одиничному iнтервалi енергiї).

Функцiю Грiна 〈〈αqn|α+
qn〉〉ω легко знайти, використовуючи метод рiвнянь

руху. Оскiльки

[αqn, Ĥ] =
∑

n′′

Hnn′′(q)αqn′′, (4.23)

то, виходячи з рiвняння

~ω〈〈αqn|α+
qn′〉〉ω =

~

2π
δnn′ + 〈〈[αqn, Ĥ]|α+

qn′〉〉ω, (4.24)

прийдемо до наступної системи лiнiйних рiвнянь

~ωGnn′(q, ω) =
~

2π
δnn′ +

∑

n′′

Hnn′′(q)Gn′′n′(q, ω), (4.25)

де ми позначаємо Gnn′(q, ω) = 〈〈αqn|α+
qn′〉〉ω. Вона розпадається на три незалежнi

пiдсистеми i її розв’язки легко знайти.

Запишемо вирази, отриманi для дiагональних функцiй Грiна

G11(q, ω) = G33(q, ω) =
~

2π

ξ2 − δ2 − t2
D

,

G22(q, ω) =
~

2π

(ξ + δ)2 − (t′)2

D
. (4.26)

Тут D— визначник системи рiвнянь (4.25):

D = (ξ2 − δ2)(ξ + δ)− 2t2(ξ + δ)− (t′)2(ξ − δ)− 2t2t′ cos(qzd) = 0, (4.27)

причому ξ = ~ω − t⊥γq − ε0. Визначник D можна представити у виглядi добутку

D = (ξ − z1)(ξ − z2)(ξ − z3), (4.28)

де zα — коренi рiвняння D(ξ) = 0. Це рiвняння iдентичне до кубiчного рiвняння

(4.8), i, вiдповiдно, їх коренi мiж собою збiгаються.

Як результат, пiсля розкладу на простi дроби отримаємо:
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• для зовнiшнiх шарiв (n = 1, n = 3) у пакетi

G11(q, ω) = G33(q, ω) =
~

2π

{
z21 − δ2 − t2

(z1 − z2)(z1 − z3)
· 1

ξ − z1

+
z22 − δ2 − t2

(z2 − z1)(z2 − z3)
· 1

ξ − z2
+

z23 − δ2 − t2
(z3 − z1)(z3 − z2)

· 1

ξ − z3

}
. (4.29)

• для центрального шару (n = 2) у пакетi

G22(q, ω) =
~

2π

{
(z1 + δ)2 − (t′)2

(z1 − z2)(z1 − z3)
· 1

ξ − z1

+
(z2 + δ)2 − (t′)2

(z2 − z1)(z2 − z3)
· 1

ξ − z2
+

(z3 + δ)2 − (t′)2

(z3 − z1)(z3 − z2)
· 1

ξ − z3

}
. (4.30)

При аналiтичному продовженнi

1

2π

[
−2ℑ 1

ξ − zα

∣∣∣∣
~ω→~ω+iε

]
= δ(ξ − zα). (4.31)

Звiдси випливає:

ρ1(~ω) = ρ3(~ω) =
1

N

∑

q

∑

α

Aαδ(ξ − zα),

ρ2(~ω) =
1

N

∑

q

∑

α

Bαδ(ξ − zα); (4.32)

де запроваджено позначення

Aα =
z2α − δ2 − t2

(zα − zβ)(zα − zγ)
, Bα =

(zα + δ)2 − (t′)2

(zα − zβ)(zα − zγ)
, (4.33)

причому β 6= α, γ 6= α i β 6= γ.

Використаємо тепер той факт, що залежнiсть вiд qz мiститься лише в коре-

нях zα(qz), в той час, як вiд qx i qy залежать тiльки аргументи δ-функцiй

δ(ξ − zα) = δ[~ω − t⊥(cos qxa+ cos qya)− ε0 − zα].

Пiдсумовування за qz та qx i qy можна, таким чином, виконувати незалежно. Пiсля

переходу вiд сум до iнтегралiв за цими змiнними представимо вирази (4.32) у
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формi

ρ1(~ω) = ρ3(~ω) =
d

2π

π/d∫

−π/d

dqz
∑

α

Aα(qz)

×





a2

(2π)2

π/a∫∫

−π/a

dqx dqy δ[~ω − ε0 − t⊥γq − zα(qz)]




,

ρ2(~ω) =
d

2π

π/d∫

−π/d

dqz
∑

α

Bα(qz)

×





a2

(2π)2

π/a∫∫

−π/a

dqx dqy δ[~ω − ε0 − t⊥γq − zα(qz)]




. (4.34)

Запровадимо «двовимiрну» густину електронних станiв для плоскої ґратки (що

вiдповiдає одному шару)

ρ⊥(u) =
a2

(2π)2

π/a∫∫

−π/a

dqx dqy δ(u− t⊥γq). (4.35)

У цьому випадку вираз у фiгурних дужках у формулах (4.34) можна записати як

{. . . } = ρ⊥[~ω − ε0 − zα(qz)]. (4.36)

Iнтегрування за змiнною qz проведемо подiбним чином, використовуючи

спiввiдношення, яке має мiсце для довiльної функцiї Φ:

d

2π

π/d∫

−π/d

dqzΦ(cos qzd) =
1

π

1∫

−1

Φ(x)dx√
1− x2

≡
1∫

−1

ρ‖(x)Φ(x)dx. (4.37)

Його можна застосувати, оскiльки залежнiсть коренiв zα вiд qz визначається тiль-

ки їх залежнiстю вiд cos(qzd). Функцiя ρ‖(x) є густиною станiв для одновимiрної

ґратки (простого одновимiрного ланцюжка атомiв).
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В результатi прийдемо до наступних виразiв

ρ1(~ω) = ρ3(~ω) =
1

π

1∫

−1

dx√
1− x2

∑

α

Aα(x)ρ⊥[~ω − ε0 − zα(x)],

ρ2(~ω) =
1

π

1∫

−1

dx√
1− x2

∑

α

Bα(x)ρ⊥[~ω − ε0 − zα(x)]. (4.38)

Тут функцiї zα(x) (α = 1, 2, 3) отримано з розв’язкiв zα(qz) рiвняння (4.8) шляхом

замiни cos qzd на x.

Iнтеграли, що мiстяться у формулах (4.38), можна iнтерпретувати як згор-

тки густин станiв одновимiрної (перпендикулярної до шарiв) та двовимiрної (у

площинi шарiв) ґраток з вагами Aα(x) i Bα(x), вiдповiдно, що видiляють внески

окремого шару в пакетi. Повна густина станiв, розрахована на одну елементарну

комiрку, дорiвнює

ρ(~ω) =
∑

n

ρn(~ω). (4.39)

Зазначимо, що вирази (4.38) є достатньо унiверсальними i стосуються ґраток з до-

вiльною перiодичною структурою шарiв (це можуть бути квадратнi, прямокутнi,

гексагональнi i т. п. ґратки). Тип структури визначає конкретний вигляд «попе-

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

Рис. 4.4. Густини електронних станiв ρ1(~ω) для рiзних значень рiзницi вузло-
вих енергiй δ. Суцiльна крива вiдповiдає густинi станiв ρ1, а штрихованi
зображають парцiальнi вклади вiд рiзних гiлок електронного спектру.
Всi модельнi параметри з розмiрнiстю енергiї нормованi на t⊥ (t = 0.3,
t′ = 0.1).
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Рис. 4.5. Повнi густини електронних станiв ρ(~ω) для рiзних значень рiзницi ву-
злових енергiй δ. Суцiльна крива вiдповiдає повнiй густинi станiв, а
штрихованi зображають вклади ρ1 (iдентичний до ρ3) i ρ2 вiд шарiв паке-
ту. Всi модельнi параметри з розмiрнiстю енергiї нормованi на t⊥ (t = 0.3,
t′ = 0.1).

речної» густини станiв ρ⊥, яка у загальному випадку виражається через елiпти-

чнi iнтеграли першого роду (див. [187]). Кiнцевi результати розрахунку функцiй

ρn(~ω) отримано шляхом обчислення iнтегралiв числовим методом i показано на

рис. 4.4 i 4.5.

На рис. 4.4 зображено функцiю густини станiв ρ1(~ω) (що описує внесок

крайнього з трьох шарiв у пакетi) в межах електронної зони. Видiлено її скла-

довi, якi походять вiд окремих гiлок електронного спектру; їх пiки вiдповiдальнi

за загальну трипiкову структуру повної функцiї ρ1(~ω). Пiки мають скiнченну

висоту; їх вершини за формою близькi до плоских i обмеженi на краях точками

Ван Хова. У границi t′ → 0, коли вiдсутнє електронне перенесення мiж пакета-
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Рис. 4.6. Ступiнчата поведiнка густини електронних станiв ρ(~ω) на краю зони.
Суцiльна крива вiдповiдає повнiй густинi станiв, а штрихованi зобража-
ють вклади ρ1 i ρ2 вiд шарiв пакету. Всi модельнi параметри з розмiрнi-
стю енергiї нормованi на t⊥ (δ = 0.1, t = 0.3, t′ = 0.1).

ми, згаданi точки збiгаються i виникає логарифмiчна сингулярнiсть, типова для

двовимiрних систем. При енергетичнiй вiдмiнностi мiж одновузловими станами з

рiзних шарiв функцiя ρ1(~ω) стає асиметричною.

Рис. 4.5 iлюструє внески окремих шарiв до повної густини станiв ρ(~ω),

яка дається формулою (4.39); наведено графiки для рiзних значень одновузлової

енергiї δ (δ = 1
2(ε − ε′)). На рис. 4.6 показано бiльш детальну структуру густини

станiв (4.38) i (4.39) поблизу краю електронної зони. Схiдчаста форма кривих ρ1 i

ρ2 пов’язана, як видно з рис. 4.4, з накладанням внескiв вiд окремих електронних

гiлок (мiнiзон), змiщених за енергiєю одна вiдносно одної внаслiдок розщеплення

спектру пiд дiєю електронного перестрибування мiж шарами у пакетах i вiдпо-

вiдної гiбридизацiї електронних станiв.

4.1.4. Електронний внесок до теплоємностi шаруватого кристалу

iз стадiйним впорядкуванням

Опис термодинамiчних властивостей електронної пiдсистеми шаруватого

кристалу iз стадiйним впорядкуванням (коли iснує модульована структура, ство-

рена об’єднанням шарiв ковалентно зв’язаних атомiв у пакети, вiддаль мiж якими

є значно бiльшою, нiж ван-дер-ваальсова щiлина мiж шарами [93, 94]) можна здiй-
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снити, виходячи з загального виразу для термодинамiчного потенцiалу електронiв

Ω = 2Θ
∑

k

∑

α

ln

[
1 + exp

(
µ− εα(~k)

Θ

)]
. (4.40)

Тут пiдсумовування виконується за хвильовим вектором ~k в межах першої зони

Брiллюена; α – номер електронної зони, Θ = kBT . Формула (4.40) записана у

наближеннi невзаємодiючих електронiв.

Пiсля переходу до iнтегрування з густиною станiв ρ(E)

Ω = 2Θ

∫
ρ(E) ln

[
1 + exp

(
µ− E
Θ

)]
dE. (4.41)

Функцiя ρ(E) була розрахована в [109] для випадку модульованої структури з

пакетами, що складаються з трьох шарiв (див. п. 4.1.3). Для неї отримано пред-

ставлення у виглядi суми iнтегралiв

ρ(E) = 1
π

1∫
−1

dx√
1−x2

z21(x)−δ2−t2
(z1(x)−z2(x))(z1(x)−z3(x))ρ⊥ (E − ε0 − z1(x))+

+ 1
π

1∫
−1

dx√
1−x2

z22(x)−δ2−t2
(z2(x)−z1(x))(z2(x)−z3(x))ρ⊥ (E − ε0 − z2(x))+

+ 1
π

1∫
−1

dx√
1−x2

z23(x)−δ2−t2
(z3(x)−z1(x))(z3(x)−z2(x))ρ⊥ (E − ε0 − z3(x)) .

(4.42)

Тут функцiї zα(x), де α = 1, 2, 3, отримуються з розв’язкiв zα(qz) рiвняння

(
z2 − δ2

)
(z + δ)− 2t2 (z + δ)− t′2 (z − δ)− 2t2t′x = 0 (4.43)

(див. (4.27)).

Загальний вигляд функцiї ρ, розрахованої згiдно з (4.42), подано на рис. 4.5.

У випадку пакетiв, що складається з трьох шарiв, вона має триступiнчату стру-

ктуру на краях зони, дещо згладжену за рахунок мiжпакетного електронного пе-

ренесення t′. У границi незалежних пакетiв (коли t′ → 0) стрибки густини станiв

стають вертикальними (див. рис. 4.7).

Формула (4.41) може бути застосована до розрахунку термодинамiчних ха-

рактеристик електронiв, що знаходяться у зонi провiдностi. При виборi дна зони
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Рис. 4.7. Густина електронних станiв при нульовому перенесеннi мiж пакетами.

Всi модельнi параметри з розмiрнiстю енергiї нормованi на t⊥ (t = 0.3).

за нуль вiдлiку енергiї

Ω = −2Θ
2W∫

0

ρ(E) ln

[
1 + exp

(
µ− E
Θ

)]
dE. (4.44)

У слабколегованому випадку (малi концентрацiї iнтеркальованих домiшок) хiмi-

чний потенцiал розташовується в межах забороненої зони (µ < 0). При сильному

легуваннi вiн може зайти в зону (тодi µ > 0 i при низьких температурах електрони

провiдностi поводять себе як вироджений електронний газ).

Виходячи з (4.44), маємо спiввiдношення

n̄ = −∂Ω
∂µ

= 2

2W∫

0

ρ(E)

e
E−µ
Θ + 1

dE, (4.45)

σ = −∂Ω
∂Θ

= 2

2W∫

0

ρ(E) ln
(
1 + e

µ−E
Θ

)
dE − 2

Θ

2W∫

0

ρ(E)
E − µ

e
µ−E
Θ + 1

dE, (4.46)

де n̄ – електронна концентрацiя, σ – ентропiя. За допомогою останньої розрахо-

вується електронний внесок у теплоємнiсть кристалiчної системи

ceV = Θ

(
∂σ

∂Θ

)

π

. (4.47)

Тут похiдна повинна братися при фiксованiй електроннiй концентрацiї. Для цього
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з рiвняння (4.45) потрiбно виключити хiмiчний потенцiал i пiдставити отриману

залежнiсть µ(n̄) у вираз (4.46). Пiсля цього знаходиться похiдна за температурою.

Описана процедура застосовується нижче при конкретних розрахунках.

Заповнення електронної зони при рiзних рiвнях хiмiчного потенцiалу
(вироджений випадок)

При низьких температурах (в границi T → 0) з формули (4.45) випливає,

що

n̄ =

µF∫

0

ρ(E)dE, (4.48)

(заповнення нижче рiвня Фермi). Числовий розрахунок (рис. 4.8) показує, що

у випадку незалежних пакетiв залежнiсть n̄(µF ) при малих чи великих рiвнях

заповнення (коли µ поблизу країв зон) є лiнiйною. Iснують точки зламу при зна-

ченнях µ, що вiдповiдають стрибкам густини станiв при переходi з однiєї сходинки

на iншу.

Майже лiнiйний характер функцiї n̄(µF ) залишається i при наявностi слаб-

кого за iнтенсивнiстю електронного перенесення мiж пакетами (див. рис. 4.9 i 4.10,

де подано розрахованi залежностi n̄(µF ) при t′ = 0.1 та при рiзних значеннях δ).

(E
)

E

t'
(E)

 

n(
)

n( )

(E
)

E

t'
(E)

 

n(
)

n( )

Рис. 4.8. Густина станiв ρ(E) та електронна концентрацiя n̄(µ) при нульовому
перенесеннi мiж пакетами (злiва) та збiльшений вигляд областi нижнього
краю електронної зони (справа). Всi модельнi параметри з розмiрнiстю
енергiї нормованi на t⊥ (t = 0.3, Θ = 0, µ = µF).
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Рис. 4.9. Густина станiв ρ(E) та електронна концентрацiя n̄(µ) при t′ = 0.1 та
рiзних значеннях δ (t = 0.3, Θ = 0, µ = µF).

Повна енергiя зонних електронiв

U = 2

µF∫

0

Eρ(E)dE (4.49)

у випадку лiнiйного зв’язку (n̄ = aiµF ) буде квадратичною функцiєю вiд µF , а тим

самим квадратичною функцiєю концентрацiї електронiв (U = n̄2/ai). При промi-

жних заповненнях електронна концентрацiя найшвидше зростає при збiльшеннi

µ у випадку, коли хiмiчний потенцiал проходить через область сингулярностей

густини станiв ρ(E) (рис. 4.8). В областi вiдмiнних вiд нуля температур хiд зале-

жностi n̄ вiд µ в межах зони згладжується. Бiльш важливим стає характер змiни n̄

з температурою при рiзних розташуваннях хiмiчного потенцiалу. Цьому питанню

присвячено наступний пiдпункт.
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Рис. 4.10. Те саме, що на рис. 4.9 у збiльшеному виглядi (область нижнього краю
електронної зони).

Електронна концентрацiя у випадку µ < 0

Розглядається ситуацiя, що вiдповiдає низькому рiвню легування (малi кон-

центрацiї iнтеркальованих домiшок). Розташування хiмiчного потенцiалу визнача-

ється з рiвняння балансу (див., наприклад, [188]), у якому концентрацiя електро-

нiв провiдностi у зонi прирiвнюється до концентрацiї дiрок на донорних рiвнях,

пов’язаних з домiшками

n̄ ≡ n̄e =
nD

e
εD+µ

Θ + 1
(4.50)

(енергiя εD характеризує глибину залягання донорного рiвня нижче дна зони про-

вiдностi; nD – концентрацiя донорних домiшок).

У випадку, коли µ < 0, розподiл електронiв за енергiями стає класичним;
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Рис. 4.11. Густина електронних станiв при нульовому перенесеннi мiж пакетами
на краю зони для модельної прямокутної густини станiв.

тодi

n̄ = 2eβµ
2W∫

0

e−βEρ(E)dE (4.51)

i з огляду на експоненцiйний множник e−βE основний внесок в iнтеграл вносять

малi енергiї (це область стрибкiв у лiвiй частинi густини станiв ρ(E)). Для неза-

лежних пакетiв (при t′ ≈ 0) можна апроксимувати функцiю ρ(E) у цiй областi як

на рис. 4.11. У випадку, що розглядається,

E1 =
√
δ2 + 2t2 − δ, E2 = 2

√
δ2 + 2t2; (4.52)

ρ1 =
1

16t⊥
, ρ2 =

1

32t⊥

(
1− δ√

δ2 + 2t2

)
, ρ3 =

1

32t⊥

(
1 +

δ√
δ2 + 2t2

)
.

В результатi

n̄ = 2eβµ
{

E1∫
0

e−βEρ1dE +
E2∫
E1

e−βEρ2dE +
∞∫
E2

e−βEρ3dE

}
=

= 2Θeβµ
[
ρ1 + (ρ2 − ρ1)e−βE1 + (ρ3 − ρ2)e−βE2

]
≡ 2Θeβµ ·Q(Θ).

(4.53)

Звiдси випливає, з огляду на (4.50), рiвняння

2ΘeβµQ =
nD

eβεDeβµ + 1
. (4.54)

Вводячи позначення eβµ = x, можемо переписати його у виглядi

2QΘx
(
eβεDx+ 1

)
= nD. (4.55)
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Дане рiвняння визначає температурну i концентрацiйну (залежно вiд концентрацiї

домiшок) залежнiсть хiмiчного потенцiалу електронiв.

Нижче ми розглянемо окремi випадки.

Низькi температури (xeβεD ≫ 1, тобто εD ≫ Θ) Рiвняння (4.55) зводиться

тут до наступного

2QΘeβεDx2 = nD. (4.56)

Звiдси випливає

x =

(
nD
2ΘQ

e−βεD
)1/2

; µ =
Θ

2
ln
nD
2Θ

+
Θ

2
ln

e−βεD

Q
. (4.57)

Переходячи до концентрацiї електронiв n̄, знаходимо

n̄e = 2ΘQx =
√
2ΘQ

√
nDe−βεD/2. (4.58)

При низьких температурах (Θ→ 0) функцiя Q(Θ) прямує до константи; хiмiчний

потенцiал прямує до значення

µ ≈ −εD
2

+
Θ

2
ln
nD
2Θ
− Θ

2
ln ρ1 → −

εD
2
, (4.59)

що вiдповiдає розташуванню на половинi вiддалi до донорного рiвня.

Сама ж електронна концентрацiя пропорцiйна до
√
nD та змiнюється з тем-

пературою як
√
Θe−εD/2Θ.

Промiжнi температури (xeβεD ≪ 1; x ≪ 1, εD ≤ Θ) У цьому випадку у

рiвняннi (4.55) знехтуємо доданком xeβεD . Отримаємо

2ΘQx = nD; x =
nD
2ΘQ

= eβµ (4.60)

i, тим самим,

µ = Θ ln
nD
2ΘQ

. (4.61)

Тепер

n̄e ≡ 2ΘQx = nD,

i, як бачимо, всi домiшки iонiзованi. Електронна концентрацiя дорiвнює концен-

трацiї донорiв, якими є атоми iнтеркалянта.
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Умова виродження При змiнi температури хiмiчний потенцiал може набли-

жатися до дна зони провiдностi i навiть заходити всередину зони. Умовою цього

є нерiвнiсть µ ≥ 0.

Рiвняння µ = 0, тобто x = 1, визначає температуру, починаючи з якої

електронний газ характеризується додатним значенням µ i стає виродженим. Воно

має вигляд

2ΘQ =
nD

eβεD + 1
(4.62)

i встановлює межi областi на площинi (εD,Θ), для якої розгляд термодинамiки

електронiв провiдностi можна проводити на основi пiдходiв, описаних у двох по-

переднiх пiдпунктах.

Електронна теплоємнiсть у випадку µ < 0

При вiд’ємних значеннях µ (коли хiмiчний потенцiал знаходиться у заборо-

ненiй зонi) можна у формулах (4.44)–(4.46) перейти до класичної границi:

Ω = −2Θ
2W∫
0

ρ(E)e
µ−E
Θ dE,

n̄ = 2
2W∫
0

ρ(E)e
µ−E
Θ dE,

σ = 2
∞∫
0

ρ(E)e
µ−E
Θ

[
1− µ−E

Θ

]
dE.

(4.63)

Перепишемо формулу для електронної частини ентропiї наступним чином

σ = x(1− ln x)n̄e + xΘ
∂n̄e
∂Θ

. (4.64)

Вiдповiдно
∂σ
∂Θ = −n̄e ln x ∂x

∂Θ + x(1− ln x)∂n̄e

∂Θ + ∂x
∂ΘΘ

∂n̄e

∂Θ+

+x∂n̄e

∂Θ + xΘ∂2n̄e

∂Θ2 ,
(4.65)

а теплоємнiсть ceV = Θ ∂σ
∂Θ .

Перейдемо до випадкiв, розглянених ранiше:

1) εD ≫ Θ.

Використаємо для електронної концентрацiї формулу (4.58). Тодi матимемо

∂n̄e
∂Θ

=
√
2nDe−

βεD
2

[ √
Q

2
√
Θ

+
εD
√
Q

2Q3/2
+

√
Θ

2
√
Q
· ∂Q
∂Θ

]
. (4.66)



120

При низьких температурах домiнуючим є другий доданок у квадратних дужках:

∂n̄e
∂Θ
≈
√
2nD

√
Q

εD
2Θ3/2

e−
βεD
2 . (4.67)

Подiбним чином визначаємо iншi похiднi i їх оцiнюємо як

∂2n̄e

∂Θ2 ≈
√
2nD
√
Q

ε3D
4Θ7/2e−

βεD
2 ,

∂x
∂Θ ≈

√
nD

2Q
εD

2Θ5/2e−
βεD
2 .

(4.68)

Як наслiдок, отримуємо

Θ
∂σ

∂Θ
= ceV = nDe−βεD

{
5

4

ε2D
Θ2

+
εD
Θ

[
1− 1

2
ln

nD
2ΘQ

]}
. (4.69)

При низьких температурах основний внесок походить вiд першого доданка в дуж-

ках i, як бачимо, деталi зонної структури бiля дна зони провiдностi, якi мiстяться

у функцiї Q(Θ), стають менш суттєвими. Їх прояв є слабким. Основною є пропор-

цiйнiсть

ceV ∼ nD
ε2D
Θ2

e−εD/Θ. (4.70)

До концентрацiї домiшок, а також експоненцiйне спадання при T → 0.

2) εD ≤ Θ

Це випадок повнiстю iонiзованих iнтеркальованих домiшок. У нашiй моделi

ми отримали при цьому n̄e = nD.

Очевидно, що в даному випадку ∂n̄e/∂Θ = 0 i з формули (4.65) випливає,

що
∂σ

∂Θ
= −n̄e ln x

∂x

∂Θ
= −nD ln x

∂x

∂Θ
. (4.71)

Тут

x =
nD
2ΘQ

;
∂x

∂Θ
= − nD

2Θ2Q
, (4.72)

i, як наслiдок,

ceV ≡ Θ
∂σ

∂Θ
=

n2D
2ΘQ

ln
nD
2ΘQ

. (4.73)

Бачимо, що при температурах, для яких теплова енергiя є порядку енергiї iонiза-

цiї донорних рiвнiв (або її перевищує), електронна теплоємнiсть пропорцiйна до
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квадрату концентрацiй iнтеркальованих станiв i обернено спадає з температурою;

iснують також логарифмiчнi поправки.

4.1.5. Дiелектрична сприйнятливiсть шаруватої кристалiчної

структури з модульованим пакетним впорядкуванням

(електронний внесок)

Комплексна частотно залежна дiелектрична проникнiсть електронного газу

визначається у загальному випадку за формулою

ε(~q, ω) = 1− ϕqΠ
0
q(ω), (4.74)

(див., наприклад, [189]), де φq = 4πe2

q2 – фур’є-образ кулонiвської взаємодiї мiж

електронами, а

Π0
q(ω) =

2

V

∑

k

n̄k − n̄k+q

~ω − ε0k+q + ε0k
(4.75)

є поляризацiйним оператором для системи невзаємодiючих електронiв. Тут ε0k =

~
2k2

2m – незбурена електронна енергiя, n̄k =
[
exp β(ε0k − µ) + 1

]−1
– функцiя розпо-

дiлу частинок за iмпульсами.

При узагальненнi виразу (4.75) на випадок кристалу iз складною зонною

структурою i врахуваннi внескiв вiд рiзних зон

Π0
q(ω) =

2

V

∑

k

∑

αβ

n̄kα − n̄k+q,β

~ω − εk+q,β + εk,α
aαβ ≡

∑

αβ

Π0
q,αβ(ω), (4.76)

де εk,α – енергiя електрона з квазiiмпульсами ~k у зонi α; коефiцiєнти aαβ – пов’я-

занi з матричними елементами амплiтуд блохiвських функцiй, що вiдносяться до

зон α i β. Дiагональнi доданки з α = β описують внески вiд електронних перехо-

дiв у зонах, а недiагональнi (α 6= β) стосується мiжзонних переходiв. Звичайно,

це переходи мiж зоною провiдностi й валентною зоною, коли уявна частина фун-

кцiї Π0
q(ω + iε) описує мiжзонне поглинання електромагнiтних хвиль. Якщо ж

сама зона провiдностi має складну структуру (а такий випадок реалiзується при
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пакетному модульованому впорядкуваннi), то мiжзоннi переходи можуть здiйсню-

ватись мiж пiдзонами, якi вiдносяться до окремих пакетiв, утворених ковалентно

зв’язаними шарами.

Розглянемо дiагональнi внески до поляризацiйного оператора

Π0
q,αα(ω) =

2

V

∑

k

n̄kα − n̄k+q,α

~ω − εk+q,α + εkα
. (4.77)

При низьких температурах у областi малих частот i малих значень хвильового

вектора ~q
n̄kα − n̄k+q,α

~ω − εk+q,α + εkα
→ δ(εk − µF ). (4.78)

У цiй границi

Π0
q→0,αα(ω → 0) =

2

N

∑

k

δ(εk − µF ) = ρα(µF ) (4.79)

де ρα(µF ) – густина станiв для пiдзони α на рiвнi Фермi (розрахована з врахуван-

ням електронного спiна). Загальна густина станiв складається з внескiв окремих

пiдзон (ρ(E) =
∑

α ρα(E)). Їх кiлькiсть збiгається з числом шарiв у пакетi.

У випадку 3-шарового пакету, що нами був розглянутий, наявнiсть трьох

шарiв у пакетi проявляється у триступiнчатiй структурi густини станiв ρ(E) на

краю зони. Залежно вiд положення рiвня Фермi значення ρα(µF ) мiняється стриб-

коподiбно i це призводить до подiбних рiзких змiн поляризацiйного оператора

Π0
q→0(ω → 0), а разом з тим i дiелектричного вiдгуку системи у областi низьких

частот:

Π0
q→0(ω → 0) =




ρ1,
ρ1 + ρ2,
ρ1 + ρ2 + ρ3,

0 < µF < E1,
E1 < µF < E2,
E2 < µF .

(4.80)

При достатньому рiвнi легування iнтеркальованими домiшками, коли хiмiчний

потенцiал електронiв заходить у зону провiдностi, така поведiнка поляризацiй-

ного оператора може проявлятися на залежностi дiелектричної проникностi (чи

сприйнятливостi) вiд концентрацiї домiшок у областi низьких частот.

Частотний вiдгук, який дається формулою (4.77), описує в цiлому внески

плазмонних збуджень, якi пов’язанi з електронами пiдзони α. Мiжзоннi переходи
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(α→←β), якi описуються компонентами поляризацiйного оператора Π0
q,αβ(ω), мають

iнший характер частотної залежностi. Iснують резонанси на частотах

~ω = εk+q,β − εk,α,

що змiнюються з хвильовим вектором ~k. В результатi виникає розщеплений,

однак достатньо розмитий, спектр дисперсiї дiелектричної проникностi та вiд-

повiдного iмпедансного вiдгуку. Його аналiз можна здiйснити, проводячи число-

вi розрахунки з використанням отриманих ранiше виразiв для зонного спектру

εk,α(α = 1, 2, 3).

4.1.6. Висновки

Виникнення стадiйного впорядкування в шаруватих кристалах веде до ра-

дикальної перебудови спектру електронних збуджень. Зокрема, виникають дода-

тковi гiлки спектру, сумарне число яких рiвне числу шарiв у пакетi. При цьому

вигляд залежностi кривих дисперсiї вiд поперечних компонент хвильового векто-

ра залишається незмiнним, тодi як кожна крива дисперсiї у випадку поздовжньої

складової хвильового вектора демонструє iндивiдуальну поведiнку, оскiльки вiд-

повiдає певному розв’язку рiвняння для електронного спектру пакету.

Загальна структура спектру електронних збуджень описується законом дис-

персiї, що поєднує одно- та двовимiрнi властивостi й в загальному характерний

для шаруватих систем (закон Фiваза). Одначе наявнiсть стадiйного впорядкува-

ння змiнює перiод ґратки вздовж осi Z, перпендикулярної до шарiв, перебудовує

зону Брiлюена, приводить до розщеплень у спектрi, й породжує згаданi вище до-

датковi гiлки спектру, значно ускладнюючи його вигляд.

Показано, що за рахунок адитивностi поздовжнiх i поперечних внескiв у

енергiю електронiв, густина станiв електронних збуджень в загальнiй формi може

бути представлена у виглядi згортки одно- та двовимiрних густин. Це значно

спрощує подальшi розрахунки, оскiльки одновимiрну густину вдається отримати

у явному виглядi, а двовимiрну — виразити через елiптичнi iнтеграли першого
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роду i розрахувати числовим методом.

Отриманi кривi густин електронних станiв демонструють структуру з добре

вираженими пiками, розташованими у центральнiй частинi, якi походять вiд ло-

гарифмiчних сингулярностей, характерних для двовимiрних систем. Як i можна

було сподiватися, має мiсце, разом з тим, легко виражений кросовер до густин ста-

нiв для тривимiрної ґратки, пов’язаний з перенесенням електронiв мiж шарами,

яке є значно слабше через бiльшi вiдстанi мiж пакетами.

Головною особливiстю густини електронних станiв такої системи є полiм-

одальна структура кривих через наявнiсть багатьох гiлок у спектрi й добре вира-

жена схiдчаста форма на краях зони (рис. 4.6). Така форма густини станiв бiля

країв дозволеної електронної зони є характерною для тонких квазiдвовимiрних

структур. Її можна отримати вже в наближеннi ефективної маси [190]. Звичайно,

однак, розщеплення спектру на окремi рiвнi чи мiнiзони описують в рамках мо-

делi квантових ям [100]. Краєва особливiсть (для простих шаруватих систем — у

виглядi першого схiдця) отримується i для металевих шаруватих кристалiв (див.

розрахунки густини станiв [191] для системи Re–OFeAs, де Re — рiдкiсноземельнi

iони). Це пiдтверджують результати, отриманi як ab initio обчисленнями [192],

так i за допомогою методу функцiонала густини зi застосуванням узагальненої

градiєнтної апроксимацiї [193].

Оскiльки число сходинок на густинi станiв вiдповiдає числу шарiв у пакетi,

цю властивiсть можна було би використати для контролю структури кристалiчної

матрицi при стадiйному впорядкуванню. На практицi це може бути ускладнено

розмиванням форми густини станiв за рахунок сумiшi пакетiв з рiзним числом

шарiв та iншими неоднорiдностями дослiджуваної системи.

У випадку напiвпровiдникових надґраток були спроби пов’язати зi згаданою

схiдчастою структурою густини станiв подiбний хiд вольт-амперних характери-

стик [194]. Для iнтеркальованих кристалiв зi стадiйним впорядкуванням такого

типу дослiдження заслуговують на увагу.

Для випадку, коли iнтеркальованi атоми у ван-дер-ваальсових порожнинах

грають роль донорних домiшок i постачають електрони у зону провiдностi, до-
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слiджено температурнi та концентрацiйнi (вiд кiлькостi домiшок nD) залежностi

хiмiчного потенцiалу електронiв провiдностi µ та їх концентрацiї n̄e. Враховано,

що в кристалi вiдбулося пакетне модульоване впорядкування i розглянуто випа-

док, при якому окремi пакети складаються з трьох ковалентно-зв’язаних мiж со-

бою шарiв (таку ситуацiю можна створити у кристалах групи монохалькогенiдiв

металiв). Прийнято до уваги ступiнчасту структуру густини електронних станiв

поблизу краю електронної зони.

Показано, що при низьких температурах, коли теплова енергiя набагато мен-

ша енергiї iонiзацiї домiшок, концентрацiя електронiв провiдностi пропорцiйна до
√
nD, а з температурою змiнюється за законом

√
Θe−εD/2Θ. У випадку промiжних

температур, для яких Θ ≥ εD, домiшки є практично iонiзованi, n̄e ≈ nD, а хiмi-

чний потенцiал електронiв провiдностi µ = Θ ln(nD/2ΘQ), де параметр Q мiстить

iнформацiю про форму густини станiв бiля краю зони i про кiлькiсть шарiв у па-

кетi. Встановлено також умову, при якiй електрони при достатнiх концентрацiях

домiшок можуть стати виродженими i система себе тодi поводить як квазiметал

(з вiдповiдним характером провiдностi).

Розраховано та дослiджено концентрацiйнi (залежно вiд ступеня iнтеркаля-

цiї) та температурнi залежностi електронного внеску до теплоємностi шаруватого

кристалу з модульованим пакетним впорядкуванням.

При низьких температурах теплоємнiсть ceV пропорцiйна до

nD(ε
2
D/Θ

2)e−εD/Θ, а у кiлькiсному вiдношеннi її значення визначається лише

першою сходинкою на краю густини станiв i не вiдчуває подальших особливостей

її форми. При промiжних температурах, коли домiшки повнiстю iонiзованi,

теплоємнiсть електронiв стає пропорцiйною до квадрату їх концентрацiї i змiню-

ється з температурою за законом ceV = (n2D/2ΘQ) ln(nD/2ΘQ). Тонка структура

краю електронної зони мiститься у факторi Q, який є температурно залежний.

Записано загальний вираз для електронного внеску до дiелектричної проникностi

та поляризацiйного оператора, який визначає частотний вiдгук кристалу на

змiнне електромагнiтне поле. Видiлено внески, що пов’язанi з внутрiзонними та

мiжзонними електронними переходами.
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Показано, що в границi низьких температур функцiя статичного дiелектри-

чного вiдгуку має у областi слабкого електронного виродження ступiнчасту стру-

ктуру (залежно вiд положення рiвня Фермi електронiв), яка є наслiдком аномалiй

густини електронних станiв пакетно впорядкованого шаруватого кристалу бiля

краю його зони провiдностi.

4.2. Електронний спектр iнтеркальованих

пакетно-впорядкованих шаруватих структур.

Модель типу перiодичної моделi Андерсона

4.2.1. Змiни електронного спектру та густини електронних станiв

У попереднiй частинi (див. пiдроздiл 4.1) проведено розрахунок зонного еле-

ктронного спектру стадiйно впорядкованого шаруватого кристалу зi структурою,

що отримана пiсля деiнтеркаляцiї (коли розширенi промiжки мiж сусiднiми паке-

тами залишаються незаповненими). При обчисленнях використано пiдхiд сильно-

го зв’язку, який ґрунтується на схемi LCAO; у ролi базисних вибрано невиродженi

електроннi орбiталi, локалiзованi на атомах окремих шарiв. Крiм зонного спектру,

ми розрахували густини електронних станiв i проаналiзували їх особливостi при

рiзних спiввiдношеннях мiж значеннями основних енергетичних параметрiв мо-

делi.

В даному пiдроздiлi дослiджено змiни електронного спектру та густини еле-

ктронних станiв у такiй системi, спричиненi впливом частинок, iнтеркальованих

у промiжки мiж пакетами.

4.2.2. Модельний гамiльтонiан типу перiодичної моделi

Андерсона та рiвняння руху

Використаємо модель, схожу з перiодичною моделлю Андерсона [195], яка

описує електроннi збудження в шаруватiй матрицi, iнтеркальованiй частинками
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(у загальному випадку, зi складним електронним спектром):

Ĥ =
∑

k

εka
+
k ak +

∑∗

i

∑

p

λpX
pp
i

+
1√
N

∑∗

i

∑

k

(
Vke

ikRia+k ξi + V ∗k e
−ikRiξ+i ak

)
, (4.81)

де перший доданок описує зонний спектр вихiдної шаруватої структури (εk —

енергiя електронних збуджень з хвильовим вектором k, µ— хiмiчний потенцiал, ak

i a+k — оператори знищення i народження електрона з вiдповiдним хвильовим ве-

ктором), другий — структуру електронних рiвнiв iнтеркальованих частинок (λp —

енергiя вiдповiдного рiвня, а Xpp
i — проекцiйний оператор у цей рiвень для i-ї ча-

стинки; сума
∑∗

i
стосується вузлiв, зайнятих iнтеркальованими частинками), а

третiй описує переходи електрона iз зони на iнтеркальовану частинку та навпаки

(т. зв. гiбридизацiю зонних i локалiзованих станiв);

ξi =
∑

qq′

Aqq′X
qq′

i , ξ+i =
∑

qq′

A∗qq′X
q′q
i =

∑

qq′

A∗q′qX
qq′

i . (4.82)

Тут використано розклад операторiв знищення та народження електрона на iнтер-

кальованiй частинцi ξi i ξ+i за операторами Хаббарда, що належать до фермi-типу

([196]; див. також [189]). Мають мiсце такi комутативнi спiввiдношення

[Xqq′

i , Xpp′

j ]+ = δij

(
Xqp′

i δq′p +Xpq′

i δp′q

)

[Xqq′

i , Xpp
j ] = δijX

qq′

i (δq′p − δpq), (4.83)

де [Xqq′

i , Xpp′

j ]+ – антикомутатор.

Запишемо рiвняння руху для оператора ХаббардаXqq′

i . Згiдно з (4.82), (4.83)

воно матиме вигляд

[Xqq′

i , Ĥ] = (λq′ − λq)Xqq′

i +
1√
N

∑∗

j

∑

k

V ∗k e
−ikRj [Xqq′

i , ξ+j ]+ak

− 1√
N

∑∗

j

∑

k

Vke
ikRja+k [X

qq′

i , ξj]+

= (λq′ − λq)Xqq′

i +
1√
N

∑∗

j

∑

k

V ∗k e
−ikRj


Xqq′

i ,
∑

pp′

A∗p′pX
pp′

j



+

ak
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− 1√
N

∑∗

j

∑

k

Vke
ikRja+k


Xqq′

i ,
∑

pp′

App′X
pp′

j



+

. (4.84)

Тут

[Xqq′

i , ξj]+ = δij


∑

p′

Aq′p′X
qp′

i +
∑

p

ApqX
pq′

i


 , (4.85)

i, вiдповiдно,

[Xqq′

i , ξ+j ] = δij


∑

p′

A∗p′q′X
qp′

i +
∑

p

A∗qpX
pq′

i


 (4.86)

Оскiльки у станi |q〉 число електронiв Nq менше на одиницю нiж у станi |q′〉 (Nq =

Nq′ − 1), а матричний елемент Aq′p′ вiдмiнний вiд нуля, якщо Nq′ = Np′ − 1, то

оператор Xpq′

i у першому доданку в (4.85) описує перехiд |q′〉 → |p〉 iз зменшенням

числа електронiв на два (Nq = Np′ − 2). Подiбний висновок стосується i другого

доданка в (4.85). На вiдмiну вiд цьго у формулi (4.86), як можна переконатися,

операторам Xqp′

i i Xpq′

i вiдповiдають переходи мiж станами з однаковим числом

електронiв (Nq = Nq′ − 1 = Np′ + 1− 1 = Np′, i т.п.).

При розчепленнi в рiвняннi руху (4.84) в дусi наближення хаотичних фаз,

замiнюючи X-оператори на їх середнi значення, отримаємо

[Xqq′

i , ξ+j ]+ → 0

[Xqq′

i , ξ+j ]+ → δij


∑

p′

A∗p′q′〈Xqq
i 〉δqp′ +

∑

p

A∗qp〈Xpp
i 〉δpq′




= δijA
∗
qq′〈Xqq

i +Xq′q′

i 〉. (4.87)

Тут враховано, що пiсля усереднення залишаються внески лише вiд дiагональних

операторiв.

Таким чином, рiвняння руху (4.84) запишеться як

[Xqq′

i , Ĥ] = (λq′ − λq)Xqq′

i +
1√
N

∑

k

V ∗k e
−i~k ~RiA∗qq′〈Xqq +Xq′q′〉ak (4.88)
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Використаємо його у рiвняннi для двочасової функцiї Грiна [197] у часто-

тному представленнi

~ω〈〈Xqq′

i |a+k′〉〉ω = (λq′ − λq)〈〈Xqq′

i |a+k′〉〉ω +
1√
N

∑

k

V ∗k e
−i~k ~RiAqq′

· 〈Xqq +Xq′q′〉〈〈ak|a+k′〉〉ω . (4.89)

Звiдси випливає спiввiдношення

〈〈Xqq′

i |a+k′〉〉ω =
1√
N

∑

k

V ∗k e
−i~k ~RiA∗qq′

〈Xqq +Xq′q′〉
~ω − λq′ + λq

〈〈ak|a+k′〉〉ω (4.90)

i, таким чином,

〈〈ξi|a+k′〉〉ω =
1√
N

∑

k

V ∗k e
−i~k ~Rig0(ω)〈〈ak|a+k′〉〉ω, (4.91)

де

g0(ω) =
∑

qq′

Aqq′A
∗
qq′
〈Xqq +Xq′q′〉
~ω − λq′ + λq

(4.92)

– т.зв. локаторна функцiя, тобто функцiя Грiна електрона для домiшкової частин-

ки, яка описує спектр електронних переходiв, заданих рiзницями енергiй λq′ −λq,
якi вiдбуваються при появi (зникненнi) на домiшцi додаткового електрона (дiрки).

Маючи змiшану функцiю Грiна (4.91), можна знайти зонну електронну фун-

кцiю Грiна 〈〈ak|a+k′〉〉ω. Виходячи з рiвняння руху

[ak, Ĥ] = εkak +
1√
N

∑∗

i

Vke
i~k ~Riξi, (4.93)

можемо записати систему рiвнянь

(~ω − εk)〈〈ak|a+k′〉〉ω =
~

2π
δkk′ +

1√
N

∑∗

i

Vke
ikRi

∑

k1

V ∗k1e
−i~k1 ~Ri

· g0(ω)〈〈ak1|a+k′〉〉ω (4.94)

Приймемо надалi з метою спрощення, що iнтеркальованi частинки займають тi

чи iншi положення i у пiдгратцi випадковим чином, перебуваючи у певнiй позицiї

з iмовiрнiстю p. Вiдповiдно до цього перейдемо до пiдсумовування за всiма ву-

злами
(∑∗

i
→ x

∑
i

)
, увiвши ваговий множник x, який має змiст концентрацiї
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iнтеркальованих частинок. Така апроксимацiя вiдповiдає наближенню вiртуаль-

ного кристалу [198–201].

Оскiльки

1

N

∑∗

i

ei
~k ~Rie−i

~k1 ~Ri → x

N

∑

i

e(
~k−~k1)~Ri = xδkk1; (4.95)

то з (4.93) випливає

〈〈ak|a+k′〉〉ω =
~

2π

δkk′

~ω − εk − x|Vk|2g0(ω)
. (4.96)

Полюси даної функцiї визначають енергетичний спектр електронiв. З цiєю метою

можна роз’язувати рiвняння

~ω = εk + x|Vk|2g0(ω). (4.97)

Бiльш повну iнформацiю, однак, дає густина енергетичних станiв. Одновузло-

ва густина електронних енергетичних станiв визначається спiввiдношенням (див.

[189])

ρ(~ω) = −2

~
Im

1

N

∑

k

〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε . (4.98)

Нижче ми проведемо розрахунок цiєї функцiї, моделюючи певним чином локатор-

ну функцiю g0(ω). Бiльш точна схема обчислень вимагала б знання енергетичного

спектру домiшкового атома, зокрема тих його рiвнiв, енергетичне розташування

яких близьке до основної електронної зони у кристалi.

4.2.3. Густина станiв для iнтеркальованої системи

Якщо видiлити дiйсну й уявну частини функцiї (4.96), то у загальному ви-

падку функцiя Грiна для електрона виглядатиме так:

〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε =
1

2π

1

ω − εk
~
− |Ṽk|2

~
g′0(ω)− i |Ṽk|2

~
g′′0(ω) + iε

. (4.99)

де |Ṽk|2 = x · |Vk|2 i

g0(ω + iε) = g′0(ω) + ig′′0(ω) (4.100)
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є одновузловою функцiєю Грiна, аналiтично продовженою у комплексну площину

ω, для iнтеркальованої частинки.

Можна видiлити двi рiзнi ситуацiї:

1. В iнтервалi частот, де g′′0(ω) 6= 0, маємо:

〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε =
1

2π

1

ω − εk
~
− |Ṽk|2

~
g′0(ω)− i |Ṽk|2

~
g′′0(ω)

=
1

2π

ω − εk
~
− |Ṽk|2

~
g′0(ω) + i |Ṽk|2

~
g′′0(ω)[

ω − εk
~
− |Ṽk|2

~
g′0(ω)

]2
+
[
|Ṽk|2
~
g′′0(ω)

]2 . (4.101)

Вiдповiдна уявна частина функцiї Грiна матиме вигляд

Im 〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε =
1

2π

i |Ṽk|2
~
g′′0(ω)[

ω − εk
~
− |Ṽk|2

~
g′0(ω)

]2
+
[
|Ṽk|2
~
g′′0(ω)

]2 . (4.102)

2. Для iнтервалу частот, де g′′0(ω) = 0, отримаємо:

〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε =
1

2π

1

ω − εk
~
− |Ṽk|2

~
g′0(ω) + iε

,

Im 〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε = −
1

2
δ

[
ω − εk

~
− |Ṽk|

2

~
g′0(ω)

]
. (4.103)

Вибiр вигляду модельної функцiї Грiна g0(ω) є складною задачею i залежить

вiд структури та природи iнтеркальованих частинок. На початок обмежимося

двома найпростiшими випадками.

Домiшка з одним електронним рiвнем

В однорiвневому наближеннi видiляємо з (4.92) лише один доданок

g0(ω) =
b

~ω − λ0
, (4.104)

оскiльки у цiй ситуацiї при неврахуваннi спiна є тiльки два стани на домiшцi (з

електронним заповненням ni = 0 та ni = 1), мiж якими iснує один перехiд з енер-

гiєю λ0. Таке наближення дозволяє виявити основнi змiни характеристик системи
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пiд дiєю iнтеркаляцiї з можливiстю отримати необхiднi формули аналiтично, що

значно полегшує дослiдження впливу рiзних чинникiв на властивостi системи.

Отримана в цьому випадку функцiя Грiна матиме вигляд

〈〈ak|a+k 〉〉 =
~

2π

1

~ω − εk − |Ṽk|2 b
~ω−λ0

=
1

2π

ω − λ0/~
(ω − εk/~)(ω − λ0/~)− b̃

, (4.105)

звiдки можна знайти електронний спектр з двома гiлками

ω1,2 =
εk + λ0

2~
±

√(
εk − λ0

2~

)2

+ b̃, b̃ =
|Ṽk|2b
~2

. (4.106)

Функцiю Грiна теж зручно представити, явно видiливши внески кожної гiлки

〈〈ak|a+k 〉〉 =
1

2π

(
ω1 − εk/~
ω1 − ω2

· 1

ω − ω1
+
ω2 − εk/~
ω2 − ω1

· 1

ω − ω2

)

=
1

2π

(
A1

ω − ω1
+

A2

ω − ω2

)
, (4.107)

де

A1,2 =
1

2
± εk − λ0

4~

√(
εk−λ0

2~

)2
+ b̃

. (4.108)

Такий вигляд функцiї Грiна дає змогу легко розрахувати густину електронних

станiв ρ(~ω) = 1
~
ρ(ω);

ρ(ω) = − 2

N

∑

k

Im 〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε

=
1

N

∑

k

[A1(k)δ(ω − ω1k) + A2(k)δ(ω − ω2k)] . (4.109)

Як i ранiше (див. пункт 4.1.3) замiнимо пiдсумовування за хвильовим ве-

ктором у зонi Брiллюена на iнтегрування

1

N

∑

k

Aα(k)δ(ω − ωαk) =

∫
dx ρ0(y)Aα(y)δ(ω − ωα(y)), (4.110)

де α = 1, 2; ρ0(x)— незбурена густина зонних станiв (густина станiв вихiдної не-

iнтеркальованої системи iз зонними енергiями εk):
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ρ0 =
1
N

∑
k δ(y − εk)

A1,2(y) =
1

2
± y − λ0

2
√
(y − λ0)2 + 4~2b̃

,

ω1,2(y) =
y + λ0
2~

± 1

2~

√
(y − λ0)2 + 4~2b̃. (4.111)

Дельта-функцiю в (4.110) можна спростити стандартним чином

δ(f(y)) =
∑

i

|f ′(yi)|−1δ(y − yi), (4.112)

де yi — коренi рiвняння f(y) = 0. У нашому випадку

f ′(y1,2) = −
1

2~


1± y0 − λ0

2
√
(y0 − λ0)2 + 4~2b̃


 , (4.113)

причому

y0 =
~ω2 − λ0~ω − ~

2b̃

~ω − λ0
. (4.114)

Таким чином, вираз (4.109) для густини електронних станiв iнтеркальованої си-

стеми можна записати у виглядi

ρ(ω) = ρ0(y0)
2∑

α=1

|f ′α(y0)|−1Aα(y0), y0 ≡ y0(ω). (4.115)

Аналiтичну форму для «незбуреної» густини станiв ρ0(x) беремо з роботи [109]

(див. пiдроздiл 4.1.3); це густина станiв для шаруватої системи з пакетним впо-

рядкуванням (по три шари в пакетi).

Результати розрахункiв спектру εα(~k) = ~ωαk
та густини енергетичних ста-

нiв ρ(~ω) = 1
~
ρ(ω) наведено на рис. 4.12 (для спрощення |Ṽk|2 замiнено на кон-

станту, незалежну вiд ~k).

Очевидним наслiдком iнтеркаляцiї є поява додаткової домiшкової гiлки (то-

чнiше, трьох гiлок для системи з трьома шарами в пакетi), як зображено на

рис. 4.12. Залежно вiд розташування вiдносно основної зони, домiшкова зона може

як вироджуватися в домiшковий рiвень (при значнiй вiддаленостi вiд основної),
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Рис. 4.12. Електронний спектр iнтеркальованої системи. Проiлюстровано вплив
розташування (λ0) та ефективної статистичної ваги (w = x|Vk|2b) до-
мiшкової зони на загальний вигляд спектру. Всi модельнi параметри з
розмiрнiстю енергiї нормованi на t⊥ (t = 0.3, t′ = 0.1, δ = 0.1). Тут
t⊥, t i t′— параметри електронного перенесення у шарi, мiж шарами та
мiж пакетами у кристалi, вiдповiдно; δ = ε′ − ε— рiзниця мiж однову-
зловими електронними енергiями у внутрiшньому та зовнiшньому шарi
пакета (див. пiдроздiл 4.1.3)

так i розширюватися й практично гiбридизуватися з основною (при зближеннi).

У даному наближеннi щiлина мiж зонами iснує завжди.

Ще краще iлюструють перебудову системи пiд дiєю iнтеркаляцiї змiни гу-

стини електронних енергетичних станiв (рис. 4.13, 4.14). Якщо енергiя домiшкових

рiвнiв достатньо далека вiд енергiї основної зони, домiшкова зона є вузькою (до-
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Рис. 4.13. Перебудова густини електронних енергетичних станiв пiд впливом iн-
теркальованих частинок. Показано вплив розташування (λ0) домi-
шкового рiвня при рiзних концентрацiях (x) iнтеркалянта. Тут, i на
рис. 4.14–4.18, δ = 0.1; |Vk|2b = 0.2; всi модельнi параметри з розмiрнi-
стю енергiї нормованi на t⊥.



136

 

 

x

 

 

x

 

 

x

 

 

x
 

 

x

 

 

x

 

 

x

 

 

x

Рис. 4.14. Те саме, що на рис. 4.13, у збiльшеному виглядi (наведено графiки для
густини станiв в околi домiшкового рiвня)
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мiшковий рiвень бiля дна основної зони). На її ширину впливає також параметр

w, пов’язаний з характеристиками iнтеркальованих частинок та пропорцiйний до

їх концентрацiї (при збiльшеннi x висота домiшкового пiка пропорцiйно зростає).

Зближення енергiї домiшкової зони з основною пiдсилює їх гiбридизацiю, однак

щiлина мiж зонами залишається (що може бути особливiстю обраного наближен-

ня). Слiд звернути увагу, що перебудовується лише край основної зони, що звер-

нений до домiшкової. Решта зони залишається за своєю структурою практично

незмiнною.

Домiшка з електронним рiвнем, розширення за рахунок одновузлової
мiжелектронної взаємодiї (процесiв розсiяння)

Локаторна функцiя g0 береться у виглядi

g0(ω) =
b

~ω − λ0 + iΓ
≡ b/~

ω − λ0/~+ iγ
. (4.116)

Присутнiсть уявної частини у спектрi енергiй свiдчить про скiнченний час життя

електрона на даному рiвнi (т.зв. загасання). Можна явно видiлити дiйсну i уявну

частини

g′0(ω) =
b

~

1

ω − λ0/~
; g′′0(ω) = −

b

~

γ

(ω − λ0/~)2 + γ2
; (4.117)

у даному випадку g′′0 6= 0 для будь-яких частот.

Зауважимо, що лоренцова форма уявної частини функцiї g0(ω) може також

бути використана при моделюваннi багаторiвневого електронного спектру, коли

домiшка має складну будову (наприклад, це може стосуватися iнтеркальованих

груп чи молекул).

Для уявної частини повної електронної функцiї Грiна маємо тепер вираз

Im〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε = −
1

2π
b̃

γ

(ω − λ0

~
)2 + γ2

·



(
ω − εk

~
− b̃

ω − λ0

~

)
+

(
b̃

γ
(
ω − λ0

~

)2
+ γ2

)2


−1

. (4.118)
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Вiдповiдно, повна густина електронних станiв (4.98) пiсля переходу до iнтегрува-

ння з «незбуреною» густиною ρ0 запишеться у виглядi

ρ(~ω) =
1

~
ρ(ω) =

2

π

∫
dyρ0(y)

b1Γ

(~ω − λ0)2 + Γ2

·
[(

~ω − y − b1
~ω − λ0

)2

+

(
b1Γ

(~ω − λ0)2 + Γ2

)2
]−1

, (4.119)

де b1 = |Ṽk|2b ≡ x|Vk|2b ≡ xw.

Результати числового розрахунку функцiї ρ(~ω), проведеного при викори-

станнi, як i у попередньому випадку, незбуреної густини зонних станiв ρ0(y) для

шаруватого кристалу з пакетним впорядкуванням (три шари у пакетi), подано на

рис. 4.15 та 4.16. Легко бачити, що у моделi з розширеним рiвнем домiшкова зона

також стає ширшою, її краї згладжуються i при наростаннi параметра Γ щiлина у

спектрi зникає. Цей ефект має мiсце як при початковому розмiщеннi домiшкового

рiвня λ0 нижче основної зони (λ = −4.0, на рисунках), так i при накладаннi його

на зону (λ0 = −2.0). У першому з цих випадкiв деформацiя густини станiв в околi

нижнього краю зони є значною (рис. 4.15).

Змiни у формi функцiї ρ(~ω) при рiзному ступенi iнтеркаляцiї x проiлюстро-

вано для моделi з розширеним рiвнем λ0 на рис. 4.16. Збiльшення концентрацiї

x приводить, в першу чергу, до появи псевдощiлини у спектрi i збiльшення гли-

бини пов’язаного з нею локального мiнiмуму густини станiв. Додатковий пiк на

функцiї ρ(~ω), який при цьому виникає, можна пов’язувати з т.зв. вiртуальними

домiшковими станами (якi звичайно прийнято вважати результатом накладання

домiшкової зони на основну).

4.2.4. Електроннi внески у квантову ємнiсть

Проведений у попереднiх пiдроздiлах розрахунок густини електронних ста-

нiв для iнтеркальованого кристалу дає можливiсть обчислити внески як електро-

нiв провiдностi, так i електронiв на домiшкових зонах чи рiвнях у т. зв. квантову

ємнiсть системи. Остання визначається як похiдна вiд повного заряду, пов’язаного
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Рис. 4.15. Густина електронних енергетичних станiв iнтеркальованої системи при
рiзному ступенi розширення (Γ) домiшкового рiвня та рiзному його роз-
ташуваннi (λ0); у всiх випадках x = 1.
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Рис. 4.16. Густина електронних енергетичних станiв iнтеркальованої системи при
рiзних концентрацiях (x) iнтеркалянта та рiзному розташуваннi (λ0)
домiшкового рiвня (випадок розширеного рiвня, Γ = 0.1).
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iз згаданими електронами, за потенцiалом прикладеного електричного поля.

C =
∂Q

∂V
=
∂eNel

∂V
≡ ∂

∂V
e
∑

k

〈a+k ak〉 (4.120)

Оскiльки при наявностi поля µ → µ + eV , це спiввiдношення можна переписати

як

c =
e2

N

∂Nel

∂µ
=

e2

N

∑

k

∂〈a+k ak〉
∂µ

, (4.121)

де c = C/N — питома ємнiсть (вiднесена до однiєї комiрки кристалiчної гратки).

Використаємо спiввiдношення, вiдоме з теорiї двочасових температурних

функцiй Грiна (див. [197]), яке пов’язує кореляцiйну функцiю з уявною частино

функцiї Грiна. Для Фермi-статистики

〈a+k ak〉 =
+∞∫

−∞

−2Im〈〈ak|a+k 〉〉ω+iε

eβ~ω + 1
dω (4.122)

i, використавши формулу (4.98), матимемо

1

N

∑

k

〈a+k ak〉 =
+∞∫

−∞

ρ(ω)dω

eβ~ω + 1
≡

+∞∫

−∞

ρ(~ω)d(~ω)

eβ~ω + 1
. (4.123)

Тут при усередненнi за великим канонiчним розподiлом необхiдно замiнити

1

eβ~ω + 1
→ 1

eβ(~ω−µ) + 1
.

Пiсля пiдстановки (4.123) у формулу (4.121) отримуємо для питомої ємностi на-

ступний вираз

c = e2
+∞∫

−∞

ρ(~ω)
∂

∂µ

(
1

eβ(~ω−µ) + 1

)
d(~ω)

= e2
+∞∫

−∞

ρ(~ω)
βeβ(~ω−µ)

(eβ(~ω−µ) + 1)2
d(~ω). (4.124)

При прямуваннi температури до абсолютного нуля похiдна вiд розподiлу Фермi

прямує до δ-функцiї

∂

∂µ

(
1

eβ(~ω−µ) + 1

)
→ δ(~ω − µF ). (4.125)



142

У цiй границi µ→ µF i

c = e2ρ(µF ), (4.126)

де µF — рiвень Фермi для електронiв.
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Рис. 4.17. Електронний внесок у квантову ємнiсть шаруватого кристалу з ста-
дiйним впорядкуванням. Проiлюстровано вплив iнтеркаляцiї на зале-
жнiсть функцiї c/e2 вiд хiмiчного потенцiалу електронiв бiля нижньо-
го краю електронної зони (неiнтеркальована система (x = 0); x = 1,
λ0 = −4.0, Γ = 0; x = 1, λ0 = −4.0, Γ = 0.1) при температурах
Θ = 0.02 i Θ = 0.1 (Θ = kBT ).
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Рис. 4.18. Електронний внесок у квантову ємнiсть шаруватого кристалу з стадiй-
ним впорядкуванням при рiзних концентрацiях (x) iнтеркалянта. Пока-
зано залежнiсть c/e2 вiд µ при λ0 = −4.0 i λ0 = −2.0; Γ = 0.1, Θ = 0.05.
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Таким чином, густина електронних станiв визначає поведiнку квантової єм-

ностi електронної пiдсистеми при T → 0. Оскiльки при наявностi потенцiалу V

µF → µF + eV , можна тим самим дослiджувати польову залежнiсть ємностi (те

ж стосується i вiдмiнних вiд нуля температур).

На рис. 4.17 представлено графiки залежностi c(µ), розрахованi за форму-

лою (4.124) у трьох випадках: (а) – неiнтеркальованого кристалу; (б) – iнтерка-

льованого з максимальним заповненням (x = 1) домiшковими частинками, якi

описуються простою однорiвневою електронною моделлю (Γ = 0); (в) – iнтерка-

льованого кристалу (x = 1), з використанням моделi з розширеним електронним

рiвнем (Γ = 0.1); наведено результати, що вiдповiдають двом рiзним температу-

рам: Θ = 0.02 i Θ = 0.1 (Θ = kT ). Наявнiсть домiшкової зони бiля нижнього краю

основної суттєвим чином впливає на величину квантової електронної ємностi та

форму її залежностi вiд хiмiчного потенцiалу електронiв (при T = 0 ця зале-

жнiсть визначається безпосередньо функцiєю ρ(µ)). Абсолютнi значення ємностi

збiльшуються у порiвняннi з чистим (неiнтеркальованим) кристалом в середньому

у три рази (а у максимумi домiшкового пiка й значно бiльше), а сама її залежнiсть

вiд µ стає сильно немонотонною (мiнiмум, що при цьому з’являється, вiдповiдає

псевдощiлинi у густинi станiв ρ(~ω)). Пiдвищення температури згладжує зале-

жнiсть c(µ), зменшуючи амплiтуду змiн ємностi в областi немонотонностi.

Хiд кривої c(µ) при рiзних концентрацiях iнтеркалянта та рiзних розташу-

ваннях домiшкового рiвня λ0 (з розмиттям Γ = 0.1) подано на рис. 4.18. Графiки

демонструють наростання аномалiй i немонотонностей у поведiнцi квантової єм-

ностi як функцiї µ у тих областях значень хiмiчного потенцiалу електронiв, якi

вiдповiдають положенню вихiдного електронного рiвня домiшкової частинки.

4.2.5. Числовi оцiнки

Поданий вище графiчний матерiал зображено у безрозмiрному виглядi, нор-

муючи величини, що мають розмiрнiсть енергiї, на параметр t⊥, який є матричним

елементом електронного перенесення мiж найближчими сусiднiми атомами у ко-
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валентно зв’язаному шарi (при модельному описi в рамках схеми LCAO). За рi-

зними оцiнками, у тому числi у вiдповiдностi з результатами ab-initio розрахункiв

[202], t⊥ може складати 0.8 . . . 1.5 eB. Значенню |Vk|2b = 0.2 у безрозмiрних оди-

ницях вiдповiдає оцiнка |Vk| ∼ 0.4 . . . 0.55 eB (при b ∼ 1), що лежить у межах

можливих значень iнтеграла перекриття, який визначає гiбридизацiю електрон-

них станiв на домiшцi iз зонними станами. Якщо t⊥ = 1.0 еВ, то безрозмiрнiй

температурi Θ = 0.02 вiдповiдає абсолютне значення T = 232 К.

Виходячи з наведеного, можна оцiнити абсолютну величину розрахова-

ної квантової ємностi c = C/N . Для ρ = 0.1 (взятого у безрозмiрних одини-

цях) при t⊥, що може приймати значення у згаданих вище межах, матимемо

ρ = 0.07 . . . 0.125 (eB)−1. Вiдповiдно, отримуємо e2ρ = (1.12 . . . 2.0) · 10−20 Φ, що

дає оцiнку для c при нульовiй температурi. Вiд ємностi, що припадає на одну

комiрку, можна перейти до ємностi, вiднесеної до одиницi об’єму. Якщо взяти об’-

єм комiрки vc = 6.25 · 10−22 см3 (що вiдповiдає комiрцi 5 × 5 × 25 Å, яка може

розглядатися як ефективна для пакетно впорядкованої гратки з трьома шарами

у пакетi), то ємнiсть, що припадає на 1 см3 кристалу, складатиме (1.8 . . . 3.2) Φ.

Очевидно, що дана оцiнка стосується лише електронного внеску. Повна кванто-

ва ємнiсть матиме ще внесок вiд iнтеркальованих iонiв, якi несуть електричний

заряд [9]. Заповнення ними позицiй у кристалi та пов’язаний з цим перерозподiл

заряду визначають другу, не менш важливу, складову ємностi.

4.2.6. Висновки

Незважаючи на достатньо спрощений пiдхiд, отриманий аналiтичний опис

iнтеркальованої шаруватої системи з пакетним впорядкуванням дозволив дослi-

дити змiни її електронних властивостей пiд дiєю iнтеркаляцiї. Модель, на якiй

грунтуються розрахунки, є спрощеним варiантом перiодичної моделi Андерсо-

на. Електроннi кореляцiї, що формують структуру домiшкового енергетичного

спектру, врахованi шляхом постулювання форми локальної (локаторної) функцiї

Грiна. Використано два наближення: однорiвневу модель та модель з розширеним
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рiвнем, яка враховує ефекти загасання. Основна перебудова електрично енергети-

чного спектру та вiдповiдної густини станiв зводиться до появи домiшкової зони

бiля дна основної. При достатнiй вiддаленостi вiд основної, домiшкова зона виро-

джуєтся у домiшковий рiвень, тодi як при зближеннi вiдбувається гiбридизацiя

зон з перебудовою вiдповiдного краю основної зони.

У рамках такого пiдходу проведено також розрахунок електронного внеску

у квантову ємнiсть iнтеркальованої системи. Дослiджено її залежнiсть вiд хiмiчно-

го потенцiалу електронiв та вплив таких факторiв, як розширення домiшкового

рiвня i змiна температури.

Вибранi наближення вельми спрощують внутрiшню енергетичну структу-

ру iнтеркальованих домiшок, однак це дозволяє отримати аналiтичнi вирази для

спектру збуджень, густини станiв та квантової ємностi, а результати розрахун-

кiв дають добру якiсну картину впливу iнтеркаляцiї на електронну пiдсистему

вихiдної матрицi.
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РОЗДIЛ 5

БОЗЕ-КОНДЕНСАЦIЯ У ДВОСТАНОВIЙ
МОДЕЛI БОЗЕ–ХАББАРДА (ГРАНИЦЯ

ЖОРСТКИХ БОЗОНIВ)

5.1. Термодинамiка моделi в границi жорстких бозонiв

Гамiльтонiан квантового ґраткового бозе-газу в моделi Бозе–Хаббарда вра-

ховує тунельнi перескоки частинок мiж найближчими позицiями в ґратцi та вза-

ємне вiдштовхування частинок, якi знаходяться в однiй потенцiальнiй ямi, [10]:

Ĥ =
∑

ij

tijb
+
i bj +

U

2

∑

i

ni(ni − 1)− µ
∑

i

ni . (5.1)

Тут tij – параметр перескоку, U – енергiя парного хаббардiвської одновузлової

взаємодiї (U > 0), µ – хiмiчний потенцiал, b+i , bj – бозе-оператори народження та

знищення частинок на i-му вузлi в основному станi. При врахуваннi, крiм основно-

го, першого збудженого стану i у випадку, коли беруться до уваги лише перескоки

мiж збудженими станами в найближчих позицiях, гамiльтонiан (5.1) узагальнює-

ться у виглядi

Ĥ = (ε− µ)
∑

i

b+i bi + (ε′ − µ)
∑

i

c+i ci +
Ub

2

∑

i

nbi(n
b
i − 1)

+
Uc

2

∑

i

nci(n
c
i − 1) + Ubc

∑

i

nbin
c
i +
∑

ij

t′ijc
+
i cj , (5.2)

де c+i , ci – бозе-оператори частинок у збудженому станi, ε (ε′) – енергiя частинки

в основному (збудженому) станi, Ub, Uc, Ubc – параметри хаббардiвського вiдштов-

хування.
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Використовуючи базис одновузлових станiв |i;nbi , nci〉, який формується чи-

слами заповнення частинок (власними значеннями операторiв nbi = b+i bi i nci =

c+i ci), можна ввести оператори Хаббарда [196]

Xn,m;n′,m′

i ≡ |i;n,m〉〈i;n′,m′|. (5.3)

Обмежимося надалi розглядом частинного випадку жорстких бозонiв, ко-

ли виконується умова n + m 6 1. В моделi це досягається шляхом переходу

Ub, Uc, Ubc → ∞. В данiй границi одновузлова задача стає трирiвневою з енергiя-

ми λ0 = 0, λ1 = −µ, λ2 = δ − µ. (використано такi скорочення для одновузлових

станiв: |0〉 ≡ |00〉, |1〉 ≡ |10〉, |2〉 ≡ |01〉). Тут δ = ε′ − ε – енергiя переходу в

збуджений локальний стан. Вiдповiдно,

bi = X00,10
i ≡ X01

i , ci = X00,01
i ≡ X02

i ;

nbi = X10,10
i ≡ X11

i , nci = X01,01
i ≡ X22

i .

В результатi, гамiльтонiан (5.2) в X-представленнi набуває вигляду

Ĥ =
∑

ip

λpX
pp
i +

∑

ij

t′ijX
20
i X

02
j . (5.4)

Оскiльки бозе-конденсацiя вiдбувається в зонi, породженiй перескоками ча-

стинок мiж збудженими станами в сусiднiх позицiях (див. нижче), то параметром

порядку в цьому випадку є середнє ξ = 〈X20
i 〉 = 〈X02

i 〉 (ξ = 〈c+i 〉 = 〈ci〉) вiд

операторiв народження чи знищення бозонiв.

Видiлимо частину гамiльтонiана (5.4), яка вiдповiдає НСП

ĤMF = −Nt′0ξ2 +
∑

ip

λpX
pp
i + t′0ξ

∑

i

(X20
i +X02

i ), (5.5)

де t′0 – фур’є-образ параметра перескоку t′ij при ~q = 0 (надалi розглядаємо t′0 < 0,

що стосується симетричних збуджених станiв; для антисиметричних t′0 > 0 [203]).

Параметр ξ визначається з умови самоузгодження ξ=Z−1 Sp[X20
i exp(−βĤMF)], де

Z = Sp exp(−βĤMF).
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Дане наближення вiдповiдає точному розв’язку для випадку перескокiв з

безмежним радiусом дiї. Строгий вивiд даного твердження для стандартної мо-

делi Бозе–Хаббарда подано в [204] (див. також [205]), базуючись на пiдходi в дусi

варiацiйного метода Боголюбова–Тябликова.

Повний гамiльтонiан в результатi матиме вигляд

Ĥ = ĤMF +
∑

ij

t′ij(X
20
i − ξ)(X02

j − ξ). (5.6)

Гамiльтонiан середнього поля ĤMF можна привести до дiагональної форми,

здiйснивши перетворення


|0〉
|1〉
|2〉


 =




cosϑ 0 − sinϑ
0 1 0

sinϑ 0 cosϑ





|0̃〉
|1̃〉
|2̃〉


 , (5.7)

де

cos 2ϑ = (δ − µ)/E, sin 2ϑ = 2|t′0|ξ/E; E =
√
(δ − µ)2 + 4(t′0ξ)

2. (5.8)

В термiнах операторiв X̃µν = |µ̃〉〈ν̃|

ĤMF = −Nt′0ξ2 +
∑

iµ

λ̃µX̃
µµ
i . (5.9)

Енергїї одновузлових станiв λ̃µ у фазi з порушеною симетрiєю (коли ξ 6= 0), рiвнi

λ̃0,2 =
1
2(δ − µ∓ E), λ̃1 = −µ.

Зручно ввести додатковi лiнiйнi комбiнацiї

σzi =
1
2(X̃

00
i − X̃22

i ), σ+i ≡ σxi + iσyi = X̃02
i , σ−i ≡ σxi − iσyi = X̃20

i . (5.10)

Оператори σαi мають такi ж властивостi, як i спiновi оператори для S = 1/2

i аналогiчнi комутацiйнi спiввiдношення (з тою вiдмiннiстю, що антикомутатор

операторiв σ+i и σ−i рiвний X̃00
i + X̃22

i , а не одиницi).

У результатi, при переходi до нового базису

X20
i = sin 2ϑσzi + cos 2ϑσxi − iσyi , X02

i = (X20
i )+, (5.11)
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а гамiльтонiан середнього поля представиться як

ĤMF = N

(
δ − µ
2
− t′0ξ2

)
− δ + µ

2

∑

i

X̃11
i − E

∑

i

σzi . (5.12)

Гамiльтонiан (5.6), записаний через оператори (5.10), можна розглядати як

узагальнення гамiльтонiана стандартної моделi жорстких бозонiв [130] на трирiв-

невий випадок. Присутнiсть третього рiвня |1̃〉 не проявляється в динамiцi псев-

доспiнiв, але впливає на заселеностi рiвнiв |0̃〉 и |2̃〉, визначаючи таким чином

вiдмiннiсть в термодинамiцi моделi. Разом з тим, використання формалiзму псев-

доспiнових операторiв дозволяє застосувати традицiйну схему розрахунку в ПХФ

ФГ для спiнових моделей, яка походить вiд вiдомого розщеплення Тяблiкова [206],

запропонованого для моделi Гайзенберга.

Коротко зупинимося на термодинамiцi трирiвневої моделi в НСП. Усере-

днюючи за розподiлом Гiббса з гамiльтонiаном (5.9) i враховуючи, що середнi вiд

поперечних компонент псевдоспiна рiвнi нулю, отримаємо рiвняння для параме-

тра порядку ξ = 〈X02
i 〉:

ξ = Z−1E−1|t′0|ξ
(
e−βλ̃0 − e−βλ̃2

)
. (5.13)

Розв’язок ξ = 0 вiдповiдає нормальнiй фазi. Ненульовий розв’язок, iснування

-1.0 -0.5 0.0 0.5
0.0

0.1

0.2

0.3
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δ = 0.4

δ = 0.1
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Θ

Рис. 5.1. Фазовi дiаграми (Θ, µ) при рiзних значеннях δ (|t′0| = 1). Суцiльна лiнiя
вiдповiдає фазовим переходам другого роду, а штрихова – переходам
першого роду.
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якого свiдчить про появу бозе-кондесату, можна отримати з рiвняння

Z−1E−1|t′0|
(
e−βλ̃0 − e−βλ̃2

)
= 1. (5.14)

Як показано в [16], в областi µ < 0 ненульовi значення ξ виникають плавно

при переходi другого роду, тодi як в областi µ > 0 i при достатньо низьких тем-

пературах на кривiй ξ(µ) iснує S-подiбний вигин, що вказує на перехiд першого

роду. Лiнiя такого переходу визначалась з умови рiвностi термодинамiчних потен-

цiалiв Ω = −Θ lnZ NO i SF фаз. Змiну роду переходу i розташування вiдповiдних

трикритичних точок проiлюстровано на рис. 5.1.

На вiдмiну вiд стандартної, тобто дворiвневої моделi жорстких бозонiв (де

перенос бозе-частинок вiдбувається в основнiй зонi, збудженi локальнi стани ча-

стинок не враховуються, а фазовi переходи в SF фазу завжди є переходами дру-

гого роду), фазовi дiаграми, представленi на рис. 5.1, є асиметричними.

5.2. Фазове розшарування при фiксованiй концентрацiї

бозонiв

Розглянемо тепер картину переходу NO-SF, коли зафiксовано середню кон-

центрацiю бозонiв. Використаємо зв’язок мiж концентрацiєю частинок та їх хiмi-

чним потенцiалом, який легко встановити, виходячи з означення n = 〈nbi + nci〉, i

спiввiдношення

〈X11
i +X22

i 〉 = 〈X̃11
i 〉+ 〈X̃00

i 〉 sin2 ϑ+ 〈X̃22
i 〉 cos2 ϑ. (5.15)

Оскiльки при переходi першого роду ξ змiнюється стрибкоподiбно, матиме

мiсце й стрибок концентрацiї n. При фiксацiї n в межах стрибка вiдбудеться роз-

шарування на фази з рiзними концентрацiями: nNO для фази з ξ = 0 i nSF для

фази з ξ 6= 0, причому nNO > nSF.

Фазовi дiаграми в режимi n = const представлено на рис. 5.2. Як видно з

дiаграми (Θ, n), розшарування на NO i SF фази вiдбувається при температурах

нижче трикритичної i у випадку достатньо високих концентрацiй бозонiв. На дi-
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Рис. 5.2. Фазовi дiаграми в режимi n = const: (Θ, n) (де |t′0| = 1) i (|t′0|, n) (де
енергетичнi величини подано в одиницях δ). Суцiльна лiнiя вiдповiдає
фазовим переходам другого роду, а пунктирна — межам областi розша-
рування фаз.

аграмi (|t′0|, n) при рiзних температурах показано областi спiвiснування NO i SF

фаз, а також фазового розшарування.

5.3. Розрахунок температурних функцiй Грiна та

видiлення неергодичного внеску

Бозонний спектр та одновузлову спектральну густину для даної моделi роз-

раховано в НХФ методом двочасових ФГ у роботi [17]. Нижче ми проведемо по-

дiбнi розрахунки у тому ж наближеннi, але методом температурних ФГ.

Оскiльки ми припустили, що перескок частинок можливий лише мiж збу-

дженими станами, то в планi динамiки наша модель вiдповiдає моделi жорстких

бозонiв i достатньо розглядати лише температурнi ФГ для операторiв переходу

мiж станами |0〉 i |2〉

〈
TτX

20
i (τ)X02

j (τ ′)
〉
= ξ2 +

〈
Tτ(X

20
i − ξ)τ(X02

j − ξ)τ ′
〉
, (5.16)

〈
TτX

20X02
〉
q,ωn

= βξ2δ(q)δ(ωn) +
〈
Tτ(X

20 − ξ)(X02 − ξ)
〉
q,ωn

.

Використавши введене ранiше «псевдоспiнове» представлення (5.10), можна
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виразити (5.16) у виглядi

〈
Tτ(X

20 − ξ)(X02 − ξ)
〉
q,ωn

= sin2 2ϑGzz + 1
4(cos

2 2ϑ− 1)G++

+ 1
4(cos 2ϑ+ 1)2G+− + 1

4(cos 2ϑ− 1)2G−+ + 1
4(cos

2 2ϑ− 1)G−−

− 1
2(cos 2ϑ+ 1) sin 2ϑ(G+z + Gz−)

− 1
2(cos 2ϑ− 1) sin 2ϑ(G−z + Gz+), (5.17)

Gαβ =
〈
Tτ(σ

α − 〈σα〉)τ(σβ − 〈σβ〉)τ ′
〉
. (5.18)

Температурнi ФГ в НХФ можна отримати, скориставшись рiвнянням Лар-

кiна

Gαβ = Gαβ0 +
∑

γδ

Gαγ0 jγδGδβ; (5.19)

де незбуренi ФГ виражаються через одновузловi ФГ та середнi значення опера-

тора псевдоспiну

G+−0 = −2g0(ωn)〈σz〉0 , Gzz0 = βb′δ(ωn),

G−+0 = −2g0(−ωn)〈σz〉0 , g0(ωn) =
1

iωn+E ; (5.20)

b(βE) ≡ 〈σz〉0 = 1
2 th

βE
2 , b′ ≡ ∂b

∂(βE) = 〈σ2z〉0 − 〈σz〉20 ;

а параметри ефективної взаємодiї мають такий вигляд

j++(q) = j−−(q) = 1
2(cos

2 2ϑ− 1)t′q ,

j+−(q) = j−+(q) = 1
2(cos

2 2ϑ+ 1)t′q ,

jzz(q) = 2 sin2 2ϑ t′q ,

j+z(q) = jz+(q) = j−z(q) = jz−(q) = − sin 2ϑ cos 2ϑ t′q . (5.21)

Рiвняння типу (5.19) для звичайної моделi жорстких бозонiв було знайдено в ро-

ботi [207].

Розподiл частинок за iмпульсами у збудженому станi можна отримати як

суму за мацубарiвськими частотами

nq − ξ2δ(q) = −
1

β

∑

ωn

eiωn0
− 〈
Tτ(X

20 − ξ)(X02 − ξ)
〉
q,ωn

(5.22)
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вiд температурної ФГ

〈
Tτ(X

20 − ξ)(X02 − ξ)
〉
q,ωn

= 〈σz〉0
(
cos 2ϑ− Φq

iωn − εq
+

cos 2ϑ+ Φq

iωn + εq

)

+ GI(q) · δ(ωn), (5.23)

Φq =
1

2εq

[
E
(
cos22ϑ+ 1

)
+ 4 cos22ϑ 〈σz〉t′q

]
, (5.24)

εq =
[
(E + 2〈σz〉t′q)(E + 2〈σz〉t′q cos2 2ϑ)

]1/2
. (5.25)

Явний вигляд спектру одночастинкових збуджень залежить вiд того, у якiй фазi

перебуває система. Так, для NO фази

ε(NO)
q = δ − µ+ 2〈σz〉t′q, E = δ − µ, (5.26)

а для SF фази вiн складається з двох гiлок ±ε(SF)q

ε(SF)q = 2|〈σz〉|
[
(|t′0|+ t′q)

(
|t′0|+ t′q

(δ − µ)2
4|t′0|2〈σz〉2

)]1/2
, E = 2|t′0|〈σz〉. (5.27)

Даний результат спiвпадає за зовнiшнiм виглядом зi своїм аналогом для звичайної

(дворiвневої) моделi жорстких бозонiв (перехiд до дворiвневого випадку можна

формально виконати, спрямувавши δ → −∞). Однак, вiдмiннiсть полягає у тому,

що середнє σz i кут ϑ тут визначаються з трирiвневої задачi (5.12).

Таким чином, у розподiлi за iмпульсами можна видiлити три вклади:

nq = ξ2δ(q)

︸ ︷︷ ︸
бозе-

конденсат

+ 〈σz〉0
(
Φq coth

βεq
2
− cos 2ϑ

)

︸ ︷︷ ︸
одночастинковi

збудження

+
1

β
GI(q)
︸ ︷︷ ︸

неергодичний

внесок

. (5.28)

Першi два повнiстю вiдповiдають отриманим у роботi [17] результатам, тодi як

неергодичний внесок (для даного випадку викликаний статичними флуктуацiями

густини) можна отримати тiльки за допомогою температурних ФГ; вiн має таку

структуру:

1
βGI(q) =

b′ sin22ϑ(
1+2 〈σ

z〉0
E cos22ϑt′q

)(
1+2 〈σ

z〉0
E cos22ϑt′q+2βb′ sin22ϑt′q

) ,

b′ =
1

4
〈X̃00 + X̃22〉 − 〈σz〉20. (5.29)
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Рис. 5.3. Залежностi 〈σz〉0 i b′ вiд хiмпотенцiалу при рiзних температурах – спо-
стерiгається ефект «вимороження» b′ через те, що перескоки частинок
можливi лише мiж збудженими станами (δ = 0.1, |t0| = 1).

Оскiльки sin 2ϑ вiдмiнний вiд нуля лише в SF фазi, то неергодичний внесок теж

iснує тiльки в нiй:

GI(q) =

{
= 0, NO-фаза,

6= 0, SF-фаза.

Через складну структуру неергодичного внеску загальний аналiз його пове-

дiнки досить складний. На рис. 5.3 зображено залежностi середнiх, що входять до

формули (5.29), вiд хiмпотенцiалу та температури. Видно, що низькi температури

«виморожують» неергодичнiсть (оскiльки перескоки частинок можливi лише мiж

збудженими станами рiзних вузлiв).
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Рис. 5.4. Розподiл за iмпульсами в NO та SF фазах (Θ = 0.1, δ = 0.1, |t0| = 1).
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Рис. 5.5. Розподiл за iмпульсами в SF-фазi бiля лiнiй фазових переходiв: порiвня-
ння ергодичного та неергодичного внескiв (Θ = 0.3, δ = 0.1, |t0| = 1).

Як видно з рис. 5.4, в цiлому розподiл за iмпульсами в SF фазi сильно зро-

стає при наближеннi до центра зони Брiллюена (бозе-конденсацiя). Якщо розгля-

дати роль неергодичного внеску у розподiл за iмпульсами, то, оскiльки в SF-фазi

E = 2|t0|〈σz〉0, маємо
(
1 + 2

〈σz〉0
E

cos22ϑt′q

)∣∣∣∣
q→0

→ 0,
1

β
GI(q)→∞

при наближеннi до лiнiї ФП другого роду SF-NO (див. рис. 5.5 i рис. 5.6).
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Рис. 5.6. Неергодична частина як функцiя µ i Θ (δ = 0.1, |t0| = 1).
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Рис. 5.7. Порiвняння заселеностей збудженого стану отриманих у НСП i НХФ
(δ = 0.1, |t0| = 1).

Оскiльки сумарну заселенiсть збудженого стану легко отримати, пiдсуму-

вавши iмпульсний розподiл за хвильовим вектором (замiнено на iнтегрування з

модельною густиною станiв аналогiчно до [17])

ncRPA ≡ n =
1

N

∑

q

nq =

∫
nzg0(z) dz, (5.30)

то можна спостерiгати певну розбiжнiсть мiж результатом, отриманим в НХФ, та

його аналогом в НСП (див. рис. 5.7).

Цiкаво також порiвняти внески у заселенiсть збудженого стану (бозе-
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Рис. 5.8. Порiвняння внескiв у заселенiсть збудженого стану: бозе-конденсат,
одночастинковi збудження, неергодична частина (δ = 0.1, |t0| = 1).
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Рис. 5.9. Частка бозе-конденсату в заселеностi: бозе-конденсат, заселенiсть збу-
дженого стану та їх вiдношення (δ = 0.1, |t0| = 1).

конденсат, одночастинковi збудження, неергодична частина):

ncRPA ≡ n = ξ2 + nSP + nNE.

Як видно з рис. 5.8, особливо сильно неергодичний внесок проявляється при на-

ближеннi до лiнiї фазових переходiв другого роду поблизу трикритичної точки.

Можна також розрахувати частку бозе-конденсату в загальнiй заселеностi збу-

дженого стану (рис. 5.9).

5.4. Моделювання двовимiрних гексагональних

оптичних ґратках iз структурою типу графену

Гамiльтонiан квантового ґраткового газу у загальному випадку дається ви-

разом

H = −
∑

i,j

tijb
+
i bj +

∑

i

(εα − µ)ni, (5.31)

де tij — iнтеграл перенесення, εα — енергiя на вузлi (α = A,B — iндекс пiдгра-

тки), µ— хiмiчний потенцiал, b+i (bi)— оператори народження (знищення) частин-

ки, ni — число частинок на вузлi i. Енергiю мiжвузлової взаємодiї ми тут не вра-

ховуємо.

У випадку оптичних ґраток з глибокими потенцiальними ямами енергiя

одновузлового вiдштовхування бозе-атомiв є великою i добрим наближенням є
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пiдхiд жорстких бозонiв, у якому iснує обмеження на їх число заповнення (ni = 0

або 1). Такi бозони описуються операторами Паулi з комутацiйними спiввiдноше-

ннями.

[b+i , b
+
j ] = [bi, bj] = [b+i , bj] = 0, i 6= j; {bi, b+i } = 1. (5.32)

Модель стає еквiвалентною до задачi зi псевдоспiном S = ↓ (S = ↑) в результатi

перетворення

b+i = S−i , bi = S+
i , b

+
i bi = ni =

1

2
− Sz

i . (5.33)

Гамiльтонiан у спiновому зображеннi записується у виглядi

H = −
∑

i,j

tijS
−
i S

+
j −

∑

i

hαS
z
i + const, (5.34)

де

hα = (εα − µ), const =
∑

α=A,B

(εα − µ)
N

2
. (5.35)

Надалi сталий доданок у гамiльтонiанi опускаємо. Сума за iндексом i вмiщує пiд-

сумовування за n-iндексом комiрки та за α-iндексом пiдґратки.

Враховуючи вищесказане, у випадку двох пiдґраток (α = A,B) отримуємо

вираз для гамiльтонiана системи:

H =−
∑

nn′

JAB
nn′ (Sx

nAS
x
n′B + Sy

nAS
y
n′B)−

−
∑

nn′

JBA
nn′ (Sx

nBS
x
n′A + Sy

nBS
y
n′A)−

− hA
∑

n

Sz
nA − hB

∑

n′

Sz
n′B. (5.36)

Здiйснимо поворот у спiновому просторi на деякий кут θα:

Sz
nα = σznα cos θα + σxnα sin θα

Sx
nα = σxnα cos θα − σznα sin θα, (5.37)

Sy
nα = σynα.
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Отримаємо

H =

= −
∑

nn′

[
LAB
1 (n, n′)σxnAσ

x
n′B + LAB

2 (n, n′)σznAσ
z
n′B

]
+

+
∑

nn′

[
LAB
3 (n, n′)σxnAσ

z
n′B + LAB

4 (n, n′)σznAσ
x
n′B

]
−

−
∑

nn′

LAB
5 (n, n′)σynAσ

y
n′B−

−
∑

α

hα
∑

n

(σznα cos θα + σxnα sin θα), (5.38)

де введено позначення

LAB
1 (n, n′) = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) cos θA cos θB,

LAB
2 (n, n′) = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) sin θA sin θB,

LAB
3 (n, n′) = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) cos θA sin θB,

LAB
4 (n, n′) = (JAB

nn′ + JBA
n′n ) sin θA cos θB, (5.39)

LAB
5 (n, n′) = JAB

nn′ + JBA
n′n .

Виконаємо фур’є-перетворення до хвильових векторiв:

∑

n′

(JAB
nn′ + JBA

n′n )e
iq(RnA−Rn′B) = JAB(q) ≡ J(q),

∑

n′

(JBA
nn′ + JAB

n′n )e
iq(RnB−Rn′A) = JBA(q) ≡ J(−q); (5.40)

тодi

LAB
1 (q) = J(q) cos θA cos θB,

LAB
2 (q) = J(q) sin θA sin θB,

LAB
3 (q) = J(q) cos θA sin θB,

LAB
4 (q) = J(q) sin θA cos θB, (5.41)

LAB
5 (q) = J(q).

Враховуючи еквiвалентнiсть оточення вузлiв з рiзних пiдґраток, можемо запи-

сати JAB(0) = JBA(0) ≡ J(0) = 3t, де t— подвоєний iнтеграл перенесення мiж
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найближчими вузлами у ґратцi (див. Додаток Д). Видiлимо у гамiльтонiанi ча-

стину, що вiдповiдає наближенню середнього поля (MF):

σνnAσ
ν′

n′B → 〈σνA〉σν
′

n′B + 〈σν′B 〉σνnA − 〈σνA〉〈σν
′

B 〉,

ν, ν ′ = x, y, z, 〈σxα〉 = 〈σyα〉 = 0. (5.42)

У результатi гамiльтонiан середнього поля набере вигляду

HMF = −
∑

nα

Eασ
z
nα. (5.43)

Власнi значення i кути повороту θα отримуються зi системи рiвнянь

Eα = (εα − µ) cos θα − J(0)〈Sx
β〉 sin θα,

(εα − µ) sin θα + J(0)〈Sx
β〉 cos θα = 0, (5.44)

де

〈Sx
α〉 = −〈σzα〉 sin θα, 〈Sz

α〉 = 〈σzα〉 cos θα,

〈σzα〉 =
1

2
th
βEα

2
, α, β = A,B, α 6= β. (5.45)

У невпорядкованiй (для системи бозонiв — т. зв. нормальнiй) фазi: θα =

0, 〈Sx
α〉 = 0, 〈Sz

α〉 = 〈σzα〉, Eα = εα. Розв’язок θα 6= 0 описує “впорядковану” фазу

(фазу з конденсатом жорстких бозонiв), для якої 〈Sx
α〉 ≡ 〈bα〉 6= 0 є параметром

порядку. Система рiвнянь (5.44) з (5.45) визначає поведiнку параметра порядку

та середнього 〈Sz
α〉 тобто 〈nα〉 iз змiною температури у впорядкованiй фазi. Змiна

параметра порядку 〈Sx〉 з температурою у випадку, коли кристал не роздiлений

на пiдґратки [135] при заданому значеннi енергiї на вузлi в наближеннi середнього

поля є такою ж, як i для моделi Iзiнга iз поперечним полем (яке дiє на спiн, роль

якого в данiй роботi вiдiграє величина hα = εα−µ). Надалi при обчисленнях буде-

мо дослiджувати поведiнку зонного спектру бозонiв у невпорядкованiй (NO) фазi

при фiксованiй температурi в залежностi вiд значень полiв hα при рiзнiй вiддалi

вiд лiнiй на фазових дiаграмах (див. [151]), що визначають переходи до фази з

бозе-конденсатом (SF-фази).



162

5.5. Функцiї Грiна та енергетичний спектр моделi

Одночастинковий енергетичний спектр можемо обчислити методом функцiй

Грiна iз використанням наближення хаотичних фаз. Одночастинкова функцiя

Грiна на операторах 〈〈blα|b+nβ〉〉 дорiвнює функцiї Грiна на операторах псевдоспiну

〈〈S+
lα|S−nβ〉〉 ≡ G+−

lα,nβ [149, 151]:

〈〈S+
lα|S−nβ〉〉 = 〈〈Sx

lα|Sx
nβ〉〉 − i〈〈Sx

lα|Sy
nβ〉〉+

+i〈〈Sy
lα|Sx

nβ〉〉+ 〈〈Sy
lα|S

y
nβ〉〉. (5.46)

У NO-фазi (cos θα = 1, sin θα = 0):

G+−
lα,nβ = 〈〈σxlα|σxnβ〉〉 − i〈〈σxlα|σynβ〉〉+

+i〈〈σylα|σxnβ〉〉+ 〈〈σ
y
lα|σ

y
nβ〉〉. (5.47)

Записуємо рiвняння руху для функцiй Грiна на компонентах псевдоспiну:

~ω〈〈σνlα|σν
′

nβ〉〉 =
~

2π
〈[σνlα, σν

′

nβ]〉+ 〈〈[σνlα, H]|σν′nβ〉〉,

ν, ν ′ = x, y. (5.48)

Застосуємо розчеплення функцiї Грiна вищого порядку, що вiдповiдає набли-

женню хаотичних фаз. При такому розчепленнi [σzlα, H] → 0, у результатi чого

〈〈σzlα|σν
′

nβ〉〉 = 0, 〈〈σνlα|σznβ〉〉 = 0. Для функцiй Грiна з поперечними компонентами

псевдоспiну отримаємо систему рiвнянь

~ω〈〈σxlα|σxnα〉〉 = iEα〈〈σylα|σxnα〉〉−
− i〈σzα〉

∑

n

Lαβ
5 〈〈σynβ|σxnα〉〉,

~ω〈〈σylα|σxnα〉〉 = −i
~

2π
〈σzα〉δln − iEα〈〈σxlα|σxnα〉〉+

+ i〈σzα〉
∑

n

Lαβ
1 〈〈σxnβ|σxnα〉〉,

~ω〈〈σxlβ|σxnα〉〉 = iEβ〈〈σylβ|σxnα〉〉− (5.49)

− i〈σzβ〉
∑

n

Lβα
5 〈〈σynα|σxnα〉〉,
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~ω〈〈σylβ|σxnα〉〉 = −iEβ〈〈σxlβ|σxnα〉〉+

+ i〈σzβ〉
∑

n

Lβα
1 〈〈σxnα|σxnα〉〉,

де (i в подальшому) α 6= β. Подiбно записується система рiвнянь для функцiй

〈〈σy...|σxnα〉〉. Пiсля фур’є-перетворення до хвильових векторiв

Gνν′

αβ (q) ≡
∑

l−n
〈〈σνlα|σν

′

nβ〉〉eiq(Rlα−Rlβ) (5.50)

з LAB
1 (q) = LAB

5 (q) = J(q), LBA
1 (q) = LBA

5 (q) = J(−q) система рiвнянь (5.49)

матиме вигляд

~ωGxx
αα(q) = iEαG

yx
αα(q)− iJ(q)〈σzα〉Gyx

βα(q),

~ωGyx
αα(q) = −i

~

2π
〈σzα〉 − iEαG

xx
αα(q)+

+ iJ(q)〈σzα〉Gxx
βα(q), (5.51)

~ωGxx
βα(q) = iEβG

yx
βα(q)− iJ(−q)〈σzβ〉Gyx

αα(q),

~ωGyx
βα(q) = −iEβG

xx
βα(q) + iJ(−q)〈σzβ〉Gxx

αα(q).

Аналогiчну форму має система рiвнянь для функцiй Грiна Gνy
αα(q) i Gνy

βα(q) (з

замiною у вiдповiдних мiсцях J(q)→ J(−q)). Шуканою є функцiя Грiна

G+−
α (q) = 〈〈bα|b+α 〉〉q = G+x

α (q)− iG+y
α (q). (5.52)

Тут

G+x
α (q) = 〈〈σxα|σxα〉〉q + i〈〈σyα|σxα〉〉q, (5.53)

G+y
α (q) = 〈〈σxα|σyα〉〉q + i〈〈σyα|σyα〉〉q. (5.54)

Розв’язки наведених вище рiвнянь є наступними

G±xαα(ω,q) = (5.55)

= ± ~

2π
〈σzα〉

~ω ∓ Eβ

(~ω − Eα)(~ω − Eβ)− 〈σzα〉〈σzβ〉|J(q)|2
,

G±yαα(ω,q) = (5.56)

= i
~

2π
〈σzα〉

~ω ∓ Eβ

(~ω − Eα)(~ω − Eβ)− 〈σzα〉〈σzβ〉|J(q)|2
.
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Остаточно для одночастинкових функцiй Грiна отримуємо вирази:

G+−
βα (ω,q) = −

〈σzβ〉J(q)
~ω − Eβ

G+−
αα (ω,q), (5.57)

G+−
αα (ω,q) = (5.58)

=
~

π
〈σzα〉

~ω − Eβ

(~ω − Eα)(~ω − Eβ)− 〈σzα〉〈σzβ〉|J(q)|2
.

У нормальнiй фазi спектр бозонних збуджень, визначений з (5.58), має вигляд

(див. також [151])

ε1, 2(q) = (5.59)

=
hA + hB

2
± 1

2

√
(hA − hB)2 + 4〈σzA〉〈σzB〉|J(q)|2,

J(q) = t
(
eiqya + 2e−iqya cos

(√
3
2 aqx

))

(див. Додаток Д). У позначеннях h = hA+hB

2 , δ = hA−hB

2 вираз для спектру запи-

сується як

ε1, 2(q) = h±
√
δ2 +

1

9
〈σzA〉〈σzB〉J2(0)|γ(q)|2. (5.60)

Областi та межi iснування iснування норамальної (NO) фази, а також фази

з бозе-конденсатом (SF-фази) випливають з умови розбiжностi функцiї G+−
αα при

ω → 0, q→ 0 i визначаються рiвнянням

h2 − δ2 = 〈σzA〉〈σzB〉J2(0) ≡ 〈σzA〉〈σzB〉9t2. (5.61)

Вiдповiдна фазова дiаграма (T, h) в одиницях J(0) зображена на рис. 5.10.

5.6. Спектр бозонних збуджень. Одночастинкова

спектральна густина станiв

Знайдемо спектральну густину бозонних збуджень, розраховану на один ву-

зол пiдґратки α (α = A,B), для обидвох пiдґраток як уявну частину функцiї

Грiна 〈〈biα|b+iα〉〉ω+iε

ρα(ω) = −
1

N

∑

q

Im 〈〈bα|b+α 〉〉q,ω+iε. (5.62)
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Рис. 5.10. Фазова дiаграма на площинi (T, h) при рiзних значеннях δ (δ =
0, 0.25, 0.45, 0.5, 0.55) [151]. Тут i на наступних рисунках всi енергетичнi
величини подано в одиницях J(0).

Виходячи з (5.58), отримуємо

ρα(ω) =
〈σzα〉
N

∑

q

(
C1(q)δ(ω − ε1(q)

~
)+

+ C2(q)δ(ω − ε2(q)
~

)
)
, (5.63)

де коефiцiєнти при δ-функцiях

C1,2(q) =
1

2
± δα

2
√
δ2 + 1

9〈σzα〉〈σzβ〉J2(0)|γ(q)|2
. (5.64)

Тут α 6= β,

δα =

{
δ, α = A,
−δ, α = B,

ε1(q), ε2(q)— вiтки спектру (5.60). Даний вираз для спектральної густини в NO

формально спiвпадає з отриманим в [151] для випадку кубiчної ґратки.

Залежнiсть ρα(ω,q) вiд хвильового вектора виражається через залежнiсть

J(q) вiд q. Пiдсумування за q вiдбувається у межах першої зони Брiллюена Ω.

Для розрахунку даної суми переходимо до iнтегралу за змiнною x ≡ |γq|2, вводячи
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Рис. 5.11. Перша зона Брiллюена Ω в оберненiй ґратцi (однаковими цифрами по-
значено трансляцiйно еквiвалентнi областi).

функцiю ρ0(x):

1

N

∑

q∈Ω
Φ(|J(q)|2) = 1

N

∑

q∈Ω
Φ(t2|γ(q)|2) =

=

∫
dxρ0(x)Φ(t

2x),

ρ0(x) =
1

N

∑

q∈Ω
δ(x− |γ(q)|2). (5.65)

За означенням перехiд вiд суми за q до iнтегралу в межах першої зони Брiллюена

Ω:

1

N

∑

q∈Ω
(. . . ) =

S

(2π)2N

∫

Ω

dqxdqy (. . . ) , (5.66)

де S — площа так званої основної областi кристалу, N — число комiрок. Вiдно-

шення S
N має змiст площi елементарної комiрки у прямому просторi, утвореної

базисними векторами a1, a2, |a1| = |a2| = a
√
3, S

N = 3
√
3

2 a2. Розглянемо межi iнте-

грування за qx i qy. З рис. 5.11 видно, що замiсть iнтегрувати в межах областi Ω,

можна iнтегрувати в межах видiленого прямокутника. Оскiльки пiдiнтегральна
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функцiя парна вiдносно змiнних qx, qy, то для суми за q ∈ Ω маємо:

1

N

∑

q

(. . . ) =
3
√
3a2

(2π)2

2π√
3a∫

0

dqx

2π
3a∫

0

dqy (. . . ) . (5.67)

У змiнних 2ϑ =
√
3
2 qxa, ϕ = 3

2qya:

1

N

∑

q

(. . . ) =
2

π2

π
2∫

0

dϑ

π∫

0

dϕ(. . . ). (5.68)

Остаточно вираз для ρ0(x) у даному випадку набуває вигляду

ρ0(x) =
1

π2

π∫

0

dϑ

π∫

0

dϕ×

× δ(x− 1− 4 cos 2ϑ cosϕ− 4 cos2 2ϑ). (5.69)

Формула (5.69) прямо вiдповiдає виразу для функцiї розподiлу за квадратом енер-

гiї g(ε2) для невзаємодiючих частинок у ґратцi зi структурою графену [208, 209],

згiдно з яким ρ0(x) можемо записати через повний елiптичний iнтеграл I роду

F (π2 ,m):

ρ0(x) =
1

π2
1√
Z0

F

(
π

2
,

√
Z1

Z0

)
, (5.70)

де

Z0 =

{
(1 +

√
x))2 − 1

4(x− 1)2, x 6 1,
4
√
x, 1 6 x 6 9;

Z1 =

{
4
√
x, x 6 1,

(1 +
√
x)2 − 1

4(x− 1)2, 1 6 x 6 9.

Отриману функцiю застосуємо для розрахунку спектральної густини:

ρα(ω) = 〈σzα〉
∫

dxρ0(x)
(
C1(x)δ

(
ω − ε1(q)

~

)
+

+ C2(x)δ
(
ω − ε2(q)

~

))
, (5.71)
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де

C1,2(x) =
1

2


1± δα√

δ2 + 〈σzα〉〈σzβ〉t2x


 , (5.72)

〈σzα〉 =
1

2
th
βhα
2
. (5.73)

Використаємо для δ-функцiй у виразi для ρα(ω) зображення δ(f(x)) =
∑

i
δ(x−xi)
|f ′(xi)| , де xi — коренi рiвняння f(x) = 0. Таким коренем для обидвох δ-функцiй

є x0 =
(~ω−h)2−δ2
〈σz

α〉〈σz
β〉t2

, причому перша з них дає ненульовий внесок при ~ω > h, а дру-

га — при ~ω < h. Значення похiдної |f ′(x1,2)| = t2

~

∣∣∣ 〈σ
z
α〉〈σz

β〉
2(~ω−h)

∣∣∣. Пiсля деяких спрощень

маємо

ρα(~ω) =
ρα(ω)

~
=
〈σzα〉
t2

(
ρ(1)α (ω) + ρ(2)α (ω)

)
; (5.74)

тут запроваджено спектральну густину ρα(~ω), розраховану на одиничний iнтер-

вал енергiї;

ρ(1,2)α (ω) = ρ0(x0)

∣∣∣∣∣
~ω − h
〈σzα〉〈σzβ〉

∣∣∣∣∣
~ω − h+ δα

~ω − h , (5.75)

α, β = A,B, α 6= β,

причому ρ(1)α (ω) стосується областi ~ω > h, а ρ(2)α (ω)— областi ~ω < h.

Розглянемо межi, в яких змiнюються енергiї ε1(x) i ε2(x) зонного спектру

бозонiв в областi значень аргумента 0 6 x 6 9. Для визначеностi вiзьмемо δ > 0.

Можливi такi випадки:

1. 〈σzA〉〈σzB〉 > 0.

Ця нерiвнiсть виконується, якщо hA > 0, hB > 0 (h > 0) або hA < 0, hB <

0 (h < 0) (hA = h+ δ, hB = h− δ). Спектральна густина ρα(~ω) вiдмiнна вiд нуля,

якщо

h−
√
δ2 + 9〈σzA〉〈σzB〉t2 6 ~ω 6 h− δ (5.76)

та

h+ δ 6 ~ω 6 h+
√
δ2 + 9〈σzA〉〈σzB〉t2. (5.77)
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Межi зон даються максимальним i мiнiмальним значенням енергiй ε2(x) i ε1(x),

вiдповiдно. При цьому

min ε1 = ε1(x = 0) ≡ h+ δ,

max ε2 = ε2(x = 0) ≡ h− δ. (5.78)

Данi значення енергiй визначають щiлину в спектрi (ширина щiлини ∆ε = 2δ).

Система є в нормальнiй фазi, якщо для додатних енергiй hA i hB хiмiчний потен-

цiал µ розташований пiд нижнiм краєм зони ε2(x), а для вiд’ємних енергiй — над

верхнiм краєм зони ε1(x). Повиннi виконуватись умови

min ε2 = ε2(x = 9) ≡ h−
√
δ2 + 9〈σzA〉〈σzB〉t2 > 0

у першому iз цих випадкiв та

max ε1 = ε1(x = 9) ≡ h+
√
δ2 + 9〈σzA〉〈σzB〉t2 < 0

— у другому (у нашiй моделi енергiя бозонiв завжди вiдраховується вiд рiвня

хiмiчного потенцiалу).

2. 〈σzA〉〈σzB〉 < 0.

При δ > 0 така нерiвнiсть має мiсце, коли hA > 0, hB < 0 (h > 0 або h < 0).

Межi зон визначаються тепер нерiвностями

h− δ 6 ~ω 6 h−
√
δ2 − 9|〈σzA〉〈σzB〉|t2 (5.79)

та

h+
√
δ2 − 9|〈σzA〉〈σzB〉|t2 6 ~ω 6 h+ δ. (5.80)

Щiлина в спектрi є обмежена значеннями енергiї

min ε1 = ε1(x = 9) = h+
√
δ2 − 9|〈σzA〉〈σzB〉|t2 > 0,

max ε2 = ε2(x = 9) = h−
√
δ2 − 9|〈σzA〉〈σzB〉|t2 < 0 (5.81)
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i ширина щiлини складає ∆ε = 2
√
δ2 − 9|〈σzA〉〈σzB〉|t2. Хiмiчний потенцiал перебу-

ває у щiлинi при виконаннi вказаних нерiвностей. Сама ж щiлина тут зникає при

δ = ±3t
√
|〈σzA〉〈σzB〉|.

Поведiнка функцiй ρα(~ω) на краях зон визначається як функцiєю розпо-

дiлу ρ0(x0), де аргумент x0 змiнюється з частотою, так i повним множником, що

є бiля ρ0(x0). При наближеннi до країв зон, у тому числi при x0 → 0 (що вiдпо-

вiдає граничному переходу ~ω → h ± δ), функцiя ρ0(x0) прямує до скiнченного

значення, яке дорiвнює 1
π
√
3
. Це випливає з формули (5.70), оскiльки у цiй границi

Z1(X0)/Z0(X0)→ 0,
√
Z0(x0)→

√
3
2 , F (π/2, 0) =

π
2 .

З другого боку,

~ω − h+ δα →
{

1, ~ω → h+ δα,
0, ~ω → h− δα;

i тому

ρA(~ω)→
{ 2

t2
δ

|〈σz
A〉〈σz

B〉|
〈σzA〉 1

π
√
3
, ~ω → h+ δ,

0, ~ω → h− δ;

ρB(~ω)→
{

0, ~ω → h+ δ,
2
t2

δ
|〈σz

A〉〈σz
B〉|
〈σzB〉 1

π
√
3
, ~ω → h− δ. (5.82)

Розкладаючи у ряди функцiї Z0(x), Z1(x), F (π/2,m) при малих значеннях аргу-

мента, можна переконатись, що при невеликих вiдхиленнях вiд точок, де ρA,B = 0,

цi функцiї наростають зi змiною частоти за лiнiйним законом. У всiх iнших випад-

ках функцiї ρA(~ω) i ρB(~ω) на краях зон стають рiвними нулю стрибкоподiбно.

Числовi розрахунки, проведенi за формулою (5.75) при врахуваннi вира-

зiв (5.45) для середнiх 〈σzA〉, 〈σzB〉, пiдтверджують таку топологiю спектральних

густин. Зокрема, у вищезгаданому випадку (1), коли хiмiчний потенцiал перебу-

ває пiд або над обома зонами, спектральна густина з одного боку щiлини має

стрибок, а з другого — наростає плавно. Якщо хiмiчний потенцiал є в щiлинi, то

спектральна густина має стрибки з обох бокiв. Загальною i вiдомою для моделi

Бозе–Хаббарда властивiстю є те, що в областi ~ω < 0 (нижче рiвня хiмiчного

потенцiалу) спектральнi густини ρA i ρB вiд’ємнi, а в областi ~ω > 0 (вище рiвня

µ) вони є додатними.
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y

(a)

Рис. 5.12. Закони дисперсiї бозонних збуджень у гексагональнiй ґратцi (а), (б) та
частотна залежнiсть одночастинкової спектральної густини станiв ρ(ω)
(в) у випадку δ = 0 та одночастинкової енергiї ε = 0.5. Одночастин-
кову спектральну густину станiв отримано для температур β = 10, 4, 2
(〈nα〉 = 1

2−〈σzα〉: 〈nα〉β=10 = 0.0066, 〈nα〉β=4 = 0.1192, 〈nα〉β=2 = 0.2689).

Для гексагональної ґратки типу графену у випадку, коли глибини потен-

цiальних ям однаковi (εA = εB), маємо безщiлинний спектр (∆ε = 0) бозонних
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збуджень. На рис. 5.12(a),(б) зображено змiну ширини енергетичної зони у спектрi

iз змiною температури: в мiру пониження температури ширина зони збiльшується

i досягає максимуму при температурi фазового переходу у стан iз бозе конденса-

том. Двi вiтки спектру дотикаються у кутах зони Брiллюена в точках Дiрака

K ′, K.

Закон дисперсiї бозонних збуджень для iншого перерiзу енергетичної по-

верхнi спектру вздовж осi qy в межах першої зони Брiллюена (компонента qx = 0)

зображено на рис. 5.12(б). Тут двi вiтки спектру розходяться на краю зони Брi-

ллюена. Для даного випадку δ = 0 (εA = εB = 0.5) отримано одночастинкову

спектральну густину (рис. 5.12(в)) для деяких температур. В околi точок Дiрака

енергетичний спектр (рис. 5.12(a)) змiнюється за лiнiйним законом.

У випадку рiзних глибин потенцiальних ям (εA 6= εB) на краю зони Брiллю-

ена виникає згадана вище щiлина, ширина якої визначається рiзницею одновузло-

вих енергiй. На рис. 5.13(a) зображено енергетичний спектр бозонних збуджень

при оберненiй температурi β = 5. Тут розглянуто невелику рiзницю одновузлових

енергiй δ=0.005, 0.05, 0.2 (εA 6= εB > 0). Величина щiлини ∆ε у спектрi дорiвнює

2δ (〈σzA〉〈σzB〉 > 0), а її межами є ~ω1,2 = h ± δ. Для спектру бозонних збуджень,

розмiщеного над рiвнем хiмiчного потенцiалу µ, отримуємо додатнi значення спе-

ктральних густин (рис. 5.12(б), 5.13(б)), а у випадку, коли зони розташованi пiд

рiвнем µ, спектральнi густини вiд’ємнi. Крайнi значення частот, якi обмежують

область, де ρα(~ω) 6= 0, дорiвнюють ~ω3,4 = h±
√
δ2 + 〈σzA〉〈σzB〉J2(0).

У випадку, коли рiвень хiмiчного потенцiалу заходить мiж зони (див.

рис. 5.14(а) при тiй же температурi β = 5), отримуємо суттєво iншу поведiнку

енергетичного спектру бозонних збуджень. Екстремуми вiток спектру при q = 0

зверненi у напрямку рiвня хiмiчного потенцiалу µ. Вiд’ємнi значення одночастин-

кової спектральної густини (ρ(~ω) < 0) вiдповiдають нижнiй зонi, розмiщенiй пiд

рiвнем хiмiчного потенцiалу µ, а додатнi — верхнiй зонi (рис. 5.14(б),(в)).

З фазової дiаграми (T, h) (рис. 5.10) видно, що у точцi фазового переходу

мiж NO i SF-фазами, де вiдбувається роздiлення на двi областi SF-фази, вiдпо-

вiдає критичне значення щiлини у спектрi бозонних збуджень ∆(kTc) = 2δc = 1
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Рис. 5.13. Закони дисперсiї ε(q) для NO-фази для значень δ = 0.005, 0.05, 0.2 при
β = 5 (a). Рiвень хiмiчного потенцiалу (µ = 0) розмiщено нижче зонного
спектру (пунктирна лiнiя). Частотну залежнiсть одночастинкової спе-
ктральної густини для пiдґраток А, В наведено для значень δ = 0.2, 0.05
при β = 5 (б).

(в одиницях J(0)). На рис. 5.15(a) для δ = 0.5, проiлюстровано поведiнку енер-

гетичного спектру бозонних збуджень при рiзних температурах у випадку, коли

рiвень хiмiчного потенцiалу лежить у центрi зони. При температурi β = 100 (що

практично вiдповiдає абсолютному нулю температури) двi вiтки спектру практи-

чно дотикаються у центрi зони при (q = 0); це вiдповiдає точцi фазового переходу

(NO→ SF) для δ = 0.5, βc →∞. Cереднє число заповнення бозе частинкою вузла

пiдґратки А 〈nA〉 = 0, в той час як для пiдґратки B 〈nB〉 = 1. Також показано,

який вигляд має одночастинкова спектральна густина станiв на вузлi A для зна-

чень β = 1, 10 i близько критичної точки при β = 100 (kTc ⋍ 0)), (рис. 5.15(б)–(г)).
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Рис. 5.14. Закони дисперсiї для NO-фази при рiзних значеннях напiврiзницi одно-
частинкових енергiй δ = 0.35, 0.45, 0.55 (a) та одночастинковi спе-
ктральнi густини станiв для двох пiдґраток: A — (б), B — (в) для зна-
чень εA, εB, вказаних на рисунку. Наведено середнє число заповнення
вузлiв у елементарнiй комiрцi 〈nα〉, α = A,B. Пунктирна лiнiя вказує
розташування рiвня хiмiчного потенцiалу (µ = 0).

Характер перебудови частотної залежностi одночастинкової спектральної

густини станiв залежно вiд розташування рiвня хiмiчного потенцiалу якiсно узго-
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Рис. 5.15. Закони дисперсiї ε(q) (δ = 0.5) для температур β = 1, 10, 100 (значе-
ння критичної температури kTc = 0) у NO-фазi наведено на рисунку
(a); одночастинкову спектральна густина станiв ρA(ω) для пiдґратки
А зображено на рисунках (б), (в), (г). Нижнi рисунки (в), (г) для спе-
ктральної густини станiв подано для кращої iлюстрацiї частотної зале-
жностi ρA(ω) в (б). Рiвень хiмiчного потенцiалу розмiщено у серединi
енергетичної щiлини.

джується iз результатами розрахункiв методом точної дiагоналiзацiї для моделi

одновимiрного ланцюжка, де розглядалися перестрибування жорстких бозонiв на

сусiднi вузли [150], i отримувалися вiд’ємнi значення одночастинкових спектраль-

них густин для енергiй, розташованих нижче рiвня хiмiчного потенцiалу.

5.7. Спектр збуджень в надплиннiй фазi

У нормальнiй фазi

sinϑα = 0, Eα = hα, 〈σznα〉 =
1

2
th
βhα
2

, (5.83)
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У випадку SF фази внутрiшнi поля Eα i кути ϑα визначаються iз системи рiвнянь

[134]

sin2 ϑα =
〈σzα〉2〈σzβ〉2J4(0)− h2αh2β
〈σzα〉2J2(0)[h2α + 〈σzβ〉2J2(0)]

,

〈σzα〉 =
1

2
th
βEα

2
, (5.84)

Eα = 〈σzα〉J(0)

√
h2α + 〈σzβ〉2J2(0)

√
h2β + 〈σzα〉2J2(0)

,

а перехiд з однiєї фази в другу вiдбувається при виконаннi спiввiдношення (5.61),

яке визначає межi областей, в яких iснують NO та SF фази (див. вiдповiдну фа-

зову дiаграму на рис. 5.10).

Двочасова функцiя Ґрiна

〈〈blα|b+nβ〉〉 = 〈〈S+
lα|S−nβ〉〉 ≡ G+−

lα,nβ, (5.85)

за допомогою якої можна отримати бозонний спектр, була знайдена в [134, 210,

211] методом рiвнянь руху у наближеннi хаотичних фаз. Для її фур’є-образу у

iмпульсно-частотному представленнi отримано вираз

〈〈S+
A |S−A〉〉q,w =

~

2π
〈σzA〉PA

q

[
(~2ω2−E2

A)(~
2ω2−E2

B)

−2Mq~
2ω2 − 2NqEAEB +M 2

q

]−1
, (5.86)

де чисельник функцiї Ґрiна

PA
q (~ω) =

[
EA

(
cos2 ϑA + 1

)
+ 2~ω cosϑA

]

×
(
~
2ω2 − E2

B

)
− 2~ωMq cosϑA + Φ̃A

q EB (5.87)

i введено такi позначення

Mq = Φq cosϑA cosϑB , Nq =
1

2
Φq

(
1 + cos2 ϑA cos2 ϑB

)
,

Φ̃A
q = Φq cos

2 ϑA
(
1 + cos2 ϑB

)
, Φq = 〈σzA〉〈σzB〉J2(q); (5.88)
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тут

J(q) = t

[
eiqya + 2e−iqya cos

(
qx

√
3a

2

)]
, J(0) = 3t (5.89)

(a— вiддаль мiж найближчими сусiдами у гексагональнiй ґратцi).

Спектр збуджень бозонiв у SF фазi складається з чотирьох попарно симе-

тричних гiлок

ε
(SF)
1,2 (q) = ± (Pq +Qq)

1/2 , ε
(SF)
3,4 (q) = ± (Pq −Qq)

1/2 , (5.90)

де

Pq =
1

2

(
E2

A + E2
B

)
+Mq ,

Qq =

[
1

4

(
E2

A − E2
B

)2
+ 2NqEAEB +Mq

(
E2

A + E2
B

)]1/2
. (5.91)

У порiвняннi з нормальною фазою, де згiдно з [134]

ε1,2(q) = h±
√
δ2 + 〈σzA〉 〈σzB〉 |J(q)|2 , (5.92)

кiлькiсть гiлок у спектрi у даному випадку є вдвiчi бiльшою. Подвоєння типу дзер-

кального вiдбиття вiдносно рiвня хiмiчного потенцiалу настає в момент фазового
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Рис. 5.16. Форма гiлок спектру та їх вiдповiднiсть мiж NO-фазою (штрихованi
лiнiї) i SF-фазою (суцiльнi лiнiї) для випадкiв, коли хiмпотенцiал пе-
ребуває мiж зонами у NO-фазi (злiва; h = 0.6 у NO-фазi й h = 0.7 у
SF-фазi) та пiд ними (справа; h = 0.9 у SF-фазi й h = 1.0 у NO-фазi).
Значення iнших параметрiв: δ = 0.8, Θ = 0.05. Тут i на наступних
рисунках вiдлiк енергiї ведеться вiд рiвня хiмiчного потенцiалу i вимi-
рюється в одиницях J(0).
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Рис. 5.17. Поява точок Дiрака при δ = 0 i розходження гiлок на краях зони Брiл-
люена та змiна поведiнки гiлок в центрi зони Брiллюена при зростаннi
δ (h = 0.3 у SF-фазi й h = 0.5 у NO-фазi; Θ = 0.2).

переходу, коли при змiнi параметрiв моделi (µ, δ, чи T ) край однiєї з пiдзон (5.92)

доторкається до рiвня µ. Таку ситуацiю проiлюстровано на рис. 5.16 i рис. 5.17

для випадкiв, коли спочатку (у NO фазi) хiмпотенцiал перебуває мiж пiдзонами

або пiд ними. У другому з них, коли вiдсутня щiлина у спектрi NO фази (тобто

при δ = 0), на краю зони Брiллюена iснують дiракiвськi точки з лiнiйним законом

дисперсiї. Вони є аналогом таких точок в електронному зонному спектрi графену

(див., наприклад, [135]). Кiлькiсть дiракiвських точок подвоюється пiсля перехо-

ду до SF фази. Новi точки цього типу з’являються в областi вiд’ємних енергiй,

якщо у NO фазi бозонна зона розташована над рiвнем хiмiчного потенцiалу, або

в областi додатних енергiй при її розташуваннi над рiвнем µ (див. рис. 5.17).

Зазначимо, що коли хiмпотенцiал µ є мiж пiдзонами (для цього потрiбно,

щоб δ 6= 0), спектр перебудовується i дiракiвськi точки зникають. Ситуацiя, коли

хiмпотенцiал є в безпосередньому околi дiракiвських точок або на них накладає-
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ться, у випадку жорстких бозонiв не реалiзується (за винятком областей поблизу

критичних точок, якi на фазовiй дiаграмi на рис. 5.10 є точками максимумiв кри-

вих рiвноваги фаз).

У SF фазi двi центральнi пiдзони завжди доторкаються в точцi q = 0 на

рiвнi хiмiчного потенцiалу. В цьому околi їх закон дисперсiї лiнiйний, i в такому

сенсi вони вiдповiдають збудженням боголюбiвського типу у взаємодiючому бозе-

газi, якi iснують при наявностi бозе-конденсату [136].

5.8. Спектральна густина ρα(ω) у надплиннiй фазi

Функцiю спектральної густини для одночастинкових бозонних збуджень,

розраховану на один вузол ґратки, ми тут означимо як

ρα(ω) = −
2

N

∑

q

Im 〈〈bα|b+α 〉〉q,ω+iε

= − 2

N

∑

q

Im 〈〈S+
α |S−α 〉〉q,ω+iε. (5.93)

Виходячи з формули (5.86) та застосовуючи розклад на простi дроби, можна

записати функцiю ρα(ω) наступним чином:

ρα(ω) =
1

N

∑

q

〈σzα〉
4∑

i=1

Aα
i (q)δ

(
ω − εi(q)

~

)
, (5.94)

де

Aα
1,2(q) =

P α
q (~ω = ε1,2(q))

4Qqε1,2(q)
,

Aα
3,4(q) = −

P α
q (~ω = ε3,4(q))

4Qqε3,4(q)
. (5.95)

Обчислення суми за хвильовим вектором здiйснюємо згiдно процедури

1

N

∑

q

Φ(|J(q)|2) = 1

N

∑

q

Φ(t2|γq|2)

=

∫
dxρ0(x)Φ(t

2x), (5.96)
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де

|γq|2 = 1 + 4 cos

(
qx
a
√
3

2

)
cos

(
qy
3

2
a

)

+ 4 cos2

(
qx
q
√
3

2

)
,

а ρ0(x) = 1
N

∑
q δ(x − |γq|2)— допомiжна функцiя, що характеризує розподiл за

квадратом енергiї i пов’язана з зонною густиною станiв g(E) для ґратки графену

наступним спiввiдношенням

ρ0(x) =
1

2
√
x
g(
√
x ). (5.97)

Функцiя g(E) має вигляд

g(E) = 2

π2
|E|√
Z0

F

(
π

2
,

√
Z1

Z0

)
,

Z0 =

{
(1 + |E|)2 − 1

4

(
|E|2 − 1

)2
, |E| 6 1,

4|E|, 1 6 |E| 6 3,

Z1 =

{
4|E|, |E| 6 1,

(1 + |E|)2 − 1
4(|E|2 − 1)2, 1 6 |E| 6 3,

(5.98)

де F (π/2, y)— повний елiптичний iнтеграл першого роду (див. [137, 138]).

Для δ-функцiї у формулi (5.94) використовуємо представлення

δ

(
ω − εi(x)

~

)
= δ(x− x̃i)2~|εi|

∣∣∣∣b+
d

2(~2ω2 − a− bx̃i)

∣∣∣∣
−1
, (5.99)

де εi(x) = εi(q)
∣∣
|γq|2→x

, x̃i — корiнь рiвняння ~ω = εi(x). Запроваджено також

позначення

a = (E2
A + E2

B)/2,

b = 〈σzA〉〈σzB〉 cosϑA cosϑBt
2 ≡ m cosϑA cosϑB,

d = m (EA + EB cosϑA cosϑB) (EB + EA cosϑA cosϑB) . (5.100)
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В результатi для спектральної густини ρA(~ω) = ρA(ω)/~, що характеризує роз-

подiл за енергiєю, отримуємо

ρA(~ω) =
4∑

i=1

ρ0(x̃i)〈σzA〉
k + lx̃i

|2b(~2ω2 − a− bx̃i) + d| · (−1)
i−1, (5.101)

k =
[
EA(cos

2 ϑA + 1) + 2~ω cosϑA
]
(~2ω2 − E2

B),

l = m cos2 ϑA
[
(1 + cos2 ϑB)EB − 2~ω cosϑB

]
. (5.102)

Вираз для ρB(~ω) отримуємо з наведеного замiною iндексiв A⇄ B.

З використанням формули (5.101) проведено числовi розрахунки i отрима-

но кривi ρA(~ω), якi описують частотну залежнiсть спектральної густини для

пiдґратки A. На рис. 5.18–5.20 проiлюстровано отриманi результати для рiзних
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Рис. 5.18. Структура спектральної густини ρA(ω) в SF-фазi: загальний вигляд
(вгорi лiворуч) та збiльшенi зображення для трьох дiапазонiв значень
енергiї збуджень ~ω, де спектральна густина вiдмiнна вiд нуля (вгорi
праворуч та внизу; вага рiзних пiдзон вiдрiзняється на порядки). Зале-
жностi отримано при таких значеннях параметрiв: J(0) = 1, δ = 0.8,
h = 0.7, Θ = 0.05.
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значень параметрiв h, δ i температури (як i ранiше, енергетичнi величини подано

в одиницях J(0)).

Спiльною рисою отриманих графiкiв є змiна знаку функцiї ρA(ω) при про-

ходженнi через точку ω = 0. При ω < 0 (нижче рiвня хiмiчного потенцiалу)

спектральна густина вiд’ємна, а при ω > 0 (вище рiвня µ) — додатна. Додатковi

пiдзони, що виникають у SF фазi, мають спочатку набагато меншу вагу i їх спе-

ктральна густина може вiдрiзнятись навiть на кiлька порядкiв вiд значень ρA для
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Рис. 5.19. Спектр (лiвий стовпчик) i спектральна густина ρA(ω) (центральний та
правий стовпчики) в NO- i SF-фазах при змiнi енергiї h. Iншi параметри
зафiксовано з такими значеннями: J(0) = 1, δ = 0.8, Θ = 0.05.
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пiдзон, що iснують у NO фазi (див. рис. 5.18). При заглибленнi хiмпотенцiалу у

пiдзону, в якiй вiн перебуває (цьому вiдповiдає змiна параметра h рис. 5.19), вiд-

бувається перерозподiл iнтенсивностi додатної i вiд’ємної гiлок функцiї ρA. Кривi

дисперсiї εi(q) зазнають при цьому незначних змiн.

На рис. 5.20 показано перебудову спектральної густини ρA(~ω) при пере-

-2 -1 0 1 2
-1

0

1

E
xc

ita
tio

n 
sp

ec
tru

m

NO-phase

 

 
h = 0.5

-1 0 1
-4

-2

0

2

4

NO-phase

S
pe

ct
ra

l d
en

si
ty

h = −0.5

-2 -1 0 1 2
-1

0

1

SF-phase

E
xc

ita
tio

n 
sp

ec
tru

m

 

 

h = 0.2

-1 0 1
-4

-2

0

2

4

h = −0.2SF-phase

S
pe

ct
ra

l d
en

si
ty

-2 -1 0 1 2
-1

0

1

SF-phase

E
xc

ita
tio

n 
sp

ec
tr

um

h = 0.01

-1 0 1
-4

-2

0

2

4

h = 0.01

SF-phase

S
pe

ct
ra

l d
en

si
ty

-2 -1 0 1 2
-1

0

1

E
xc

ita
tio

n 
sp

ec
tru

m

NO-phase

 

 

qxa

h = 0.5

-1 0 1
-4

-2

0

2

4

NO-phase

S
pe

ct
ra

l d
en

si
ty

Excitation energy ω

h = 0.5

Рис. 5.20. Спектр (лiвий стовпчик) i спектральна густина ρA(ω) (правий стов-
пчик) в NO- i SF-фазах для δ = 0 при змiнi енергiї h. Iншi параметри
зафiксовано з такими значеннями: J(0) = 1, Θ = 0.2.
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мiщеннi хiмiчного потенцiалу в межах зони у випадку δ = 0. Зона тут є нероз-

щепленою (щiлина вiдсутня) i в спектрi iснують дiракiвськi точки. У SF фазi в

порiвняннi з нормальною їх кiлькiсть подвоюється. На спектральнiй густинi ρA це

проявляється у появi додаткових промiжних точок, де ρA(~ω) дорiвнює нулевi (в

околi цих точок її залежнiсть вiд частоти апроксимується лiнiйною функцiєю).

5.9. Висновки

В рамках двозонної моделi Бозе–Хаббарда з переносом частинок лише

у збудженiй зонi виявлено нестiйкiсть, пов’язану з переходом у фазу з бозе-

конденсатом, який вiдбувається при енергiях збудження δ < |t′0| (де |t′0|— пара-

метр перескоку частинок). У границi жорстких бозонiв зафiксовано зворотнiй хiд

спiнодалей в областi додатних значень хiмiчного потенцiалу. Встановлено, що рiд

фазового переходу у цьому випадку змiнюється на перший i повернення до нор-

мальної фази насправдi не вiдбувається. Переходи першого роду iснують i при

вiд’ємнiй енергiї δ (за умови δ > δcrit ≈ −0.12|t′0|). При µ < 0 фазовий перехiд

залишається переважно переходом другого роду. Аналiз ходу параметра порядку

бозе-конденсату й побудованi фазовi (Θ, µ) i (|t′0|, µ) дiаграми дозволив встано-

вити локалiзацiю трикритичних точок i знайти умови, при яких для фiксованої

концентрацiї частинок наступає розшарування на нормальну фазу i фазу з бозе-

конденсатом.

При використаннi температурних ФГ для моделi Бозе-Хаббарда в границi

жорстких бозонiв у НХФ вдається отримати неергодичний внесок у розподiл ча-

стинок в збудженому станi за iмпульсами. Цей вклад вiдмiнний вiд нуля лише

у SF фазi. Неергодичний внесок (що формується статичними флуктуацiями гу-

стини) суттєво наростає i стає спiвмiрним з ергодичною частиною в SF-фазi бiля

трикритичної точки (у якiй ∂n/∂µ→∞).

Отриманi динамiчнi характеристики моделi базуються на використаннi се-

реднiх, знайдених у НСП. Як видно з рис. 5.7, розрахованi в НХФ середнi дещо

вiдрiзняються вiд них. Самоузгоджений розрахунок за допомогою температурних
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функцiй Грiна вимагає виразiв для статсуми та термодинамiчних потенцiалiв, що

отримуються пiдсумовуванням дiаграмних рядiв, якi мiстять замкнутi цикли. При

цьому змiн зазнають не лише динамiчнi (розподiл за iмпульсами, густини станiв),

а i термодинамiчнi (значення середнiх, вигляд фазових дiаграм) характеристики

системи.

На основi моделi жорстких бозонiв розраховано енергетичний спектр бозон-

них збуджень та одночастинковi спектральнi густини для плоскої гексагональної

ґратки типу графену.

Розглянуто особливостi форми зонного спектру та спектральної густини у

нормальнiй фазi (NO) в залежностi вiд розташування рiвня хiмiчного потенцiалу,

рiзницi мiж локальними енергiями частинок у пiдґратках та температури.

Проаналiзовано умови появи щiлини у зонному спектрi: у випадку жорстких

бозонiв, коли частинки описуються статистикою Паулi, виникає температурно за-

лежна щiлина (на вiдмiну вiд електронiв у ґратках типу графену).

Щiлина у спектрi iснує:

• на краю зони Брiллюена (рiвень хiмiчного потенцiалу розташований нижче

(вище) енергетичних зон), ∆ε = 2δ;

• при q = 0 (рiвень хiмiчного потенцiалу розташований мiж енергетичними

зонами), ∆ε = 2
√
δ2 − |〈σzA〉〈σzB〉|J2(0).

У першому iз цих випадкiв щiлина зникає при δ = 0 i з’являються дiракiв-

ськi точки з лiнiйним законом дисперсiї в точках K,K ′ зони Брiллюена.

У другому випадку щiлина зникає при T = 0, h = 0 i δ = 1
2J(0) (δ = 1

2

в одиницях J(0)). Тут також з’являється лiнiйний спектр дiракiвського вигляду

(εq ∼ J(0)

2
√
2
aq).

Вигляд спектральних густин вiдповiдає загальним критерiям: цi густини

вiд’ємнi в областi ω < 0 i додатнi при ω > 0. Специфiка гексагональної структури

ґратки проявляється в наявностi логарифмiчних сингулярностей у кривих ρα(~ω)

для кожної iз зон, та у стрибкоподiбному обертаннi в нуль на краях спектру (за

винятком точок ~ω = h− δα, де густина прямує до нуля за лiнiйним законом).
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Результати нашого дослiдження можуть скласти основу опису термодина-

мiки бозе-атомiв у гексагональних оптичних ґратках та подальшого вивчення їх

динамiки (до експериментальних засобiв, що дозволяють безпосередньо виявляти

особливостi енергетичного спектру та спектральних густин ультрахолодних ато-

мiв у такого типу системах, належать брегiвська мiжзонна спектроскопiя та бре-

гiвська спектроскопiя з iмпульсним роздiленням [212, 213]). Для повного розв’я-

зання задачi необхiдно розглянути ще випадок SF-фази (коли присутнiй бозе-

конденсат). На вiдмiну вiд нормальної фази, у SF-фазi хiмiчний потенцiал пере-

буває у межах однiєї з енергетичних зон. Внаслiдок цього вiдбувається значна пе-

ребудова бозонного спектру, пов’язана з появою додаткових пiдзон [151, 214, 215].

Проведенi розрахунки законiв дисперсiї εi(q) i спектральних густин ρα(~ω)

виявили основнi особливостi структури зонного спектру жорстких бозонiв у дво-

вимiрнiй ґратцi типу графену. Описано змiни у їх спектральних характеристиках

при переходi вiд NO до SF фази. Показано, що вигляд функцiй ρα(~ω) (α = A,B)

набагато чутливiший до значень енергетичних параметрiв системи, у тому чи-

слi до розташування хiмiчного потенцiалу бозонiв, анiж законiв дисперсiї εi(q) у

бозонних зонах.

Встановлено, що у випадку ґратки з енергетично еквiвалентними пiдґратка-

ми (при δ = 0) дiракiвськi точки у спектрi зберiгаються при переходi до SF фази,

а їх кiлькiсть подвоюється. Хiмiчний потенцiал бозонiв залишається в загальному

випадку поза околом дiракiвських точок i не може на них накладатись.

Отриманi результати можуть скласти основу подальшого дослiдження тер-

модинамiчних властивостей системи бозе-частинок у гексагональнiй ґратцi iз

структурою типу графену.
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РОЗДIЛ 6

БОЗЕ-КОНДЕНСАЦIЯ ТА/АБО МОДУЛЯЦIЯ
«ЗМIЩЕНЬ» У ДВОСТАНОВIЙ МОДЕЛI

БОЗЕ–ХАББАРДА

6.1. Модель

Гамiльтонiан системи жорстких бозонiв на ґратцi при врахуваннi лише двох

найнижчих локальних рiвнiв, роздiлених енергетичним промiжком δ (δ > 0), мо-

жна записати у виглядi

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ + Ĥ ′′, (6.1)

де

Ĥ0 =
∑

ij

tijb
+
i bj +

∑

ij

t′ijc
+
i cj − µ

∑

i

b+i bi + (δ − µ)
∑

i

c+i ci

— гамiльтонiан невзаємодiючих бозонiв, який мiстить доданки, що описують мiж-

вузлове перенесення бозонiв по основних (tij) та збуджених (t′ij) станах,

Ĥ ′ =
1

2

∑

ij

Φijx̂ix̂j (6.2)

— гамiльтонiан взаємодiї мiж змiщеннями частинок вiд їх рiвноважних положень

у рiзних потенцiальних мiнiмумах,

Ĥ ′′ = −h
∑

i

x̂i (6.3)

— гамiльтонiан взаємодiї iз зовнiшнiм полем, спряженим до змiщень. Тут

x̂i = d(c+i bi + b+i ci), (6.4)
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де d— матричний елемент оператора координати мiж основним та збудженим ста-

нами; bi (b+i ) та ci (c+i ) — бозе-оператори, що вiдносяться до таких станiв, вiдпо-

вiдно.

Надалi наш розгляд проводимо у границi t′ij → 0, що вiдповiдає моделi з

перенесенням по основних станах. До такого випадку можна звести задачу про

динамiку бозе-частинок та бозе- конденсацiю у ґратцi (рис. 6.1), утворенiй подвiй-

ними потенцiальними ямами (див. Додаток В).

Вважаємо, що у кожнiй потенцiальнiй ямi може бути не бiльше одного бо-

зона. Це обмежує базис локальних станiв |nbi , nci〉 до трьох: |0〉 = |00〉, |1〉 = |10〉,
|2〉 = |01〉 [16]. У цьому випадку у представленнi через оператори Хаббарда

bi = X01
i , ci = X02

i , x̂i = d
(
X21

i +X12
i

)
;

b+i bi = X11
i , c+i ci = X22

i (6.5)

a b a ba b

a b a ba b

a b a ba b

R
0

ij
ϕ

R
0

2δ

ψ
ij'

Рис. 6.1. Взаємодiї бозонiв у ґратцi з подвiйними локальними мiнiмумами.
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i, в результатi,

Ĥ =
∑

ij

t′ijX
10
i X

01
j − µ

∑

i

X11
i + (δ − µ)

∑

i

X22
i

+
1

2

∑

ij

Φijd
2
(
X21

i +X12
i

) (
X21

j +X12
j

)

− hd
∑

i

(
X21

i +X12
i

)
. (6.6)

Нашим завданням є дослiдження термодинамiки та рiвноважних станiв да-

ної моделi i вивчення, зокрема, фазових переходiв, пов’язаних з бозе-конденсацiєю

та змiщеннями частинок з рiвноважних локальних положень у ґратцi. Перенесе-

ння бозонiв та взаємодiю Φij врахуємо у наближеннi середнього поля, замiнюючи

∑

ij

tijX
10
i X

01
j → t(0)ξ

∑

i

(
X10

i +X01
i

)
−Nt(0)ξ2, (6.7)

де t(0) =
∑

j tij, ξ =
〈
X01

i

〉
=
〈
X10

i

〉
, та

1

2

∑

ij

ΦijX̂iX̂j → ρΦ(0)d
∑

i

(
X12

i +X21
i

)
− N

2
Φ(0)ρ2, (6.8)

причому Φ(0) =
∑

j Φij, ρ = 〈x̂i〉 = 2d〈X12
i 〉 (тут 〈X12

i 〉 = 〈X21
i 〉).

У цьому наближеннi

ĤMF =
∑

i

Ĥi −Nt(0)ξ2 −
N

2
Φ(0)ρ2, (6.9)

де

Ĥi = t(0)ξ
(
X10

i +X01
i

)
− µX11

i + (δ − µ)X22
i

+ ρΦ(0)d
(
X12

i +X21
i

)
− hd

(
X12

i +X21
i

)
. (6.10)

Енергiї локальних бозонiв станiв визначаються тепер власними значеннями λα

матрицi

||Ĥi|| =




0 0 t(0)ξ
0 −µ (ρΦ(0)− h)d

t(0)ξ (ρΦ(0)− h)d δ − µ


 . (6.11)
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Вiдповiдно, термодинамiчний потенцiал моделi запишеться як

Ω/N = −t(0)ξ2 − 1

2
Φ(0)ρ2 −Θ ln

(
e−βλ1 + e−βλ2 + e−βλ3

)
. (6.12)

Параметри порядку ξ та ρ мають визначатись з умов самоузгодження

∂Ω/N

∂ξ
= 0,

∂Ω/N

∂ρ
= 0, (6.13)

та вiдповiдати абсолютному мiнiмуму потенцiалу Ω при заданих значеннях хiм-

потенцiалу µ та поля h.

В принципi, є можливiсть iснування (крiм нормальної з ρ = 0 i ξ = 0) фаз

з ρ = 0 i ξ 6= 0, ρ 6= 0 i ξ = 0 та ρ 6= 0 i ξ 6= 0. Нижче ми розглянемо спочатку, як

незалежнi, переходи до фаз ρ 6= 0 та ξ 6= 0.

6.2. Фаза з ρ 6= 0

Розв’язок системи рiвнянь (6.13) з ρ 6= 0 i ξ = 0 описує фазу iз спонтанним

однорiдним змiщенням частинок. У випадку ґратки з локальнии потенцiалами у

виглядi подвiйних потенцiальних ям цьому вiдповiдає стан з асиметричною засе-

ленiстю позицiй у ямах (типу однорiдного дипольного впорядкування). При ξ = 0

власними значеннями матрицi (6.11) є

λ1 = 0, λ2,3 =
δ

2
− µ±

√
δ2/4 + B2, (6.14)

де B = d(ρΦ(0)− h).
Термодинамiчний потенцiал записується у виглядi

Ω/N =
1

2
Φ(0)ρ2 −Θ ln

[
1 + 2 ch β

√
δ2/4 + B2e−β(δ/2−µ)

]
, (6.15)

а для параметра ρ отримується за допомогою другої з умов (6.13) рiвняння

ρ = − 2 sh βR · e−β(δ/2−µ)
1 + 2 ch βR · e−β(δ/2−µ) ·

Bd

R
, (6.16)

де запроваджено позначення R =
√
δ2/4 + B2.
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За наявностi поля h рiвняння (6.16) не має нульового розв’язку ρ = 0. Вiн

iснує лише при h = 0; у цьому випадку ненульовi розв’язки визначаються з рiв-

няння

1 = − 2 sh βR0 · e−β(δ/2−µ)
1 + 2 ch βR0 · e−β(δ/2−µ)

· d
2Φ(0)

R0
, (6.17)

де R0 =
√
δ2/4 + d2Φ2(0)ρ2.

Як видно, це рiвняння може мати розв’язки для ρ лише при Φ(0) < 0. Якщо

ж Φ(0) > 0, то однорiдне впорядкування змiщень 〈x̂0〉 змiнюється на модульоване.

Справдi, як показано в Додатку Г, при взаємодiї лише найближчих сусiдiв та

модуляцiї з подвоєнням перiоду ґратки (коли 〈x̂i〉 дорiвнює +ρ або −ρ для першої

або другої пiдґраток, вiдповiдно) рiвняння, аналогiчне до (6.17) має iнший знак з

правої сторони.

Цей факт дозволяє розглядати єдине рiвняння

1 =
2 sh βR0 · e−β(δ/2−µ)

1 + 2 ch βR0 · e−β(δ/2−µ)
· d

2|Φ(0)|
R0

, (6.18)

яке стосується обох випадкiв.

Розв’язки рiвняння (6.18) отримуються числовим методом. Серед них слiд

вiдiбрати тi, що вiдповiдають абсолютному мiнiмуму функцiї (6.15). У границi

нульової температури завдання спрощується i таке дослiдження можна провести

аналiтично.

6.2.1. Випадок T = 0

При температурi абсолютного нуля тiльки основний стан системи дає вне-

сок у термодинамiчний потенцiал. Залежно вiд спiввiдношень мiж параметрами

моделi основними можуть бути лише одновузловi стани з енергiями λ1 та λ3. У

першому з цих випадкiв

Ω/N = −1
2
Φ(0)ρ2 + λ1 = −

1

2
Φ(0)ρ2 (6.19)

i з умов (6.13) випливає, що ρ = 0. Це фаза без змiщень, i бiльше того — без

частинок.
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Коли ж основним є стан λ3,

Ω/N = −1
2
Φ(0)ρ2 + δ/2− µ−

√
δ2/4 + B2; (6.20)

для параметра ρ, виходячи з (6.13), маємо рiвняння

ρ = − Bd√
δ2/4 + B2

; (6.21)

Пiсля замiни Φ(0) = −|Φ(0)| (для Φ(0) < 0) це рiвняння можна записати у виглядi

ρ =
B̄d√

δ2/4 + B̄2
; (6.22)

де B̄ = d(ρ|Φ(0)|+h). Згiдно iз зазначеним вище, воно охоплює i випадок Φ(0) > 0.

Врештi, при певних умовах може наступати змiна основного стану. Виходячи

iз спiввiдношення λ1 = λ3, знаходимо, що це вiдбувається при

ρ =

√
µ(µ− δ)
|Φ(0)|d − h

|Φ(0)| . (6.23)

З формули (6.22) випливає, що ρ→ ±d при h→ ±∞, вiдповiдно. З другого боку,

з розв’язку рiвняння (6.22) вiдносно h

h =
δ

2d
· ρ√

d2 − ρ2
− ρ|Φ(0)| (6.24)

видно, що при ρ≪ d

h ≈
(

δ

2d2
− |Φ(0)|

)
ρ. (6.25)

Звiдси випливає, що залежнiсть ρ вiд h має S-подiбний характер при

δ/2 < d2|Φ(0)| ≡ W, (6.26)

що є умовою iснування при h = 0 спонтанного значення

ρs0 = d

√
1− δ2

4W 2
, (6.27)

яке можна отримати з (6.22). Воно описує стан з однорiдним або модульованим

(залежно вiд знаку Φ(0)) змiщенням бозе-частинок, що знаходяться у вузлах ґра-

тки. Важливо, що ρs0 не залежить вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв.
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Таким чином, є двi фази, у яких при T = 0 може перебувати система: 1)

фаза з ρ = 0 (коли основним є стан з енергiєю λ1); 2) фаза з ρ = ρs0 (основний

стан має енергiю λ3). Перехiд мiж ними можна описати, дослiдивши поведiнку

термодинамiчного потенцiалу Ω при змiнi µ, коли виконується умова λ1 = λ3.

Пiдставимо значення ρ (формула (6.23)), що випливає з цiєї умови, у вираз

Ω/N = +
1

2
|Φ(0)|ρ2 + λ1 = −

1

2
|Φ(0)|ρ2 + λ3. (6.28)

Як результат, отримаємо

Ω/N =
1

2|Φ(0)|

[√
µ(µ− δ)
d

+ h

]2
. (6.29)

Зокрема, при h = 0

Ω/N =
µ(µ− δ)

2W
. (6.30)

Графiки функцiй

Ω/N
∣∣
λ1, h=0

= 0, (6.31a)

Ω/N
∣∣
λ3, h=0

= −(W − δ/2)
2

2W
− µ, (6.31b)

Ω/N
∣∣
λ1=λ3, h=0

=
µ(µ− δ)

2W
(6.31c)

наведено на рис. 6.2 в об’єднаному виглядi. Видно структуру типу «риб’ячого

хвоста», що вказує на перехiд 1-го роду мiж фазами ρ = 0 (гiлка (6.31a)) та

ρ 6= 0 (гiлка (6.31b)). Гiлка (6.31c) описує нестiйкi стани. Точками абсолютної

нестiйкостi першої з них є µ = 0, а другої — µ = δ/2 − W . Фазовий перехiд

вiдбувається при

µ = µ1 ≡ −
1

2W

(
W − δ

2

)2

. (6.32)

Залежнiсть параметра порядку ρ ≡ ρ̃d вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв, що
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(c)

(b)

(a)

(W 
2− δ2/4)/2W

− (W − δ/2)2/2W

δ/2 − W

µ
1

0

µ 

 

Ω /N

Рис. 6.2. Залежнiсть термодинамiчного потенцiалу Ω/N вiд хiмiчного потенцiалу
бозонiв µ при T = 0 i t(0) = 0 в областi переходу до фази ρ 6= 0. Точка
µ = µ1 вiдповiдає фазовому переходу першого роду. Тут i на наступних
рисунках суцiльна лiнiя позначає стiйкi стани, штрихова — метастабiльнi.

описується при h = 0 формулами

ρ̃ = 0, (6.33a)

ρ̃ =

√
1− δ2

4W 2
, (6.33b)

∼ρ

(c)
(b)

(a)

(1 − δ2/ 4W 
2
)

1/2

δ/2 − W µ
1

0 µ

 

 

Рис. 6.3. Залежнiсть параметра порядку ρ вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв µ при
T = 0 i t(0) = 0 в околi переходу до фази ρ 6= 0.
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ρ̃ =

√
µ(µ− δ)
W

(6.33c)

представлено на рис. 6.3. У точцi µ = µ1 має мiсце стрибок зi значення ρ̃ = 0 до

значення ρ̃ = ρs0/d.

Цей фазовий перехiд супроводжується також стрибком концентрацiї бозонiв

n̄B = −∂(Ω/N)/∂µ, при якому n̄B змiнюється при ростi µ вiд n̄B = 0 до n̄B = 1;

це випливає з формул (6.19) i (6.20). Фаза з ρ = 0— це стан з вiдсутнiми бозонами.

6.2.2. Випадок T 6= 0

Наведене вище стосувалося температури абсолютного нуля. При T 6= 0 тре-

ба виходити з рiвнянь (6.16) чи (6.18) та загального виразу для термодинамiчного

потенцiалу Ω (6.15) i проводити розрахунки числовим способом. Очевидним фа-

ктом є зменшення спонтанного (при h = 0) значення параметра порядку ρ при

ростi температури. Перехiд до нормальної фази вiдбувається при цьому шляхом
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Рис. 6.4. Фазова дiаграма (T, µ) при переходi до фази ρ 6= 0. Суцiльна лiнiя позна-
чає переходи першого роду, штрихова — другого роду, пунктирна лiнiя —
спiнодаль.
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фазового переходу 2-го роду. Його температура визначається з рiвняння

1 =
2 sh βδ

2 e
−β(δ/2−µ)

1 + 2 ch βδ
2 e
−β(δ/2−µ)

· 2W
δ
, (6.34)

яке випливає з (6.18) при граничному переходi ρ→ 0.

Фазову дiаграму (T, µ), а також залежностi Ω i ρ вiд µ при рiзних темпера-

турах, подано, вiдповiдно, на рис. 6.4 та 6.5. Проiлюстровано область iснування

фази з ρ 6= 0 при певному спiввiдношеннi мiж параметром W , що описує вза-
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Рис. 6.5. Залежнiсть термодинамiчного потенцiалу Ω/N i параметра порядку ρ
вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв µ при T 6= 0 (t(0) = 0). Величини, що
мають розмiрнiсть енергiї, подано в одиницях W .



197

ємодiю мiж змiщеннями бозонiв, та енергiєю δ переходiв бозонiв у збуджений

стан на окремому вузлi ґратки. На рис. 6.4 зображено також лiнiю спiнодалi, на

якiй нормальна фаза стає абсолютно нестiйкою (спiнодаль визначається умовою

(∂ρ/∂µ)|ρ=0 =∞).

6.3. Фаза ξ 6= 0

Розглянемо тепер перехiд вiд нормальної фази до фази з бозе-конденсатом

(з ξ 6= 0) у моделi (6.1) (де перенесення бозонiв вiдбувається по основному стану),

вважаючи, що вiн вiдбувається незалежно вiд переходу з параметром порядку ρ.

Це має мiсце, очевидно, при вiдсутностi взаємодiї змiщень Φij. Для ненульових

значень Φij така ситуацiя також можлива; вiдповiдний критерiй буде сформульо-

вано нижче.

Видiлимо частину гамiльтонiана, яка вiдповiдає за конденcацiю. У набли-

женнi середнього поля та при ρ = 0 i h = 0 одновузловий спектр бозонiв для

ξ-фази має згiдно з (6.10), (6.11) вигляд

z1,2 = −
µ

2
±
√
µ2/4 + t2(0)ξ2,

z3 = δ − µ. (6.35)

Термодинамiчний потенцiал Ω записується у цьому випадку як

Ω/N = −t(0)ξ2 −Θ ln

(
e−β(δ−µ) + e

βµ
2 · ch β

√
µ2

4
+ t2(0)ξ2

)
. (6.36)

Вiдповiдно, виходячи з умови рiвноваги (6.13), отримуємо наступне рiвняння для

параметра порядку бозе-конденсату

ξ = − sh β
√
µ2/4 + t2(0)ξ2

e−βδeβµ/2 + 2 ch β
√
µ2/4 + t2(0)ξ2

· t(0)ξ√
µ2/4 + t2(0)ξ2

. (6.37)

Дане рiвняння вiдоме для двостанової моделi. У подiбнiй формi воно було отрима-

не в [16] у випадку перенесення бозе-частинок по збуджених станах (що вiдповiдає

у нашому розглядi iншому знаку параметра δ).
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Рiвняння (6.37) має ненульовi розв’язки при t(0) < 0. Як показано в [16],

при δ > 0 фазовi переходи до фази з бозе-конденсатом є у границi T → 0 другого

роду. Це видно також з аналiзу основного стану системи бозонiв; при будь-яких

значеннях µ енергетично найнижчим є рiвень z2. Термодинамiчний потенцiал да-

ється виразом

Ω/N = |t(0)|ξ2 − µ/2−
√
µ2/4 + t2(0)ξ2, (6.38)

а рiвняння для ненульового ξ зводиться до

1 =
|t(0)|

2
√
µ2/4 + t2(0)ξ2

. (6.39)

Звiдси

ξ =
1

2

√
1− µ2

t2(0)
. (6.40)

Даний результат показує, що фаза ξ 6= 0 iснує в областi −|t(0)| < µ < |t(0)|.
Пiдставляючи (6.40) у вираз для термодинамiчного потенцiалу, отримаємо

Ω/N =





0, µ < −|t(0)|;
−µ, µ > |t(0)|;
− 1

4|t0|(µ+ |t(0)|)2, −|t(0)| < µ < |t(0)|.
(6.41)

Похiдна ∂
∂µ (Ω/N) = −n̄B, яка визначає концентрацiю бозонiв, змiнюється непе-

рервно в точках µ = ±|t(0)|. Це пiдтверджує, що переходи до фази ξ 6= 0 є 2-го

роду (при T = 0). Графiки залежностей Ω/N та n̄B вiд µ подано на рис. 6.6 i 6.7.

Зауважимо, що при T 6= 0 внаслiдок часткового заселення збудженого ста-

ну рiд фазового переходу до фази з ξ 6= 0 може змiнюватись з 2-го на 1-ий. Така

ситуацiя має мiсце при невеликих енергiях збудження δ та при промiжних темпе-

ратурах (бiльш детально це описано в [16]).

6.4. Повнi фазовi дiаграми

Встановленi в попереднiх параграфах умови реалiзацiї при T = 0 фаз ξ 6= 0

чи ρ 6= 0 отриманi в припущеннi, що iснування однiєї з фаз виключає появу

iншої. Формально, для першої з них це виконується при Φij = 0, а для другої —
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Рис. 6.6. Залежнiсть термодинамiчного потенцiалу Ω/N вiд хiмiчного потенцiалу
бозонiв µ в околi переходу до фази ξ 6= 0 при T = 0 (Φij = 0).
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Рис. 6.7. Залежнiсть концентрацiї бозонiв n̄B вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв µ в
околi переходу до фази ξ 6= 0 при T = 0 (Φij = 0).

при tij = 0. Коли ж обидва параметри Φij i tij, вiдмiннi вiд нуля, може мати

мiсце конкуренцiя мiж згаданими фазами у випадку накладання областей, що їм

вiдповiдають. Щоб дослiдити це питання, потрiбно розглянути поведiнку повного

термодинамiчного потенцiалу Ω.

Як показують числовi розрахунки, проведенi виходячи з виразу (6.12) з

використанням власних значень матрицi (6.11) i рiвнянь самоузгодження (6.13),

термодинамiчно вигiдними залишаються окремi фази ξ i ρ; фаза, де одночасно

ξ 6= 0 та ρ 6= 0, є нестiйкою. Тим самим, областi їх iснування та умови, при яких
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вiдбувається перехiд з однiєї фази в iншу, можна встановити шляхом порiвняння

вiдповiдних термодинамiчних потенцiалiв.

При T = 0 це вдасться здiйснити аналiтично, використовуючи формули

(6.31) i (6.41). Графiки цих функцiй сумiщено на рис. 6.8 i видiлено два випадки.

Перший з них (рис. 6.8(a)) реалiзується при

W

2

(
1− δ

2W

)2

> |t(0)|. (6.42)

Тут фазовий перехiд до фази ρ при зростаннi µ вiдбувається ранiше, нiж була б

можливою поява бозе-конденсату. Становi з ξ 6= 0 вiдповiдає гiлка Ωξ з бiльшим

значенням Ω, нiж для стану ρ 6= 0 (гiлка Ωρ), i фаза ξ не виникає. Тим самим, тут

iснують двi фази: (1) нормальна (ρ = 0 i ξ = 0) при µ < µ1; (2) фаза з ρ 6= 0—

при µ > µ1 (µ1 = −W (1− δ/2W )2/2).

Другий випадок, коли виконується обернена нерiвнiсть до (6.42), вiдпо-

вiдає великим значенням параметра бозонного перенесення |t(0)|. Як видно з

рис. 6.8(b), мiнiмальнi значення потенцiалу Ω досягаються на трьох гiлках: (1)

µ < −|t(0)|— гiлка Ω0 = 0, нормальна фаза; (2) −|t(0)| < µ < µ∗— гiлка Ωξ, фаза

ξ 6= 0; (3) µ > µ∗— гiлка Ωρ, фаза ρ 6= 0. Точка µ∗ вiдповiдає перетину гiлок Ωξ i

Ω /N = −µ
Ω
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Ω
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Ω
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Ω
ρ
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Ω
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Ω
0
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δ/2 − W µ∗

0
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Рис. 6.8. Термодинамiчнi потенцiали Ωρ (формула (6.31)) i Ωξ (формула (6.41))
як функцiї хiмiчного потенцiалу бозонiв µ при T = 0. Злiва: випадок
безпосереднього переходу з нормальної фази до фази ρ 6= 0 (виконується
нерiвнiсть (6.42)). Справа: випадок, коли iснує промiжна фаза ξ 6= 0
(виконується нерiвнiсть, обернена до (6.42)).
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Ωρ i визначається з рiвняння

− 1

4|t(0)| (µ+ |t(0)|)2 = −(W − δ/2)
2

2W
− µ, (6.43)

що дає

µ∗ = −|t(0)| −
√

2|t(0)|
W

(W − δ/2) , (6.44)

У цьому випадку фаза з бозе-конденсатом iснує як промiжна злiва вiд фази ρ 6= 0.

Фазовий перехiд до фази ξ в точцi µ = −|t(0)| є 2-го роду, а перехiд мiд фазами ξ

i ρ при µ = µ∗ є першого роду. Подiбно до цього, коли виконується, умова (6.42)

i фаза з бозе-конденсатом вiдсутня, перехiд до фази ρ також є 1-го роду.

Поведiнку бозонної концентрацiї n̄B в областi цих фазових переходiв пред-

ставлено на рис. 6.9(a) i 6.9(b). При переходi 1-го роду до фази ρ має мiсце стриб-

коподiбна змiна n̄B, а в областi фази ξ з бозе-конденсатом n̄B змiнюється лiнiйно.

Така залежнiсть вiд µ при T = 0 є характерною для надплинної фази в моделi

Бозе–Хаббарда [110, 216].

Наведенi результати стосуються абсолютного нуля температури. При T 6= 0,

як показують числовi розрахунки, фаза ξ залишається промiжною i в цьому ви-

падку. Як видно з фазових дiаграм (T, µ), побудованих при рiзних значеннях

параметра |t(0)| (рис. 6.10), при зменшеннi |t(0)| її область звужується. Понижує-

ться також максимальна температура, при якiй ця область iснує. Якщо |t0| < |t0|cr,
фаза з бозе-конденсатом вiдсутня (|t0|cr ≈ 0.2 при T = 0.1, δ = −0.9, W = 0.8;

−n
B1

|t(0)|−|t(0)|

µ
1 0 µ

 

 

µ∗

−n
B1

|t(0)|−|t(0)|

0 µ

 

 

Рис. 6.9. Концентрацiя бозонiв n̄B як функцiя хiмiчного потенцiалу бозонiв µ при
T = 0. Випадки злiва i справа вiдповiдають поданим на рис. 6.8.
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Рис. 6.10. Фазовi дiаграми (T, µ). Показано областi iснування нормальної фази
та фаз ξ 6= 0 i ρ 6= 0 при рiзних значеннях |t(0)| (δ = 0.9, W = 0.8).
Позначення лiнiй ФП — такi, як на рис. 6.4.

див. рис. 6.11, де подано дiаграму (|t0|, µ).

Перехiд з фази ξ до фази ρ є 1-го роду i при T 6= 0. Для невеликих значень
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Рис. 6.11. Фазова дiаграма (|t(0)|, µ) при фiксованiй температурi (T = 0.1, δ = 0.9,
W = 0.8). Позначення лiнiй ФП — такi ж, як на рис. 6.4.

|t(0)| таким є також перехiд мiж нормальною i ρ фазами, однак при пiдвищеннi

температури рiд його змiнюється з 1-го на 2-ий (рис. 6.10). Для достатньо великих

|t(0)| цей перехiд є 2-го роду починаючи з потрiйної точки, де у рiвновазi мiж

собою перебувають усi три фази.

6.5. Висновки

Дослiдження термодинамiки ґраткової бозе-системи, проведене в рамках

двостанової моделi жорстких бозонiв, показує, що мiжвузлова взаємодiя, яка ви-

никає при змiщеннях частинок з їх рiвноважних положень у ґратцi, може приводи-

ти до спонтанного порущення симетрiї i появи фази з однорiдним або просторово

модульованим змiщенням. Матричнi елементи змiщень пов’язанi з переходами бо-

зонiв мiж основним i збудженим коливним станом i тому згаданi впорядкування

змiщень є аналогом дипольних впорядкувань у сегнетоелектричних кристалах.

У областях значень хiмiчного потенцiалу бозонiв, де їх концентрацiя не є цiлочи-

сельною i змiнюється, мiжвузлове перенесення частинок приводить до нестiйкостi

щодо появи бозе-конденсату. Конкуренцiя мiж цим ефектом i тенденцiєю до «за-
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морожування» змiщень проявляється на формi фазових дiаграм, якi визначають

областi iснування нормальної фази, фази iз спонтанним змiщенням (ρ 6= 0) та

фази з бозе-конденсатом (ξ 6= 0). Числовий аналiз рiвноважних станiв та умов їх

стiйкостi не виявив фази з ненульовими значеннями обох параметрiв порядку ρ

i ξ (такий стан вiдповiдав би фазi «суперсолiд», вiдомiй iз дослiджень фазових

переходiв у оптичних ґратках з бозе-атомами, виконаних на основi простої моделi

Бозе–Хаббарда).

При застосуваннi до оптичних ґраток наш модельний розгляд має безпосе-

реднє вiдношення до ґратки, утвореної системою локальних подвiйних потенцi-

альних ям. У цьому випадку визначальним є внесок, пов’язаний iз перестрибува-

нням мiж вузлами, при якому частинки не покидають основного коливного стану.

«Заморожене» змiщення, коли ρ 6= 0, вiдповiдає у даному випадку локалiзацiї в

одному iз двох потенцiальних мiнiмумах у ямi. Така ситуацiя є аналогiчною до

картини впорядкувань протонiв на водневих зв’язках у H-зв’язаних сегнетоеле-

ктричних кристалах. Вiдмiннiсть, однак, полягає в тому, що у таких кристалах

число протонiв фiксоване (один протон на зв’язок). Винятком є кристали з т. зв.

суперпротонними (суперiонними) фазами, у яких число вiртуальних H-зв’язкiв пе-

ревищує кiлькiсть протонiв i середня заселенiсть на зв’язок є дробовою (n̄i < 1). У

цьому вiдношеннi наша модель могла б бути застосованою до опису, крiм впоряд-

кованих, ще й фаз iз суперпротонною провiднiстю, якi iснують при температурах

вищих за температури, при яких реалiзуються впорядкованi фази з цiлочисель-

ним заповненням водневих зв’язкiв. Можливiсть такої ситуацiї iлюструє рис. 6.10.

Це питання, однак, потребує окремого i бiльш детального розгляду.
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РОЗДIЛ 7

ПОЛЬОВI ТА ДЕФОРМАЦIЙНI ЕФЕКТИ У
СКЛАДНИХ СЕГНЕТОАКТИВНИХ

СПОЛУКАХ

7.1. Термодинамiка квантової ґраткової системи з

локальними багатоямними потенцiалами: дипольне

впорядкування та деформацiйнi ефекти у

деформовнiй моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса

7.1.1. Модель

Запишемо гамiльтонiан Ĥ для ґраткової моделi, де на кожному вузлi можли-

вi три стани |1〉, |2〉, i |3〉 (з вiдповiдними енергiямиE1, E2 and E3). В представленнi

операторiв Хаббарда (Xαβ
i = |i, α〉〈i, β|) маємо

Ĥ =
∑

i

Ĥi + Ĥ ′, (7.1)

де одновузлова частина рiвна

Ĥi =
3∑

α=1

EαX
αα
i . (7.2)

Оператори Xαα
i проектують у стани |i, α〉 так, що їхнi середнi значення 〈Xαα〉

рiвнi заселеностям цих станiв. Стани |i, α〉 вiдповiдають рiвноважним конфiгу-

рацiям структурних елементiв (iонних груп) кристалу, що визначаються мiнiму-

мами (центральним чи двома боковими) локального триямного ангармонiчного

потенцiалу на i-му вузлi ґратки. У нашому симетричному випадку стани |2〉 i

|3〉 переходять один в одного при iнверсiї. Введемо також змiннi Sz
i (пов’язанi з
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Рис. 7.1. Триямний локальний потенцiал i означення енергетичного параметраE0.

локальним дипольним моментом) i ni (визначає заселенiсть бокових мiнiмумiв)

Sz
i =

1

2
(X33

i −X22
i ), ni = X33

i +X22
i . (7.3)

Тодi одновузловий гамiльтонiан матиме вигляд

Ĥi = −
h

2
(X33

i −X22
i ) + E0(X

33
i +X22

i ) ≡ −hSz
i + E0ni, (7.4)

де h— поле, спряжене до дипольного момента, E0 = E
(0)
2 − E1 = E

(0)
3 − E1 —

рiзниця енергiй центральної i бокових конфiгурацiй при h = 0 (див. рис. 7.1).

Слiд звернути увагу, що для кожного вузла ґратки виконується умова
∑

α=1X
αα
i = 1. У даному представленнi (див. [217]) вклад взаємодiї Ĥ ′ у гамiль-

тонiан моделi можна записати в загальнiй формi

Ĥ ′ = −1
2

∑

ij

JijS
z
i S

z
j −

1

2

∑

ij

Kijninj, (7.5)

де Jij i Kij — параметри, що описують дипольнi й квадрупольнi парнi взаємодiї

мiж структурними елементами.

Iснує пряма вiдповiднiсть мiж запропонованою вище моделлю i моделлю

БЕГ. Якщо перейти до S = 1 псевдоспiнових операторiв S̃z
i = 2Sz

i = X33
i −X22

i та

врахувати, що у цьому представленнi оператор ni = (S̃z
i )

2 вiдповiдає локальному

квадрупольному моменту, то можна виразити повний гамiльтонiан (сформований

частинами (7.4) i (7.5)) у такiй формi

Ĥ =
∑

i

[
−h̃S̃z

i + E0(S̃
z
i )

2
]
− 1

2

∑

ij

J̃ijS̃
z
i S̃

z
j −

1

2

∑

ij

Kij(S̃
z
i )

2(S̃z
j )

2, (7.6)
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що є аналогом гамiльтонiану для моделi БЕГ з доданками одноiонної анiзотропiї

та дипольної (J̃ij) i бiквадратної квадрупольної (Kij) взаємодiй (тут h̃ = h/2,

J̃ij = Jij/4).

Надалi розглянемо випадок h = 0 i Kij = 0, враховуючи лише диполь-

ну взаємодiю Jij. Ми припускаємо, що величина енергетичної щiлини E0 може

змiнюватись. У локально ангармонiчних кристалах такий ефект можна досягти,

приклавши тиск: як зовнiшнiй, так i внутрiшнiй (спричинений стохiометричним

замiщенням атомiв). Наприклад, у вищезгаданих кристалах сiмейства Sn2P2S6

форма локального триямного потенцiалу для iонних груп P2S6 змiнюється пiд

впливом цих обох чинникiв (див. ab-initio розрахунки [160]). Дослiдження цього

ефекту поглиблює розумiння механiзму переходу в сегнетоелектричний стан.

Щоб врахувати вищеописане явище у рамках моделi БЕГ, слiд розглядати

(викликану зовнiшнiм чинником) деформацiю кристалiчної ґратки як безпосере-

дню причину змiни локальних потенцiалiв (а, отже, й енергетичної щiлини E0).

Тому початковий гамiльтонiан (7.1) слiд доповнити вiдповiдним доданком

Ĥ ′′ = D
∑

i

(X33
i +X22

i )u+
N

2
vc0u

2, (7.7)

беручи до уваги ренормалiзацiю величини енергетичної щiлини E0 через дефор-

мацiю

E0 → Ẽ0 = E0 +Du (7.8)

(де u = ∆V/V — вiдносна змiна об’єму), а також енергiю пружної деформацiї

(c0 — модуль об’ємної пружностi, v— об’єм на одну формульну одиницю, N — чи-

сло структурних елементiв, якi описуються локальними ангармонiчними потенцi-

алами), а D— стала електрон-деформацiйної взаємодiї.

Рiвноважне значення параметра u за наявностi взаємодiї Ĥ ′′ можна отри-

мати з умови термодинамiчної рiвноваги ∂G/∂u = 0, де G— потенцiал Гiббса,

отриманий з вiльної енергiї F

G = F −Nvuσ, (7.9)



208

де σ— механiчне напруження. Тут F — характеристична функцiя вiд змiнних

(T, V,N) (у нашому випадку — вiд (T, u,N)), тодi як потенцiал Гiббса G— фун-

кцiя вiд (T, σ,N). Оскiльки

∂G

∂u
=
∂F

∂u
−Nvσ =

〈
∂Ĥ

∂u

〉
−Nvσ, (7.10)

рiвняння, що зв’язує деформацiю u зi зовнiшнiм механiчним напруженням, можна

записати так

c0u+
D

v
〈X33

i +X22
i 〉 = σ (7.11)

припустивши однорiднiсть системи (вiдсутнiсть модульованого впорядкування).

Умова (7.11) є точним спiввiдношенням, яке можна вважати узагальне-

ним законом Гука. Згiдно з нею роль зовнiшнього напруження σ не обмежу-

ється деформацiєю ґратки; воно також вливає на заселенiсть бокових позицiй

(n̄ = 〈X22+X33〉) локальних потенцiальних ям. Як буде показано нижче, це веде

до нелiнiйної залежностi мiж u i σ, що є особливо важливим у околi фазового

переходу до сегнетоелектричного стану.

З iншого боку, в границi σ = 0 спiввiдношення (7.11) описує лiнiйну за-

лежнiсть мiж деформацiєю ґратки й заселенiстю бокових позицiй (як показано

нижче, при D < 0 зростання заселеностей через пониження E0 полегшує розши-

рення ґратки).

Можна усунути явну залежнiсть гамiльтонiану вiд деформацiї u, скористав-

шись рiвнянням (7.11):

Ĥ =
∑

i

(
E0 +

D

c0
σ

)
ni −

1

2

∑

ij

JijS
z
i S

z
j −

D2

vc0

∑

i

n̄ni + U, (7.12)

де

U =
N

2c0
vσ2 − ND

c0
σn̄+

N

2

D2

vc0
n̄2. (7.13)

Третiй доданок у виразi (7.12) вiдповiдає енергiї локального квадруполя у сере-

дньому полi Keff n̄, де константа ефективної квадрупольної взаємодiї рiвна

Keff =
D2

vc0
. (7.14)
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Ми вважаємо, що така взаємодiя (Keff
ij = Keff розповсюджується на довiльну вiд-

стань |~Ri − ~Rj|) через деформацiю ґратки.

Наявнiсть взаємодiї Keff класифiкує запропоновану модель як модифiкацiю

моделi БЕГ (вона перетворювалась би у варiант моделi Блюма–Капеля за умо-

ви D = 0— нехтування взаємодiєю з деформацiєю ґратки). Однак, гамiльтонiан

(7.12) не є цiлком еквiвалентним гамiльтонiану БЕГ з ефективною взаємодiєю

квадруполiв. Роль напруження σ не зводиться до появи поля (D/c0)σ, яке дiє

безпосередньо на квадруполi. Вона також проявляється в появi ряду додаткових

членiв у виразi (7.13). Еквiвалентнiсть з гамiльтонiаном БЕГ досягається лише за

вiдсутностi зовнiшнiх напружень (при σ = 0).

7.1.2. Термодинамiка в наближеннi середнього поля

Модель, яка описується гамiльтонiаном

Ĥ =
∑

i

Ĥi + Ĥ ′ + Ĥ ′′, (7.15)

можна назвати деформовною моделлю БЕГ (дБЕГ). Розглянемо її термодинамiку

в наближеннi середнього поля (НСП). Базуючись на гамiльтонiанах (7.1) i (7.7)

та використавши розщеплення Sz
i S

z
j → Sz

i 〈Sz〉 + 〈Sz〉Sz
j − 〈Sz〉2 (що вiдповiдає

нехтуванню вкладу другого порядку δSz
i δS

z
j , де δSz

i = Sz
i − 〈Sz〉; див. [218]), при

Kij = 0 отримуємо

ĤMF =
N

2
Jη2 +

N

2
vc0u

2 +
∑

i

H̃i, (7.16)

де

H̃i = (H + Ẽ0)X
22
i + (−H + Ẽ0)X

33
i . (7.17)

Тут H = Jη/2 (де J =
∑

j Jij) — ефективне поле, яке дiє на диполi, η = 〈Sz
i 〉—

параметр дипольного впорядкування, що визначає поляризацiю системи. Поряд з

деформацiєю u, «поляризацiя» η належить до двох самоузгоджених середнiх, що

визначаються з умови мiнiмуму вiльної енергiї (7.9).
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Вiдштовхуючись вiд одночастинкової функцiї розподiлу

Zi = Sp e−βH̃i = 1 + 2e−βẼ0 cosh βH, (7.18)

(де β = 1/Θ = 1/kBT ) отримуємо наступний вираз для вiльної енергiї

FMF =
N

2
Jη2 +

N

2
vc0u

2 −NΘ ln
(
1 + 2e−βẼ0 cosh βH

)
. (7.19)

Умови на екстремум потенцiалу Гiббса GMF = FMF −Nvuσ

1

N

∂GMF

∂η
= 0,

1

N

∂GMF

∂u
= 0 (7.20)

дають у нашому випадку такi рiвняння

η =
e−βẼ0 sinh βH

1 + 2e−βẼ0 cosh βH
, (7.21)

c0u+
D

v

2e−βẼ0 cosh βH

1 + 2e−βẼ0 cosh βH
= σ. (7.22)

Як видно, друге рiвняння спiвпадає з ранiше отриманим спiввiдношенням (7.11)

мiж деформацiєю u i механiчним напруженням σ, таким чином ставши узагаль-

ненням закону Гука.

Розв’язки системи рiвнянь (7.21)–(7.22) для самоузгоджених середнiх також

повиннi вiдповiдати абсолютному мiнiмуму потенцiалу Гiббса G. Такi розв’язки

описують термодинамiчно стiйкi стани (на вiдмiну вiд решти — метастабiльних i

нестабiльних, що теж задовiльняють умови (7.20)) при заданому зовнiшньому ме-

ханiчному напруженнi σ, дозволяючи дослiджувати фазовi переходи як першого,

так i другого роду мiж рiзноманiтними фазами.

7.1.3. Фазовi дiаграми для деформовної моделi БЕГ

Вигляд i топологiя фазових дiаграм для моделi БЕГ (областi iснування не-

впорядкованої фази, фази з дипольним впорядкуванням i фаз iз рiзними значен-

нями середнього квадрупольного моменту) суттєво залежать вiд числових значень
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модельних параметрiв (див., наприклад, [219, 220], а також [217]). Тому ми зосере-

димось на конкретному випадку сегнетоелектричних кристалiв Sn2P2S6, обраних

з таких мiркувань: а) уже iснують спроби описати термодинамiку даних сполук

у рамках моделi БЕГ [160]; б) опублiковано данi, що iлюструють змiну локаль-

ного ангармонiчного потенцiалу для iонних груп P2S6 пiд впливом зовнiшнього

всестороннього тиску [160, 161].

Ґрунтуючись на вiдомих даних для Sn2P2S6 [154, 221], ми пiдiбрали наступнi

значення для параметрiв дБЕГ моделi: v = 0.23 · 10−24 см3, c0 = 5 · 1011 ерг/см3,

D = −1.1 еВ, c0v = 71.8 еВ, E0 = −0.011 еВ, Veff = 0.017 еВ. Параметр D

розраховано за означенням D = ∂Ẽ0/∂u, виходячи з приблизного значення похi-

дної ∂Ẽ0/∂p = −Ẽ0/∂σ ≈ 0.011 . . . 0.025 еВ/ГПа згiдно з результатами ab initio

розрахункiв [160] (тут p = −σ— гiдростатичний тиск). Значення параметра J

вибрано з мiркувань оптимального узгодження критичної температури Tc при

p = 0, розрахованої в рамках моделi, з її експериментально отриманим значенням

(Tc|exp = 337 К). Значення E0 = −0.011 еВ вiдповiдає даним, отриманим у роботi

[160] за вiдсутностi тиску.

Фазова дiаграма (T,E0) (лiворуч на рис. 7.2) за вiдсутностi зовнiшнього ти-

ску демонструє вiдоме явище зниження критичної температури Tc при зменшеннi
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Рис. 7.2. Залежностi температури фазового переходу мiж сегнетоелектричною (F)
i параелектричною (P) фазами (лiворуч) вiд параметра E0 (при p = 0) i
(праворуч) вiд величини прикладеного всестороннього тиску p (при E0 =
−0.011 еВ) за наступних значень iнших параметрiв моделi: J = 0.14 еВ,
c0v = 71.8 еВ, D = −1.1 еВ, Veff = 0.017 еВ.
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абсолютного значення (у вiд’ємнiй областi) й наступного зростання (у додатнiй

областi) параметра E0. При цьому рiд фазового переходу змiнюється в трикри-

тичнiй точцi (E0|TCP ≈ 0.02 еВ) з другого на перший з повним придушенням

сегнетофази при E0 > 0.026 еВ.

Залежнiсть температури фазового переходу мiж сегнето- i параелектри-

чною фазами (F ↔ P ) вiд всестороннього тиску зображено на рис. 7.2. Зна-

чення температур Tc(p = 0) i TTCP, як i тиску p∗ (за якого температура фа-

зового переходу зануляється) є достатньо близькими до експериментальних да-

них (Tc|calc(p = 0) = 330 К, TTCP|calc = 203 К i p∗|calc = 1.7 ГПа, порiвняно з

Tc|exp(p = 0) = 337 К, TTCP|exp = 220 К i p∗|exp = 1.5 ГПа). Отже, вибiр значень

параметрiв моделi можна вважати вдалим i використовувати його для детальнi-

шого дослiдження ефектiв, породжених тиском.

Графiки на рис. 7.3 демонструють розрахованi залежностi параметра де-

формацiї u вiд тиску p для рiзних температур (вище й нижче трикритичної точки

та майже при T = TTCP). Графiки на рис. 7.4 вiдображають вiдповiднi залежностi

вiд параметра η (який описує спонтанне дипольне впорядкування) вiд всесторон-

нього зовнiшнього тиску (наше дослiдження обмежене випадком h = 0). Головною

особливiстю кривих на рис. 7.3 є стрибок деформацiї ∆u при фазовому переходi

першого роду з сегнето- (F) у парафазу (P), що супроводжується стиском ґратки.

При цьому вiдносна змiна об’єму ∆V/V досягає значення −0.011, що вiдповiдає
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Рис. 7.3. Розрахованi залежностi параметра деформацiї u вiд тиску p при рiзних
температурах (174 К, 203 К and 232 К, вiдповiдно); тут i на рис. 7.4,
7.5 i 7.6: J = 0.14 еВ, c0v = 71.8 еВ, D = −1.1 еВ, E0 = −0.011 еВ,
Veff = 0.017 еВ.
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Рис. 7.4. Залежностi «поляризацiї» η вiд тиску p при рiзних температурах (174 К,
203 К and 232 К, вiдповiдно).

виявленiй змiнi об’єму елементарної комiрки для кристала Sn2P2S6 (згiдно з [154],

vcell ≈ 0.457 · 10−24 см3 для сегнетофази (T = 293 К) i vcell ≈ 0.452 · 10−24 см3 для

парафази (T = 358 К)).

У трикритичнiй точцi ∆u → 0 i при Tc > TTCP фазовий перехiд стає дру-

гого роду, отже стрибок u зникає. Однак, залежнiсть u(p) надалi демонструє ви-

диму особливiсть в околi точки фазового переходу. Цю особливiсть краще вира-

жено для вiдповiдної залежностi похiдної ∂u/∂σ = −∂u/∂p ≡ χ, яка вiдповiдає

об’ємнiй стисливостi. Кривi, що демонструють залежнiсть стисливостi χ вiд тиску,

розраховано з системи рiвнянь (7.21)–(7.22) i представлено на рис. 7.5. У трикри-

тичнiй точцi функцiя χ(p) розбiгається, а в її околi — демонструє пiкоподiбну

поведiнку. Коливання стисливостi в областi пiка досягає значень 0.02–0.04 ГПа−1.

Експериментальне дослiдження поведiнки стисливостi поблизу трикритичної то-

чки проведено в роботi [222]. Значення χ отримано для рiзних тискiв (як з про-
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Рис. 7.5. Залежностi стисливостi χ вiд тиску p при рiзних температурах (174 К,
203 К and 232 К, вiдповiдно).
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Рис. 7.6. Фазова дiаграма (T, u) для випадку механiчно затиснутого кристала (ре-
жим u = const).

ходом через трикритичну точку, так i поблизу неї). В загальному, розрахована

нами залежнiсть χ(p) демонструє добре узгодження з вимiряною в експериментi.

Отримано кiлькiсне узгодження теорiї з експериментом: межi змiни χ (величини

пiкiв), а також значення стисливостi добре спiвпадають. Для детальнiшого опису

експериментальних даних (особливо, при рiзних температурах), слiд враховувати

анiзотропiю кристалiв (коли розглядається лiнiйна стисливiсть), а також можли-

вiсть появи неспiвмiрних фаз.

Представленi вище графiки вiдповiдають так званому механiчно вiльному

кристалу: всестороннiй зовнiшнiй тиск p (або механiчне напруження σ) є незале-

жною змiнною з певним значенням (режим σ = const). Можна також розглянути

випадок механiчно затиснутого кристала (режим u = const). Стрибок u при фа-

зовому переходi першого роду для вiльного кристала вiдповiдає тому ж iнтервалу

значень u мiж парафазою i сегнетофазою для затиснутого кристала. Змiнюючи

температуру в даному режимi, можна побудувати вiдповiдну фазову дiаграму

(рис. 7.6). Бiнодалi, зображенi пунктирними лiнiями, отримано порiвнянням по-

тенцiалiв Гiббса для обох фаз iз використанням даних стрибка деформацiї на лiнiї

переходiв першого роду в площинi (u, p). При всiх значеннях u i T з промiжної

зони (розташованої мiж областями P i F фаз) вiдбувається фазове розшарування
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на пара- й сегнетофазу за правилом

xP =
u− uF

uP − uF

, xF =
uP − u
uP − uF

, (7.23)

де xP,F — вiдноснi частки P (F) фази, uP,F — значення деформацiї u на вiдповiдних

межах згаданого iнтервалу. Таким чином, кристал розшаровується на фрагменти

P i F фаз iз рiзними напруженнями.

Слiд наголосити, що використання наближення середнього поля для опису

фазового розшарування дозволяє лише оцiнити область значень параметрiв мо-

делi, у якiй даний ефект матиме мiсце (навiть для далекосяжних взаємодiй, як-от

диполь-дипольна). У випадку короткосяжних взаємодiй функцiя F (u) є опуклою,

тому краще говорити про область спiвiснування фаз. Для детальнiшого опису слiд

вийти поза межi наближення середнього поля.

Iснування областi змiшаних фаз при T < TTCP уже обговорювалось у робо-

тах [160, 161]. Автори припустили, що поява такого змiшаного стану пов’язана з

явищами метастабiльностi в областi мiж спiнодалями. Приведенi нами вище аргу-

менти доводять, що цей змiшаний стан є радше областю спiвiснування парафази

й сегнетофази мiж бiнодалями.

7.2. Теорiя сегнетової солi: розширений варiант моделi

Мiцуї

7.2.1. Чотирипiдграткова модель: гамiльтонiан i термодинамiка

Модель Мiцуї, незважаючи на її ефективнiсть при описi поздовжнiх дiеле-

ктричних характеристик сегнетової солi, спрощує дiйсну структуру кристалу, на-

перед визначаючи сегнетоелектричну вiсь серед трьох осей другого порядку. Та-

ким чином пiдхiд стає суттєво “одновимiрним”, чого недостатньо, зокрема, для

опису усiх компонент тензора дiелектричної проникностi кристалу RS. Можливе

узагальнення полягає у перетвореннi моделi в “тривимiрну” i врахуваннi усiх чоти-

рьох трансляцiйно нееквiвалентних груп атомiв у елементарнiй комiрцi (їх позицiї

взаємно пов’язанi елементами точкової групи симетрiї кристалу в парафазi [165–
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Рис. 7.7. Розташування та орiєнтацiї дипольних моментiв (фрагментiв структури,
здатних впорядковуватися) в елементарнiй комiрцi кристалу RS, що по-
роджує загальну поляризацiю: порiвняння класичної двовимiрної двопi-
дґраткової моделi Мiцуї [178] (лiворуч) i запропонованого тривимiрного
чотирипiдґраткового пiдходу [223] (праворуч).

167]). Цi структурнi групи є нецентросиметричними. Кожнiй з них (як цiлому)

можна приписати ефективний дипольний момент ~µi (i = 1, . . . , 4). Змiни ∆~µi цих

дипольних моментiв породжують спонтанну поляризацiю у сегнетоелектричному

станi. Вектори ∆~µi орiєнтованi пiд певними кутами до кристалографiчних осей i

мають як поздовжнi, так i поперечнi складовi вiдносно осi a (рис. 7.7).

Для опису цих змiн зручно використати сценарiй лад-безлад. Подвiйнi рiв-

новажнi позицiї атомiв можна вiдтворити ефективною чотирипiдгратковою псев-

доспiновою моделлю [223]. Вона дозволяє розрахувати дiелектричнi властиво-

стi у довiльному напрямку, а також розглянути ефекти, породженi поперечним

(прикладеним перпендикулярно до сегнетоосi a) електричним полем. Псевдоспiни

Sz
i1, . . . , S

z
i4 описують змiни ефективних дипольних моментiв, спричиненi переорi-

єнтацiєю дипольних моментiв елементiв гратки: ∆~µik ≡ ~dkS
z
ik. Середнi значення

〈Sz〉 = 1
2(na − nb) пов’язанi з рiзною заселенiстю позицiй в рамках двомiнiмум-

ного представлення, описаного векторами ∆~µik (рис. 7.8). Запишемо гамiльтонiан

моделi у псевдоспiновому представленнi:

H = −1
2

∑

i 6=j

∑

k

Jkk(i, j)S
z
ikS

z
jk
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Рис. 7.8. Розташування векторiв ∆~µik (k = 1, . . . , 4) в елементарнiй комiрцi кри-
сталу RS та деякi можливi впорядкування диполiв [223] (проекцiя на
площину XY ): (a) високосиметрична фаза (парафаза) — абсолютнi зна-
чення псевдоспiнiв однаковi в усiх пiдгратках; (b) сегнетофаза з ~PS ‖ X —
значення псевдоспiнiв у 1-iй та 2-iй пiдгратках переважають; (c) вплив
поперечного поля — бiльшими є значення псевдоспiнiв у пiдгратках 1 i 3;
(d) ~PS ‖ X в поперечному полi — всi значення рiзнi, однак пiдгратки 1 i
2 надалi домiнують.

− 1

2

∑

i,j

∑

k 6=l

Kkl(i, j)S
z
ikS

z
jl

−∆
∑

i

(Sz
i1 + Sz

i2 − Sz
i3 − Sz

i4)

− dxEx

∑

ik

Sz
ik

− dyEy

∑

i

(Sz
i1 − Sz

i2 − Sz
i3 + Sz

i4)

− dzEz

∑

i

(Sz
i1 − Sz

i2 + Sz
i3 − Sz

i4), (7.24)

де Jkk(i, j) i Kkl(i, j) описують мiж- та внутрiшньопiдгратковi взаємодiї. Внутрi-

шнє поле ∆ вiдображає асиметрiю заселеностей подвiйних позицiй. Решта членiв

гамiльтонiану описують взаємодiю зi складовими Eα (α = x, y, z) зовнiшнього

електричного поля.



218

Гамiльтонiан моделi Мiцуї у псевдоспiновому представленнi [224] має такий

вигляд:

H = −1
2

∑

i 6=j

∑

k=1,2

Jkk(i, j)S
z
ikS

z
jk −

∑

i,j

K12(i, j)S
z
i1S

z
j2

−∆
∑

i

(Sz
i1 − Sz

i2)− dxEx

∑

ik

Sz
ik. (7.25)

Чотири перших доданки узагальненого виразу (7.24) подiбнi до їхнiх вiдповiдни-

кiв у класичному формулюваннi (7.25). Проте, окрiм параметрiв порядку вздовж

осi a (η1, що описує сегнетоелектричне впорядкування, та ξ, що вiдповiдає за ан-

типаралельне впорядкування), iснують новi параметри порядку η2 i η3, пов’язанi

з впорядкуванням диполiв вздовж осей b i c:

ξ = 1
2(〈Sz

1〉+ 〈Sz
2〉 − 〈Sz

3〉 − 〈Sz
4〉),

η1 = 1
2(〈Sz

1〉+ 〈Sz
2〉+ 〈Sz

3〉+ 〈Sz
4〉),

η2 = 1
2(〈Sz

1〉 − 〈Sz
2〉 − 〈Sz

3〉+ 〈Sz
4〉),

η3 = 1
2(〈Sz

1〉 − 〈Sz
2〉+ 〈Sz

3〉 − 〈Sz
4〉). (7.26)

Розглянувши гамiльтонiан (7.24) в НСП, отримаємо наступнi рiвняння для

середнiх значень псевдоспiнiв

〈Sz
k〉 = 1

2 th
(
1
2βHk

)
, k = 1, . . . , 4. (7.27)

Самоузгодженi внутрiшнi Hk поля задаються виразами

H1,2 = (hx +
1
2η1) + (h− 1

2a1ξ)

± (hy −
1

2
a2η2)± (hz +

1

2
a3η3),

H3,4 = (hx +
1
2η1)− (h− 1

2a1ξ)

∓ (hy −
1

2
a2η2)± (hz +

1

2
a3η3), (7.28)

де введено безрозмiрнi змiннi h = ∆/S, hα = dαEα/S, Θ = kBT/S, β = 1/Θ,

a1 = [(K13 +K14)− (J +K12)]/S,
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a2 = [(K13 −K14)− (J −K12)]/S,

a3 = [(K13 −K14) + (J −K12)]/S,

S = (K13 +K14) + (J +K12) (7.29)

та симетрiйнi властивостi констант взаємодiї. Параметри порядку η1, η2, η3 та

параметр ξ визначаються з системи рiвнянь (7.26–7.28). Термодинамiчно стiйкими

є розв’язки з мiнiмальними значеннями вiльної енергiї

F/N = 1
2(η

2
1 − a1ξ2 − a2η22 + a3η

2
3)

−Θ
∑

k

ln[2 cosh(12βHk)]. (7.30)

За вiдсутностi зовнiшнього поля розв’язок η1 6= 0, ξ 6= 0, η2 = η3 = 0 вiдповiдає

сегнетофазi RS. У цьому випадку 〈Sz
1〉 = 〈Sz

2〉, 〈Sz
3〉 = 〈Sz

4〉 i чотирипiдграткова

модель зводиться до моделi Мiцуї. Пiсля замiни 1
2η1 → η′, 1

2ξ → ξ′ i F/(2N) →
F ′/N ′ в рiвняннях (7.26–7.28), можна отримати тi ж формули, що й у класичному

випадку. Вiдмiннi вiд нуля значення η2 чи η3 iндукуються в парафазi вiдповiдними

складовими зовнiшнього поля. У сегнетофазi параметри η2 i η3 взаємозв’язанi.

Приклавши електричне поле вздовж осi b (hy 6= 0, η2 6= 0) до кристалу RS в

сегнетофазi (η1 6= 0), автоматично отримуємо ненульове значення параметра η3.

7.2.2. Вплив поперечного поля на поляризацiю та

сприйнятливiсть

Запропонована модель здатна описати дiелектричнi властивостi i поляриза-

цiю кристалiв RS як вздовж, так i перпендикулярно до сегнетоелектричної осi, а

також врахувати ефекти, породженi зовнiшнiм поперечним електричним полем.

Рис. 7.8 демонструє можливi впорядкування диполiв у деяких важливих випад-

ках, коли i поле, i поляризацiя паралельнi до площини XY (ab).

Складовi дiелектричної сприйнятливостi χxx = (2dx/ε0vc)(∂η1/∂Ex) i χyy =

(2dy/ε0vc)(∂η2/∂Ey) (де vc – об’єм елементарної комiрки) визначаються з набору

рiвнянь (7.26–7.28) диференцiюванням вiд неявних функцiй. Позначивши χαβ =
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(2dαdβ/Sε0vc)χ̃αβ, отримуємо для парафази в присутностi поля Ey:

χ̃xx =
R1(8Θ− 1

2a3R1) +
1
2a3R

2
2

(8Θ− 1
2R1)(8Θ− 1

2a3R1)− 1
4a3R

2
2

, (7.31)

χ̃yy =
R1(8Θ + 1

2a1R1)− 1
2a1R

2
2

(8Θ + 1
2a1R1)(8Θ + 1

2a2R1)− 1
4a1a2R

2
2

. (7.32)

Тут R1 = 4(1 − η22 − ξ2) i R2 = −8η2ξ. Для випадку сегнетофази у виразах для

χxx and χyy поряд з параметрами η2 i ξ з’являються також η1 i η3. Вiдповiднi

температурнi та польовi залежностi можна розрахувати з рiвнянь (7.26–7.28).
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Рис. 7.9. Температурнi залежностi середнiх значень псевдоспiнiв (a), параметра
порядку η1 (пропорцiйного до спонтанної поляризацiї), поздовжня (c) i
поперечна (d) складовi дiелектричної сприйнятливостi для рiзних зна-
чень поперечного поля при таких значеннях параметрiв: a1 = 0.284,
a2 = 0.1, a3 = −0.25, h = 0.32 [223].
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З аналiзу поведiнки вiльної енергiї випливає, що другий рiд ФП залишає-

ться незмiнним при Ey 6= 0. Вiдповiднi критичнi температури можна отримати з

системи рiвнянь, що включає нижченаведений вираз

(
8Θ− 1

2R1

) (
8Θ− 1

2a3R1

)
− 1

4a3R
2
2 = 0, (7.33)

та рiвняння, якi слiдують з (7.27) при η1 → 0, η3 ∼ hyη1 → 0.

Для малих значень поперечного поля R1 = 4(1− ξ20) + o[E2
y ], R2 ∼ E2

y , де ξ0

– розв’язок рiвняння ξ0 = th
[
1
2β
(
h− 1

2a1ξ0
)]

. Критичнi температури зсуваються

пропорцiйно до E2
y пiд дiєю поля. Величина i напрямок зсувiв ∆Tc залежать вiд

значень параметрiв взаємодiї a2 i a3. З чисто геометричних мiркувань параметри

K12 i J включають взаємодiю в першiй та другiй координацiйнiй сферах, вiдповiд-

но. Отже, можна сподiватися, що K12 > J , з чого слiдує a2 > a3. Якщо покласти

a1 = 0.284 i h = 0.32 (для найкращого узгодження з критичними температурами

кристалу RS за вiдсутностi поля; у цьому випадку S = 2280 К), числовий аналiз

показує, що при a3 . −0.25 температурний дiапазон iснування сегнетофази зву-

жується при зростаннiEy. На жаль, пряме експериментальне пiдтвердження цього

факту вiдсутнє. Наразi доказом iснування такої можливостi є результати [22, 23]

вивчення релаксацiйних явищ в RS пiд дiєю поперечного електричного поля. По-

казано, що спонтанну поляризацiю в RS можна суттєво понизити, приклавши

поперечне поле ~E ‖ ~b. Це явище супроводжується ефективним звуженням темпе-

ратурного iнтервалу iснування сегнетофази i великими часами релаксацiї (подiбна

повiльна релаксацiя, пов’язана, очевидно, з перерозподiлом термiчно активованих

носiїв заряду, спостерiгалася i при вимiрюваннi ємностi кристала [22]).

Для iлюстрацiї наведено числовi результати для таких значень параметрiв:

a2 = 0.1 i a3 = −0.25. Температурнi залежностi середнiх значень псевдоспiнiв для

випадкiв, зображених на рис. 7.8(c,d), показано на рис. 7.9(a). Пари 〈Sz
1〉, 〈Sz

3〉 i

〈Sz
2〉, 〈Sz

4〉 демонструють типову “Мiцуї-подiбну” поведiнку, однак поперечне поле

викликає розщеплення, породжуючи вiдмiннiсть мiж парами пiдґраток навiть у

парафазi. Температурнi залежностi параметра порядку η1, що описує спонтанну

поляризацiю кристала RS, зображено на рис. 7.9(b) для рiзних значень поперечно-
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го поля. Пiд дiєю поля звужується температурний дiапазон iснування сегнетофази

i пригнiчується спонтанна поляризацiя.

Температурну залежнiсть компонент дiелектричної сприйнятливостi зобра-

жено на рис. 7.9(c,d). Обернена складова сприйнятливостi χ−1xx прямує до нуля

в точках ФП як при Ey = 0, так i при Ey 6= 0 (рис. 7.9(c)). Отже, ФП справдi

залишаються переходами другого роду. Обернена складова χ−1yy має стрибки у то-

чках переходу при Ey 6= 0, значення яких пропорцiйнi до квадрату напруженостi

поля (рис. 7.9(d)). Схожа стрибкоподiбна поведiнка поперечної сприйнятливостi

спостерiгалася для кристалiв фосфiту глiцину пiд дiєю поперечного електричного

поля [225].

Зробимо деякi числовi оцiнки, врахувавши отриманi результати i викори-

ставши експериментальнi данi для складових дiелектричної проникностi εa i εb,

а також поляризацiї PS при Ey = 0. Складову дипольного моменту dx можна

визначити, знаючи максимальне значення поляризацiї в сегнетофазi PS|max =

0.25 × 10−2 Кл/м2 [226]. Скориставшись спiввiдношенням PS = (2dx/vc)η1, при

η1|max = 0.14 i vc = 1.04 × 10−21 см−3, отримаємо dx = 9.26 × 10−30 Кл · м.

Вiдповiдно, для сприйнятливостi вздовж осi a знаходимо χxx = 0.60χ̃xx, i при

χ̃−1xx |max = 3.7 × 10−3 це дає χxx|min ≃ 160 (таке значення потрапляє в промiжок

експериментально вимiряних χxx у сегнетофазi, див. огляд в роботах [226, 227]).

Оцiнку значення складової dy можна виконати, скориставшись спiввiдно-

шенням εyy = 1 + (2d2y/Sε0vc)χ̃yy. В сегнетофазi εyy ≡ εb ≈ 10 (див. [227]; давнi

експериментальнi данi демонструють плавну температурну залежнiсть εb в цiй

областi). При χ̃−1yy = 0.552 отримаємо dy = 17.3× 10−30 Кл · м. Отже, Y -складова

дипольного моменту, пов’язана зi змiною впорядкування, є майже вдвiчi бiльша

порiвняно зi складовою вздовж сегнетоелектричної осi X .

Слiд зауважити, що у цьому випадку поле Ey = 18 МВ/м вiдповiдає зна-

ченню hy = 0.01; при цiй напруженостi поля зсув Tc1 становить ∆Tc1 ≈ 0.06 К.

Таким чином, при полi Ey ≈ 1 МВ/м ефект буде практично непомiтним. Вiд-

носна змiна складової сприйнятливостi χyy з температурою у сегнетофазi теж

незначна (≈ 0.5%). Однак числовi оцiнки можуть змiнитися при iншому вибо-



223

рi значень параметрiв a2 i a3, даючи значно сильнiший польовий ефект. Певним

аргументом на користь такої можливостi є зсув ∆Tc ≈ 0.05 К при поперечному

полi Ec ≈ 1 МВ/м, у кристалi GPI (де цей ефект, подiбно до RS, викликаний

зигзагоподiбною геометрiєю локальних дипольних моментiв).

7.3. Висновки

Запропонована деформовна модель БЕГ враховує мiкроскопiчний механiзм

впливу прикладеного всестороннього тиску на термодинамiку кристалiв з багато-

ямними (особливо, триямними) локальними ґратковими потенцiалами. Наш пiд-

хiд базується на iдеї, що вплив тиску опосередковується напруженням криста-

лiчної ґратки. Тобто, деформацiя кристала веде до змiни внутрiшнього поля й

змiщення атомiв, що оточують активнi структурнi елементи (iоннi групи), кон-

фiгурацiї яких визначаються згаданими вище локальними потенцiалами. Наше

розширення моделi БЕГ додатково враховує зсув локальних енергетичних рiвнiв

(через перебудову локальних ангармонiчних потенцiалiв, сформованих електрон-

ною пiдсистемою) пiд впливом деформацiї, породженої всестороннiм тиском. Та-

кий пiдхiд дозволяє описати деформацiйнi ефекти, що супроводяться фазовим

переходом у стан з дипольним впорядкуванням (сегнетофаза).

Слiд зауважити, що застосовану тут схему iмплементацiї мiкроскопiчного

параметра (наприклад, деформацiї) у макроскопiчний гамiльтонiан з наступним

визначенням даного параметра через умови рiвноваги вперше запропоновано в

роботi [228]. На основi даного пiдходу описано ряд явищ, породжених зовнiшнiм

тиском, у сегнетоелектриках типу KH2PO4 (див. [229]).

Експериментальнi дослiдження кристалу Sn2P2S6 показали, що температу-

ра переходу в сегнетофазу знижується пiд впливом гiдростатичного тиску p зi

змiною роду фазового переходу з другого на перший, обертаючись у нуль з пов-

ним придушенням сегнетовпорядкування при p = p∗. В принципi, згадане явище

адекватно вiдтворюється у рамках моделi БЕГ, але результати ab initio розра-

хункiв демонструють перебудову локальних ангармонiчних потенцiалiв пiд впли-
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вом тиску. Врахувавши цю перебудову, ми описуємо вплив деформацiї ґратки на

енергетичнi рiвнi активних структурних елементiв (груп P2S6 кристала Sn2P2S6) у

рамках запропонованої моделi дБЕГ, що дозволяє виявити аномалiю залежностi

u(p) в околi фазового переходу мiж сегнето- i парафазою. Стрибок деформацiї

∆u iснує лише при фазовому переходi першого роду, тодi як вiдповiдна похiдна

∂u/∂p демонструє пiкоподiбну поведiнку як для першого, так i для другого ро-

ду фазового переходу, а у трикритичнiй точцi стисливiсть χ = −∂u/∂p узагалi

розбiгається. Така поведiнка u(p) i χ(p) вiдповiдає дiйсностi.

Термодинамiку кристалiв Sn2P2S6 дослiджено також для випадку затисну-

того кристалу (режиму u = const). Показано, що в цьому режимi при T < TTCP на-

явна область значень деформацiї, де кристал розшаровується на фракцiї сегнето-

й парафази з рiзними значеннями внутрiшнього напруження. На фазовiй дiагра-

мi (T, u) ця змiшана фаза знаходиться мiж «чистими» фазами P i F. Такий стан

спiвiснування фаз можна виявити експериментально, якщо вимiряти стисливiсть

χ(u) у затисненому режимi в згаданiй областi — вона повинна лiнiйно залежати

вiд u в iнтервалi [uP, uF].

Для опису дiелектричних властивостей та ФП у сегнетоелектриках типу се-

гнетової солi запропоновано чотирипiдграткову псевдоспiнову модель, яка є уза-

гальненням моделi Мiцуї. У рамках середньопольового пiдходу показано, що при-

кладання поперечного електричного поля веде до часткового придушення спон-

танної поляризацiї i звуження областi її iснування та появи стрибкiв поперечної

складової спонтанної поляризацiї у точках ФП, величина яких пропорцiйна до

квадрату напруженостi поля.
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ВИСНОВКИ

В рамках дисертацiйної роботи за допомогою мiкроскопiчного модельного

пiдходу розроблено теорiю впливу таких зовнiшнiх факторiв, як тиск, електричне

поле, iнтеркаляцiя (змiна хiмiчного потенцiалу) та iн. на рiзноманiтнi ґратковi

системи типу лад-безлад. Нижче викладено короткi загальнi висновки щодо її

результатiв.

1. Iнтеркальованi нiкелем селенiди iндiю та галiю демонструють електретний

ефект, що має мiсце в областi малих концентрацiй iнтеркалянта, який можна

описати за допомогою модифiкацiї моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса, що вiд-

ображає перерозподiл атомiв iнтеркалянта мiж неполярними та полярними

позицiями у ван-дер-ваальсових щiлинах кристалiв у формi фазового пере-

ходу до полярної фази (що вiдповiдає електретному ефекту), яка стабiлiзу-

ється внутрiшнiм полем. Температурнi залежностi дiелектричної проникли-

востi iнтеркальованих зразкiв виявляють незвичайну пiкоподiбну структуру

в тому ж iнтервалi концентрацiй. Подальше збiльшення вмiсту iнтеркалян-

та веде до придушення i електретного ефекту, i особливостей у поведiнцi

дiелектричної сприйнятливостi.

2. Запропонований мiкроскопiчний опис, що об’єднує вищезгаданi властивостi

моделей БЕГ та Мiцуї, дає напiвкiлькiсний опис спiвiснування фаз у лi-

тiйованому анатазi. Як показав проведений симетрiйний аналiз, викликана

iнтеркаляцiєю деформацiя гратки може супроводжуватися впорядкуванням

антисегнетоелектричного типу (внутрiшнiй п’єзоефект). Аналiз фазових дi-

аграм основного стану пiдтверджує можливiсть фазового переходу мiж “по-

рожньою” та “напiвзаповненою” фазами, який вiдповiдає фазовому розшару-
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ванню кристалу на “бiдну” та “багату” на лiтiй фази. Модель передбачає, що

таке розшарування майже не змiнюється у широкому температурному дiа-

пазонi. Мiкроскопiчний пiдхiд легко вiдтворює результати розкладу Ландау

як частинний випадок фазового переходу “порожня”–“заповнена” фази, що

описується двома параметрами порядку. Однак, наявнiсть “напiвзаповненої”

фази змушує використовувати повний набiр параметрiв порядку, дозволених

симетрiєю кристалу. В рамках моделi двопозицiйна пiдсистема лiтiю може

мати впорядкування сегнето- чи антисегнетоелектричного типу, яке, однак,

наразi експериментально не спостерiгалося.

3. Для стадiйно впорядкованих iнтеркальованих кристалiв розраховано кривi

густин електронних станiв, якi демонструють структуру з добре виражени-

ми пiками, розташованими у центральнiй частинi, якi походять вiд логари-

фмiчних сингулярностей, характерних для двовимiрних систем. Як i можна

було сподiватися, має мiсце, разом з тим, легко виражений кросовер до гу-

стин станiв для тривимiрної ґратки, пов’язаний з перенесенням електронiв

мiж шарами, яке є значно слабше через бiльшi вiдстанi мiж пакетами.

4. Опис згаданої вище системи в рамках модифiкацiї перiодичної моделi Ан-

дерсона показує, що основна перебудова електрично енергетичного спектру

та вiдповiдної густини станiв зводиться до появи домiшкової зони бiля дна

основної. При достатнiй вiддаленостi вiд основної, домiшкова зона вироджу-

єтся у домiшковий рiвень, тодi як при зближеннi вiдбувається гiбридизацiя

зон з перебудовою вiдповiдного краю основної зони. Найбiльш виражена змi-

на основної зони вiдбувається поблизу домiшкового рiвня. Проведенi роз-

рахунки густини електронних станiв для iнтеркальованого кристалу дало

можливiсть обчислити внески як електронiв провiдностi, так i електронiв

на домiшкових зонах чи рiвнях у т. зв. квантову ємнiсть системи. Наявнiсть

домiшкової зони бiля нижнього краю основної суттєвим чином впливає на

величину квантової електронної ємностi та форму її залежностi вiд хiмi-

чного потенцiалу електронiв. Абсолютнi значення ємностi збiльшуються у
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порiвняннi з чистим (неiнтеркальованим) кристалом в середньому втричi

(а у максимумi домiшкового пiка й значно бiльше), а сама її залежнiсть

вiд хiмпотенцiалу стає сильно немонотонною (мiнiмум, що з’являється, вiд-

повiдає псевдощiлинi у густинi станiв). Пiдвищення температури згладжує

залежностi, зменшуючи амплiтуду змiн ємностi в областi немонотонностi.

5. Проведенi розрахунки законiв дисперсiї εi(q) i спектральних густин ρα(~ω)

виявили основнi особливостi структури зонного спектру жорстких бозонiв

у двовимiрнiй ґратцi типу графену. Описано змiни у їх спектральних хара-

ктеристиках при переходi вiд NO до SF фази. Показано, що вигляд функцiй

ρα(~ω) (α = A,B) набагато чутливiший до значень енергетичних параме-

трiв системи, у тому числi до розташування хiмiчного потенцiалу бозонiв,

анiж законiв дисперсiї εi(q) у бозонних зонах. З цiєї причини функцiї ρα(~ω)

можна вважати основними характеристиками зонного спектру. Сам лише

вигляд залежностей εi(q) не дає його вичерпної картини.

6. Встановлено, що у випадку ґратки з енергетично еквiвалентними пiдґратка-

ми кiлькiсть дiракiвських точок подвоюється пiсля переходу до SF фази.

Новi точки цього типу з’являються в областi вiд’ємних енергiй, якщо у NO

фазi бозонна зона розташована над рiвнем хiмiчного потенцiалу, або в обла-

стi додатних енергiй при її розташуваннi над рiвнем хiмпотенцiалу. Якщо

ж хiмпотенцiал знаходиться мiж пiдзонами, спектр перебудовується i дiра-

кiвськi точки зникають. Ситуацiя, коли хiмпотенцiал є в безпосередньому

околi дiракiвських точок або на них накладається, у випадку жорстких бо-

зонiв не реалiзується (за винятком областей поблизу критичних точок, якi

на фазовiй дiаграмi є точками максимумiв кривих рiвноваги фаз).

7. Продемонстровано ефективнiсть ґраткових моделей для мiкроскопiчного

опису впливу ефективних полiв на сегнетоелектрики. Зокрема, ряд аспектiв

термодинамiки квантової ґраткової моделi з локальними ангармонiчними

потенцiалами розглянуто для випадку деформованої ґратки. Ефекти, поро-

дженi зовнiшнiм тиском, вивчено у рамках моделi Блюма–Емерi–Грiффiтса,
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яка вiдповiдає локальному потенцiалу з трьома мiнiмумами. Для даної си-

стеми запропоновано деформовний варiант моделi з врахуванням впливу

механiчного напруження, що реалiзується через деформацiю ґратки, яка

призводить до реструктуризацiї локальних атомних конфiгурацiй. На осно-

вi цiєї моделi розраховано залежностi вiд тиску p для деформацiї об’єму

u = ∆V/V на прикладi кристалу Sn2P2S6. Встановлено наявнiсть аномалiй

функцiї u(p) в областi сегнетоелектричних фазових переходiв першого та

другого роду, а також критичної точки; вивчено поведiнку об’ємної стисли-

востi для цих випадкiв. Отриманi результати добре узгоджуються з експе-

риментальними даними. Запропоноване просторове чотирипiдграткове уза-

гальнення моделi Мiцуї в рамках середньопольового пiдходу показало, що

прикладання поперечного електричного поля до сегнетової солi веде до час-

ткового пригнiчення спонтанної поляризацiї i звуження областi її iснування

та появи стрибкiв поперечної складової спонтанної поляризацiї у точках ФП,

величина яких пропорцiйна до квадрату напруженостi поля.



229

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Theoretical study of lithium intercalation in rutile and anatase / Arvids Stashans,

Sten Lunell, Robert Bergström, Anders Hagfeldt, Sten-Eric Lindquist // Phys.

Rev. B . 1996. Vol. 53, no. 1. P. 159–170.

2. Koudriachova M. V., Harrison N. M., de Leeuw S. W. Effect of diffusion on

lithium intercalation in titanium dioxide // Phys. Rev. Lett. 2001. Vol. 86,

no. 7. P. 1275–1278.

3. Koudriachova M. V., Harrison N. M., de Leeuw S. W. Density-functional simu-

lations of lithium intercalation in rutile // Phys. Rev. B . 2002. Vol. 65, no. 23.

P. 235423.

4. Koudriachova M. V., Harrison N. M., de Leeuw S. W. Open circuit voltage

profile for Li-intercalation in rutile and anatase from first principles // Solid

State Ionics . 2002. Vol. 152-153. P. 189–194.

5. Koudriachova M. V., Harrison N. M., de Leeuw S. W. Structural deformations

in lithium doped titanium dioxide // Computational Materials Science. 2002.

Vol. 24, no. 1-2. P. 235–240.

6. Koudriachova M. V., Harrison N. M., de Leeuw S. W. Diffusion of Li-ions in

rutile. An ab initio study // Solid State Ionics . 2003. Vol. 157, no. 1-4.

P. 35–38.

7. Koudriachova M. V., de Leeuw S. W., Harrison N. M. A new phase of lithiated

titania predicted from first principles // Chemical Physics Letters . 2003. Vol.

371, no. 1-2. P. 150–156.

8. Koudriachova M. V., Harrison N. M., de Leeuw S. W. First principles predictions

for intercalation behaviour // Solid State Ionics . 2004. Vol. 175, no. 1-4. P. 829–

834.

https://doi.org/10.1103/PhysRevB.53.159
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.53.159
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.86.1275
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.65.235423
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0167-2738(02)00299-0
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0167-2738(02)00299-0
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0927-0256(02)00200-8
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0167-2738(02)00186-8
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0009-2614(03)00156-8
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.ssi.2004.09.050


230

9. Mysakovych T., Stasyuk I. Pseudospin-electron model of intercalation // Journal

of Physical Studies. 2007. Vol. 11, no. 2. P. 1327–1332.

10. Boson localization and the superfluid-insulator transition / Matthew P. A. Fisher,

Peter B. Weichman, G. Grinstein, Daniel S. Fisher // Phys. Rev. B . 1989.

Vol. 40. P. 546–570.

11. Quantum phase transition from a superfluid to a Mott insulator in a gas of

ultracold atoms / M. Greiner, O. Mandel, T. Esslinger, T. W. Hänsch, I. Bloch //

Nature. 2002. Vol. 415, no. 6867. P. 39–44.

12. Collapse and revival of the matter wave field of a Bose-Einstein condensate /

M. Greiner, O. Mandel, T. W. Hänsch, I. Bloch // Nature. 2002. Vol. 419, no.

6902. P. 51–54.

13. Quantum delocalization of hydrogen on metal surfaces / Mitsuaki Nishijima,

Hiroshi Okuyama, Noriaki Takagi, Tetsuya Aruga, Wilhelm Brenig // Surface

Science Reports . 2005. Vol. 57, no. 5-6. P. 113–156.

14. Reilly P. D., Harris R. A., Whaley K. B. Multiple-band theory of dynamics for

interacting adsorbates coupled to phonons. I. Variationally optimized Hamilto-

nian // J. Chem. Phys. 1991. Vol. 95, no. 11. P. 8599–8615.

15. Mysakovych T. S., Krasnov V. O., Stasyuk I. V. Lattice model of intercalation //

Ukr. J. Phys. 2010. Vol. 55, no. 2. P. 228–234.

16. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Two-state Bose–Hubbard model in the hard-core

boson limit // Condens. Matter Phys. 2011. Vol. 14, no. 1. P. 13004 : 1–14.

17. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Bose–Einstein condensation in the excited band

and the energy spectrum of the Bose–Hubbard model // Theoretical and Math-

ematical Physics . 2011. Vol. 168, no. 3. P. 1347–1357.

18. Matsubara T. A new approach to quantum-statistical mechanics // Progress of

Theoretical Physics . 1955. Vol. 14, no. 4. P. 351–378.

19. Shvaika A. M. On the spectral relations for multitime correlation functions //

Condens. Matter Phys. 2006. Vol. 9. P. 447–458.

20. Direct observation of tunneling and nonlinear self-trapping in a single bosonic

Josephson junction / Michael Albiez, Rudolf Gati, Jonas Fölling, Stefan Hun-

https://doi.org/10.1103/PhysRevB.40.546
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.surfrep.2005.03.001
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.surfrep.2005.03.001
https://doi.org/10.1007/s11232-011-0110-2
https://doi.org/10.1007/s11232-011-0110-2
https://doi.org/10.1143/PTP.14.351
https://doi.org/10.1143/PTP.14.351
https://doi.org/10.5488/CMP.9.3.447


231

smann, Matteo Cristiani, Markus K. Oberthaler // Phys. Rev. Lett. 2005.

Vol. 95. P. 010402.

21. Quantum phases of bosons in double-well optical lattices / I. Danshita,

J. E. Williams, C. A. R. Sá de Melo, C. W. Clark // Phys. Rev. A. 2007.

Vol. 76. P. 043606.

22. Kalisz L., Fugiel B., Zioło J. Dielectric relaxation in Rochelle salt in non-parallel

electric fields // Solid State Communications . 1994. Vol. 89, no. 4. P. 393–395.

23. Fugiel B. Transverse electric field effect in ferroelectrics with hydrogen bonds //

Physica B: Condensed Matter . 2003. Vol. 325. P. 256–258.

24. Mooser E., Schlüter M. The band-gap excitons in gallium selenide // Il Nuovo

Cimento B . 1973. Vol. 18, no. 1. P. 164–208.

25. Ман Л. И., Имамов Р. М., Семилетов С. А. Типы кристаллических стру-

ктур халькогенидов Ga, In и Tl // Кристаллография. 1976. Т. 21. С. 628–639.

26. Rigoult J., Rimsky A., Kuhn A. Refinement of the 3R γ-indium monoselenide

structure type // Acta Crystallographica Section B . 1980. Vol. 36, no. 4. P. 916–

918.

27. Photoconductivity and photovoltaic effect in indium selenide / A. Segura,

J. P. Guesdon, J. M. Besson, A. Chevy // Journal of Applied Physics . 1983.

Vol. 54, no. 2. P. 876–888.

28. Двумерная проводимость в InSe при низких температурах / Н. Б. Брандт,

В. А. Кульбачинский, З. Д. Ковалюк, Г. В. Лашкарев // Физика и техника

полупроводников. 1987. Т. 21. С. 1001–1004.

29. Брандт Н. Б., Ковалюк З. Д., Кульбачинский В. А. Фотопроводимость

в слоистых кристаллах InSe // Физика и техника полупроводников. 1988.

Т. 22. С. 1657–1660.

30. Кульбачинский В. А., Ковалюк М. З., Пырля М. Н. Влияние интеркалиро-

вания Li и Ba на электрофизические свойства InSe // Физика и техника

полупроводников. 1993. Т. 27. С. 677–681.

31. Григорчак И. И., Ковалюк З. Д., Минтянский И. В. Фотополяризационные

процессы в интеркалатах LixGaSe и LixInSe // Физика твердого тела. 1989.

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.95.010402
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.043606
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0038-1098(94)90607-6
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0921-4526(02)01536-3
https://doi.org/10.1007/BF02832647
https://doi.org/10.1007/BF02832647
https://doi.org/10.1107/S0567740880004840
https://doi.org/10.1063/1.332050


232

Т. 31, № 2. С. 222–224.

32. Grigorchak I. I., Netyaga V. V., Kovalyuk Z. D. On some physical properties of

InSe and GaSe semiconducting crystals intercalated by ferroelectrics // Journal

of Physics: Condensed Matter . 1997. Vol. 9, no. 12. P. L191–L195.

33. Структура та фiзичнi властивостi InSe i GaSe, селективно iнтеркальованих

лiтiєм / I. I. Григорчак, С. В. Гаврилюк, В. В. Нетяга, З. Д. Ковалюк //

Журнал фiзичних дослiджень. 2000. Т. 4. С. 82–84.

34. Kulbachinskii V. A., Kovalyuk M. Z., Pyrlya M. N. Electrophysical properties

of p- and n-type InSe intercalated with Li and Ba // J. Phys. I France. 1994.

Vol. 4, no. 6. P. 975–979.

35. Gomes da Costa P., Balkanski M., Wallis R. F. Effect of intercalated lithium on

the electronic band structure of indium selenide // Phys. Rev. B . 1991. Vol. 43.

P. 7066–7069.

36. Balkanski M., Gomes da Costa P., Wallis R. F. Electronic energy bands and

lattice dynamics of pure and lithium-intercalated InSe // Physica status solidi

(b). 1996. Vol. 194, no. 1. P. 175–185.

37. Рущанский К. З. Влияние гидростатического давления на статические и ди-

намические свойства кристалла InSe: исследования из первых принципов //

Физика твердого тела. 2004. Т. 46. С. 177–184.

38. Возникновение электретного состояния в слоистых интеркалированных мо-

нокристаллах GaSe / И. В. Минтянский, И. И. Григорчак, З. Д. Ковалюк,

С. В. Гаврилюк // Физика твердого тела. 1986. Т. 28. С. 1263–1265.

39. Electret effect in intercalated crystals of the AIIIBVI group / I. Grygorchak,

S. Voitovych, I. Stasyuk, O. Velychko, O. Menchyshyn // Condens. Matter Phys.

2007. Vol. 10, no. 1. P. 51–60.

40. Steinemann S. G. The properties of titanium // Oral Implantology / Ed. by

A. Schroeder, F. Sutter, G. Krekeler. New-York : Thieme Medical Publishers,

1991. P. 37–58.

41. Phillips L. G., Barbano D. M. The influence of fat substitutes based on protein

and titanium dioxide on the sensory properties of lowfat milks // Journal of

https://doi.org/10.1088/0953-8984/9/12/001
https://doi.org/10.1088/0953-8984/9/12/001
https://doi.org/10.30970/jps.04.82
https://doi.org/10.1051/jp1:1994116
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.43.7066
https://doi.org/10.1002/pssb.2221940117
https://doi.org/10.1002/pssb.2221940117
https://doi.org/10.3168/jds.S0022-0302(97)76234-9
https://doi.org/10.3168/jds.S0022-0302(97)76234-9


233

Dairy Science. 1997. Vol. 80, no. 11. P. 2726–2731.

42. Carcinogenicity of carbon black, titanium dioxide, and talc / Robert Baan,

Kurt Straif, Yann Grosse, Béatrice Secretan, Fatiha El Ghissassi, Vin-

cent Cogliano // The Lancet Oncology . 2006. Vol. 7, no. 4. P. 295–296.

43. Churg A., Gilks B., Dai J. Induction of fibrogenic mediators by fine and ultrafine

titanium dioxide in rat tracheal explants // Am. J. Physiol. Lung Cell Mol.

Physiol. 1999. Vol. 277, no. 5. P. L975–L982.

44. Effects of Ti ions and particles on neutrophil function and morphology /

Ryuichiro Kumazawa, Fumio Watari, Noriyuki Takashi, Yukihiro Tanimura, Mo-

tohiro Uo, Yasunori Totsuka // Biomaterials . 2002. Vol. 23, no. 17. P. 3757–

3764.

45. An ultradense polymorph of rutile with seven-coordinated titanium from the Ries

crater / Ahmed El Goresy, Ming Chen, Leonid Dubrovinsky, Philippe Gillet,

Günther Graup // Science. 2001. Vol. 293, no. 5534. P. 1467–1470.

46. A natural shock-induced dense polymorph of rutile with α-PbO2 structure in

the suevite from the Ries crater in Germany / Ahmed El Goresy, Ming Chen,

Philippe Gillet, Leonid Dubrovinsky, Günther Graup, Rajeev Ahuja // Earth

and Planetary Science Letters . 2001. Vol. 192, no. 4. P. 485–495.

47. Baddeleyite-type high-pressure phase of TiO2 / H. Sato, S. Endo, M. Sugiyama,

T. Kikegawa, O. Shimomura, K. Kusaba // Science. 1991. Vol. 251, no. 4995.

P. 786–788.

48. Simons P. Y., Dachille F. The structure of TiO2 II, a high-pressure phase of

TiO2 // Acta Crystallographica. 1967. Vol. 23, no. 2. P. 334–336.

49. Marchand R., Brohan L., Tournoux M. TiO2(B) a new form of titanium dioxide

and the potassium octatitanate K2Ti8O17 // Materials Research Bulletin. 1980.

Vol. 15, no. 8. P. 1129–1133.

50. New hollandite oxides: TiO2(H) and K0.06TiO2 / M. Latroche, L. Brohan,

R. Marchand, M. Tournoux // Journal of Solid State Chemistry . 1989. Vol. 81,

no. 1. P. 78–82.

51. Topotactic oxidation of ramsdellite-type Li0.5TiO2, a new polymorph of titanium

https://doi.org/10.3168/jds.S0022-0302(97)76234-9
https://doi.org/10.3168/jds.S0022-0302(97)76234-9
https://doi.org/DOI: 10.1016/S1470-2045(06)70651-9
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0142-9612(02)00115-1
https://doi.org/10.1126/science.1062342
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0012-821X(01)00480-0
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0012-821X(01)00480-0
https://doi.org/10.1126/science.251.4995.786
https://doi.org/10.1107/S0365110X67002713
https://doi.org/10.1016/0025-5408(80)90076-8
https://doi.org/DOI: 10.1016/0022-4596(89)90204-1


234

dioxide: TiO2(R) / J. Akimoto, Y. Gotoh, Y. Oosawa, N. Nonose, T. Kumagai,

K. Aoki, H. Takei // Journal of Solid State Chemistry . 1994. Vol. 113, no. 1.

P. 27 – 36.

52. Experimental and theoretical identification of a new high-pressure TiO2 poly-

morph / Natalia A. Dubrovinskaia, Leonid S. Dubrovinsky, Rajeev Ahuja, Vi-

taly B. Prokopenko, V. Dmitriev, H.-P. Weber, J. M. Osorio-Guillen, Börje Jo-

hansson // Phys. Rev. Lett. 2001. Vol. 87, no. 27. P. 275501.

53. Materials science: The hardest known oxide / L. S. Dubrovinsky, N. A. Dubrovin-

skaia, V. Swamy, J. Muscat, N. M. Harrison, R. Ahuja, B. Holm, B. Johansson //

Nature. 2001. Vol. 410, no. 6829. P. 653–654.

54. High-pressure and high-temperature synthesis of the cubic TiO2 polymorph /

M. Mattesini, J. S. de Almeida, L. Dubrovinsky, N. Dubrovinskaia, B. Johansson,

R. Ahuja // Phys. Rev. B . 2004. Vol. 70, no. 21. P. 212101.

55. High-pressure polymorphs of anatase TiO2 / T. Arlt, M. Bermejo, M. A. Blanco,

L. Gerward, J. Z. Jiang, J. Staun Olsen, J. M. Recio // Phys. Rev. B . 2000.

Vol. 61, no. 21. P. 14414–14419.

56. Born charge differences of TiO2 polytypes: Multipole expansion of Wannier

charge densities / Giovanni Cangiani, Alfonso Baldereschi, Michel Posternak,

Henry Krakauer // Phys. Rev. B . 2004. Vol. 69, no. 12. P. 121101.

57. Sakthivel S., Kisch H. Daylight photocatalysis by carbon-modified titanium diox-

ide // Angew. Chem. Int. Ed. 2003. Vol. 42, no. 40. P. 4908–4911.

58. Fujishima A., Honda K. Electrochemical photolysis of water at a semiconductor

electrode // Nature. 1972. Vol. 238, no. 5358. P. 37–38.

59. The application of TiO2 photocatalysis for disinfection of water contam-

inated with pathogenic micro-organisms: a review / Cathy Mccullagh,

Jeanette M.C. Robertson, Detlef W. Bahnemann, Peter K.J. Robertson // Re-

search on Chemical Intermediates. 2007. Vol. 33, no. 3-5. P. 359–375.

60. Cleavage of peptides and proteins using light-generated radicals from titanium

dioxide / Barbara J. Jones, Matthew J. Vergne, David M. Bunk, Laurie E. Lo-

cascio, Mark A. Hayes // Anal. Chem. 2007. Vol. 79, no. 4. P. 1327–1332.

https://doi.org/DOI: 10.1006/jssc.1994.1337
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.87.275501
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.70.212101
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.61.14414
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.69.121101


235

61. Light-induced amphiphilic surfaces / Rong Wang, Kazuhito Hashimoto, Akira Fu-

jishima, Makota Chikuni, Eiichi Kojima, Atsushi Kitamura, Mitsuhide Shimo-

higoshi, Toshiya Watanabe // Nature. 1997. Vol. 388, no. 6641. P. 431–432.

62. O’Regan B., Grätzel M. A low-cost, high-efficiency solar cell based on dye-

sensitized colloidal TiO2 films // Nature. 1991. Vol. 353, no. 6346. P. 737–740.

63. Grätzel M. Photoelectrochemical cells // Nature. 2001. Vol. 414, no. 6861.

P. 338–344.

64. Grätzel M. Dye-sensitized solar cells // Journal of Photochemistry and Photobi-

ology C: Photochemistry Reviews . 2003. Vol. 4, no. 2. P. 145–153.

65. Grätzel M. Conversion of sunlight to electric power by nanocrystalline dye-

sensitized solar cells // Journal of Photochemistry and Photobiology A: Chem-

istry . 2004. Vol. 164, no. 1-3. P. 3–14.

66. Earle M. D. The electrical conductivity of titanium dioxide // Phys. Rev. 1942.

Vol. 61, no. 1-2. P. 56–62.

67. Composite n-p semiconducting titanium oxides as gas sensors / Nancy Sav-

age, Brian Chwieroth, Arwa Ginwalla, Bruce R. Patton, Sheikh A. Akbar, Pra-

bir K. Dutta // Sensors and Actuators B: Chemical . 2001. Vol. 79, no. 1.

P. 17–27.

68. Wu J.-M., Chen C.-J. Effect of powder characteristics on microstructures and di-

electric properties of (Ba,Nb)-doped titania ceramics // Journal of the American

Ceramic Society . 1990. Vol. 73, no. 2. P. 420–424.

69. Brown W. D., Grannemann W. W. C-v characteristics of metal-titanium dioxide-

silicon capacitors // Solid-State Electronics . 1978. Vol. 21, no. 6. P. 837–846.

70. Antimony-incorporated TiO2 thin films: preparation and optical and electrical

characteristics / W. A. Badawy, R. S. Momtaz, H. H. Afify, E. M. El-Giar //

Journal of Materials Science: Materials in Electronics . 1991. Vol. 2, no. 2.

P. 112–115.

71. Siefering K. L., Griffin G. L. Growth kinetics of CVD TiO2: Influence of carrier

gas // Journal of The Electrochemical Society . 1990. Vol. 137, no. 4. P. 1206–

1208.

https://doi.org/DOI: 10.1016/S1389-5567(03)00026-1
https://doi.org/DOI: 10.1016/S1389-5567(03)00026-1
https://doi.org/10.1016/j.jphotochem.2004.02.023
https://doi.org/10.1016/j.jphotochem.2004.02.023
https://doi.org/10.1103/PhysRev.61.56
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0925-4005(01)00843-7
https://doi.org/10.1111/j.1151-2916.1990.tb06528.x
https://doi.org/10.1111/j.1151-2916.1990.tb06528.x
https://doi.org/10.1016/0038-1101(78)90308-8
https://doi.org/10.1007/BF00694762
https://doi.org/10.1149/1.2086632


236

72. Optical properties of anatase (TiO2) / H. Tang, H. Berger, P.E. Schmid,

F. Lévy // Solid State Commun. 1994. Vol. 92, no. 3. P. 267.

73. Grätzel M. The artificial leaf, molecular photovoltaics achieve efficient generation

of electricity from sunlight // Comments on Inorganic Chemistry. 1991. Vol. 12,

no. 2–3. P. 93–111.

74. Kay A., Grätzel M. Low cost photovoltaic modules based on dye sensitized

nanocrystalline titanium dioxide and carbon powder // Solar Energy Materials

and Solar Cells . 1996. Vol. 44, no. 1. P. 99–117.

75. Photoelectrochromic windows and displays / Clemens Bechinger, Suzanne Fer-

rere, Arie Zaban, Julian Sprague, Brian A. Gregg // Nature. 1996. Vol. 383, no.

6601. P. 608–610.

76. Rocking chair lithium battery based on nanocrystalline TiO2 (anatase) /

S. Y. Huang, L. Kavan, I. Exnar, M. Grätzel // Journal of The Electrochem-

ical Society . 1995. Vol. 142, no. 9. P. L142–L144.

77. Thermodynamics of spinel LixTiO2 from first principles / M. Wagemaker,

A. Van Der Ven, D. Morgan, G. Ceder, F.M. Mulder, G.J. Kearley // Chem-

ical Physics . 2005. Vol. 317, no. 2-3. P. 130–136.

78. Rho Y. H., Kanamura K. Fabrication of all solid-state rechargeable lithium bat-

tery and its electrochemical properties // Journal of Power Sources . 2006. Vol.

158, no. 2. P. 1436–1441.

79. Extensive migration of Ni and Mn by lithiation of ordered LiMg0.1Ni0.4Mn1.5O4

spinel / Marnix Wagemaker, Frans G. B. Ooms, Erik M. Kelder, Joop Schoon-

man, Fokko M. Mulder // Journal of the American Chemical Society . 2004. Vol.

126, no. 41. P. 13526–13533.

80. The crystal structures of the lithium-inserted metal oxides Li0.5TiO2 anatase,

LiTi2O4 spinel, and Li2Ti2O4 / R. J. Cava, D. W. Murphy, S. Zahurak, A. San-

toro, R. S. Roth // Journal of Solid State Chemistry . 1984. Vol. 53, no. 1.

P. 64–75.

81. Mackrodt W. C. First principles hartree-fock description of lithium insertion in

oxides: I. The end members TiO2 and LiTiO2 of the system LixTiO2 // Journal

https://doi.org/DOI: 10.1016/0927-0248(96)00063-3
https://doi.org/DOI: 10.1016/0927-0248(96)00063-3
https://doi.org/10.1149/1.2048726
https://doi.org/10.1149/1.2048726
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.chemphys.2005.05.011
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.chemphys.2005.05.011
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.jpowsour.2005.10.057
https://doi.org/10.1021/ja048319x
https://doi.org/DOI: 10.1016/0022-4596(84)90228-7
https://doi.org/DOI: 10.1006/jssc.1998.8058
https://doi.org/DOI: 10.1006/jssc.1998.8058


237

of Solid State Chemistry . 1999. Vol. 142, no. 2. P. 428–439.

82. Ab initio study of lithium intercalation in metal oxides and metal dichalco-

genides / M. K. Aydinol, A. F. Kohan, G. Ceder, K. Cho, J. Joannopoulos //

Phys. Rev. B . 1997. Vol. 56, no. 3. P. 1354–1365.

83. Koudriachova M. Ramsdellite-structured LiTiO2: A new phase predicted from

ab initio calculations // Chemical Physics Letters . 2008. Vol. 458, no. 1-3.

P. 108–112.

84. Ab initio study of the elastic properties of single and polycrystal TiO2, ZrO2

and HfO2 in the cotunnite structure / M. A. Caravaca, J. C. Miño, V. J. Pérez,

R. A. Casali, C. A. Ponce // Journal of Physics: Condensed Matter . 2009.

Vol. 21, no. 1. P. 015501–11.

85. Two phase morphology limits lithium diffusion in TiO2 (anatase): A 7Li MAS

NMR study / Marnix Wagemaker, Roel van de Krol, Arno P. M. Kentgens,

Ad A. van Well, Fokko M. Mulder // Journal of the American Chemical Society .

2001. Vol. 123, no. 46. P. 11454–11461.

86. Wagemaker M., Kentgens A., Mulder F. Equilibrium lithium transport between

nanocrystalline phases in intercalated TiO2 anatase // Nature. 2002. Vol. 418,

no. 6896. P. 397–399.

87. Wagemaker M., van de Krol R., van Well A. A. Nano-morphology of lithiated

thin film TiO2 anatase probed with in situ neutron reflectometry // Physica B:

Condensed Matter . 2003. Vol. 336, no. 1-2. P. 124–129.

88. The influence of size on phase morphology and Li-ion mobility in nanosized

lithiated anatase TiO2 / Marnix Wagemaker, Wouter J. H. Borghols, Ernst

R. H. van Eck, Arno P. M. Kentgens, Gordon J. Kearley, Fokko M. Mulder //

Chemistry – A European Journal . 2007. Vol. 13, no. 7. P. 2023–2028.

89. Wagemaker M., Borghols W. J. H., Mulder F. M. Large impact of particle size

on insertion reactions. A case for anatase LixTiO2 // Journal of the American

Chemical Society . 2007. Vol. 129, no. 14. P. 4323–4327.

90. Multiple Li positions inside oxygen octahedra in lithiated TiO2 anatase /

Marnix Wagemaker, Gordon J. Kearley, Ad A. van Well, Hannu Mutka,

https://doi.org/DOI: 10.1006/jssc.1998.8058
https://doi.org/DOI: 10.1006/jssc.1998.8058
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.56.1354
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.cplett.2008.04.024
https://doi.org/DOI: 10.1088/0953-8984/21/1/015501
https://doi.org/10.1021/ja0161148
https://doi.org/doi:10.1038/nature00901
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0921-4526(03)00280-1
https://doi.org/DOI: 10.1016/S0921-4526(03)00280-1
https://doi.org/10.1002/chem.200600803
https://doi.org/10.1021/ja067733p
https://doi.org/10.1021/ja067733p


238

Fokko M. Mulder // Journal of the American Chemical Society . 2003. Vol.

125, no. 3. P. 840–848.

91. The life and times of lithium in anatase TiO2 / M. Wagemaker, A.A. van Well,

G.J. Kearley, F.M. Mulder // Solid State Ionics . 2004. Vol. 175, no. 1-4.

P. 191–193.

92. Muon spin relaxation in Li0.6TiO2 anode material / P.C.M. Gubbens, M. Wage-

maker, S. Sakarya, M. Blaauw, A. Yaouanc, P. Dalmas de Réotier, S.P. Cottrell //

Solid State Ionics . 2006. Vol. 177, no. 1-2. P. 145–147.

93. Supramolecular assemblies of configuration inorganic semiconductor/oligomer /

I. I. Grygorchak, D. V. Matulka, F. O. Ivashchyshyn, O. S. Zaichenko,

N. Ye. Mitina, M. M. Moskvin // Journal of surface physics and engineering.

2012. Vol. 10, no. 3. P. 256–262.

94. Safran S. A. Stage ordering in intercalation compounds // Solid State Physics /

Ed. by Henry Ehrenreich, David Turnbull. Academic Press, 1987. Vol. 40.

P. 183–246.

95. Казаринов Р. Ф., Сурис Р. А. О возможности усиления электромагнитных

волн в полупроводнике со сверхрешеткой // Физика и техника полупрово-

дников. 1971. Т. 5. С. 797–800.

96. Казаринов Р. Ф., Сурис Р. А. К теории электрических и электромагнитных

свойств полупроводников со сверхрешеткой // Физика и техника полупро-

водников. 1972. Т. 6. С. 148–162.

97. Казаринов Р. Ф., Сурис Р. А. К теории электрических свойств полупрово-

дников со сверхрешеткой // Физика и техника полупроводников. 1973. Т. 7.

С. 488–498.

98. The growth of a GaAs–GaAlAs superlattice / L. L. Chang, L. Esaki,

W. E. Howard, R. Ludeke // Journal of Vacuum Science and Technology . 1973.

Vol. 10, no. 1. P. 11–16.

99. Structures grown by molecular beam epitaxy / L. L. Chang, L. Esaki,

W. E. Howard, R. Ludeke, G. Schul // Journal of Vacuum Science and Technol-

ogy . 1973. Vol. 10, no. 5. P. 655–662.

https://doi.org/10.1021/ja028165q
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.ssi.2003.11.030
https://doi.org/DOI: 10.1016/j.ssi.2005.09.014
https://doi.org/10.1016/S0081-1947(08)60692-X
https://doi.org/10.1116/1.1317919
https://doi.org/10.1116/1.1318408
https://doi.org/10.1116/1.1318408


239

100. Esaki L. Advances in semiconductor superlattices, quantum wells and het-

erostructures // Journal de Physique Colloques . 1984. Vol. 45, no. C5. P. C5-3–

C5-21.

101. Алфёров Ж. И. Двойные гетероструктуры: концепция и применения в физи-

ке, электронике и технологии // Успехи физических наук . 2002. Т. 172, № 9.

С. 1068–1086.

102. Chung T., Walter G., Holonyak N. Coupled strained-layer ingaas quantum-well

improvement of an inas quantum dot AlGaAs–GaAs–InGaAs–InAs heterostruc-

ture laser // Applied Physics Letters . 2001. Vol. 79, no. 27. P. 4500–4502.

103. Fivaz R., Mooser E. Electron-phonon interaction in semiconducting layer struc-

tures // Phys. Rev. 1964. Vol. 136. P. A833–A836.

104. Fivaz R. Theory of layer structures // Journal of Physics and Chemistry of

Solids . 1967. Vol. 28, no. 5. P. 839–845.

105. Stability of charge-density waves under continuous variation of band filling in

LaTe2−xSbx (0 6 x 6 1) / E. DiMasi, B. Foran, M. C. Aronson, S. Lee // Phys.

Rev. B . 1996. Vol. 54. P. 13587–13596.

106. Multiple charge density wave transitions in Gd2Te5 / K. Y. Shin, N. Ru,

C. L. Condron, Y. Q. Wu, M. J. Kramer, M. F. Toney, I. R. Fisher. 2008.

4 p. (Preprint/arXiv:0808.2106 [cond-mat.str-el]).

107. Charge density wave formation in R2Te5 (R = Nd, Sm, and Gd) / K. Y. Shin,

J. Laverock, Y. Q. Wu, C. L. Condron, M. F. Toney, S. B. Dugdale, M. J. Kramer,

I. R. Fisher // Phys. Rev. B . 2008. Vol. 77. P. 165101.

108. The electronic properties of graphene / A. H. Castro Neto, F. Guinea,

N. M. R. Peres, K. S. Novoselov, A. K. Geim // Rev. Mod. Phys. 2009. Vol. 81.

P. 109–162.

109. Стасюк I. В., Величко О. В. Дослiдження електронних станiв у сильно анi-

зотропних шаруватих структурах зi стадiйним впорядкуванням // Журнал

фiзичних дослiджень. 2014. Т. 18, № 2/3. С. 2002 : 1–9.

110. Superfluid and insulating phases in an interacting boson model: mean-field theory

and the RPA / K. Sheshadri, H. R. Krishnamurthy, R. Pandit, T. V. Ramakr-

https://doi.org/10.1051/jphyscol:1984501
https://doi.org/10.3367/UFNr.0172.200209e.1068
https://doi.org/10.1063/1.1430025
https://doi.org/10.1103/PhysRev.136.A833
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0022-3697(67)90013-3
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0022-3697(67)90013-3
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.54.13587
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.54.13587
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.77.165101
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.81.109


240

ishnan // Europhys. Lett. 1993. Vol. 22. P. 257–263.

111. Puska M. J., Nieminen R. M. Hydrogen chemisorbed on nickel surfaces: A wave-

mechanical treatment of proton motion // Surface Science. 1985. Vol. 157, no.

2-3. P. 413–435.

112. Brenig W. Optical phonons and delocalization in hydrogen overlayers: lattice

dynamics without displacement coordinates // Surface Science. 1993. Vol. 291,

no. 1-2. P. 207–214.

113. State preparation and dynamics of ultracold atoms in higher lattice orbitals /

Torben Müller, Simon Fölling, Artur Widera, Immanuel Bloch // Phys. Rev.

Lett. 2007. Vol. 99, no. 20. P. 200405.

114. Isacsson A., Girvin S. M. Multiflavor bosonic Hubbard models in the first excited

Bloch band of an optical lattice // Phys. Rev. A. 2005. Vol. 72, no. 5. P. 053604.

115. Баряхтар В. Г., Криворучко В. В., Яблонский Д. А. Функции Грина в теории

магнетизма. Київ : Наукова думка, 1984. 336 с.

116. Изюмов Ю. А., Скрябин Ю. Н. Статистическая механика магнитоупорядо-

ченных систем. Москва : Наука. Гл. ред. физ. -мат. лит., 1987. 264 с.

117. Stasyuk I., Shvaika A. A model with local anharmonicity in theory of HTSC sys-

tems: correlation functions and “transverse” dielectric susceptibility // Condens.

Matter Phys. 1994. P. 134–175.

118. Shvaika A. M. Dynamical susceptibilities in a strong coupling approach // Phys-

ica C: Superconductivity . 2000. Vol. 341-348. P. 177–178.

119. Shvaika A. M. Dynamical susceptibilities in the strong coupling approach: A

general scheme and the Falicov–Kimball model // J. Phys. Studies . 2001. Vol. 5.

P. 349–354.

120. Cold bosonic atoms in optical lattices / D. Jaksch, C. Bruder, J. I. Cirac,

C. W. Gardiner, P. Zoller // Phys. Rev. Lett. 1998. Vol. 81, no. 15. P. 3108–

3111.

121. Büchler H. P., Blatter G. Supersolid versus phase separation in atomic Bose-

Fermi mixtures // Phys. Rev. Lett. 2003. Vol. 91. P. 130404.

122. Demler E., Zhou F. Spinor bosonic atoms in optical lattices: Symmetry breaking

https://doi.org/10.1016/0039-6028(85)90683-1
https://doi.org/DOI: 10.1016/0039-6028(93)91492-8
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.200405
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.200405
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.72.053604
https://doi.org/10.5488/CMP.3.134
https://doi.org/10.5488/CMP.3.134
https://doi.org/10.1016/S0921-4534(00)00435-4
https://doi.org/10.1016/S0921-4534(00)00435-4
https://doi.org/10.30970/jps.05.349
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.3108
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.91.130404


241

and fractionalization // Phys. Rev. Lett. 2002. Vol. 88, no. 16. P. 163001.

123. Krutitsky K. V., Graham R. Spin-1 bosons with coupled ground states in optical

lattices // Phys. Rev. A. 2004. Vol. 70, no. 6. P. 063610.

124. Ohashi Y., Kitaura M., Matsumoto H. Itinerant-localized dual character of a

strongly correlated superfluid bose gas in an optical lattice // Phys. Rev. A.

2006. Vol. 73, no. 3. P. 033617.

125. Stasyuk I. V., Mysakovych T. S. Phase diagrams of the Bose–Hubbard model at

finite temperature // Condens. Matter Phys. 2009. Vol. 12, no. 4. P. 539–546.

126. Sengupta K., Dupuis N., Majumdar P. Bose-Fermi mixtures in an optical lat-

tice // Phys. Rev. A. 2007. Vol. 75. P. 063625.

127. Mahan G. D. Lattice gas theory of ionic conductivity // Phys. Rev. B . 1976.

Vol. 14, no. 2. P. 780–793.

128. Vibrational spectra of atomic H and D on Cu(110): Evidence for H quantum

delocalization / C. Astaldi, A. Bianco, S. Modesti, E. Tosatti // Phys. Rev.

Lett. 1992. Vol. 68, no. 1. P. 90–93.

129. Velychko O. V., Stasyuk I. V. Phase separation in lithium intercalated anatase:

A theory // Condens. Matter Phys. 2009. Vol. 12, no. 2. P. 249–266.

130. Micnas R., Ranninger J., Robaszkiewicz S. Superconductivity in narrow-band

systems with local nonretarded attractive interactions // Rev. Mod. Phys. 1990.

Vol. 62, no. 1. P. 113–171.

131. Stasyuk I. V., Velychko O. V. The two-state Bose–Hubbard model in the hard-

core boson limit: Non-ergodicity and the Bose–Einstein condensation // Con-

dens. Matter. Phys. 2012. Vol. 15. P. 33002 : 1–9.

132. Stasyuk I. V., Velychko O. V., Vorobyov O. Phonon-like excitations in the two-

state Bose–Hubbard model // Condens. Matter Phys. 2015. Vol. 18, no. 4.

P. 43004 : 1–14.

133. Bloch I. Ultracold quantum gases in optical lattices // Nature Physics . 2005.

Vol. 1. P. 23–30.

134. Multi-component quantum gases in spin-dependent hexagonal lattices / P. Soltan-

Panahi, J. Struck, P. Hauke, A. Bick, W. Plenkers, G. Meineke, C. Becker,

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.163001
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.70.063610
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.73.033617
https://doi.org/10.5488/CMP.12.4.539
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.063625
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.14.780
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.68.90
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.68.90
https://doi.org/10.5488/CMP.12.2.249
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.62.113
https://doi.org/10.5488/CMP.15.33002
https://doi.org/10.5488/CMP.15.33002
https://doi.org/10.5488/CMP.18.43004
https://doi.org/10.1038/nphys138


242

P. Windpassinger, M. Lewenstein, K. Sengstock // Nature Physics . 2011. Vol. 7,

no. 5. P. 434–440.

135. Lühmann D.-S. Cluster Gutzwiller method for bosonic lattice systems // Phys.

Rev. A. 2013. Vol. 87. P. 043619.

136. Lu Q.-Q., Hou J.-M. Novel quantum phases of ultracold bosonic atoms in hon-

eycomb optical lattice // Communications in Theoretical Physics . 2010. Vol. 53,

no. 5. P. 861–863.

137. Quantum phase transition to unconventional multi-orbital superfluidity in op-

tical lattices / Parvis Soltan-Panahi, Dirk-Sören Lühmann, Julian Struck,

Patrick Windpassinger, Klaus Sengstock // Nature Physics . 2012. Vol. 8, no. 1.

P. 71–75.

138. Simulating Dirac fermions with Abelian and non-Abelian gauge fields in optical

lattices / E. Alba, X. Fernandez-Gonzalvo, J. Mur-Petit, J. J. Garcia-Ripoll,

J. K. Pachos // Annals of Physics . 2013. Vol. 328. P. 64–82.

139. Chen Z., Wu B. Bose-Einstein condensate in a honeycomb optical lattice: Fin-

gerprint of superfluidity at the Dirac point // Phys. Rev. Lett. 2011. Vol. 107.

P. 065301.

140. Merging and alignment of Dirac points in a shaken honeycomb optical lattice /

Selma Koghee, Lih-King Lim, M. O. Goerbig, C. Morais Smith // Phys. Rev. A.

2012. Vol. 85. P. 023637.

141. Whitlock R. T., Zilsel P. R. Pseudospin model for hard-core bosons with attrac-

tive interaction. Zero temperature // Phys. Rev. 1963. Vol. 131. P. 2409–2420.

142. Quantum phases of hard-core bosons in a frustrated honeycomb lattice /

C. N. Varney, K. Sun, V. Galitski, M. Rigol // New Journal of Physics . 2012.

Vol. 14, no. 11. P. 115028.

143. Matsubara T., Matsuda H. A lattice model of liquid helium, I // Progress of

Theoretical Physics . 1956. Vol. 16, no. 6. P. 569–582.

144. Matsuda H., Matsubara T. A lattice model of liquid helium, II // Progress of

Theoretical Physics . 1957. Vol. 17, no. 1. P. 19–29.

145. Csáthy G. A., Reppy J. D., Chan M. H. W. Substrate-tuned boson localization

https://doi.org/10.1038/nphys1916
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.87.043619
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.87.043619
https://doi.org/10.1088/0253-6102/53/5/14
https://doi.org/10.1038/nphys2128
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.aop.2012.10.005
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.065301
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.85.023637
https://doi.org/10.1103/PhysRev.131.2409
https://doi.org/10.1088/1367-2630/14/11/115028
https://doi.org/10.1143/PTP.16.569
https://doi.org/10.1143/PTP.16.569
https://doi.org/10.1143/PTP.17.19
https://doi.org/10.1143/PTP.17.19


243

in superfluid 4He films // Phys. Rev. Lett. 2003. Vol. 91. P. 235301.

146. Robaszkiewicz S., Micnas R., Chao K. A. Thermodynamic properties of the ex-

tended Hubbard model with strong intra-atomic attraction and an arbitrary elec-

tron density // Phys. Rev. B . 1981. Vol. 23. P. 1447–1458.

147. Robaszkiewicz S., Micnas R., Chao K. A. Chemical potential and order param-

eter of extended Hubbard model with strong intra-atomic attraction // Phys.

Rev. B . 1981. Vol. 24. P. 1579–1582.

148. Stasyuk I. V., Dulepa I. R. Density of states of one-dimensional Pauli ionic con-

ductor // Condens. Matter Phys. 2007. Vol. 10, no. 2. P. 259–268.

149. Stasyuk I. V., Dulepa I. R. One-particle spectrum and phase transition in ionic

Pauli conductor // J. Phys. Studies. 2009. Vol. 13, no. 2. P. 2701 : 1–9.

150. Stasyuk I. V., Vorobyov O., Stetsiv R. Y. Diagrams of state for one-dimensional

hydrogen-bonded proton conductor // Ferroelectrics . 2012. Vol. 426, no. 1.

P. 6–12.

151. Stasyuk I. V., Vorobyov O. Energy spectrum and phase diagrams of two-

sublattice hard-core boson model // Condens. Matter Phys. 2013. Vol. 16,

no. 2. P. 23005 : 1–9.

152. de Gennes P. Collective motions of hydrogen bonds // Solid State Communica-

tions . 1963. Vol. 1, no. 6. P. 132–137.

153. Blume M., Emery V. J., Griffiths R. B. Ising model for the λ transition and phase

separation in He3-He4 mixtures // Phys. Rev. A. 1971. Vol. 4. P. 1071–1077.

154. Phase transitions in ferroelectric phosphorous chalcogenide crystals /

Yu. M. Vysochanskii, T. Janssen, R. Currat, R. Folk, J. Banys, J. Grigas,

V. Samulionis. Vilnius : Vilnius University Publishing House, 2006. 453 p.

155. Lajzerowicz J., Sivardière J. Spin-1 lattice-gas model. I. Condensation and so-

lidification of a simple fluid // Phys. Rev. A. 1975. Vol. 11. P. 2079–2089.

156. Mukamel D., Blume M. Ising model for tricritical points in ternary mixtures //

Phys. Rev. A. 1974. Vol. 10. P. 610–617.

157. Sokolovskii R. O. Effect of an external magnetic field on the gas-liquid transition

in the Ising spin fluid // Phys. Rev. B . 2000. Vol. 61. P. 36–39.

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.91.235301
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.23.1447
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.24.1579
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.24.1579
https://doi.org/10.5488/CMP.10.2.259
https://doi.org/10.1080/00150193.2012.671087
https://doi.org/10.5488/CMP.16.23005
https://doi.org/10.1016/0038-1098(63)90212-6
https://doi.org/10.1016/0038-1098(63)90212-6
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.4.1071
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.11.2079
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.10.610
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.61.36


244

158. Rushchanskii K. Z., Vysochanskii Yu. M., Strauch D. Ferroelectricity, nonlinear

dynamics, and relaxation effects in monoclinic Sn2P2S6 // Phys. Rev. Lett. 2007.

Vol. 99. P. 207601.

159. Yevych R. M., Vysochanskii Yu. M. Triple well potential and macroscopic prop-

erties of Sn2P2S6 ferroelectrics near phase transition // Ferroelectrics . 2011. Vol.

412, no. 1. P. 38–44.

160. Valence fluctuations in Sn(Pb)2P2S6 ferroelectrics / R. Yevych, V. Haborets,

M. Medulych, A. Molnar, A. Kohutych, A. Dziaugys, Ju. Banys, Yu. Vysochan-

skii // Low Temperature Physics . 2016. Vol. 42, no. 12. P. 1155–1162.

161. Yevych R., Medulych M., Vysochanskii Yu. Nonlinear dynamics of ferroelectrics

with three-well local potential // Condensed Matter Physics . 2018. Vol. 21,

no. 2. P. 23001.

162. Valasek J. Piezo-electric and allied phenomena in Rochelle salt // Phys. Rev.

1921. Vol. 17. P. 475–481.

163. Valasek J. Piezo-electric activity of Rochelle salt under various conditions //

Phys. Rev. 1922. Vol. 19. P. 478–491.

164. Rochelle salt — a structural reinvestigation with improved tools. I. The high-

temperature paraelectric phase at 308 K / Frode Mo, Ragnvald Mathiesen,

Jon Beukes, Khanh Vu // IUCrJ . 2015. Vol. 2, no. 1. P. 19–28.

165. Beevers C. A., Hughes W. The crystal structure of Rochelle salt (sodium potas-

sium tartrate tetrahydrate NaKC4H4O6 · 4H2O) // Proceedings of the Royal So-

ciety of London. Series A. Mathematical and Physical Sciences . 1941. Vol. 177,

no. 969. P. 251–259.

166. Frazer B., McKeown M., Pepinsky R. Neutron diffraction studies of Rochelle salt

single crystals // Phys. Rev. 1954. Vol. 94, no. 5. P. 1435.

167. Shirane G., Jona F., Pepinsky R. Some aspects of ferroelectricity // Proceedings

of the Institute of Radio Engineers . 1955. Vol. 43, no. 12. P. 1738–1793.

168. Sandy F., Jones R. Dielectric relaxation of Rochelle salt // Phys. Rev. 1968.

Vol. 168, no. 2. P. 481–493.

169. Kamba S., Schaack G., Petzelt J. Vibrational spectroscopy and soft-mode be-

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.99.207601
https://doi.org/10.1080/00150193.2011.542693
https://doi.org/10.1063/1.4973005
https://doi.org/10.5488/CMP.21.23001
https://doi.org/10.1103/PhysRev.17.475
https://doi.org/10.1103/PhysRev.19.478
https://doi.org/10.1107/S2052252514022155
https://doi.org/10.1098/rspa.1941.0010
https://doi.org/10.1098/rspa.1941.0010
https://doi.org/10.1109/JRPROC.1955.278041
https://doi.org/10.1109/JRPROC.1955.278041


245

havior in Rochelle salt // Phys. Rev. B. 1995. Vol. 51, no. 21. P. 14998–15007.

170. Низкотемпературные превращения релаксационных мягких мод в кристал-

лах семейства сегнетовой соли / А.А. Волков, Г.В. Козлов, Е.Б. Крюкова,

Я. Петцелт // Журнал Экспериментальной и Теоретической Физики. 1986.

Т. 90, № 1. С. 192–200.

171. Structural change in the paraelectric phase of Rochelle salt / Y. Shiozaki,

K. Shimizu, E. Suzuki, R. Nozaki // J. Korean Phys. Soc. 1998. Vol. 32,

no. 91. P. S192–S194.

172. Resonant soft mode in Rochelle salt by inelastic neutron scattering / J. Hlinka,

J. Kulda, S. Kamba, J. Petzelt // Phys. Rev. B. 2001. Vol. 63, no. 5. P. 052102.

173. Shiozaki Y., Shimizu K., Nozaki R. Disordered feature in Rochelle salt // Fer-

roelectrics. 2001. Vol. 261. P. 239–244.

174. Noda N., Nozaki R., Shiozaki Y. Calorimetric measurements of the phase tran-

sition in Rochelle salt – ammonium Rochelle salt mixed crystals // Phys. Rev.

B. 2000. Vol. 62, no. 18. P. 12040–12044.

175. A structural study of the ferroelectric phase of Rochelle salt / E. Suzuki,

A. Amano, R. Nozaki, Y. Shiozaki // Ferroelectrics. 1994. Vol. 152. P. 385–390.

176. Iwata Y., Koyano N., Shibuya I. An X-ray diffraction study of paraelectric

Rochelle salt structure // Annu. Repts. Res. React. Inst. Kyoto Univ. 1989.

Vol. 22. P. 87–91.

177. Mitsui T. Theory of the ferroelectric effect in Rochelle salt // Phys. Rev. 1958.

Vol. 111, no. 5. P. 1259–1267.

178. Вакс В. Введение в микроскопическую теорию сегнетоэлектриков. Москва :

Наука, 1973. 328 с.

179. Dielectric, piezoelectric, and elastic properties of the rochelle salt NaKC4H4O6 ·
4H2O: A theory / R. R. Levitskii, I. R. Zachek, T. M. Verkholyak, A. P. Moina //

Phys. Rev. B . 2003. Vol. 67. P. 174112.

180. Статические и динамические свойства сегнетовой соли как системы, близ-

кой к двойной критической точке / Г.В. Козлов, Е.Б. Крюкова, С.П. Лебе-

дев, А.А. Собянин // Журнал Экспериментальной и Теоретической Физи-

https://doi.org/10.1103/PhysRevB.67.174112


246

ки. 1988. Т. 94, № 8. С. 304–318.

181. Role of piezoelectricity in dielectric response of Rochelle salt type crystals /

R. R. Levitskii, I. R. Zachek, T. M. Verkholyak, A. P. Moina // Condens. Matter

Phys. 2003. Vol. 6. P. 261–270.

182. Sandy F., Jones R. V. Dielectric relaxation of Rochelle salt // Phys. Rev. 1968.

Vol. 168. P. 481–493.

183. Moina A. P., Levitskii R. R., Zachek I. R. Piezoelectric resonance and sound

attenuation in the Rochelle salt NaKC4H4O6 · 4H2O // Phys. Rev. B . 2005.

Vol. 71. P. 134108.

184. Krinsky S., Mukamel D. Global phase diagram for a spin-3/2 ising model of

ternary fluid mixtures // Phys. Rev. B . 1975. Vol. 12. P. 211–215.

185. McKinnon W., Haering R. Physical mechanisms of intercalation // Modern as-

pects of electrochemistry. New-York, London : Acad. Press, 1983. Vol. 15.

P. 235–304.

186. Role of host distortion in the intercalation process / E.V. Vakarin, J.P. Badiali,

M.D. Levi, D. Aurbach // Phys. Rev. B . 2000. Vol. 63, no. 1. P. 014304.

187. Pesz K., Munn R. W. Densities of states and anisotropy in tight-binding mod-

els // Journal of Physics C: Solid State Physics . 1986. Vol. 19, no. 14. P. 2499–

2507.

188. Киреев П. С. Физика полупроводников. 2 изд. Москва : Высшая школа, 1975.

586 с.

189. Стасюк I. В. Функцiї Грiна у квантовiй статистицi твердих тiл. Львiв : ЛНУ

iменi Iвана Франка, 2013. 392 с.

190. Validity of the parabolic effective mass approximation in silicon and germanium

n-MOSFETs with different crystal orientations / J. P. J. van der Steen, D. Esseni,

P. Palestri, L. Selmi, R. J. E. Hueting // IEEE Transactions on Electron Devices .

2007. Vol. 54, no. 8. P. 1843–1851.

191. Aftabuzzaman M., Islam A. K. M. A., Naqib S. H. Emergence of superconductiv-

ity in LaOFeAs: Electronic structure and lattice dynamics // Journal of Scientific

Research. 2010. Vol. 3, no. 1. P. 1–11.

https://doi.org/10.5488/CMP.6.2.261
https://doi.org/10.5488/CMP.6.2.261
https://doi.org/10.1103/PhysRev.168.481
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.71.134108
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.12.211
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.63.014304
https://doi.org/10.1088/0022-3719/19/14/016
https://doi.org/10.1109/TED.2007.900417
https://doi.org/10.3329/jsr.v3i1.6211
https://doi.org/10.3329/jsr.v3i1.6211


247

192. Nekrasov I. A., Pchelkina Z. V., Sadovskii M. V. High-temperature supercon-

ductivity in transition metal oxypnictides: A rare-earth puzzle? // JETP Letters .

2008. Vol. 87. P. 560–564.

193. Haule K., Shim J. H., Kotliar G. Correlated electronic structure of

LaO1−xFxFeAs // Phys. Rev. Lett. 2008. Vol. 100. P. 226402.

194. Scanning tunneling microscopy/spectroscopy investigations of the interference ef-

fects caused by the circular pits on the thermally oxidized graphite surface /

Z. Klusek, M. W. Kalinowski, W. Olejniczak, P. Kobierski // Acta Physica

Polonica A. 1998. Vol. 93, no. 2. P. 415–420.

195. Fulde P. Electron Correlations in Molecules and Solids. Berlin Heidelberg :

Springer-Verlag, 1995. Vol. 100 of Springer Series in Solid-State Sciences. 483 p.

196. Hubbard J. Electron correlations in narrow energy bands — IV. The atomic repre-

sentation // Proceedings of the Royal Society of London. Series A. Mathematical

and Physical Sciences . 1965. Vol. 285, no. 1403. P. 542–560.

197. Зубарев Д. Н. Двухвременные функции Грина в статистической физике //

Успехи физических наук . 1960. Т. 71, № 5. С. 71–116.

198. Nordheim L. Zur Elektronentheorie der Metalle. I // Annalen der Physik . 1931.

Vol. 401, no. 5. P. 607–640.

199. Nordheim L. Zur Elektronentheorie der Metalle. II // Annalen der Physik . 1931.

Vol. 401, no. 5. P. 641–678.

200. Muto T. On the electronic structure of alloys // Scientific Papers of the Institute

of Physical and Chemical Research (Tokyo). 1938. Vol. 34. P. 377–390.

201. Slater J. C. Note on superlattices and Brillouin zones // Phys. Rev. 1951.

Vol. 84. P. 179–181.

202. Electronics and optoelectronics of two-dimensional transition metal

dichalcogenides / Qing Hua Wang, Kourosh Kalantar-Zadeh, Andras Kis,

Jonathan N. Coleman, Michael S. Strano // Nature Naoptnotechnology . 2012.

Vol. 7. P. 699–712.

203. Liu W. V., Wu C. Atomic matter of nonzero-momentum Bose-Einstein conden-

sation and orbital current order // Phys. Rev. A. 2006. Vol. 74, no. 1. P. 013607.

https://doi.org/10.1134/S002136400810010X
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.100.226402
https://doi.org/10.12693/APhysPolA.93.415
https://doi.org/10.12693/APhysPolA.93.415
https://doi.org/10.1007/978-3-642-57809-0
https://doi.org/10.1098/rspa.1965.0124
https://doi.org/10.1098/rspa.1965.0124
https://doi.org/10.3367/UFNr.0071.196005c.0071
https://doi.org/10.1002/andp.19314010507
https://doi.org/10.1002/andp.19314010602
https://doi.org/10.1103/PhysRev.84.179
https://doi.org/10.1038/nnano.2012.193
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.74.013607


248

204. Bru J.-B., Dorlas T. C. Exact solution of the infinite-range-hopping Bose-

Hubbard model // Journal of Statistical Physics . 2003. Vol. 113. P. 177–196.

205. Dorlas T., Pastur L., Zagrebnov V. Condensation in a disordered infinite-range

hopping Bose-Hubbard model // Journal of Statistical Physics . 2006. Vol. 124.

P. 1137–1178.

206. Боголюбов Н. Н., Тябликов С. В. Запаздывающие и опережающие функции

Грина в статистической физике // Докл. АН СССР. 1959. Т. 126, № 1. С. 53–

56.

207. Stasyuk I., Menchyshyn O. Investigation of phase diagram of hard-core boson

model with non-ergodic contributions // Journal of Physical Studies . 2009.

Vol. 13, no. 4. P. 4707.

208. Rosenstock H. B. Dynamics of the graphite lattice // The Journal of Chemical

Physics . 1953. Vol. 21, no. 11. P. 2064–2069.

209. Hobson J. P., Nierenberg W. A. The statistics of a two-dimensional, hexagonal

net // Phys. Rev. 1953. Vol. 89. P. 662–662.

210. Стасюк I. В., Дулепа I. Р., Величко О. В. Дослiдження бозонного спектру

двовимiрних оптичних ґраток зi структурою типу графену. Нормальна фа-

за // Український фiзичний журнал. 2014. Т. 59, № 9. С. 889–901.

211. Стасюк I. В., Величко О. В., Дулепа I. Р. Дослiдження бозонного спектру

двовимiрних оптичних ґраток зi структурою типу графену. Надплинна фа-

за // Український фiзичний журнал. 2014. Т. 59, № 10. С. 994–1002.

212. Probing superfluids in optical lattices by momentum-resolved Bragg spec-

troscopy / Philipp T. Ernst, Sören Götze, Jasper S. Krauser, Karsten Pyka,

Dirk-Sören Lühmann, Daniela Pfannkuche, Klaus Sengstock // Nature Physics .

2010. Vol. 6, no. 1. P. 56–61.

213. Quasiparticle dynamics in a bose insulator probed by interband Bragg spec-

troscopy / N. Fabbri, S. D. Huber, D. Clément, L. Fallani, C. Fort, M. Inguscio,

E. Altman // Phys. Rev. Lett. 2012. Vol. 109. P. 055301.

214. Ohashi Y., Kitaura M., Matsumoto H. Itinerant-localized dual character of a

strongly correlated superfluid Bose gas in an optical lattice // Phys. Rev. A.

https://doi.org/10.1023/A:1025774821712
https://doi.org/10.1007/s10955-006-9176-x
https://doi.org/10.30970/jps.13.4707
https://doi.org/10.1063/1.1698743
https://doi.org/10.1063/1.1698743
https://doi.org/10.1103/PhysRev.89.662
https://doi.org/10.1038/nphys1476
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.055301
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.73.033617


249

2006. Vol. 73. P. 033617.

215. Menotti C., Trivedi N. Spectral weight redistribution in strongly correlated

bosons in optical lattices // Phys. Rev. B . 2008. Vol. 77. P. 235120.

216. Pai R. V., Sheshadri K., Pandit R. Phases and transitions in the spin-1 bose-

hubbard model: Systematics of a mean-field theory // Phys. Rev. B . 2008.

Vol. 77, no. 1. P. 014503.

217. Фазовi переходи в моделi дипольного граткового газу / I. В. Стасюк,

К. Д. Товстюк, О. Б. Гера, О. В. Величко. Львiв, 2002. 50 с. (Препр./ НАН

України. Iн-т фiзики конденсованих систем; ICMP-02-09U).

218. Vaks V. G., Larkin A. I., Pikin S. A. Thermodynamics of an ideal ferromagnetic

substance // Soviet Physics JETP. 1968. Vol. 26, no. 1. P. 188–199.

219. Chen H. H., Levy P. M. Dipole and quadrupole phase transitions in spin-1 mod-

els // Phys. Rev. B . 1973. Vol. 7. P. 4267–4284.

220. Sivardiere J. Critical and multicritical points in fluids and magnets // Lecture

Notes in Physics: Static Critical Phenomena in Inhomogeneous Systems / Ed.

by A. Pękalski, J. Sznajd. Berlin Heidelberg New York Tokyo : Springer-Verlag,

1984. Vol. 206. P. 247–289.

221. Elastic properties of (PbySn1−y)2P2S6 solid solutions / Rostyslav Bilanych, Rus-

lan Yevych, Anton Kohutych, Sergij Perechinskii, Ivan Stoika, Yulian Vysochan-

skii // Central European Journal of Physics . 2014. Vol. 12, no. 9. P. 611–614.

222. Phase transitions in Sn2P2S6 ferroelectric under high pressures / A. G. Slivka,

E. I. Gerzanich, P. P. Guranich, V. S. Shusta, V. M. Kedyulich // Condensed

Matter Physics . 1999. Vol. 2, no. 3. P. 415–420.

223. Stasyuk I., Velychko O. Theory of Rochelle salt: beyond the Mitsui model //

Ferroelectrics. 2005. Vol. 316. P. 51–58.

224. Žekš B., Shukla G., Blinc R. Dynamics of ferroelectric Rochelle salt // Phys.

Rev. B. 1971. Vol. 3, no. 7. P. 2306–2309.

225. Dielectric anomalies and phase transition in glycinium phosphite crystal under

the influence of a transverse electric field / I. Stasyuk, Z. Czapla, S. Dacko,

O. Velychko // Journal of Physics: Condensed Matter. 2004. Vol. 16, no. 12.

https://doi.org/10.1103/PhysRevB.77.235120
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.77.014503
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.7.4267
https://doi.org/10.2478/s11534-014-0514-3
https://doi.org/10.5488/CMP.2.3.415
https://doi.org/10.5488/CMP.2.3.415


250

P. 1963–1979.

226. Иона Ф., Ширане Д. Сегнетоэлектрические кристаллы. Москва : Мир, 1965.

555 с.

227. Сегнетоэлектрики и антисегнетоэлектрики / Г.А. Смоленский, В.А. Боков,

В.А. Исупов, Н.Н. Крайник, Р.Е. Пасынков, М.С. Шур. Ленинград : Изд-во

“Наука”, 1971. 476 с.

228. Stasyuk I. V., Biletskii I. N. Influence of omnidirectional and uniaxial stress on

the ferroelectric phase transition in crystals of KH2PO4 type // Bull. Acad. Sci.

USSR Phys. Ser. 1983. Vol. 4, no. 4. P. 79–82.

229. Stasyuk I. V., Levitskii R. R., Moina A. P. External pressure influence on ferro-

electrics and antiferroelectrics of the KH2PO4 family: A unified model // Phys.

Rev. B . 1999. Vol. 59. P. 8530–8540.

230. Time-resolved observation and control of superexchange interactions with ul-

tracold atoms in optical lattices / S. Trotzky, P. Cheinet, S. Fölling, M. Feld,

U. Schnorrberger, A. M. Rey, A. Polkovnikov, E. A. Demler, M. D. Lukin,

I. Bloch // Science. 2008. Vol. 319, no. 5861. P. 295–299.

https://doi.org/10.1103/PhysRevB.59.8530
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.59.8530
https://doi.org/10.1126/science.1150841


251

ДОДАТОК А

ТАБЛИЦЯ ПЕРЕТВОРЕНЬ
СИМЕТРИЗОВАНИХ СЕРЕДНIХ

ЗА ОПЕРАЦIЯМИ
ТОЧКОВОЇ ГРУПИ СИМЕТРIЇ D4h

Табл. А.1. Перетворення симетризованих лiнiйних комбiнацiй середнiх, що вiдпо-
вiдають незвiдним представленням (НП) точкової групи симетрiї D4h.
Зiрочкою позначено операцiї, що залишаються при переходi з пониже-
нням симетрiї до пiдгрупи D2h; вони зберiгають iнварiантною симетри-
зовану комбiнацiю η− (НП B1g).

НП ∗E ∗C(z)
2 C4 C3

4
∗C(y)

2
∗C(x)

2 C
(xy)
2 C

(xȳ)
2

A1g n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+
B2u n− n− −n− −n− −n− −n− n− n−
A2u η+ η+ η+ η+ −η+ −η+ −η+ −η+
B1g η− η− −η− −η− η− η− −η− −η−
НП ∗I ∗m(xy) S3

4 S4
∗m(xz)

∗m(yz) m(xȳ) m(xy)

A1g n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+ n+
B2u −n− −n− n− n− n− n− −n− −n−
A2u −η+ −η+ −η+ −η+ η+ η+ η+ η+
B1g η− η− −η− −η− η− η− −η− −η−
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ДОДАТОК Б

СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ ДЛЯ
РОЗРАХУНКУ “СПРИЙНЯТЛИВОСТЕЙ”

Матриця A у рiвняннi (3.43) має такий явний вигляд:

A =




g+ − α1Θ g− r+ r−
g− g+ − α2Θ r− r+
r+ r− s+ − α3Θ s−
r− r+ s− s+ − α4Θ


 , (Б.1)

у її елементах використано такi позначення:

g+ = n+ − n2+ − n2−, g− = (1− 2n+)n−,

r+ = (1− n+)η+ − n−η−, r− = (1− n+)η− − n−η+,
s+ = n+ − η2+ − η2−, s− = n− − 2η+η−, (Б.2)

а також

α1 = 2W−1
++, α2 = 2W−1

+−, α3 = 2W−1
−−, α4 = (k∆ + 1

2W−+)
−1. (Б.3)

Похiднi вiд ПП по “ефективних полях” пов’язанi з елементами вектора-

стовпчика x таким чином:

∂n+
∂f

= α1x1,
∂n−
∂f

= α2x2,
∂η+
∂f

= α3x3,
∂η−
∂f

= α4x4, (Б.4)

де “ефективне поле” f = h, σ̃, µ приймає значення вiдповiдно до “сприйнятливо-

стi”, яку слiд розрахувати. Явний вигляд вектора-стовпчика b теж залежить вiд
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вибору “ефективного поля” f:

1) f = h : 2) f = σ̃ : 3) f = µ :

b =




−r+
−r−
−s+
−s−


 ; b =




−k∆r−
−k∆r+
−k∆s−
−k∆s+


 ; b =




−g+
−g−
−r+
−r−


 . (Б.5)

Цiкавим є частинний випадок η+ = η− = 0, що реалiзується у висо-

котемпературнiй областi “напiвзаповненої” фази. Тодi матриця A стає блочно-

дiагональною i можна отримати досить простi вирази для “сприйнятливостей”:

χh =
α3

[
s+(α4Θ− s+) + s2−

]

(α3Θ− s+)(α4Θ− s+)− s2−
,

χσ̃ =
α4k∆

[
s+(α3Θ− s+) + s2−

]

(α3Θ− s+)(α4Θ− s+)− s2−
,

χµ =
α1

[
g+(α2Θ− g+) + g2−

]

(α1Θ− g+)(α2Θ− g+)− g2−
. (Б.6)

Знаменники виразiв для χh i χσ̃ є однаковими, тому у цьому випадку згаданi

сприйнятливостi розбiгаються одночасно.
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ДОДАТОК В

ОПТИЧНА ҐРАТКА З ПОДВIЙНИМИ
ПОТЕНЦIАЛЬНИМИ ЯМАМИ

Як приклад, розглянемо оптичну ґратку з подвiйними локальними потен-

цiальними ямами. Для простоти обмежимось випадком простої кубiчної ґратки з

перiодом R0, у якiй подвiйнi мiнiмуми орiєнтованi вздовж однiєї з осей (рис. 6.1).

Приймемо, що бозе-атоми, перебуваючи у потенцiальних ямах ґратки, локалiзую-

ться у енергетично найнижчих коливних станах. Для ями, що знаходиться у вузлi

ґратки i — це стани |i, a〉 i |i, b〉, зосередженi у мiнiмумах a та b вiдповiдно.

Враховуємо можливiсть перестрибування бозонiв мiж найближчими позицi-

ями у ґратцi: (1) перестрибування мiж положеннями a та b у межах однiєї подвiй-

ної ями; (2) перестрибування мiж сусiднiми подвiйними ямами [230]. У першому

з цих випадкiв гамiльтонiан для i-ї ями (у i-му вузлi ґратки) має вигляд

Ĥ0 = Ω(c+iacib + c+ibcia)− µ(c+iacia + c+ibcib), (В.1)

де cia(c+ia) та cib(c+ib)— оператори знищення (народження) бозонiв у потенцiальних

мiнiмумах |i, a〉, (|i, b〉); Ω— параметр перестрибування (тунелювання) мiж ними,

µ— хiмiчний потенцiал бозонiв. Шляхом еквiвалентного перетворення

cia =
1√
2
(di1 + di2), cib =

1√
2
(di1 − di2), (В.2)

вiд локалiзованих станiв |i, a〉 й |i, b〉 до симетричних й антисиметричних

1√
2
(|i, a〉+ |i, b〉) ≡ |i, 1〉, 1√

2
(|i, a〉 − |i, b〉) ≡ |i, 2〉,

гамiльтонiан (В.1) набуває дiагонального вигляду:

Ĥi = E1d
+
i1di1 + E2d

+
i2di2, (В.3)
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де E1,2 = ±Ω − µ. При Ω < 0 основним станом є симетричний |i, 1〉. За рахунок

тунельного розщеплення збуджений стан вiддiлений вiд основного щiлиною 2|Ω|.
Перестрибування мiж сусiднiми подвiйними ямами (випадок 2) дає

Ĥ =
∑(‖)

ij

∑

αβ

ϕαβ
ij c

+
iαcjβ +

∑(⊥)

ij

∑

αβ

Ψαβ
ij c

+
iαcjβ, (В.4)

де перший доданок вiдноситься до перемiщень бозонiв у поздовжньому напрямку,

а другий — перпендикулярно до нього (α, β = a, b).

У випадку, коли вiддаль rab мiж позицiями (a) i (b) у потенцiальнiй ямi наба-

гато менша нiж вiддаль R0 мiж сусiднiми ямами [230], можна застосувати розкла-

ди за степенями вiдношення rab/R0. Для параметрiв перестрибування отримаємо

ϕaa
ij = ϕbb

ij = ϕ(R0), ϕab
ij = ϕba

ij = ϕ(R0)± ϕ′(R0) · 2rab;

ψaa
ij = ψbd

ij = ψ(R0), ψab
ij = ψba

ij = ψ(R0) + ψ′(R0) ·
2r2ab
R0

. (В.5)

Перехiд до di1, di2 виражає гамiльтонiан (В.4) як Ĥ = Ĥ‖ + Ĥ⊥, де

Ĥ‖ =
∑(‖)

i<j

[
2ϕ(R0)d

+
i1dj1 − ϕ′(R0)2rab · d+i1dj2 + ϕ′(R0)2rab · d+i2dj1

]
+ h.c., (В.6)

Ĥ⊥ =
∑(⊥)

ij

{[
2ψ(R0) + ψ′(R0) ·

2r2ab
R0

]
d+i1dj1 − ψ′(R0) ·

2r2ab
R0

d+i2dj2

}
+ h.c., (В.7)

При малому вiдношеннi rab/R0 основний внесок належить перестрибуванню

мiж симетричними станами. У НСП, нехтуючи внесками другого (i вище) порядку,

перенесення бозе-частинок описується гамiльтонiаном

Ĥ‖ + Ĥ⊥ =
∑(‖)

ij
t
‖
ijd

+
i1dj1 +

∑(⊥)

ij
t+ijd

+
i1dj1. (В.8)

Покладемо t‖ij = t⊥ij ≡ tij, оскiльки ефекти локальної анiзотропiї мало впли-

вають на вiдповiднi матричнi елементи (ϕ(R0) ≈ ψ(R0)). В результатi прийдемо

до гамiльтонiана двостанової моделi

Ĥ = Ω
∑

i

(
d+i1di1 − d+i2di2

)
− µ

∑

i

(
d+i1di1 + d+i2di2

)
+
∑

ij

tijd
+
i1dj1, (В.9)

де перенесення вiдбувається по основних станах, a − 2|Ω| = δ має змiст енергiї

збудження (рiзницi мiж енергiями збудженого i основного станiв на вузлi). Пiсля

замiни µ→ µ− δ/2 оператор (В.8) переходить у гамiльтонiан (6.1).
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ДОДАТОК Г

СТАН З МОДУЛЯЦIЄЮ ЗМIЩЕНЬ

Для опису модуляцiї з подвоєнням перiоду використаємо пiдхiд, що ґрунту-

ється на розбиттi вихiдної ґратки на двi пiдґратки. Покладемо

〈x̂i1〉 = ρ1, 〈x̂i2〉 = ρ2 (Г.1)

для першої i другої з них, вiдповiдно. При врахуваннi мiжвузлової взаємодiї мiж

змiщеннями Φij у наближеннi середнього поля гамiльтонiан системи запишеться

при tij → 0 та за вiдсутностi зовнiшнього поля як

Ĥ =
∑

i1

Ĥi1 +
∑

i2

Ĥi2 −
N

2
φ(0)ρ1ρ2, (Г.2)

де

Ĥi1 = −µX11
i1

+ (δ − µ)X22
i1

+ ρ2Φ(0)d(X
12
i1

+X21
i1
),

Ĥi2 = −µX11
i2

+ (δ − µ)X22
i2

+ ρ1Φ(0)d(X
12
i2

+X21
i2
). (Г.3)

Власнi значення операторiв (Г.3), що дiють на базисi станiв |0〉, |1〉 i |2〉, мають

вигляд

λ
(1,2)
1 = 0, λ

(1,2)
2 =

δ

2
− µ+

√
δ2/4 + B2

(2,1),

λ
(1,2)
3 =

δ

2
− µ−

√
δ2/4 + B2

(2,1), (Г.4)

причому

B1 = ρ1Φ(0)d, B2 = ρ2Φ(0)d. (Г.5)
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Вiдповiдно, для термодинамiчного потенцiалу отримується вираз

Ω/N = −1
2
Φ(0)ρ1ρ2 −

Θ

2

(
1 + 2 ch β

√
δ2/4 + B2

1 · e−β(
δ
2
−µ)
)

− Θ

2
ln

(
1 + 2 ch β

√
δ2/4 + B2

2 · e−β(
δ
2
−µ)
)

(Г.6)

(враховано, що число вузлiв у пiдґратцi дорiвнює N/2).

З умов рiвноваги
∂Ω/N

∂ρ1
= 0,

∂Ω/N

∂ρ2
= 0 (Г.7)

випливають рiвняння для параметрiв самоузгодження ρ1 i ρ2

ρ1(2) = −
2 sh β

√
δ2/4 + B2

2(1)

eβ(
δ
2
−µ) + 2 ch β

√
δ2/4 + B2

2(1)

· d2φ(0)√
δ2/4 + B2(1)

· ρ2(1). (Г.8)

При Φij 6= 0 для найближчих сусiдiв фур’є-образ Φ(~q) має екстремуми лише в

центрi та на межi зони Брiллюена. Отже, можуть реалiзовуватися два випадки.

1. ρ1 = ρ2 = ρ (однорiдне впорядкування змiщень). Рiвняння (Г.8) зводиться

до отриманого вище (6.37) i має ненульовi розв’язки при Φ(0) < 0.

2. ρ1 = −ρ2 = ρ (знакозмiнна модуляцiя з подвоєнням перiоду ґратки).

Тут рiвняння (Г.8), переписане для ρ має справа знак «+». Ненульовi

розв’язки присутнi при Φ(0) > 0.
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ДОДАТОК Д

ГЕКСАГОНАЛЬНА ҐРАТКА ТИПУ ГРАФЕНУ

У випадку оптичних ґраток, двовимiрна гексагональна ґратка типу графе-

ну отримується iнтерференцiєю трьох когерентних лазерних променiв [138], сума

хвильових векторiв яких дорiвнює нулю k1 + k2 + k3 = 0 i кути мiж напрямка-

ми (2π)/3. Така ґратка мiстить двi трикутнi пiдґратки A i B, зсунутi на вектор

(a1 + a2)/3. Елементарна комiрка ґратки мiстить два вузли, по одному вузлу iз

обидвох пiдґраток. Для даної ґратки (рис. Д.1) вектори трансляцiй:

a1 =
(
a
√
3, 0
)
, a2 =

(
a

√
3

2
,
3

2
a

)
. (Д.1)

Гексагональнiй ґратцi вiдповiдає гексагональна зона Брiллюена в оберненому про-

сторi хвильових векторiв. Це є правильний шестикутник з двома нееквiвалентни-

ми точками K, K ′ в кутах зони (рис. Д.2). Вектори трансляцiй:

b1 =

(
1√
3a
,
1

3a

)
, b2 =

(
0,

2

3a

)
; (Д.2)

|b1| = |b2| = 2
3a , a— вiдстань мiж найближчими сусiдами у прямiй ґратцi. Вiддаль

вiд центру зони Брiллюена до точок K,K ′ дорiвнює 4π
3
√
3a

.

При розглядi енергетичного спектру квантових частинок (бозонiв) на опти-

чнiй ґратцi можна використовувати пiдхiд сильного зв’язку. Вiн ґрунтується на

врахуваннi перестрибувань частинки мiж найближчими вузлами, яке описується

параметром t, пов’язаним iз перекриттям хвильових функцiй бозе-частинок, ло-

калiзованих у цих вузлах. Координацiйне число кожного атома z = 3.

R1 =

(
a
√
3

2
,
a

2

)
,R2 =

(
−a
√
3

2
,
a

2

)
,R3 = (0,−a) . (Д.3)
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Рис. Д.1. Найближчi сусiди вузлiв
з пiдґраток А i В.

Рис. Д.2. Перша зона Брiллюена,
b1,b2 — вектори трансляцiй.

Фур’є-образи енергiї перестрибування на сусiднi вузли у двох випадках: A ⇒ B

(JAB(q)) i B ⇒ A (JBA(q)) вiдрiзняються знаком перед векторами Rc (рис. Д.1):

JAB(q) = t
3∑

c=1

eiqRc, JBA(q) = t
3∑

c=1

e−iqRc. (Д.4)

Отримуємо

JAB(q) = t
(
e−iqya + 2 cos

(√
3
2 qxa

)
ei

qya

2

)
≡ J(q),

JBA(q) ≡ J(−q) (Д.5)

i в загальному випадку безрозмiрний параметр, пов’язаний iз перенесенням A⇋

B мiж найближчими сусiдами, має вигляд:

γ(q) =

√
|JAB(q) JBA(q)|

t
= (Д.6)

=

√
1+4 cos

(√
3
2 qxa

)
cos
(
3
2qya

)
+4 cos2

(√
3
2 qxa

)
.

Зауважимо, що γ(q) = 0 в точках K ′ i K зони Брiллюена.



260

ДОДАТОК Е

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА ЗА
ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1. Польовi та деформацiйнi ефекти у складних сегнетоактивних сполуках /

I. В. Стасюк, Р. Р. Левицький, А. П. Моїна, О. Г. Сливка, О. В. Величко.

Ужгород : Ґражда, 2009. 392 с.

2. Фiзичнi процеси та їх мiкроскопiчнi моделi в перiодичних неорганi-

чно/органiчних клатратах / I. I. Григорчак, П. П. Костробiй, I. В. Стасюк,

М. В. Токарчук, О. В. Величко, Ф. О. Iващишин, Б. М Маркович. Львiв :

Растр–7, 2015. 285 с.

3. Stasyuk I., Velychko O. Theory of Rochelle salt: beyond the Mitsui model //

Ferroelectrics. 2005. Vol. 316. P. 51–58. [SCImago Q3]

4. Electret effect in intercalated crystals of the AIIIBVI group / I. Grygorchak,

S. Voitovych, I. Stasyuk, O. Velychko, O. Menchyshyn // Condensed Matter

Physics. 2007. Vol. 10, no. 1(49). P. 51–60. [SCImago Q3]

5. Stasyuk I. V., Grygorchak I. I., Velychko O. V. Intercalation induced electret

effect in GaSe and InSe crystals: Experiment and theory // Ferroelectrics. 2008.

Vol. 362, no. 1. P. 115–122. [SCImago Q3]

6. Вплив полiв на сегнетоелектрики типу лад-безлад / I. В. Стасюк, Р. Р. Ле-

вицький, А. П. Моїна, О. В. Величко // Український фiзичний журнал:

Огляди. 2008. Т. 4, № 1. С. 3–63.

7. Velychko O. V., Stasyuk I. V. Phase separation in lithium intercalated anatase:

A theory // Condensed Matter Physics. 2009. Vol. 12, no. 2. P. 249–266.



261

[SCImago Q3]

8. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Two-state Bose–Hubbard model in the hard-core

boson limit // Condensed Matter Physics. 2011. Vol. 14, no. 1. P. 13004 : 1–14.

[SCImago Q3]

9. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Bose–Einstein condensation in the excited band

and the energy spectrum of the Bose–Hubbard model // Theoretical and Math-

ematical Physics. 2011. Vol. 168, no. 3. P. 1347–1357. [SCImago Q3]

10. Stasyuk I. V., Velychko O. V. The two-state Bose–Hubbard model in the hard-

core boson limit: Non-ergodicity and the Bose–Einstein condensation // Con-

densed Matter Physics. 2012. Vol. 15. P. 33002 : 1–9. [SCImago Q3]

11. Стасюк I. В., Величко О. В. Дослiдження електронних станiв у сильно анi-

зотропних шаруватих структурах зi стадiйним впорядкуванням // Журнал

фiзичних дослiджень. 2014. Т. 18, № 2/3. С. 2002 : 1–9.

12. Стасюк I. В., Дулепа I. Р., Величко О. В. Дослiдження бозонного спектру

двовимiрних оптичних ґраток зi структурою типу графену. Нормальна фа-

за // Український фiзичний журнал. 2014. Т. 59, № 9. С. 889–901.

13. Стасюк I. В., Величко О. В., Дулепа I. Р. Дослiдження бозонного спектру

двовимiрних оптичних ґраток зi структурою типу графену. Надплинна фа-

за // Український фiзичний журнал. 2014. Т. 59, № 10. С. 994–1002.

14. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Electron spectrum of intercalated stage ordered

layered structures: Periodic Anderson model approach // Mathematical modeling

and computing. 2015. Vol. 2, no. 2. P. 191–203.

15. Stasyuk I. V., Velychko O. V., Vorobyov O. Phonon-like excitations in the two-

state Bose–Hubbard model // Condensed Matter Physics. 2015. Vol. 18, no. 4.

P. 43004 : 1–14. [SCImago Q3]

16. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Bose–Einstein condensation and/or modulation

of “displacements” in the two-state Bose–Hubbard model // Condensed Matter

Physics. 2018. Vol. 21, no. 2. P. 23002 : 1–17. [SCImago Q3]



262

17. Velychko O. V., Stasyuk I. V. Thermodynamics of quantum lattice system with

local multi-well potentials: dipole ordering and strain effects in modified Blume–

Emery–Griffiths model // Phase Transitions. 2019. Vol. 92, no. 5. P. 420–429.

[SCImago Q3]

18. Electret effect in intercalated crystals of the AIIIBVI group / I. I. Grygorchak,

S. Voitovych, I. V. Stasyuk, O. Velychko, O. Menchyshyn // VIII Ukrainian-

Polish and III East-European Meeting on Ferroelectrics Physics. Book of ab-

stracts. Lviv (Ukraine), 2006. P. 29.

19. Stasyuk I. V., Grygorchak I. I., Velychko O. V. Intercalation induced electret

effect in GaSe and InSe crystals: Experiment and theory // Ferroelectric thin film

days (2006) and 4th French and Ukrainian meeting on ferroelectricity. Amiens

(France), 2006.

20. Stasyuk I. V., Vorobyov O. A., Velychko O. V. Thermodynamics and dielec-

tric anomalies in ionic conductors and intercalated crystal structures // Ab-

stract book of the 9th Russia/CIS/Baltic/Japan Symposium on Ferroelectricity

RCBJSF-9. Vilnius (Lithuania), 2008. P. 28.

21. Velychko O. V. Deformational effects in the two-positional lattice gas approach

for intercalated systems // The 3-rd Conference “Statistical Physics: Modern

Trends and Applications”. Book of abstracts. Lviv (Ukraine), 2009. P. 125.

22. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Intercalation induced ferroelectric phenomena in

systems with two-positional voids // XXX International School on Ferroelectrics

Physics, Programme & abstracts. Przesieka (Poland), 2009. P. L-16.

23. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Interplay of phase transitions and internal piezo-

effect in LixTiO2 // 2-nd International seminar “Properties of ferroelectric and

superionic systems”. Uzhgorod (Ukraine), 2009. P. 9.

24. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Dielectric anomalies produced by intercala-

tion of crystals with acentric localization of guest ions // The 10th Rus-

sia/CIS/Baltic/Japan Symposium on Ferroelectricity, Book of abstracts. Yoko-



263

hama (Japan), 2010. P. P2c-22.

25. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Thermodynamics and dynamics of the two-state

Bose–Hubbard model in the effective pseudospin representation // The 36th

Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics MECO

36, Programme and abstracts. Lviv (Ukraine), 2011. P. 60.

26. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Bose–Einstein condensation in the two-state Bose–

Hubbard model: the hard-core boson limit // The 3rd International Conference

“Quantum Electrodynamics and Statistical Physics” (QEDSP2011), Book of ab-

stracts. Kharkov (Ukraine), 2011. P. 170–171.

27. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Two-state hard-core Bose–Hubbard model: beyond

the random phase approximation // The 4th Conference “Statistical Physics:

Modern Trends and Applications” dedicated to the 140th anniversary of the

birth of Marian Smoluchowski (1872–1917), Programme and abstracts. Lviv

(Ukraine), 2012. P. 211.

28. Velychko O. V., Stasyuk I. V. Two-state hard-core Bose–Hubbard model: Bose–

Einstein condensation in excited band and non-ergodic contribution // Inter-

national Conference “Problems of theoretical physics” dedicated to the 100th

anniversary of Alexander Davydov, Program & Proceedings. Kyiv (Ukraine),

2012. P. 111.

29. Velychko O. V., Stasyuk I. V. The effect of the stage ordering in layered crystals

on electron states // Proceedings of the VI International Conference “Physics of

disordered systems”. Lviv (Ukraine), 2013. P. 37.

30. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Intercalated stage-ordered layered structures in

the framework of the periodic Anderson model // XV International conference on

physics and technology of thin films and nanosystems. Conference proceedings.

Ivano-Frankivsk (Ukraine), 2015. P. 54.

31. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Electron spectrum of the intercalated stage-

ordered layered structures // International research and practice Conference



264

“Nanotechnology and Nanomaterials” (Nano-2015). Book of abstracts. Lviv

(Ukraine), 2015. P. 487.

32. Величко О. В. Квантова ємнiсть iнтеркальованих шаруватих систем зi ста-

дiйним впорядкуванням у пiдходi узагальненої перiодичної моделi Андерсо-

на // Науково-технiчна конференцiя «Мiкро- та нанонеоднорiднi матерiали:

моделi та експеримент» (INTERPOR’15). Збiрник матерiалiв. Львiв (Украї-

на), 2015. С. 82.

33. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Phonon-like excitations and modulational instabil-

ity in the two-state Bose–Hubbard model // Bogolyubov Conference “Problems

of Theoretical Physics” dedicated to the 50th anniversary of the Bogolyubov

Institute for Theoretical Physics of the NAS of Ukraine, Program & abstracts.

Kyiv (Ukraine), 2016. P. 41.

34. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Electron properties of intercalated stage ordered

layered structures in the framework of the periodic Anderson model // Topical

problems of semiconductor physics. IX International conference. Abstract book.

Truskavets (Ukraine) : “UKRPOL” Ltd., 2016. P. 42.

35. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Electrons in the intercalated stage ordered layered

structures: Description by the periodic Anderson model // The International

research and practice conference “Nanotechnology and nanomaterials” (NANO-

2016). Abstract Book. Lviv (Ukraine) : Eurosvit, 2016. P. 266.

36. Velychko O. V., Stasyuk I. V. Modelling of electronic properties of the stage

ordered layered structures intercalated by complex particles // Joint Conferences

on Advanced Materials and Technologies: The 14th International Conference on

Functional and Nanostructured Materials FNMA’17 and The 7th International

Conference on Physics of Disordered Systems PDS’17. Abstract Book. Lviv &

Yaremche (Ukraine) : Task Publishing (Gdańsk), 2017. P. 166–167.

37. Velychko O. V., Stasyuk I. V. Thermodynamics of quantum lattice gas with lo-

cal double-well potentials: charge ordering and delocalization of particles //



265

V Ukrainian–Polish–Lithuanian Meeting on Physics of Ferroelectrics. Pro-

gramme & abstracts. Uzhhorod (Ukraine), 2018. P. 11.

38. Velychko O. V., Stasyuk I. V. Dipole ordering and strain effects in the deformable

Blume–Emery–Griffiths model // The 5-th Conference “Statistical Physics: Mod-

ern Trends and Applications”, Programme and abstracts. Lviv (Ukraine), 2019.

P. 166.

39. Stasyuk I. V., Velychko O. V. Description of pressure effects in ferroelectrics

of the Sn2P2S6 family // IX International seminar “Properties of ferroelectric

and superionic systems”, Programme and abstracts. Uzhhorod (Ukraine), 2020.

P. 36–39.



266

ДОДАТОК Є

АПРОБАЦIЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

Основнi результати роботи доповiдалися i обговорювалися на: VIII

Ukrainian-Polish and III East-European Meeting on Ferroelectrics Physics (Lviv,

Ukraine, 2006); Ferroelectric thin film days (2006) and 4th French and Ukraini-

an meeting on ferroelectricity (Amiens, France, 2006); Фiзика i технологiя тон-

ких плiвок i наносистем, Матерiали XI Мiжнародної конференцiї МКФТТПН-XI

(Iвано-Франкiвськ, Україна, 2007); the 9th Russia/CIS/Baltic/Japan Symposium on

Ferroelectricity RCBJSF-9 (Vilnius, Lithuania, 2008); The 3-rd Conference “Statistical

Physics: Modern Trends and Applications” (Lviv, Ukraine, 2009); XXX International

School on Ferroelectrics Physics (Przesieka, Poland, 2009); 2-nd International seminar

“Properties of ferroelectric and superionic systems” (Uzhgorod, Ukraine, 2009); The

10th Russia/CIS/Baltic/Japan Symposium on Ferroelectricity, (Yokohama, Japan,

2010); VII мiжнародна школа-конференцiя “Актуальнi проблеми фiзики напiвпро-

вiдникiв” (Дрогобич, Україна, 2010); The 36th Conference of the Middle European

Cooperation in Statistical Physics MECO 36 (Lviv, Ukraine, 2011); The 3rd Internati-

onal Conference “Quantum Electrodynamics and Statistical Physics” (Kharkov, Ukrai-

ne, 2011); The 4th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applicati-

ons” (Lviv, Ukraine, 2012); International Conference “Problems of theoretical physi-

cs” (Kyiv, Ukraine, 2012); VIII International school-conference “Actual problems of

semiconductor physics” (Drohobych, Ukraine, 2013); the VI International Conference

“Physics of disordered systems” (2013, Lviv, Ukraine); XV International conference

on physics and technology of thin films and nanosystems (Ivano-Frankivsk, 2015);

International research and practice Conference “Nanotechnology and Nanomateri-



267

als” (Lviv, Ukraine, 2015); Науково-технiчна конференцiя «Мiкро- та наноне-

однорiднi матерiали: моделi та експеримент» (INTERPOR’15) (Львiв, Украї-

на, 2015); IX International conference “Topical problems of semiconductor physi-

cs” (Truskavets, Ukraine, 2016); The International research and practice conference

“Nanotechnology and nanomaterials” (NANO-2016) (Lviv, Ukraine, 2016); Bogolyubov

Conference “Problems of Theoretical Physics” (Kyiv, Ukraine, 2016); Joint Conferences

on Advanced Materials and Technologies: The 14th International Conference on Functi-

onal and Nanostructured Materials FNMA’17 and The 7th International Conference

on Physics of Disordered Systems PDS’17 (Lviv & Yaremche, Ukraine, 2017); V

Ukrainian–Polish–Lithuanian Meeting on Physics of Ferroelectrics (Uzhhorod, Ukrai-

ne, 2018); The 5-th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applications”

(Lviv, Ukraine, 2019), а також на семiнарах в Iнститутi фiзики конденсованих си-

стем НАН України.



ПОДЯКИ

Я щиро вдячний своєму науковому керiвнику професору Iгорю Васи-

льовичу Стасюку за розумiння й терплячiсть, мудрi поради й постiйну

допомогу при виконаннi роботи впродовж довгих рокiв — без його пiд-

тримки дисертацiя не була б написана (на жаль, це сталось надто пi-

зно. . . ). Вельми вдячний завiдувачу вiддiлу квантової статистики д.ф.-

м.н. Олегу Володимировичу Держку за доброзичливе сприяння роботi

над дисертацiєю. Також висловлюю велику подяку за науковi диску-

сiї усiм спiвробiтникам рiдного вiддiлу квантової статистики й усього

Iнституту. Особливу подяку за наполегливу турботу й безкомпромiсну

увагу до роботи над дисертацiєю висловлюю двом секретарям: вчено-

му секретар’ю спецiалiзованої вченої ради Д 35.156.01 д.ф.-м.н. Андрiю

Михайловичу Швайцi та вченому секретарю Iнституту к.ф.-м.н. Iринi

Степанiвнi Бзовськiй!

Олег Величко


	Вступ
	1 Cистеми з адсорбованими чи інтеркальованими частинками та оптичні ґратки (огляд)
	1.1 Структура, фізичні властивості та застосування інтеркальованих селенідів
	1.2 Електретний ефект та діелектричні властивості кристалів
	1.3 Діоксид титану та його інтеркаляція
	1.3.1 Діоксид титану: кристалічні поліморфи, фізичні властивості та практичне застосування
	1.3.2 Інтеркаляція анатазу та рутилу: експериментальні та теоретичні дослідження
	1.3.3 Особливості інтеркальованого літієм анатазу: фазова рівновага та подвійні позиції для іонів літію

	1.4 Особливості інтеркаляції монохалькогенідів
	1.5 Модель Бозе-Хаббарда та оптичні ґратки
	1.6 Модуляція в оптичних ґратках
	1.7 Двовимірні гексагональні оптичні ґратки зі структурою типу графену
	1.8 Системи з локальними багатоямними потенціалами: дипольне впорядкування та деформаційні ефекти у модифікованій моделі Блюма–Емері–Гріффітса
	1.9 Польові ефекти у сегнетової солі

	2 Електретний ефект в інтеркальованих кристалах групи AIIIBVI
	2.1 Теоретичний опис електретного ефекту мікроскопічною моделлю типу граткового газу
	2.2 Висновки

	3 Діелектричні аномалії при інтеркаляції у кристалах з ацентричною локалізацією іонів
	3.1 Симетрійний аналіз інтеркальованого літієм анатазу: можливість внутрішнього п'єзоефекту
	3.2 Аналіз фазової рівноваги за допомогою розкладу Ландау
	3.3 Граткова модель для опису інтеркальованого літієм анатазу
	3.3.1 Модельний гамільтоніан та опис термодинаміки в наближенні середнього поля
	3.3.2 Аналіз фазової діаграми основного стану
	3.3.3 Дослідження термодинамічних властивостей при T > 0
	3.3.4 Пов'язані з літієм вклади у ``сприйнятливості'' інтеркальованої системи

	3.4 Висновки

	4 Електронний спектр та квантова ємність інтеркальованих пакетно-впорядкованих шаруватих напівпровідникових структур
	4.1 Дослідження електронних станів у сильно анізотропних шаруватих структурах зі стадійним впорядкуванням
	4.1.1 Моделювання структури
	4.1.2 Зонний електронний спектр
	4.1.3 Густина електронних станів
	4.1.4 Електронний внесок до теплоємності шаруватого кристалу із стадійним впорядкуванням
	4.1.5 Діелектрична сприйнятливість шаруватої кристалічної структури з модульованим пакетним впорядкуванням (електронний внесок)
	4.1.6 Висновки

	4.2 Електронний спектр інтеркальованих пакетно-впорядкованих шаруватих структур. Модель типу періодичної моделі Андерсона
	4.2.1 Зміни електронного спектру та густини електронних станів
	4.2.2 Модельний гамільтоніан типу періодичної моделі Андерсона та рівняння руху
	4.2.3 Густина станів для інтеркальованої системи
	4.2.4 Електронні внески у квантову ємність
	4.2.5 Числові оцінки
	4.2.6 Висновки


	5 Бозе-конденсація у двостановій моделі Бозе–Хаббарда (границя жорстких бозонів)
	5.1 Термодинаміка моделі в границі жорстких бозонів
	5.2 Фазове розшарування при фіксованій концентрації бозонів
	5.3 Розрахунок температурних функцій Гріна та виділення неергодичного внеску
	5.4 Моделювання двовимірних гексагональних оптичних ґратках із структурою типу графену
	5.5 Функції Гріна та енергетичний спектр моделі
	5.6 Спектр бозонних збуджень. Одночастинкова спектральна густина станів
	5.7 Спектр збуджень в надплинній фазі
	5.8 Спектральна густина () у надплинній фазі
	5.9 Висновки

	6 Бозе-конденсація та/або модуляція «зміщень» у двостановій моделі Бозе–Хаббарда
	6.1 Модель
	6.2 Фаза з =0
	6.2.1 Випадок T=0
	6.2.2 Випадок T=0

	6.3 Фаза =0
	6.4 Повні фазові діаграми
	6.5 Висновки

	7 Польові та деформаційні ефекти у складних сегнетоактивних сполуках
	7.1 Термодинаміка квантової ґраткової системи з локальними багатоямними потенціалами: дипольне впорядкування та деформаційні ефекти у деформовній моделі Блюма–Емері–Гріффітса
	7.1.1 Модель
	7.1.2 Термодинаміка в наближенні середнього поля
	7.1.3 Фазові діаграми для деформовної моделі БЕГ

	7.2 Теорія сегнетової солі: розширений варіант моделі Міцуї
	7.2.1 Чотирипідграткова модель: гамільтоніан і термодинаміка
	7.2.2 Вплив поперечного поля на поляризацію та сприйнятливість

	7.3 Висновки

	Висновки
	Список використаних джерел
	А Таблиця перетворень симетризованих середніх за операціями точкової групи симетрії D4h
	Б Системи лінійних рівнянь для розрахунку ``сприйнятливостей''
	В Оптична ґратка з подвійними потенціальними ямами
	Г Стан з модуляцією зміщень
	Д Гексагональна ґратка типу графену
	Е Список публікацій здобувача за темою дисертації
	Є Апробація результатів дисертації

