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АНОТАЦIЯ

Дубленич Ю.I. Фазова поведiнка деяких псевдоспiнових та псевдоспiн-

електронних моделей. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 —

Фiзика та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України,

Львiв, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню фазових переходiв та розша-

рування фаз у псевдоспiнових та псевдоспiн-електронних моделях, що описують

поведiнку ланцюжкiв апексних йонiв кисню у високотемпературних надпровiд-

никах типу YBa2Cu3O7−δ, шаруватi iнтеркальованi сполуки та деякi сегнетоеле-

ктрики. У наближеннi середнього поля розглянуто псевдоспiн-електронну модель

зi псевдоспiном S = 1/2 з прямою взаємодiєю псевдоспiнiв та з поперечним по-

лем за вiдсутности перенесення електронiв. У режимi µ = const виявлено фазовi

переходи першого роду (зi стрибкоподiбною змiною середнього значення псевдо-

спiна та середньої електронної концентрацiї) двох типiв: першi у випадку T → 0

зникають зi збiльшенням поперечного поля, iншi залишаються, яким великим

не було б це поле. Фазовi переходи другого типу зумовленi одночасним впли-

вом псевдоспiн-електронної взаємодiї та поперечного поля. Показано також, що в

режимi n = const за нульової температури вiдбувається розшарування фаз в усiй

областi значень поздовжнього поля h.

Спрощену псевдоспiнову модель (без електронiв i поздовжнього поля) вико-

ристано, щоб обчислити спектр ланцюжкiв CuO скiнченної довжини та iнтенсив-

ностi переходiв мiж рiвнями. У низькоенергетичнiй дiлянцi спектру ланцюжкiв

є перехiд (з основного стану), енергiя якого зменшується з ростом довжини лан-

цюжка.

Побудовано фазовi дiяграми основного стану узагальненої моделi Блюма-

Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках, а також на трикутнiй ґратцi та

ґратцi кагоме зi взаємодiєю найближчих сусiдiв.
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Показано, що основний стан системи класичних спiнiв на анiзотропнiй три-

кутнiй ґратцi можна побудувати, мiнiмiзуючи енергiю взаємодiї в межах однiєї

елементарної трикутної плакетки, якщо взаємодiї мiж спiнами не виходять за ме-

жi плакетки. Якщо всi три кути мiж парами спiнiв плакетки рiзнi, iснує три рiзнi

типи глобальних структур основного стану. Найскладнiший iз них — несумiрне

спiральне чотирипiдґраткове впорядковання. Подiбний тип упорядковання спо-

стерiгали у сполуках NiGa2S4 та FeGa2S4. Спiновий безлад у цих сполуках може

бути результатом складної доменної структури, у якiй є домени усiх трьох типiв,

бо усi цi структури основного стану мають однакову енергiю.

Деякi результати цього дослiдження використано в iншому дослiджен-

нi, де розглянуто псевдоспiн-електронну модель на основi моделi Блюма-Емерi-

Ґрiффiтса та застосовано її до опису фазових переходiв i розшарування фаз

в iнтеркалатах. Показано, що завдяки одновузловому характеровi електрон-

електронної та псевдоспiн-електронної взаємодiй, статистичну суму такої моде-

лi можна подати у виглядi добутку статистичних сум незалежних псевдоспiнової

(з двома змiщеними параметрами) та електронної пiдсистем. Побудовано фазовi

дiяграми моделi, дiяграми розшарування фаз, а також залежностi концентрацiї

iнтеркальованих частинок вiд їх хемiчного потенцiялу — точно для нульової i в

наближеннi середнього поля для вiдмiнної вiд нуля температури. Показано, що в

певному iнтервалi значень хемiчного потенцiялу пряма взаємодiя iнтеркальованих

частинок з електронами основних шарiв призводить до розшарування на фази з

рiзною концентрацiєю частинок i електронiв.

У наближенннi середнього поля дослiджено фазовi переходи в моделi Мiцуї

без поздовжнього поля, проте з поперечним полем. Встановлено взаємооднозна-

чну залежнiсть мiж такою моделлю та двопiдґратковою моделлю типу Iзинга з

поздовжнiм i поперечним полями. Побудовано фазовi дiяграми та дiяграми обла-

стей iснування сегнетофази. Для випадку Ω = 0 (Ω — поперечне поле) одержано

простий аналiтичний вираз для трикритичної температури й умову iснування три-

критичної точки. Для Ω 6= 0 записано системи рiвнянь для трикритичної точки й

умови її iснування.
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ABSTRACT

Dublenych Yu.I. Phase behaviour of some pseudospin and pseudospin-electron

models. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics

on the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy).

— Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Lviv, 2021.

The goal of the dissertation is to study phase transitions and phase separa-

tion in spin and pseudospin-electron models describing behavior of chains of apex

oxygen ions in high-temperature superconductors of the YBa2Cu3O7−δ type, layered

intercalated compounds, and some ferroelectrics.

The pseudospin-electron model with a direct interaction between pseudospins

and with a transverse field is considered in the mean-field approximation. In the

absence of electron transfer, the equilibrium states of the model are studied in the

mean field approximation. In the µ = const regime, two types of the first order

phase transitions (with jumps of the mean values of pseudospins and average electron

concentration) are revealed. At T → 0, phase transitions of the first type disappear,

on increasing the transverse field, while those of the second type persist at any

large value of the field. The phase transitions of the second type are caused by

simultaneous effect of pseudospin-electron interaction and transverse field. It is also

shown that in the n = const regime at zero temperature, the phase separation occurs

at all values of a longitudinal field h.

Within a simplified pseudospin model (without electrons and longitudinal

field) the spectrum of CuO chains of finite length and intensities of transitions

between levels are calculated. A transition occurs (from the ground state) in the

low-energy part of the spectrum. The energy of this transition decreases with in-

creasing number of fragments in the chaine.

Ground-state phase diagrams of the generalized Blume-Emery-Griffiths model

on unfrustrated lattices, as well as on triangular and kagome lattices with the nearest
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neighbor interaction are constructed.

It is shown that the ground state of a system of classical spins on a anisotropic

triangular lattice with interactions within an elementary triangular plaquette can

be constructed by minimizing the single plaquette energy density function. Even

in the case when all the three angles between pairs of spins on the plaquette are

different, there exist five types of global ground-state configurations. The most

complicated of these is a spiral four sublattice ordering. On the base of this outcome

the experimentally observed spin disorder in NiGa2S4 and FeGa2S4 compounds is

explained.

Some of the results of this study were used in another study where a

pseudospin-electron model based on Blume-Emery-Griffiths model is considered and

applied to describe the phase transitions and phase separations in intercalated crys-

tals. It is shown that, due to the one-site character of the electron-electron and

pseudospin-electron interactions, the partition function of such a model can be pre-

sented as the product of the partition functions of independent pseudospin with two

shifted parameters and electron subsystems. The phase diagrams of the model as

well as the phase separation diagrams and the dependencies of the concentration of

intercalated particles on their chemical potential are constructed: exactly for zero

temperature and in the mean field approximation for nonzero one. It is shown that

in certain interval of chemical potential values the direct interaction between inter-

calated particles and basic layer electrons leads to the separation into phases with

different particle and electron concentrations.

Phase transitions in the Mitsui model without longitudinal field but with a

transverse one are investigated in the mean field approximation. The one-to-one cor-

respondence has been established between this model and the two-sublattice Ising-

type model with longitudinal and transverse fields. Phase diagrams and diagrams

of existence of the ferroelectric phase are constructed. In the case Ω = 0 (Ω is

the transverse field), a simple analytical expression for the tricritical temperature

and the condition of existence of the tricritical point are obtained. For Ω 6= 0, sys-

tems of equations for the tricritical point and for the condition of its existence are
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determined.

Keywords: phase transitions, phase separation, intercalation, Ising model,

pseudospin-electron model, ground states.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дослiдження фазових перетворень у рiзноманiтних

фiзичних системах вже довгий час є одним iз прiоритетних завдань фiзики. Те-

орiя фазових перетворень охоплює величезну рiзноманiтнiсть фiзичних об’єктiв i

явищ. Мiкроскопiчнi теоретичнi моделi, якi описуються цi системи, можуть мiсти-

ти як неперервнi, так i дискретнi величини. До останнiх вiдносяться, примiром,

ґратковi спiновi моделi Iзинґового типу, в яких спiновi змiннi у вузлах ґратки на-

бувають дискретних значень. Саме такi моделi й розглянуто в дисертацiї. Спiновi

моделi вперше виникли в теорiї магнетизму, однак згодом їх стали використо-

вувати й у багатьох iнших галузях фiзики, називаючи псевдоспiновими. Попри

те, що в дисертацiї розглянуто рiзнi об’єкти – ланцюжки апексних атомiв кисню

у високотемпературному надпровiдниковi YBa2Cu3O7−δ, шаруватi iнтеркальова-

нi кристали, двовимiрнi магнетики, сегнетоелектрики тощо, всiх їх об’єднує те,

що їхню фазову поведiнку можна описати спiновими (псевдоспiновими) або ж

псевдоспiн-електронними моделями. Однак застосування цих моделей не обме-

жується розглянутими в дисертацiї об’єктами. Наприклад, дiяграми основного

стану узагальненої моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на рiзних ґратках будуть ко-

рисними всiм, хто матиме справу з фiзичними системами, що описуються такою

моделлю. Псевдоспiн-електроннi моделi складнi i досi недостатньо ще вивченi, то-

му заслуговує на увагу розглянута в дисертацiї спрощена модель iнтеркальованого

шаруватого кристалу, в якiй вплив електронної пiдсистеми можна врахувати то-

чно. Розроблену в останньому роздiлi оригiнальну методику дослiдження фазової

поведiнки спiнових моделей в наближеннi середнього поля можна використати в

iнших подiбних задачах. Про актуальнiсть дослiдження основних станiв системи

Гайзенбергових класичних спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi свiдчить вже



13

те, що вiдповiдна стаття опублiкована у “Physical Review B (Rapid Communicati-

ons)” i процитована в оглядi в “Review of Modern Physics”.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-

сертацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН

України згiдно з планами робiт за темами:

“Термодинамiка та кiнетика псевдоспiн-електронних моделей локально ан-

гармонiчних кристалiчних i молекулярних систем з сильними хаббардiвськи-

ми кореляцiями” (1999-2001 рр., шифр теми БТ 00199, номер держреєстрацiї

0199U000670);

“Дослiдження колективних iонних та електрон-iонних процесiв у твердих

тiлах на основi фермiонних граткових моделей” (2002-2004 рр., шифр теми БТ

00602, номер держреєстрацiї 0102U000217);

“Розвиток аналiтичних методiв теорiї енергетичного спектру та динамi-

ки сильнокорельованих систем частинок” (2005-2007 рр., номер держреєстрацiї

0105U002085);

“Моделювання фiзичних властивостей квантових граткових систем з бага-

точастинковими кореляцiями” (2008-2012 рр.);

“Квантовi багаточастинковi гратковi системи: динамiчний вiдгук i ефекти

сильних кореляцiй” (2013-2017 рр., номер держреєстрацiї 0112U007761),

“Сильнi кореляцiї i конкуренцiї взаємодiй у класичних i квантових граткових

системах рiзної вимiрностi” (2018-2022 рр., номер держреєстрацiї 0118U003010).

Мета дисертацiйної роботи — вивчення фазової поведiнки деяких псев-

доспiнових та псевдоспiн-електронних моделей i застосування їх до опису фазових

перетворень в iнтеркальованих кристалах i сегнетоелектриках. У роботi було роз-

глянуто такi задачi:

• дослiдити вплив тунелювання на фазовi переходи першого роду в псевдо-

спiн-електроннiй моделi, яка описує фазову поведiнку апексних атомiв ки-

сню у високотемпературних надпровiдниках типу YBa2Cu3O7−δ; вивчити ко-

ливнi спектри ланцюжкiв скiнченної довжини цих атомiв,
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• побудувати дiяграми основних станiв узагальненої моделi Блюма-Емерi-

Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках, а також на трикутнiй ґратцi та ґра-

тцi кагоме;

• дослiдити конфiгурацiї основного стану для системи класичних Гайзенбер-

гових спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi,

• у наближеннi середнього поля дослiдити фазову поведiнку псевдоспiн-

електронної моделi на основi спiнової моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса i про-

аналiзувати вплив на цю поведiнку електронної пiдсистеми,

• у наближеннi середнього поля дослiдити фазову поведiнку моделi Мiцуї у

теорiї сегнетоелектрикiв.

Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є ланцюжки апексних ато-

мiв кисню у високотемпературних надпровiдниках типу YBa2Cu3O7−δ, iнтеркальо-

ванi шаруватi кристали, сегнетоелектрики, магнетики з нефрустрованими ґратка-

ми, а також трикутною ґраткою i ґраткою кагоме.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є фазовi дiяграми псевдо-

спiн-електронних моделей i моделi Мiцуї у псевдоспiновому формулюваннi, дiя-

грами основного стану моделей Iзинґового типу на нефрустрованих ґратках, а

також трикутнiй ґратцi та ґратцi кагоме, упорядковання системи класичних Гай-

зенбергових спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi.

Методи дослiдження. Застосовано як аналiтичнi так i числовi, як точнi

(метод точної дiягоналiзацiї), так i наближенi (метод середнього поля) методи

дослiджень.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати, описанi у

дисертацiї — новi. Зокрема, вперше показано, що поперечне поле (тунелювання)

у псевдоспiн-електроннiй моделi не тiльки виконує роль “квантової температури”,

але й призводить до виникнення фазових переходiв першого роду, якi iснують,

якою б великою не була величина поперечного поля.

У дисертацiї вперше систематично дослiджено основнi стани узагальненої

моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках, а також на трику-
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тнiй ґратцi та ґратцi кагоме. Також вперше розглянуто псевдоспiн-електронну

модель на основi спiнової моделi зi спiном S = 1 i дослiджено вплив електронної

пiдсистеми на фазову поведiнку такої моделi.

Можна вказати на кiлька головних аспектiв практичного i наукового

значення одержаних результатiв. У роботах, представлених у дисертацiї, роз-

винуто технiку дослiдження фазової поведiнки класичних та квантових псевдо-

спiнових та псевдоспiн-електронних моделей, яку можна використовувати для до-

слiдження iнших моделей такого типу. У дисертацiї зокрема показано, що туне-

лювання в ангармонiчних потенцiяльних ямах призводить до виникнення фазо-

вих переходiв першого роду. Цей результат має важливе значення, бо спонукає

до пошукiв фазових переходiв такої природи в iнших системах з тунелюванням.

Дiяграми основного стану для узагальненої моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на

рiзного типу ґратках практично важливi, тому що цю модель використовують i

будуть використовувати для опису рiзних фiзичних явищ. Доказом тому є те, що

стаття, в якiй вони наведенi, має бiльше десяти цитувань, в тому числi кiлька за

останнi роки.

Особистий внесок здобувача. Завдання, висвiтленi в усiх роздiлах

дисертацiї, крiм третього, сформулював науковий керiвник дисертанта член-

кореспондент НАН України доктор фiз.-мат. наук професор I. В. Стасюк. Все

решта, окрiм матерiялу, викладеного у статтi [1], — особистий внесок здобувача.

У статтi [1] здобувач обчислив спектри та iнтенсивностi переходiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї були оприлю-

дненi на таких конференцiях:

The 18-th IUPAP international conference on statistical physics, Berlin, August

2–8, 1992,

Workshop “Modern problems of soft matter theory”, Lviv, 27-31 August, 2000,

“Dimensionality Effects and Non-linearity in Ferroics”, Lviv, 19-22 October, 2004,

“Statistical Physics 2005: Modern Problems and New Applications”, Lviv, 28-30

August, 2005,

“VIII Ukrainian-Polish and III East-European Meeting on Ferroelectrics Physi-
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cs”, Lviv, 4-7 September, 2006, а також на семiнарах IФКС НАН країни.

“Рiздвянi дискусiї”, Львiв, 10-11 сiчня 2019.

Публiкацiї. За результатами дисертацiї опублiковано 13 наукових праць,

з них шiсть статей у фахових наукових журналах, препринт Iнституту фiзики

конденсованих систем, шiсть тез наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, роздi-

лу з оглядом лiтератури та чотирьох основних роздiлiв, де викладено результати

дослiджень дисертанта, а також висновкiв та списку використаних джерел. Робо-

та викладена на 119 сторiнках (разом з лiтературою i додатками — 129 сторiнок),

бiблiографiчний список мiстить 70 найменувань публiкацiй у вiтчизняних та за-

кордонних виданнях.

У вступi висвiтлено актуальнiсть обраної теми, сформульовано мету i зав-

дання дослiдження, вiдзначено наукову новизну i практичне значення одержаних

результатiв, визначено особистий внесок здобувача та наведено iнформацiю щодо

апробацiї результатiв дисертацiї.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури, що стосується цiєї робо-

ти. Сформульовано задачi, якi будуть розв’язанi у цiй дисертацiйнiй роботi.

У другому роздiлi в наближеннi середнього поля дослiджено рiвноважнi

стани псевдоспiн-електронної моделi з прямою взаємодiєю псевдоспiнiв та з попе-

речним полем за вiдсутности перенесення електронiв. Вивчено фазову поведiнку

такої моделi. У цьому роздiлi також знайдено спектри ланцюжкiв скiнченної дов-

жини та обчислено iнтенсивностi переходiв мiж рiвнями для спрощеної моделi

(без електронiв i поздовжнього поля). Результати цього роздiлу опублiковано у

працях [1,2].

У третьому роздiлi побудовано дiяграми основного стану узагальненої мо-

делi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на рiзного типу ґратках. Дослiджено також основнi

стани системи класичних Гайзенбергових спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi;

виявлено цiкавi i складнi упорядковання спiнiв. Результати цього роздiлу опублi-

ковано у працях [3,6].

У четвертому роздiлi розглянуто псевдоспiн-електронну модель на осно-
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вi моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса i дослiджено її фазову поведiнку. Результати

цього роздiлу опублiковано у працi [4].

У п’ятому роздiлi розглянуто модель Мiцуї (з тунелюванням i без нього),

що описує поведiнку сегнетової солi та деяких iнших сегнетоелектрикiв. У набли-

женнi середнього поля детально дослiджено фазову дiяграму моделi. Результати

цього роздiлу опублiковано у працi [5].

Дисертацiйна робота завершується Висновками, Списком використа-

них джерел та Додатками.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1. Певдоспiн-електроннi моделi в теорiї
високотемпературних надпровiдникiв типу
YBa2Cu3O7−δ

У високотемпературних надпровiдниках спостерiгають одночасно низку фi-

зичних явищ, якi в iнших кристалах зустрiчаються поодинцi. Однiєю з причин

цього можна вважати сильну електронну кореляцiю Габбардового типу в зонах

провiдности, основний внесок в якi дають надпровiднi площини Cu(2)-O(2). Iнша

характерна риса високотемпературних надпровiдникiв – наявнiсть у їхнiй стру-

ктурi сильно ангармонiчних елементiв, що, як вiдомо, може приводити до рiзного

типу нестiйкостей. Пiдсилення ефективного притягання мiж електронами внаслi-

док їх взаємодiї з ангармонiчними фононами розглядали як один з можливих

механiзмiв високотемпературної надпровiдности вже в перших публiкацiях на цю

тему [1–3].

У випадку найбiльш дослiдженого високотемпературного надпровiдника

YBa2Cu3O7−δ сильнi локально ангармонiчнi елементи в структурi – це так званi

апекснi йони кисню O(4) (див., наприклад, [4]). Для опису їх коливань було запро-

поновано псевдоспiн-електронну модель, або модель Мюллера [5]. Псевдоспiнова

змiнна Sz
i = ±1/2 описує два можливi положення йона O(4) в подвiйнiй потен-

цiяльнiй ямi. В моделi враховано електрон-електронну та псевдоспiн-електронну

взаємодiї, розглянуто можливiсть електронного перенесення, а також перескокiв

частинок в подвiйнiй потенцiяльнiй ямi. Асиметрiю локального ангармонiчного

потенцiялу розглядають як поздовжнє поле h, що дiє на псевдоспiни, а енергiю
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тунельного розщеплення – як поперечне поле Ω.

У роботi [6] показано, що електронне перенесення приводить до ефективної

взаємодiї мiж псевдоспiнами. Тому запропоновано простiшу модель без електрон-

ного перенесення, зате з прямою взаємодiєю псевдоспiнiв. У роботi [7] в набли-

женнi середнього поля дослiджено фазовi переходи в такiй моделi за вiдсутности

перескокiв. Автори показали, що в режимi µ = const при змiнюваннi температури

можливий фазовий перехiд першого роду зi стрибкоподiбною змiною < Sz >, а в

режимi n = const iснує нестабiльнiсть щодо роздiлення фаз у широкому iнтервалi

значень параметра асиметрiї h. Подiбне дослiдження було проведено i для дво-

пiдґраткової моделi з прямими взаємодiями анстисеґнетоелектричного типу [8].

Однак у згаданих роботах не враховували перескоки йонiв O(4) в подвiйнiй потен-

цiяльнiй ямi. Метою ж нашого дослiдження було дослiдити вплив поперечного

поля (що описує згаданi перескоки) на фазовi переходи та розшарування фаз.

1.2. Основнi стани узагальненої моделi
Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на рiзних ґратках та
основнi стани системи класичних Гайзенбергових
спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi

1.2.1. Основнi стани моделi Iзинґового типу зi спiном S = 1 у

зовнiшньому полi на двовимiрних ґратках

У 1971 роцi Блюм, Емерi i Ґрiффiтс розглянули в наближеннi середнього

поля неповну модель Iзинґа зi спiном S = 1 i застосували її до конкретної фiзичної

системи — сумiшi 3He-4He [9]. Вiдтодi цю модель активно вивчають i використо-

вують для опису рiзноманiтних фiзичних об’єктiв: систем газ-рiдина-тверде тiло

[10], багатокомпонентних плинiв та сумiшей рiдинних кристалiв [10], напiвпровiд-

никових стопiв [11], мiкроемульсiй [12], систем адсорбованих частинок [13], iнтер-

кальованих сполук [14] i т. д. Однак, на наш подив, ми нiде не знайшли детального

аналiзу основних станiв цiєї моделi на дво- i тривимiрних ґратках. Незважаючи

на те, що дослiдження основних станiв класичних спiнових моделей, зокрема мо-
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делей Iзинґового типу, має давню iсторiю [15–25], здається, повнiстю дослiджено

основнi стани лише одновимiрної моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса (БЕҐ) зi взаємо-

дiєю перших i других сусiдiв [26]. Ми застосували простий спосiб побудови дiяграм

основного стану для класичних спiнових моделей з довiльним значенням спiну й

дослiдили основнi стани моделi Iзинґа зi спiном S = 1 на нефрустрованих ґратках

зi взаємодiєю найближчих сусiдiв. Розглянули також приклади фрустрованих ґра-

ток (трикутної i кагоме), а також квадратну ґратку зi взаємодiєю перших i других

сусiдiв.

1.2.2. Основнi стани системи класичних Гайзенбергових спiнiв на

анiзотропнiй трикутнiй ґратцi i проблема спiнової рiдини

Коли в 1936 роцi Луї Ниель (Louis Néel) вiдкрив новий магнетний стан речо-

вини — антиферомагнетизм ([27, 28]), багато фiзикiв, зокрема Л. Ландау, скепти-

чно сприйняли його вiдкриття. Аргументи скептикiв ґрунтувалися на квантових

властивостях спiна. Вони твердили, що пара | ↑↓〉 внаслiдок квантових ефектiв

переходить у пару | ↓↑〉, i тому говорити про якийсь певний напрям окремого спiна

в такiй парi немає сенсу. Однак згодом було виявлено велику кiлькiсть антифе-

ромагнетикiв, i вiдкриття Л. Ниеля вiдзначили Нобелiвською премiєю з фiзики

за 1962 рiк. До 1972 року у фiзицi магнетизму тривала “ера Ниеля”. Проте 1973

року Фiлiп Андерсон повернувся до згаданих вище аргументiв, висловивши при-

пущення про iснування квантової спiнової рiдини у сильно фрустрованiй системi

— моделi Гайзенберга на трикутнiй ґратцi [29]. З того часу iдея про новий магне-

тний стан речовини — спiнову рiдину, яка може iснувати навiть у границi нульової

температури, — не давала спокою фiзикам. I врештi спiнову рiдину було вiдкрито

на фрустрованiй трикутнiй [30] i на ще бiльш фрустрованiй ґратцi кагоме [31].

Тепер є чимало сполук, у яких пiдозрюють наявнiсть спiнової рiдини. Пере-

важна бiльшiсть iз них — це сполуки з магнетними атомами, що несуть спiн 1/2.

Однак вважають, що квантова спiнова рiдина може iснувати не лише в системах

зi спiном S = 1/2, а й з бiльшим спiном. 2005 року С. Накацуї зi спiвавторами
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вперше повiдомив про ознаки спiнової рiдини у сполуцi зi спiном S = 1 [32–34]. У

цiй сполуцi — NiGa2S4 — магнетнi атоми нiкелю утворюють шари з iдеальною три-

кутною ґраткою. До того ж, взаємодiя мiж спiнами атомiв сусiднiх шарiв значно

менша, нiж у межах одного шару.

Окрiм квантової спiнової рiдини iснує ще й класична спiнова рiдина, її бу-

ло виявлено у сполуках так званого спiнового льоду [35]. Однак, на вiдмiну вiд

квантової, у класичнiй спiновiй рiдинi за низьких температур спiновий безлад

заморожується.

С. Накацуї та iншi в NiGa2S4 виявили цiкаву чотирипiдґраткову спiнову

структуру близького порядку. Такi самi властивостi й спiнову структуру має й

сполука FeGa2S4, де атоми залiза несуть спiн S = 2 [33]. Це наштовхує на думку,

що, може, властивостi спiнової рiдини у цих сполуках пiддаються поясненню на

основi класичної спiнової моделi.

Основнi стани системи класичних спiнiв на iзотропнiй трикутнiй ґратцi було

детально проаналiзовано в роботах [36, 37] (див. також цитовану там лiтературу).

Однак, симетрична трикутна ґратка, унаслiдок iснування механiчних напружень

та рiзного роду дефектiв, може втрачати iзотропнiсть. Тому ми вирiшили про-

аналiзувати основнi стани системи класичних спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй

ґратцi. Ми виявили кiлька цiкавих типiв спiнових упорядковань з однаковою енер-

гiєю, зокрема складне чотирипiдґраткове впорядковання, яке наведене в роботах

[32, 34].

1.3. Псевдоспiн-електронна модель iз псевдоспiном
S = 1 i процеси iнтеркаляцiї

В останнi десятирiччя швидкими темпами розвиваються дослiдження проце-

сiв iнтеркаляцiї в шаруватих кристалах. Це пов’язано з широкими можливостями

їх практичного застосування: в системах накопичення водню [38], перезарядних

високоенергетичних батареях [39, 40], електрохромних пристроях [41], надпровiд-

никах [42] тощо.
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Iнтеркаляцiю зазвичай розглядають як адсорбцiю частинок-“гостей” на

матрицi-“господарi”. Матерiялами-“господарями” в iнтеркалатах можуть бути, на-

приклад, дихалькогенiди перехiдних металiв, йодиди свинцю i вiсмуту, оксиди пе-

рехiдних металiв i графiт, лищак (слюда), а також менш дослiдженi сполуки типу

A3B6, A5
2B

6
3 (InSe, GaSe, Bi2Te3, Bi2Se3). Завдяки слабкому ван-дер-Ваальсовому

зв’язку мiж шарами тих кристалiв, у них можна легко впроваджувати “гостей”.

“Гостями” можуть бути рiзнi йони, атоми чи молекули: йони лiтiю, натрiю й га-

логенiв, молекули водню, фтору, води, молекули органiчних сполук (наприклад,

анiлiну C6H5NH2 й пiпередину CH2(CH2)4H в лищаку), йони OH− i т. д.

У таких кристалiчних структурах частинки-“гостi” займають певнi енер-

гетично вигiднi позицiї мiж основними шарами, утворюючи, в межах ван-дер-

Ваальсової щiлини, двовимiрну ґратку. Тому для опису iнтеркальованої пiдси-

стеми в шаруватих кристалах (слiд, однак, вiдзначити, що не всi iнтеркальованi

сполуки є шаруватими) традицiйно використовують моделi граткового газу [39].

Якщо усi позицiї рiвноправнi й iнтеркальованi частинки не мають дипольного мо-

менту, можна використовувати модель Iзинґа зi спiном 1
2 . Вiд’ємне значення спiна

вiдповiдає ситуацiї, коли частинки на вузлi нема, додатне — коли є, або навпаки.

Однак для опису iнтеркаляцiї дипольних частинок, наприклад, йонiв OH−, така

проста модель незастосовна. Якщо дипольний момент частинки-“гостя” перпенди-

кулярний до основних шарiв кристалу (й обидва напрямки орiєнтацiї за вiдсутно-

сти зовнiшнього поля однаково ймовiрнi), то кожен вузол може перебувати у трьох

станах, i для опису системи iнтеркалянта можна використати модель Iзинґа зi спi-

ном 1 (модель Блюма-Емерi-Ґрiффiтса (БЕҐ)), яка описує дипольний гратковий

газ. Ця модель застосовна й у випадку, коли частинки дипольного моменту не

мають, зате можуть займати двi рiзнi позицiї: одну — ближчу до нижнього, другу

— ближчу до верхнього основного шару, що еквiвалентно наявностi дипольно-

го моменту. Це спостерiгається, наприклад, у деяких дихалькогенiдах перехiдних

металiв, де iнтеркальованi частинки займають асиметричнi тетраедричнi позицiї

[43], а також у добре вiдомiй сполуцi TiS2, iнтеркальованiй атомами лужних мета-

лiв (Li або Na), якi займають тригональнi позицiї (якщо їх концентрацiя не надто
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велика) [44]. Iнший приклад використання моделi Iзинґа зi спiном 1 для опису

iнтеркальованих сполук можна знайти в [45]. Там розглянуто конкретну модель

Iзинґа зi спiном 1 на трикутнiй ґратцi зi взаємодiєю до третiх сусiдiв включно i

застосовано її до графiту, iнтеркальованого частинками двох сортiв.

Чисто псевдоспiновi моделi (або еквiвалентнi їм моделi ґраткового газу) ма-

ють один важливий недолiк — у них не враховано пряму взаємодiю iнтеркальо-

ваних частинок з атомами основних шарiв кристалу. У нашiй роботi для опису

процесу iнтеркаляцiї використано псевдоспiн-електронну модель на основi моделi

Блюма-Емерi-Ґрiффiтса. Така модель явно враховує вищезгадану взаємодiю, хо-

ча й спрощеним чином — як одновузлову взаємодiю псевдоспiнiв з електронною

пiдсистемою. Короткий огляд псевдоспiн-електронної моделi i вiдповiдну лiтера-

туру можна знайти в [46], а аналогiчну до розглядуваної в нашiй роботi модель,

тiльки з псевдоспiном S = 1/2, — в [47].

Отож модель, яку ми розглядаємо, поєднує в собi двi пiдсистеми — псевдо-

спiнову та електронну. Як буде показано далi, завдяки одновузловому характеру

електрон-електронної та псевдоспiн-електронної взаємодiй, статистична сума мо-

делi розбивається на добуток статистичних сум двох незалежних пiдсистем: еле-

ктронної та псевдоспiнової. Зовнiшнє поле й однойонна анiзотропiя змiщуються,

i змiщення цих величин залежать вiд температури й пов’язаних з електронами

параметрiв моделi. Таким чином, вплив електронiв можна врахувати точно i до-

слiдження фазових переходiв та розшарування фаз у нашiй моделi зводиться до

дослiдження тих явищ у моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса.

Важливим є питання про вибiр знакiв бiлiнiйної та бiквадратної (диполь-

дипольної та квадруполь-квадрупольної) взаємодiй у цiй моделi. Пряма електро-

статична взаємодiя однойменно заряджених частинок чи диполiв, зорiєнтованих

переперндикулярно до площини, в якiй вони розташованi, має додатнiй знак (вiд-

штовхування). Однак в iнтеркалатах iснує ще й опосередкована взаємодiя мiж

частинками-“гостями” через електронну пiдсистему ковалентно зв’язаних атомiв

основних шарiв кристалу. Така непряма взаємодiя залежить вiд зонної структури

i заповнення електронних станiв i може мати вiд’ємний знак (притягання) [48].
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Ефективна взаємодiя мiж частинками-“гостями” помiтно залежить ще й вiд ло-

кальних деформацiй кристалiчної ґратки, зумовлених впливом iнтеркальованих

частинок [49]. Ми розглядатимемо випадок, коли бiлiнiйна взаємодiя вiд’ємна, а

бiквадратна бiльша, нiж взята з протилежним знаком бiлiнiйна. У такому випад-

ку, як буде показано далi, трансляцiйна симетрiя ґратки не змiнюється, тобто

ґратка не розпадається на двi пiдгратки чи бiльше.

1.4. Модель Мiцуї

Модель Мiцуї була запропонована в 1958 роцi [50], щоб пояснити сегнето-

електричнi властивостi сегнетової солi. В 1971 роцi Блiнц та iншi [51] перевели

модель Мiцуї на мову псевдоспiнового формалiзму i в такому виглядi вона тепер

i вiдома.

Для кращого кiлькiсного опису сегнетової солi звичайна модель Мiцуї за-

знала багатьох трансформацiй. Так, у роботi [52] у гамiльтонiян моделi включили

п’єзоелектричну взаємодiю, а в роботах [53, 54] — ще й поперечне поле (тунелю-

вання). Щоб врахувати реальну структуру кристалу сегнетової солi, в роботi [55]

розглядали чотирипiдґраткову модель Мiцуї. Окрiм сегнетової солi, модель Мi-

цуї з поперечним полем використовували для теоретичного опису й деяких iнших

сегнетоелектричних сполук, зокрема кристалiв RbHSO4 [56, 57] i NH4HSO4 [57].

У [58] вивчали вплив гiдростатичного тиску на термодинамiчнi властивостi

сегнетової солi. Гiдростатичний тиск дає змогу змiнювати параметри моделi.

Модель Мiцуї охоплює не тiльки сегнетоелектрики типу лад-безлад, але й

iншi фiзичнi об’єкти з асиметричними двомiнiмумними потенцiяльними ямами

(протилежно зорiєнтованими на сусiднiх вузлах). Зокрема, в роботах [47, 59] роз-

глядали псевдоспiн-електронну модель на основi моделi Мiцуї.

Попри доволi широке застосування моделi Мiцуї, нема детального дослiдже-

ння її фазової поведiнки. В роботi [60] побудовано дiяграму iснування сегнетоеле-

ктричної фази. Однак та дiяграма далеко не повна. Повнiша, хоча також не повна

дiяграма наведена в роботi [61].
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Тут ми пропонуємо математично строге оригiнальне дослiдження фазової

поведiнки моделi Мiцуї. Ми зумiли побудувати повну фазову дiяграму моделi

Мiцуї в наближеннi середнього поля як для нульового, так i для вiдмiнного вiд

нуля поперечного поля. Для всiх кривих дiяграми наведено аналiтичнi вирази,

рiвняння чи системи рiвнянь, з яких цi кривi одержано.
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РОЗДIЛ 2

ФАЗОВI ПЕРЕХОДИ ТА РОЗДIЛЕННЯ ФАЗ У
ПСЕВДОСПIН-ЕЛЕКТРОННIЙ МОДЕЛI З

ПРЯМОЮ ВЗАЄМОДIЄЮ ПСЕВДОСПIНIВ ТА
ПОПЕРЕЧНИМ ПОЛЕМ

У наближеннi середнього поля дослiджено рiвноважнi стани псевдоспiн-

електронної моделi з прямою взаємодiєю псевдоспiнiв та з поперечним полем за

вiдсутности перенесення електронiв. У режимi µ = const виявлено фазовi пере-

ходи першого роду (зi стрибкоподiбною змiною середнього значення псевдоспi-

на та середньої електронної концентрацiї) двох типiв: першi у випадку T > 0

зникають зi збiльшенням поперечного поля, iншi залишаються, яким великим

не було б це поле. Фазовi переходи другого типу зумовленi одночасним впли-

вом псевдоспiн-електронної взаємодiї та поперечного поля. Показано також, що в

режимi n = const за нульової температури вiдбувається розшарування фаз в усiй

областi значень поздовжнього поля h.

2.1. Умови термодинамiчної рiвноваги та
термодинамiчнi функцiї в наближеннi середнього
поля

Розгляньмо псевдоспiн-електронну систему, яку описує гамiльтонiян

H =
∑

i

Hi −
1

2

∑

ij

JijS
z
i S

z
j , (2.1)

де

Hi = Uni↓ni↑ − µ(ni↓ + ni↑) + g(ni↓ + ni↑)S
z
i − hSz

i − ΩSx
i (2.2)
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однокомiрковий гамiльтонiян.

Тут Jij описує пряму взаємодiю мiж псевдоспiнами Sz
i та Sz

j ,

U – Хаббардова кореляцiя,

µ – хемiчний потенцiял,

g – константа псевдоспiн-електронної взаємодiї,

h – поздовжнє зовнiшнє поле, або асиметрiя локального ангармонiчного по-

тенцiялу,

Ω – поперечне поле.

Розгляньмо наближення середнього поля:

Sz
i S

z
j ≈ −η2 + η(Sz

i + Sz
j ), (2.3)

де η = 〈Sz
i 〉.

У цьому наближеннi гамiльтонiян має вигляд:

H =
∑

H̃i +
N

2
Jη2, (2.4)

де

H̃i = Uni↓ni↑ − µ(ni↓ + ni↑) + g(ni↓ + ni↑)− (h+ Jη)Sz
i − ΩSx

i , (2.5)

J =
∑

i

Jij =
∑

j

Jij.

Вектори |ni↑, ni↓, Sz
i 〉 утворюють повну базу для гамiльтонiяна H̃i:

|1〉 = |0, 0, 1/2〉, |1̃〉 = |0, 0,−1/2〉,
|2〉 = |1, 1, 1/2〉, |2̃〉 = |1, 1,−1/2〉,
|3〉 = |0, 1, 1/2〉, |3̃〉 = |0, 1,−1/2〉,
|4〉 = |1, 0, 1/2〉, |4̃〉 = |1, 0,−1/2〉.

(2.6)

У цiй базi гамiльтонiян H̃i недiягональний, але легко перейти до бази, в якiй

вiн буде дiягональним [6]. У результатi одержимо такий набiр власних значень:

λ1,1̃ = ∓1
2

√

h̃2 +Ω2,

λ2,2̃ = −2µ+ U ∓ 1

2

√

(h̃− 2g)2 + Ω2,
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λ3,3̃ = −µ∓ 1

2

√

(h̃− g)2 +Ω2 = λ4,4̃, (2.7)

де h̃ = h+ Jη.

Статистична сума для однiєї комiрки

Zi =
∑

r

(

e−βλr + e−βλr̃
)

e−β
Jη2

2 . (2.8)

Загальна статистична сума

Z = ZN
i . (2.9)

Термодинамiчний потенцiял на одну комiрку

ω = −Θ ln
∑

r

(

e−βλr + e−βλr̃
)

+
1

2
Jη2. (2.10)

З умови рiвноваги в режимi µ = const
(

∂ω

∂η

)

T,µ,h

= 0 (2.11)

одержуємо рiвняння для середнього значення η, що вiдiграє роль параметра по-

рядку:

η=
1

∑

r
(e−βλr+e−βλr̃)

{

h̃

2
√

h̃2+Ω2

(

e−βλ1−e−βλ1̃

)

+ (2.12)

+
h̃−2g

2
√

(h̃−2g)2+Ω2

(

e−βλ2−e−βλ2̃

)

+
h̃−g

√

(h̃−g)2+Ω2

(

e−βλ3−e−βλ3̃

)











.

Зауважмо, що у випадку U = 2µ крива η(h) симетрична вiдносно точки

(g, 0).

Середнє число електронiв на комiрку знайдемо, продиференцiювавши за µ

вираз (2.10):

n = 2− 2 · e
−βλ1 + e−βλ1̃ + e−βλ3 + e−βλ3̃

∑

r
(e−βλr + e−βλr̃)

. (2.13)
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2.2. Фазовi дiяграми та розшарування фаз за нульової
температури

Розгляньмо спочатку випадок T → 0 i µ = const. Знайшовши частково

границю, одержимо рiвняння

η =
1

e−βλ1 + e−βλ2 + 2e−βλ3

{

h̃

2
√

h̃2 +Ω2
e−βλ1+

+
h̃− 2g

2
√

(h̃− 2g)2 +Ω2

e−βλ2 +
h̃− g

√

(h̃− g)2 + Ω2

e−βλ3











. (2.14)

Вигляд цього рiвняння в границi T → 0 залежить вiд того, яка з величин

λ1, λ2, λ3 мiнiмальна.

1) λ1 = min, η = η1(h) =
h̃

2
√

h̃2+Ω2

, або h̃ = 2Ωη√
1−4η2

,

ω = ω1(h) = − Ω

2
√

1−4η2
+ J

2η
2, n = 0;

2) λ2 = min, η = η2(h) =
h̃−2g

2
√

(h̃−2g)+Ω2

, або h̃ = 2Ωη√
1−4η2

+ 2g,

ω = ω2(h) = −2µ+ U − Ω

2
√

1−4η2
+ J

2η
2, n = 2;

3) λ3 = min, η = η3(h) =
h̃−g

2
√

(h̃−g)2+Ω2
, або h̃ = 2Ωη√

1−4η2
+ g,

ω = ω3(h) = −µ− Ω

2
√

1−4η2
+ J

2η
2, n = 1.

Кривi ηi(h) для випадкiв 1), 2) i 3) паралельнi, а їх центри симетрiї розташо-

ванi в точках (0,0), (2g,0) i (g,0), вiдповiдно. Якщо Ω < J
2 , вони мають “зворотний

хiд”. Так називатимемо ту дiлянку кривої, де похiдна η′(h) < 0. Для тих значень

h, що вiдповiдають зворотному ходу, залежнiсть ηi(h) багатозначна.

Крива ηi(h) як розв’язок рiвняння (2.14), коли T → 0, складається з частин

кривих ηi(h) (рис. 2.1). Перехiд з кривої 2 на криву 3 вiдбувається по прямiй

h = (µ− U)

√

4Ω2

g2 − 4(µ− U)2
+ 1 +

3g

2
− Jη, (2.15)

а з кривої 3 на криву 1 – по прямiй

h = µ

√

4Ω2

g2 − 4µ2
+ 1 +

g

2
− Jη. (2.16)
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Рис. 2.1. Параметер порядку η як функцiя поля h (суцiльна лiнiя) та кривi ηi(h)
(пунктирнi лiнiї). T = 0, J = 1, µ = −0.01, U = 0.1, g = 0.28, Ω = 0.55.
Потовщенi лiнiї вiдповiдають термодинамiчно стiйким станам.

Якщо U > g, то необхiдними i достатнiми умовами iснування цих переходiв

є нерiвностi −g
2 + U < µ < g

2 + U та −g
2 < µ < g

2 , вiдповiдно.

У випадку U < g цi нерiвностi є необхiдними, але не достатнiми умовами

iснування переходiв 2→3 та 3→1, бо, якщо величина h̃ = h+Jη для переходу 3→1

менша, нiж для переходу 2→3, то замiсть них iснує лише один перехiд з кривої 2

на криву 1, що вiдбувається по прямiй

h = (2µ− U)

√

Ω2

g2 − (2µ− U)2
+ 1 + g − Jη. (2.17)

Крiм зворотних ходiв, по яких вiдбувається перехiд з однiєї кривої ηi(h) на

iншу, за умови Ω < J/2 до остаточної кривої η(h) може увiйти власний зворотний

хiд якоїсь iз кривих ηi(h) (рис. 2.2).

Графiк термодинамiчного потенцiялу ω(h) утворюють дiлянки паралельних

кривих ωi(h), якi сполученi вiдрiзками дотичних до цих кривих парабол (одержа-

них iнтегруванням спiввiдношень (2.15-2.17)). Областям, де залежнiсть η(h) бага-

тозначна, вiдповiдає самоперетин кривої ω(h). Нехай (h0, ω0) – координати точки
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Рис. 2.2. Каскад фазових переходiв. Потовщенi лiнiї вiдповiдають термодинамi-
чно стiйким станам, а пунктирними лiнiями зображено “незреалiзованi”
дiлянки кривих ηi(h). Буквами a, b, c, d та f позначено рiзнi фази. (a)
T = 0, J = 1, µ = −0.106, U = 0.22, g = 0.28, Ω = 0.47; (b) T = 0, J = 1,
µ = 0.11, U = 0.22, g = 0.28, Ω = 0.47.

самоперетину. Якщо ω0 – мiнiмальне з усiх ω(h0), то в точцi h0 iснує фазовий пере-

хiд першого роду. Величина η(h) в цiй точцi змiнюється стрибком. Максимальна

можлива кiлькiсть зворотних ходiв кривої η(h), а також фазових переходiв – три.

Важливо вiдзначити, що тi фазовi переходи, якi пов’язанi з перескоками з однiєї

кривої η(h) на iншу, не зникають зi зростанням Ω, а тiльки перемiщуються вздовж

осi h. За цих переходiв стрибком змiнюється як η, так i n. Якщо фазовий перехiд

вiдбувається на однiй i тiй самiй кривiй ηi(h), то η змiнюється з −
√

1
4
− Ω2

J2 до

+
√

1
4 − Ω2

J2 , а n залишається сталим.

Щоб побудувати фазовi дiяграми в площинi (µ, h) за нульової температури,

розгляньмо кривi ωi(h), вiдкинувши, якщо Ω < J/2, їх власнi “риб’ячi хвости”,
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тобто тi частини, що знаходяться вище точок самоперетину (якщо Ω ≥ J/2, кривi

ωi(h) не мають точок самоперетину). Знайдiмо, розв’язавши вiдповiднi системи

рiвнянь (в загальному випадку це можна зробити тiльки чисельно), точки по-

парного перетину цих кривих. Змiнюючи µ, одержимо таким чином кривi h12(µ),

h13(µ), h23(µ) (hij(µ) – це абсциса точки перетину кривих ωi(h) та ωj(h) за фiксо-

ваного µ).

Крива h13(µ) має центер симетрiї в точцi (0, g/2) та двi асимптоти µ = ±g/2.
Криву h23(µ) можна одержати паралельним перенесенням кривої h13(µ) на вектор

(U, g). Крива h12(µ) також має центер симетрiї – точку (U/2, g), що є водночас

центром симетрiї всiєї фазової дiяграми.

Якщо кривi h13(µ) та h23(µ) не перетинаються, то вони є лiнiями спiвiснуван-

ня фаз, а крива h12(µ) випадає (рис. 2.3 (a), (d)). Якщо ж цi кривi перетинаються,

то у двох точках, i лiнiю спiвiснування фаз мiж цими точками утворює вiдрiзок

кривої h12(µ) (рис. 2.3 (b), (c)).

Необхiдною (але не достатньою) умовою перетину кривих h13(µ) та h23(µ)

є нерiвнiсть U < g. Чим бiльше Ω, тим крутiшими стають цi кривi i за достатньо

великого Ω вже не перетинаються, хоча необхiдна умова й виконується.

У випадку Ω < J/2 лiнiями спiвiснування фаз є також промiнь h = 0 вiд

µ = −∞ до точки перетину з кривою h13(µ) та промiнь h = 2g вiд точки перетину

з кривою h23(µ) до µ = +∞ (рис. 2.3 (a), (b)). Якщо, крiм цього, кривi h13(µ)

та h23(µ) не перетинаються, то лiнiєю спiвiснування фаз є ще й вiдрiзок прямої

h = g мiж точками її перетину з цими кривими (рис. 2.3 (a)). Таким чином, маємо

чотири топологiчно рiзних типи фазових дiяграм в площинi (µ, h) за нульової

температури (рис. 2.3).

Якщо T → 0, середнє число n електронiв на вузол може бути 0, 1 або 2. Тому

в режимi фiксованого n, вiдмiнного вiд цих значень, вiдбувається розшарування

фаз. На рис. 2.3 зображено графiк розшарування фаз, який вiдповiдає фазовiй

дiяграмi рис. 2.3 (b). Як бачимо, за нульової температури область розшарування

охоплює всi значення h та n. Якщо h < h1 або h > h2, то у випадку 0 < n < 1

спiвiснують фази з n = 0 i n = 1, а у випадку 1 < n < 2 – фази з n = 1 i n = 2.
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Якщо ж h1 < h < h2, то вiдбувається розшарування на фази з n = 0 i n = 2. За

вiдмiнної вiд нуля температури область розшарування фаз обмежена.

2.3. Фазовi дiяграми в координатах температура-поле

Якщо температура стає вiдмiнна вiд нуля, крива η(h) (див. рис. 2.1) згла-

джується. Зi збiльшенням температури фазовi переходи зникають, спочатку пе-

рехiд 1, згодом перехiд 2 (рис. 2.5).

Сукупнiсть кривих спiвiснування фаз для фазової дiяграми температура-

поле симетрична вiдносно прямої h = g, якщо µ = U/2. Кривi фазових дiяграм

для µ1 = U/2−∆µ та µ2 = U/2 +∆µ взаємно симетричнi вiдносно тiєї ж прямої

h = g, тому достатньо розглянути µ з промiжку ]−∞, U/2].

У випадку Ω ≥ J/2 фазовi переходи iснують лише за умови −g/2 < µ < g/2

або −g/2 + U < µ < g/2 + U .

Якщо µ → −∞ (або g = 0), то лiнiя спiвiснування фаз - вертикальний

вiдрiзок довжиною 1/β, де β = 1
Ω ln J+2Ω

J−2Ω. Зi зростанням µ вiд−∞ до−g/2 ця лiнiя

все бiльше нахиляється вправо. Як тiльки µ стає бiльшим вiд −g/2, з’являється

iще одна лiнiя на фазовiй дiяграмi. Зi збiльшенням µ вона деформується, стає

довшою, перемiщується вправо по осi h i вливається в першу криву (рис. 2.6).

Можна помiтити, що тi фазовi переходи, якi, коли T → 0, вiдповiдають

перескокам з кривої 2 на криву 3 або з кривої 3 на криву 1, зникають значно

швидше зi збiльшенням температури, анiж тi, що, коли T → 0, вiдповiдають

перескокам з кривої 2 на криву 1 або вiдбуваються на однiй i тiй же кривiй.

Зi збiльшенням Ω критична температура кожного переходу спадає. Як тiль-

ки Ω стає рiвним J/2, переходи з кривої 2 на криву 1 або переходи в межах одної

i тої ж кривої зникають, а переходи з кривої 2 на криву 3 або з кривої 3 на криву

1 залишаються, яким би великим не було Ω.

За фiксованого h температура фазового переходу зi збiльшенням Ω (до то-

го значення, поки ∆η не стане нульовим), може як зростати, так i спадати. Це

залежить вiд значення µ.
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2.4. Низькочастотна динамiка ланцюжкiв CuO
скiнченної довжини у високотемпературних
надпровiдниках YBa2Cu3O7−δ

Розгляньмо ще динамiку ланцюжкiв Cu(1)O(1) скiнченної довжини. Для цьо-

го використаємо модель 2.4, але без електронiв i поздовжнього поля, тобто модель

Iзинґа у поперечному полi. Запишiмо її гамiльтонiян у такому виглядi:

H = −Ω
∑

i

Sx
i +

∑

ij

JijS
z
i S

z
j . (2.18)

Нас цiкавитиме спектр цього гамiльтонiяна i кореляцiйнi функцiї Kαβ
ij (t) =

〈Sα
i S

β
j 〉. Iз цими кореляцiйними функцiями пов’язаний спектр збуджень (спектр

переходiв мiж рiвнями), а також вирази для перерiзу непружного розсiяння ней-

тронiв та Раманового розсiяння свiтла.

Розгляньмо ланцюжки з кiлькох атомiв кисню: N = 2, 3, 4 тощо. Модель

(2.18) має 2N рiзних станiв, якi визначаються набором можливих значень ком-

понентiв Sz
i = ±1/2. Перейшовши до симетризованої бази яка перетворюється

за незвiдними представленнями групи C2v (групи симетрiї моделi) й розв’язуючи

задачу на власнi значення, знаходимо спектр гамiльтонiяна (2.18).

Для N = 2 спектр можна знайти точно: λA2
= −J/4, λB2

= −J/4, λ1,2
A1

=

±
√

J2/16 + Ω2. Тут перехiд A1 → A2, для якого ∆λ = λA2
− λ

(2)
A1
≈ 2Ω2/J ,

— низькоенергетичний перехiд, що проявляється за низької температури. Для

N ≥ 3 можна знайти наближений аналiтичний вираз для спектру, застосувавши

теорiю збурень за малим параметром Ω/J . Для N = 3 знаходимо такi значення

енергетичних рiвнiв:

λ
(1)
A1

= −Ω
2
+

4Ω3

J2
; λ

(2,3)
A1

= ±
(

J

2
+

5Ω2

4J

)

− 2Ω3

J2
; (2.19)

λ
(1)
B2

=
Ω

2
− 4Ω3

J2
; λ

(2,3)
B2

= ±
(

J

2
+

5Ω2

4J

)

+
2Ω3

J2
;

λA2
= −Ω

2
; λB1

=
Ω

2
.
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У цьому випадку низькоенергетичний перехiд за низької температури — це

перехiд A1 → B2 мiж парою низьких рiвнiв; його енергiя ∆λ = λ
(3)
B2
− λ

(3)
A1
≈

4Ω3/J2. За N = 4 це перехiд A1 → A2, для якого ∆λ = λ
(2)
A2
− λ

(2)
A1
≈ 8Ω4/J3.

Чисельно можна також знайти спектр для ланцюжкiв довжиною N =

2, 3, 4, 5 тощо. На рис. 1 показана залежнiсть λ/J вiд Ω/J для N = 2 − 5. При

малих Ω/J спектральнi лiнiї галузяться бiля nJ/4(n = ±1,±2, ...) для парних N

i бiля nJ/2(n = 0,±1, ...) для непарних N . Число лiнiй зростає з ростом N , а при

N →∞ утворюються зони.

Iз цих обчислень випливає, що в низькоенергетичнiй дiлянцi спектру лан-

цюжкiв є перехiд, енергiя якого пропорцiйна до (Ω/J)N−1Ω. Iншими словами,

енергiя низькочастотних збуджень меншає з ростом N . На рис. 2 показано резуль-

тати числових розрахункiв iнтенсивностей переходiв у ланцюжках з N = 2 − 6

при T = 0. Низькочастотний перехiд дипольно активний тiльки для ланцюжкiв

з непарним числом фрагментiв з O(1). При Рамановому розсiяннi цi переходи

активнi незалежно вiд парности N . Їхня iнтенсивнiсть має зростати з меншанням

температури. Оскiльки енергiя цих збуджень мала за умови Ω/J < 1 i помiтно

спадає з ростом числа фрагментiв у ланцюжку, змiшування цих коливань з iн-

шими оптичними коливаннями не мала б суттєво впливати на результати. Тож

ми вважаємо, що низькочастотнi коливнi гiлки, якi виникають завдяки ланцюж-

кам Cu(1)O(1) скiнченної довжини, мають бути присутнiми в фононних спектрах

кристалiв типу YBa2Cu3O7−δ.

2.5. Результати

Таким чином, поперечне поле Ω не просто зменшує критичну температуру

для фазового переходу першого роду, а за певних µ i за достатньо низької темпе-

ратури приводить до появи одного або й двох додаткових фазових переходiв, якi,

на вiдмiну вiд випадку g = 0, не зникають, яким би великим не було Ω.

За нульової температури нестабiльнiсть щодо розшарування фаз iснує не в

обмеженiй (як у випадку Ω = 0), а в усiй областi значень параметра асиметрiї h.
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Спрощена псевдоспiнова модель (без електронiв i поздовжнього поля) дає

змогу обчислити спектр ланцюжкiв Cu(1)O(1) скiнченної довжини та iнтенсивно-

стi переходiв. У низькоенергетичнiй дiлянцi спектру ланцюжкiв є перехiд, енергiя

якого пропорцiйна до (Ω/J)N−1Ω, тобто зменшується з ростом довжини ланцюж-

ка.
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Рис. 2.3. Фазовi дiяграми в координатах (µ, h) за нульової температури. Пунктир-
ними лiнiями зображено “незреалiзованi” дiлянки кривих hij(µ). Штри-
хова лiнiя зображає фазову дiяграму, коли Ω → 0. Буквами a, b, c, d,
f позначено рiзнi фази (див. рис. 2). (a) J = 1, U = 0.22, g = 0.28,
Ω = 0.47; (b) J = 1, U = 0.15, g = 0.28, Ω = 0.47; (c) J = 1, U = 0.10,
g = 0.28, Ω = 0.55; (d) J = 1, U = 0.22, g = 0.28, Ω = 0.7.



38

Рис. 2.4. Розшарування фаз за нульової температури, що вiдповiдає рис. 2.3 (с).

Рис. 2.5. Параметер порядку η як функцiя поля h за вiдмiнної вiд нуля темпе-
ратури. Θ = 0.003, J = 1, µ = −0.01, U = 0.1, g = 0.28, Ω = 0.55.
Потовщеними лiнiями зображено термодинамiчно стiйкi стани.
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Рис. 2.6. Фазова дiяграма в координатах (Θ, h). J = 1, µ = −0.106, U = 0.22,
g = 0.28, Ω = 0.47. Пунктирною лiнiєю зображено лiнiю спiвiснування
фаз для Ω = 0.



40

Рис. 2.7. Залежнiсть λ/J вiд Ω/J для ланцюжкiв Cu(1)O(1) з N = 2, 3, 4 i 5 атомiв
O(1).
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Рис. 2.8. Iнтенсивностi переходiв мiж рiвнями ланцюжкiв Cu(1)O(1) з N = 2 − 6
атомiв O(1) при T = 0 i Ω/J = 0.1.



42

РОЗДIЛ 3

ОСНОВНI СТАНИ УЗАГАЛЬНЕНОЇ МОДЕЛI
БЛЮМА-ЕМЕРI-ҐРIФФIТСА НА РIЗНИХ

ҐРАТКАХ ТА ОСНОВНI СТАНИ СИСТЕМИ
КЛАСИЧНИХ ГЕЙЗЕНБЕРГОВИХ СПIНIВ НА

АНIЗОТРОПНIЙ ТРИКУТНIЙ ҐРАТЦI

За допомогою простого методу побудовано дiяграми основного стану уза-

гальненої моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках, а також

на трикутнiй ґратцi та ґратцi кагоме зi взаємодiєю найближчих сусiдiв. Уведено

поняття несумiсностi конфiгурацiй основного стану й на його основi видiлено тi

межi мiж фазами, якi вiдповiдають фазовим переходам першого роду. Також час-

тково дослiджено основнi стани моделi БЕҐ на квадратнiй ґратцi зi взаємодiєю

перших i других сусiдiв.

3.1. Дiяграми основного стану узагальненої моделi
Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на рiзних ґратках

3.1.1. Гамiльтонiян

Отож знайдiмо основнi стани найзагальнiшої моделi Iзинґа зi спiном S = 1:

H∗ = −J∗
∑

〈ij〉
sisj −K∗

∑

〈ij〉
si

2sj
2 − C∗

∑

〈ij〉

(

si
2sj + sisj

2
)

+
∑

i

(

−hsi +∆si
2
)

, (3.1)

де si — спiнова змiнна на i-му вузлi — набуває значень −1, 0, +1,
∑

〈ij〉 означає

суму за парами найближчих сусiдiв, J∗, K∗ i C∗ характеризують бiлiнiйну, бi-
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квадратну та мiшану взаємодiї мiж найближчими сусiдами, вiдповiдно; h i ∆ —

“поля”.

Перепишiмо гамiльтонiян (3.1), замiнивши суму за вузлами сумою за зв’яз-

ками. Розглядатимемо лише вузли з однаковою кiлькiстю зв’язкiв навколо ко-

жного вузла. Одновузлова енергiя розподiлиться рiвномiрно по z зв’язках, якi

оточують i-тий вузол. Замiсть гамiльтонiяну (3.1) розглядатимемо гамiльтонiян

H = zH∗:

H = −J
∑

〈ij〉
sisj −K

∑

〈ij〉
si

2sj
2 − C

∑

〈ij〉

(

si
2sj + sisj

2
)

+
∑

〈ij〉

[

−h (si + sj) + ∆
(

s2i + s2j
)]

, (3.2)

де запроваджено такi позначення: H = zH∗, J = zJ∗, K = zK∗ i C = zC∗.

Дiяграми основного стану однаковi для обох гамiльтонiянiв.

3.2. Нефрустрованi ґратки

Розгляньмо усi можливi зв’язки, або двовузловi блоки й вiдповiднi енергiї.

Їх наведено в табл. 3.1. Порiвнюючи цi енергiї, розбиваємо п’ятивимiрний простiр

параметрiв гамiльтонiяна на шiсть областей — п’ятивимiрних полiедральних ко-

нусiв. Кожна область вiдповiдає певному двовузловому блоковi, який у цiй областi

має найнижчу енергiю порiвняно з енергiями iнших двовузлових блокiв i визна-

чає основний стан моделi в цiй областi. Дiяграми основного стану будуватимемо

в площинi (h,∆). Легко знайти умови iснування кожної з областей у цiй площинi.

Однорiднi областi, або областi феромагнетного типу 〈00〉, 〈−−〉 i 〈++〉 iснують

завжди, а неоднорiднi, або областi антиферомагнетного типу 〈0+〉, 〈0−〉 i 〈+−〉 —

за умов, якi наведено в табл. 3.1. Ширина области 〈+−〉 дорiвнює −2J , области

〈0−〉 (〈0+〉) — −
√

(2)/2(J +K − 2C) (−
√

(2)/2(J +K +2C)). Якщо J +K < 0 i

|C| < −(J +K)/2, то областi 〈0+〉, 〈0−〉 i 〈+−〉 iснують одночасно. Зi сказаного

вище випливає, що у випадку J > 0, K > −J i |C| < (J + K)/2 неоднорiдних

областей немає взагалi. Отже умова додатности J i K, яку часто використовують

[14, 62], є занадто сильною. Це видно з [63], де розглянуто неповну модель БЕҐ.
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Табл. 3.1. Двовузловi блоки, їх енергiї та умови iснування.

Конфiгурацiя Енергiя Умова iснування
〈0 0〉 0 Завжди
〈0 +〉 −h+∆ C 6 −(J +K)/2
〈0 −〉 h+∆ C > (J +K)/2
〈+−〉 J −K + 2∆ J 6 0
〈++〉 −J −K − 2C − 2h+ 2∆ Завжди
〈−−〉 −J −K + 2C + 2h+ 2∆ Завжди

Дiяграми основного стану Iзинґової моделi зi спiном S = 1 зображено на

рис. 3.1 i 3.2. Коефiцiєнт C вибрано додатним, оскiльки дiяграми для однакових за

величиною i протилежних за знаком значень C симетричнi вiдносно осi O∆. Треба

лише замiнити на протилежнi знаки в позначеннях фаз. Як видно з рисункiв, є

дев’ять топологiчно нееквiвалентних дiяграм: три для J > 0 i шiсть для J < 0.

3.2.1. Трикутна ґратка i ґратка кагоме

Розгляньмо тепер узагальнену модель БЕҐ на трикутнiй ґратцi i ґратцi ка-

гоме зi взаємодiєю найближчих сусiдiв. Цi ґратки можна покрити трикутними

плакетками з однаковою конфiгурацiєю спiнiв. Оскiльки на трикутнiй ґратцi ко-

жна вершина є спiльною для трьох плакеток, а на ґратцi кагоме — для двох, то

для трикутної ґратки J = 3J∗, а для ґратки кагоме J = 2J∗. Те саме стосується

коефiцiєнтiв K i C. Енергiї тривузлових блокiв (плакеток), а також умови iснува-

ння вiдповiдних областей в площинi (h,∆) наведено в табл. 3.2. Усi областi, окрiм

областi 〈0 +−〉, — необмеженi.

На трикутнiй ґратцi двi конфiгурацiї трикутника сумiснi, якщо у них одна-

кова хоча б одна сторона (наприклад, 〈0 0 +〉 i 〈0 + +〉), а для сумiсностi конфi-

гурацiй трикутника на ґратцi кагоме досить, щоб вони мали хоча б одну однакову

вершину. Тому, наприклад, конфiгурацiї 〈0 −−〉 i 〈0 ++〉 сумiснi на ґратцi кагоме,

однак несумiснi на трикутнiй ґратцi.
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Рис. 3.1. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випад-
ку J > 0, C > 0 для нефрустрованих ґраток. Червонi потовщенi лiнiї
вiдповiдають фазовим переходам першого роду.

Табл. 3.2. Тривузловi блоки, їх енергiї та умови iснування.

Конфiгурацiя Енергiя Умова iснування
〈0 0 0〉 0 Завжди
〈0 0 +〉 −h+∆ C 6 −(J +K)/2
〈0 0 −〉 h+∆ C > (J +K)/2
〈0 +−〉 J −K + 2∆ J 6 0, J 6 −3K,

|C| 6 −(J +K)/2,
|C| 6 −(7J +K)/4

〈0 + +〉 −J −K − 2C − 2h+ 2∆ C 6 −(J +K)/2
〈0−−〉 −J −K + 2C + 2h+ 2∆ C > (J +K)/2
〈+−−〉 J − 3K − 2C + h+ 3∆ J 6 0
〈++−〉 J − 3K − 2C + h+ 3∆ J 6 0
〈+++〉 −3J − 3K − 2C − 3h+ 3∆ Завжди
〈− −−〉 −3J − 3K + 6C + 3h+ 3∆ Завжди
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Рис. 3.2. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випад-
ку J < 0, C > 0 для нефрустрованих ґраток. Червонi потовщенi лiнiї
вiдповiдають фазовим переходам першого роду.
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Рис. 3.3. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випадку
J > 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потовщенi лiнiї
вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi — як для три-
кутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для трикутної
ґратки.
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Рис. 3.4. Областi в площинi (K/J, C/J), якi вiдповiдають фазовим дiяграмам
рис. 3.3.
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Рис. 3.5. Областi в площинi (K/|J |, C/|J |), якi вiдповiдають топологiчно рiзним
дiяграмам основного стану моделi БЕҐ на трикутнiй ґратцi та ґратцi
кагоме у випадку J < 0.

3.2.2. Квадратна ґратка зi взаємодiєю перших i других сусiдiв

Застосуймо описаний метод до моделi БЕҐ на квадратнiй ґратцi зi взаємо-

дiєю перших i других сусiдiв. У цьому випадку треба розглянути чотиривузловi

блоки у виглядi квадратiв зi взаємодiями J , K i C вздовж сторiн квадрата i J1,

K1, C1 — вздовж його дiягоналей. Враховуючи, що вершина квадрата належить

чотирьом квадратам, сторона — двом, а дiягональ — одному, запишiмо енергiю,

яка припадає на один квадрат:

E = −J
2 (s1s2 + s2s3 + s3s4 + s4s1)

−K
2

(

s1
2s2

2 + s2
2s3

2 + s3
2s4

2 + s4
2s1

2
)

−C
2

(

s1
2s2 + s1s2

2 + s2
2s3 + s2s3

2 + s3
2s4 + s3s4

2 + s4
2s1 + s4s1

2
)

−h
4 (s1 + s2 + s3 + s4) +

∆
4

(

s1
2 + s2

2 + s3
2 + s4

2
)

(3.3)

де si — значення спiну на i-му вузлi. Усього маємо 21 конфiгурацiю чотиривузло-

вого блока. Усiм конфiгурацiям вiдповiдають восьмивимiрнi областi у просторi

параметрiв гамiльтонiяна. У площинi (h,∆) може iснувати вiд трьох до п’ятнадця-

ти областей: фази, якi вiдповiдають конфiгурацiям, що рiзняться лише порядком

спiнiв (наприклад, 〈+ + −−〉 i 〈+ − +−〉), не можуть iснувати одночасно. Змi-

на знаку обох коефiцiєнтiв C i C1 еквiвалентна вiдображенню дiяграм вiдносно
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Рис. 3.6. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випадку
J < 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потовщенi лiнiї
вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi — як для три-
кутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для трикутної
ґратки.
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Рис. 3.7. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випадку
J < 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потовщенi лiнiї
вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi — як для три-
кутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для трикутної
ґратки.
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Рис. 3.8. Дiяграми основного стану для моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випадку
J < 0, C > 0 для трикутної ґратки та ґратки кагоме. Потовщенi лiнiї
вiдповiдають фазовим переходам першого роду: червонi — як для три-
кутної ґратки, так i для ґратки кагоме, зеленi — лише для трикутної
ґратки.
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Табл. 3.3. Конфiгурацiї, що вiдповiдають необмеженим областям, та умови їх iсну-
вання

Конфiгурацiя Умови iснування
1 〈0 0 0 0〉 Завжди
2 〈0 0 0 +〉 a 6 0, a1 6 0
3 〈0 0 0 −〉 b 6 0, b1 6 0
4 〈0 0 + +〉 |a| 6 −2a1
5 〈0 + 0 +〉 a 6 0, a 6 2a1
8 〈0 0 −−〉 |b| 6 −2b1
9 〈0 − 0 −〉 b 6 0, b 6 2b1
10 〈0 + + +〉 a 6 0, a1 6 0
15 〈0 −− −〉 b 6 0, b1 6 0
16 〈+++ +〉 Завжди
17 〈+++ −〉 J 6 0, J1 6 0
18 〈++− −〉 |J | 6 −2J1
19 〈+−+ −〉 J 6 0, J 6 2J1
20 〈+−− −〉 J 6 0, J1 6 0
21 〈− − − −〉 Завжди

осi O∆ з одночасною замiною знакiв у позначеннях фаз, отже досить розглянути

лише випадок C > 0 (або C1 > 0).

Деякi з областей обмеженi, iншi — нi. Умови iснування конфiгурацiй ква-

драта, якi вiдповiдають необмеженим областям, наведено в табл. 3.3, де запрова-

джено позначення: a = (J +K)/2+C, a1 = (J1 +K1)/2+C1, b = (J +K)/2−C,

b1 = (J1 +K1)/2− C1.

Умови iснування конфiгурацiй квадрата, якi вiдповiдають обмеженим обла-

стям, громiздкiшi, тому не будемо їх наводити. З таблицi видно, що за умов a > 0,

a1 > −a/2, b > 0, b1 > −b/2, J > 0, J1 > −J/2 з необмежених областей iснують

лише однорiднi.
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3.3. Основнi стани системи класичних спiнiв на
анiзотропнiй трикутнiй ґратцi i проблема спiнової
рiдини у сполуках NiGa2S4 та FeGa2S4

Розгляньмо анiзотропну трикутну плакетку з класичними спiнами (одини-

чними 3-векторами) у її вершинах i парними лiнiйними (K, L i M) та бiквадра-

тичними (A, B i C) взаємодiями мiж спiнами (в розрахунку на одну плакетку)

[рис. 3.9(a)]. Гамiльтонiян системи класичних Гайзенбергових спiнiв на анiзотро-

пнiй трикутнiй ґратцi можна записати у виглядi суми за трикутними плакетками:

H =
∑

△i

[

K~Si1 · ~Si2 + L~Si2 · ~Si3 +M~Si1 · ~Si3

−A(~Si1 · ~Si2)
2 − B(~Si2 · ~Si3)

2 − C(~Si1 · ~Si3)
2
]

, (3.4)

де ~Si1, ~Si2 i ~Si3 — спiни в трьох вершинах i-ї трикутної плакетки.

Нехай α, β i γ — кути мiж парами спiнiв (0 6 α, β, γ 6 π). Тодi цi кути

задовольняють такi нерiвностi:

α + β + γ 6 2π,

−α + β + γ > 0,

α− β + γ > 0,

α + β − γ > 0. (3.5)

Розв’язок цих нерiвностей — тетраедр, зображений на рис. 3.9(b). Якщо хоч одна

iз цих нерiвностей перетворюється в рiвнiсть, то вектори компланарнi. Це вiдпо-

вiдає поверхнi тетраедра.

Енергiя взаємодiї спiнiв плакетки, зображеної на рис. 3.9(a):

E = K cosα+ L cosβ +M cos γ − A cos2 α− B cos2 β − C cos2 γ. (3.6)

Якщо вона сягає мiнiмуму у внутрiшнiй точцi тетраедра [рис. 3.9(b)], то цей

мiнiмум визначається з умов рiвностi нулю похiдних:

∂E

∂α
= (−K + 2A cosα) sinα,
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K, A

L, B M, C

(a) 2

2

2
(b)

Рис. 3.9. (a) Елементарна трикутна плакетка анiзотропної трикутної ґратки зi спi-
нами у вершинах i парнi взаємодiї мiж сусiднiми спiнами (лiнiйнi i бiква-
дратичнi). (b) Тетраедр змiни кутiв α, β i γ.

d1
d2

c

a

b

Рис. 3.10. Два способи побудови третього спiна трикутної плакетки (вектори ~d1 i
~d2), якщо два iншi (~b i ~c) задано, як i кути (α, β i γ) мiж усiма парами
спiнiв плакетки.

∂E

∂β
= (−L+ 2B cosβ) sinβ,

∂E

∂γ
= (−M + 2C cos γ) sinγ. (3.7)

Звiдки

cosα =
K

2A
, cos β =

L

2B
, cos γ =

M

2C
. (3.8)

Розгляньмо випадок, коли кути α, β i γ рiзнi. Як вiд локальної конфiгурацiї

основного стану плакетки перейти до глобального основного стану нескiнченної

ґратки? У кожнiй плакетцi на ґратцi кути мiж вiдповiдними парами спiнiв мають

бути α, β i γ.

Розв’язками рiвнянь

~a ·~b = ~c · ~d = cos β, ~a · ~c = ~b · ~d = cos γ, (3.9)
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де усi вектори — одиничнi, є такi вектори ~d1 i ~d2 (рис. 3.10):

~d1 = −2
~a · (~b− ~c)

(~b− ~c)2
(~b− ~c) + ~a. (3.10)

~d2 = 2
~a · (~b+ ~c)

(~b+ ~c)2
(~b+ ~c)− ~a. (3.11)

Перетворення (3.10) залишає конус, на поверхнi якого лежать вектори ~a, ~b i

~c, незмiнним, тобто вектор ~d1 лежить на поверхнi того ж конуса. Це перетворення

змiнює кiральнiсть: якщо трiйка векторiв ~a, ~b i ~c права (лiва), то трiйка ~d1, ~b i ~c

лiва (права).

Перетворення (4.57) перетворює конус, на поверхнi якого лежать вектори

~a, ~b i ~c, i який характеризується центральним вектором ~v1, у конус з таким цен-

тральним вектором:

~v2 = 2
~v1 · (~b+ ~c)

(~b+ ~c)2
(~b+ ~c)− ~v1. (3.12)

Легко переконатися, що вектори ~v1 i ~v2 колiнеарнi. Це перетворення не змi-

нює кiральностi: якщо трiйка векторiв ~a,~b i ~c права (лiва), то трiйка ~d2,~b i ~c також

права (лiва).

Отож глобальна спiнова конфiгурацiя трикутної ґратки цiлком визначена,

якщо задана будь-яка пара сусiднiх спiнiв i кiральнiсть для кожної плакетки.

Однак, це не означає, що кiральностi плакеток можна вибирати довiльним чи-

ном. Аналiтичний аналiз з використанням програми “Maple” показує, що є лише

п’ять можливостей. Усi вони зображенi на рис. 3.11, де чорний колiр трикутни-

ка означає, що трiйка векторiв у його вершинах права, а бiлий — що лiва (або

навпаки).

Приклади спiнових конфiгурацiй, що вiдповiдають можливим конфiгурацi-

ям кiральностi плакеток, показано на рис. 3.12-3.14. Найпростiша iз них та, що

вiдповiдає рис. 3.11(a). Її зображено на рис. 3.12. Це звичайна спiральна конi-

чна структура, у якiй за переходу з вузла на сусiднiй вузол вздовж того самого

напрямку на ґратцi спiн повертається на поверхнi конуса на однаковий кут.



56

(a) (b)

(c) (d) (e)

Рис. 3.11. Три типи структур, що можливi у системi класичних спiнiв на анiзо-
тропнiй трикутнiй ґратцi: (a) спiральна конiчна структура; (b) чоти-
рипiдґраткова спiральна конiчна структура; (c), (d), (e) двопiдґратковi
спiральнi конiчнi структури (див. рис. 3.12-3.14). Чорний колiр трику-
тника означає, що трiйка векторiв у його вершинах права, а бiлий — що
лiва (або навпаки).

Найскладнiша конфiгурацiя — та, що вiдповiдає рис. 3.11(b). Її зображено

на рис. 3.13. Це — чотирипiдґраткова спiральна конiчна структура. На рис. 3.13

конуси для кожної з чотирьох пiдґраток зображено рiзним кольором. У межах

однiєї пiдґратки виникає звичайна спiнова конiчна структура на трикутнiй ґратцi

з удвiчi бiльшими сталими ґратки, така, як i в попередньому випадку.

Є ще однин тип структур, що вiдповiдає рис. 3.11(c), (d) i (e). Це — дво-

пiдґратковi структури. На кожнi пiдґратцi виникає звичайна спiральна конiчна

структура, як на квадратнiй ґратцi (рис. 3.14).

3.4. Висновки

Таким чином, розглянутий простий метод дає змогу будувати дiяграми

основних станiв для досить широкого класу Iзинґових моделей: дво- i тривимiр-

них, зi взаємодiєю найближчих сусiдiв, а також — у деяких випадках — зi взаємодi-

єю перших i других сусiдiв. Крiм того, уведене поняття несумiсности конфiгурацiй

кластера дає змогу знайти лiнiї фазових переходiв першого роду за нульової тем-



57

d
4d3d2d1

c1

b4a1

d
4

d3

d2

d1

c1

b1

 

 

 

a1

d4

d3

d2

d1

c3

c2
c4c1

b4

a4

b3

a3
b2

a2

b1 a1

Рис. 3.12. Конiчна конфiгурацiя, що вiдповiдає рис. 3.11(a). Показано вид збоку
i зверху. На нижньому рисунку усi спiни зображено на одному конусi
(вид зверху).
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Рис. 3.13. Чотирипiдґраткова спiнова конфiгурацiя, що вiдповiдає рис. 3.11(b).
Конуси для рiзних пiдґраток зображенi рiзними кольорами. У межах
кожної пiдґратки спiнова структура — звичайна спiральна конiчна (див.
рис. 3.12), але на трикутнiй ґратцi з удвiчi бiльшими сталими ґратки.

Рис. 3.14. Двопiдґраткова спiнова конфiгурацiя, що вiдповiдає рис. 3.11 (c), (d) i
(e).

ператури. За допомогою цього методу ми побудували фазовi дiяграми основного

стану узагальненої моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках,

трикутнiй ґратцi та ґратцi кагоме зi взаємодiєю найближчих сусiдiв.

Основний стан системи класичних Гайзенбергових спiнiв на анiзотропнiй

трикутнiй ґратцi також можна побудувати, мiнiмiзуючи енергiю взаємодiї в межах

однiєї елементарної трикутної плакетки, якщо взаємодiї мiж спiнами не виходять

за межi плакетки. Якщо усi три кути мiж парами спiнiв плакетки рiзнi, iснує три

рiзнi типи глобальних структур основного стану. Найскладнiший iз них — несу-

мiрне спiральне чотирипiдґраткове впорядковання. Подiбний тип упорядковання

спостерiгали у сполуках NiGa2S4 та FeGa2S4. Спiновий безлад у цих сполуках мо-
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же бути результатом складної доменної структури, у якiй є домени усiх трьох

типiв, бо усi цi структури основного стану мають однакову енергiю.
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РОЗДIЛ 4

ФАЗОВI ПЕРЕХОДИ Й РОЗШАРУВАННЯ ФАЗ
У ПСЕВДОСПIН-ЕЛЕКТРОННIЙ МОДЕЛI З

S = 1. ЗАСТОСУВАННЯ ДО
IНТЕРКАЛЬОВАНИХ КРИСТАЛIВ

Розглянуто псевдоспiн-електронну модель на основi моделi Блюма-Емерi-

Ґрiффiтса та застосовано її до опису фазових переходiв i розшарування фаз

в iнтеркалатах. Показано, що завдяки одновузловому характеровi електрон-

електронної та псевдоспiн-електронної взаємодiй, статистичну суму такої моде-

лi можна подати у виглядi добутку статистичних сум незалежних псевдоспiнової

(з двома змiщеними параметрами) та електронної пiдсистем. Побудовано фазовi

дiяграми моделi, дiяграми розшарування фаз, а також залежностi концентрацiї

iнтеркальованих частинок вiд їх хемiчного потенцiялу — точно для нульової i в

наближеннi середнього поля для вiдмiнної вiд нуля температури. Показано, що в

певному iнтервалi значень хемiчного потенцiялу пряма взаємодiя iнтеркальованих

частинок з електронами основних шарiв призводить до розшарування на фази з

рiзною концентрацiєю частинок i електронiв.

4.1. Гамiльтонiян, статистична сума i формула для
середнього числа електронiв на вузол

Розгляньмо шаруватий кристал з iнтеркальованими мiж його шари диполь-

ними частинками, дипольний момент яких скерований перпендикулярно до шарiв

кристалу. Кожна частинка-“гiсть” взаємодiє з iншими такими частинками й еле-

ктронами на сусiдньому вузлi основного шару кристалу, де їх може бути не бiльше
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двох. Розглядатимемо ще й одновузлову взаємодiю мiж електронами. Такий кри-

стал описуватимемо ґратковою моделлю. Стан i-го вузла характеризується двома

числами: |Sz
i , nei〉. Sz

i = 0, якщо частинки на вузлi нема, Sz
i = −1, якщо її диполь-

ний момент зорiєнтовано вниз i Sz
i = +1, якщо дипольний момент зорiєнтовано

вверх. Таким чином, Sz
i
2 — число дипольних частинок на i-му вузлi (0 або 1). nei

— число електронiв на i-му вузлi (0, 1 або 2).

Гамiльтонiян такої моделi можна записати, використавши псевдоспiновий

формалiзм:

H = Hs +Hse +He. (4.1)

Тут

Hs = −
1

2

∑

ij

JijS
z
i S

z
j −

1

2

∑

ij

KijS
z
i
2Sz

j
2 +

∑

i

(−hSz
i + E0S

z
i
2) (4.2)

— гамiльтонiян псевдоспiнової моделi з псевдоспiном S = 1 (гамiльтонiян БЕҐ).

Його бiлiнiйний доданок описує залежну, а бiквадратний — незалежну вiд орiєн-

тацiї ефективну взаємодiю мiж псевдоспiнами, тобто взаємодiї диполь-диполь i

заряд-заряд мiж iнтеркальованими частинками. Вважатимемо, що обидвi цi взає-

модiї мають характер притягання. −hSz
i — це енергiя псевдоспiна у зовнiшньому

полi, а E0 — однойонна анiзотропiя.−E0 — це хемiчний потенцiял iнтеркальованих

частинок.

Електронну пiдсистему описує гамiльтонiян He:

He =
U

2

∑

i

nei(nei − 1)− µ
∑

i

nei, (4.3)

де U — Габбардова кореляцiя електронiв на вузлi, а µ — хемiчний потенцiял еле-

ктронiв. Гамiльтонiян Hse пов’язує псевдоспiнову та електронну пiдсистеми:

Hse = g
∑

i

neiS
z
i + ρ

∑

i

neiS
z
i
2, (4.4)

де g — залежна, а ρ — незалежна вiд орiєнтацiї псевдоспiна енергiя псевдоспiн-

електронної взаємодiї. Гамiльтонiян (4.1) можна записати у виглядi суми двову-
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злових та одновузлових гамiльтонiянiв:

H =
∑

ij

Hij +
∑

i

Hi. (4.5)

Щоб вивчити фазовi переходи й розшарування фаз у системi, знайдiмо її стати-

стичну суму. Розгляньмо стани системи, в яких псевдоспiни на k вузлах гратки

скеровано “вверх”, на m вузлах — “вниз”, а на рештi N−k−m (k+m 6 N) вузлiв

псевдоспiни рiвнi нулю. Неважко побачити, що внесок таких станiв у статистичну

суму дорiвнює

Zkm =









∑

〈km〉
e

−β
∑

ij

Hij









e−β(−h(k −m) + E0(k +m))

×
(

1 + e−β(2g + 2ρ+ U − 2µ) + 2e−β(g + ρ− µ)
)k

×
(

1 + e−β(−2g + 2ρ+ U − 2µ) + 2e−β(−g + ρ− µ)
)m

×
(

1 + e−β(U − 2µ) + 2eβµ
)N−k−m

(4.6)

=









∑

〈km〉
e

−β
∑

ij

Hij









e
β

(

−E0 +
1

2β
ln

r

t
+

1

β
ln

t

s

)

(k +m)

×e
β

(

h+
1

2β
ln

r

t

)

(k −m)
sN ,

де

r = 1 + e−β(2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(g+ρ−µ),

t = 1 + e−β(−2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(−g+ρ−µ), (4.7)

s = 1 + e−β(U−2µ) + 2eβµ,

〈km〉 означає суму за усiма тими станами, в яких k псевдоспiнiв скеровано вверх,

а m – вниз. Повна статистична сума дорiвнює:

Z =
∑

km

Zkm. (4.8)
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Вираз (4.6) без множника sN має вигляд статсуми чисто псевдоспiнової моделi з

гамiльтонiяном Hs, однак iз енергiями h̃ i Ẽ0 (замiсть h i E0), якi залежать вiд

“електронних” параметрiв гамiльтонiяна H i температури:

h̃ = h+
1

2β
ln

r

t
= h+

1

2β
ln

r

s
− 1

2β
ln

t

s
,

Ẽ0 = E0 −
1

2β
ln

r

t
− 1

β
ln

t

s
(4.9)

= E0 −
1

2β
ln

r

s
− 1

2β
ln

t

s
.

Запишiмо великий термодинамiчний потенцiял системи на один вузол:

ω = − 1

βN
lnZ = −1

β
ln s (4.10)

− 1

βN
ln
∑

km





∑

〈km〉
e
−β∑

ij

Hij



 e−βẼ0(k+m)eβh̃(k−m).

Середнє число частинок, середнє число електронiв та середнiй дипольний момент

на один вузол виражаються через похiднi вiд ω:

n = 〈Sz
i
2〉 = ∂ω

∂E0
=

∂ω

∂Ẽ0

, ne = −
∂ω

∂µ
,

η = 〈Sz
i 〉 = −

∂ω

∂h
= −∂ω

∂h̃
. (4.11)

Вираз для середнього числа електронiв на вузол можна записати таким чином:

ne = −
∂ω

∂µ
= − ∂ω

∂Ẽ0

∂Ẽ0

∂µ
− ∂ω

∂h̃

∂h̃

∂µ
+

1

β

∂ ln s

∂µ

= −n∂Ẽ0

∂µ
+ η

∂h̃

∂µ
+

1

βs

∂s

∂µ
(4.12)

=
1

2βr

∂r

∂µ
(n+ η) +

1

2βt

∂t

∂µ
(n− η) +

1

βs

∂s

∂µ
(1− n).

Врахувавши вирази (4.7) для r, t, s, пiсля простих перетворень здобудемо:

ne = 2− c1(n+ η)− c2(n− η)− 2c3(1− n), (4.13)

де запроваджено такi позначення:

c1 =
1 + e−β(g+ρ−µ)

1 + e−β(2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(g+ρ−µ) ,
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c2 =
1 + e−β(−g+ρ−µ)

1 + e−β(−2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(−g+ρ−µ) , (4.14)

c3 =
1 + eβµ

1 + e−β(U−2µ) + 2eβµ
.

Зауважмо, що ne → 0, якщо µ → −∞, i ne → 2, якщо µ → +∞. Вираз (4.13)

пов’язує хемiчний потенцiял електронiв з концентрацiями електронiв та частинок

i середнiм дипольним моментом частинок.

4.2. Фазовi переходи й розшарування фаз за нульової
температури

У попередньому роздiлi ми звели статистичну суму нашої псевдоспiн-

електронної моделi до статистичної суми чисто псевдоспiнової моделi. Тепер нам

треба розглянути псевдоспiнову модель з гамiльтонiяном (4.2) (однак з параме-

трами h̃ i Ẽ0 замiсть h i E0). Вперше її використали Блюм, Емерi i Ґрiффiтс для

опису фазового переходу в надплинну фазу в сумiшi He3-He4 [9]. Тому її назива-

ють ще моделлю Блюма-Емерi-Ґрiффiтса. Цю модель дослiджувано в багатьох

роботах, зокрема, в [10, 14, 49, 62–64] — в наближеннi середнього поля. Згодом ми

також використовуватимемо це наближення.

Розгляньмо гамiльтонiян

Hs = −J
∑

〈ij〉
Sz
i S

z
j −K

∑

〈ij〉
Sz
i
2Sz

j
2 +

∑

i

(

−h̃Sz
i + Ẽ0S

z
i
2
)

, (4.15)

де 〈ij〉 означає суму за парами найближчих сусiдiв, а J i K — вiдповiдно бiлiнiйна

та бiкваратна взаємодiї.

Насамперед розгляньмо цю модель за нульової температури, тобто знайдiмо

основнi стани системи. В роботi [65] побудовано дiяграми основного стану для

найзагальнiшої моделi Iзинґа зi спiном S = 1 на рiзних ґратках. Ми використаємо

результати цього дослiдження. Там показано, що у випадку взаємодiї найближчих

сусiдiв ґратка не розпадається на пiдґратки, якщо J > 0, J +K > 0.

Дiяграму основного стану для цього випадку показано на рис. 4.1. Можливi

три фази: A, B i C. При переходi з фази A у фазу B знак η змiнюється на
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протилежний, а n залишається незмiнним; при переходi з фази A або з фази B

у фазу C стрибком змiнюються обидвi величини. Якщо J 6= 0, подiбна поведiнка

залишається й за вiдмiнної вiд нуля температури.

~~

 
 

~

E
0

h

E
0
 = |h|+1/2(J+K)

(0, 1/2(J+K))

~

C

BA

n 

n n 

Рис. 4.1. Фазова дiяграма моделi БЕҐ у площинi (h̃, Ẽ0) за нульової температури.
Вказано три рiзнi фази (A, B i C).

Тепер розгляньмо змiщення фазової дiяграми, зумовленi впливом електро-

нiв. Для цього дослiдiмо поведiнку за нульової температури величин (1/β) ln r,

(1/β) ln t i (1/β) ln s, через якi виражаються змiщення

∆h =
1

2

(

1

β
ln r − 1

β
ln t

)

,

∆E0 = −
1

2

(

1

β
ln r +

1

β
ln t

)

+
1

β
ln s.

(4.16)

q1 = lim
T→0

1

β
ln r =







0, −g − ρ+ µ ≤ 0 (1)
−g − ρ+ µ, 0 < −g − ρ+ µ ≤ U (2)
2(−g − ρ+ µ)− U, −g − ρ+ µ > U (3),

q2 = lim
T→0

1

β
ln t =







0, g − ρ+ µ ≤ 0 (1)
g − ρ+ µ, 0 < g − ρ+ µ ≤ U (2)
2(g − ρ+ µ)− U, g − ρ+ µ > U (3),

q3 = lim
T→0

1

β
ln s =







0, µ ≤ 0 (1)
µ, 0 < µ ≤ U (2)
2µ− U, µ > U (3).

(4.17)

На рис. 4.2 у площинi (µ, g) зображено областi рiзної поведiнки змiщень ∆h i

∆E0, якщо 0 6 U < ρ. Перша, друга i третя цифри в позначеннi области вказують,
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який з випадкiв – (1), (2) чи (3) — реалiзується в цiй областi для величин q1, q2 i

q3, вiдповiдно. Коефiцiєнти c1, c2, c3 (див. (4.14)) у випадку (1) прямують до 1, у

випадку (2) — до 1
2 , а у випадку (3) — до 0.

g = − µ + ρ

g = − µ + ρ + U
 

g 
= µ

 − 
ρ

g 
= µ

 − 
ρ −

 U

ρ+U

ρ+UρU0

ρ

µ

g(131)

(333)

(233)

(121)

(132)

(133)

(223)(113)

(123)

(122)

(112)(111)

 

 

Рис. 4.2. Областi рiзної поведiнки змiщень ∆h i ∆E0 за нульової температури.
Випадок 0 6 U < ρ. Позначення областей пояснено в текстi.

У табл. 4.1 наведено змiщення ∆h i ∆E0 для кожної з областей i вказано

змiни середнього числа електронiв ne на вузол пiд час фазових переходiв за фi-

ксованого h. Стрiлка вправо вiдповiдає переходовi при h̃ < 0 (h < −∆h, η скаче

з –1 до 0), а стрiлка влiво — переходовi при h̃ > 0 (h > −∆h, η скаче з +1 до 0).

Число n iнтеркальованих частинок на вузол в обох випадках скаче з 1 до 0. Лiнiя

спiвiснування фаз визначається рiвнянням

E0 +∆E0 = |h+∆h|+ J +K

2
. (4.18)

Досi ми розглядали великий канонiчний ансамбль, в якому нi число iнтер-

кальованих частинок, нi число електронiв не були зафiксованi. Розгляньмо тепер

випадок, коли число електронiв зафiксовано. Якщо б, за вiдмiнної вiд нуля темпе-

ратури, побудувати графiки залежности ne(−E0) при рiзних значеннях хемiчного

потенцiялу електронiв µ (всi решта параметрiв гамiльтонiяна i температуру зада-

но), можна переконатися, що, коли температура не перевищує певну величину, у

площинi (−E0, ne) є область, точки якої при жодному µ не задовольняють умову

абсолютної термодинамiчної стiйкости. Якщо параметри E0 i ne задано так, що
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Табл. 4.1. Змiщення ∆h i ∆E0 та стрибки ne для рiзних областей за нульової
температури.

Region ∆h ∆E0 ne

(111) 0 0 0→ 0← 0

(112) 0 µ 0→ 1← 0

(113) 0 2µ− U 0→ 2← 0

(121) (−g + ρ− µ)/2 (−g + ρ− µ)/2 1→ 0← 0

(122) (−g + ρ− µ)/2 (−g + ρ+ µ)/2 1→ 1← 0

(123) (−g + ρ− µ)/2 (−g + ρ+ 3µ)/2− U 1→ 2← 0

(131) −g + ρ− µ+ U/2 −g + ρ− µ+ U/2 2→ 0← 0

(132) −g + ρ− µ+ U/2 −g + ρ+ U/2 2→ 1← 0

(133) −g + ρ− µ+ U/2 −g + ρ+ µ− U/2 2→ 2← 0

(222) −g ρ 1→ 1← 1

(223) −g ρ+ µ− U 1→ 2← 1

(232) (−3g + ρ− µ+ U)/2 (−g + 3ρ− µ+ U)/2 2→ 1← 1

(233) (−3g + ρ− µ+ U)/2 (−g + 3ρ+ µ− U)/2 2→ 2← 1

(333) −2g 2ρ 2→ 2← 2
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точка (−E0, ne) потрапляє в цю область, у системi вiдбувається розшарування на

двi фази з рiзними концентрацiями електронiв i частинок. Областi розшарування

можна розглядати й у площинi (θ, ne) чи (h, ne), тобто область розшарування — це

чотиривимiрна область у просторi (ne,−E0, h, θ). З бiльшанням температури вона

вужчає, а за критичної температури зникає взагалi. Можна розглядати областi

розшарування й у просторi (n, µ, h, θ).

Побудуймо областi розшарування у площинi (ne,−E0) за нульової темпера-

тури. Для цього нам потрiбно ще додаткове припущення, що лiнiя спiвiснування

фаз h = 0 за вiдмiнної вiд нуля температури iснує, якщо J 6= 0, й не iснує, якщо

J = 0, а двi iншi лiнiї переходять у поверхнi в обох випадках. Таке припущення

ґрунтується на результатах наближення середнього поля, якi буде наведено далi.

Якщо g таке, що, змiнюючи µ вiд −∞ до +∞, перетинаємо область (113)

(0 < U < ρ), (131) (g > ρ + U), (123) або (133), то може iснувати область розша-

рування на фази з ne = 0 i ne = 2. Область (113) завжди дає таке розшарування,

незалежно вiд значення h. Умови, якi має задовольняти h, щоб iснувало розша-

рування на фази з ne = 0 i ne = 2, наведено в табл. 4.2.

Якщо у площинi (E0, ne) за нульової температури iснує область розшарува-

ння на фази з ne = 0 i ne = 2, то повна область розшарування лежить мiж такими

значеннями E0:

E00 = |h| +
J +K

2
i E02 = |h− 2g| − 2ρ+

J +K

2
. (4.19)

Цi значення вiдповiдають областям (111) i (333), вiдповiдно. Якщо ж розшарува-

ння на фази з ne = 0 i ne = 2 нема, то мiж E00 i E01 вiдбувається розшарування

на фази з ne = 0 i ne = 1, а мiж E01 i E02 – на фази з ne = 1 i ne = 2. Значення

E01 дорiвнює

E01 = |h− g| − ρ+
J +K

2
, (4.20)

якщо µ = h− g + ρ+ U
2 лежить за межами области (132) або

E01 = g − ρ− U

2
+

J +K

2
, (4.21)
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Табл. 4.2. Умови за яких iснує розшарування на фази з ne = 0 i ne = 2 за нульової
температури.

U g h

0 ρ 0 ρ− U Довiльне

ρ− U ρ h > (g − ρ+ U)/2

ρ ρ+ U h > g − ρ+ U/2

ρ 2ρ 0 U − ρ Немає

U − ρ ρ h > (g − ρ+ U)/2

ρ ρ+ U h > g − ρ+ U/2

2ρ ∞ 0 U − ρ Немає

U − ρ ρ+ U h > g − ρ+ U/2

0 ∞ ρ+ U ∞ h < g − ρ− U/2

h > g − ρ+ U/2

якщо µ = h−g+ρ+ U
2 потрапляє в область (132). Отож, змiнюючи поле h, можна

контролювати ширину области розшарування.

На рис. 4.3 показано рiзнi типи областей розшарування фаз за нульової

температури, якщо J = 0. Якщо ж J 6= 0, то фазовi переходи при h̃ = 0 iснують i

за вiдмiнної вiд нуля температури i картина розшарування може бути складнiша

(див. рис. 4.8). Причина в тому, що при h 6= 0 може iснувати таке µ0, що h +

∆h = 0, i за такого µ0 вiдбувається перехiд з h̃ < 0 до h̃ > 0, внаслiдок чого ne

зазнає стрибкоподiбної змiни, яка приводить до появи области розшарування, що

вiдповiдає лiнiї фазових переходiв h̃ = 0 i простягається до як завгодно великих

−E0. Як видно з рисунка, форма области розшарування за нульової температури

не залежить вiд бiлiнiйної чи бiквадратної взаємодiї.
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Рис. 4.3. Розшарування фаз за нульової температури в площинi (−E0, ne). J =
0, K = 0.25, ρ = 0.5, U = 0.2. Якщо ne i E0 такi, що точка (−E0, ne)
потрапляє в область розшарування, вiдбувається розшарування на фази
з рiзними значеннями ne (0, 1 або 2) i n (0 i 1) за одного й того ж значення
E0.

4.3. Симетрiя гамiльтонiяна БЕҐ

Перейдiмо тепер до розгляду моделi БЕҐ за довiльної температури. Щоби

завершити розгляд точних результатiв у цiй моделi, розгляньмо ще, як то зроблено

в [9], перетворення симетрiї гамiльтонiяну найзагальнiшої моделi Iзинґа зi спiном

S = 1:

HI = −J
∑

〈ij〉
Sz
i S

z
j −K

∑

〈ij〉
Sz
i
2Sz

j
2 − C

∑

〈ij〉

(

Sz
i
2Sz

j + Sz
i S

z
j
2
)

+
∑

〈ij〉

(

−h̃Sz
i + Ẽ0S

z
i
2
)

. (4.22)

Якщо C = 0, вiн переходить у гамiльтонiян БЕҐ.

Iснує три перетворення, якi переводять псевдоспiни 1 в −1, 0 в 1, 0 в −1, i

навпаки, залишаючи, вiдповiдно, псевдоспiни зi значеннями 0, −1 i 1 незмiнними.

Ось цi перетворення:

Sz
i → −Sz

i , (4.23)
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Sz
i → 1 +

1

2
Sz
i −

3

2
Sz
i
2, (4.24)

Sz
i → −1 +

1

2
Sz
i +

3

2
Sz
i
2. (4.25)

Iншi можливi перетворення є лiнiйними комбiнацiями цих трьох. Перетворенi па-

раметри гамiльтонiяну (4.15) будуть такими:

J1 = J, K1 = K, C1 = −C, h̃1 = −h̃, Ẽ01 = Ẽ0 (4.26)

для перетворення (4.23),

J2 =
1

4
(J +K − 2C),

K2 =
1

4
(9J +K + 6C),

C2 =
1

4
(−3J +K + 2C),

h̃2 =
1

2
(J −K + h̃+ Ẽ0),

Ẽ02 =
1

2
(3J +K + 4C + 3h̃− Ẽ0)

(4.27)

для перетворення (4.24) i

J3 =
1

4
(J +K + 2C),

K3 =
1

4
(9J +K − 6C),

C3 =
1

4
(3J −K + 2C),

h̃3 =
1

2
(−J +K + h̃− Ẽ0),

Ẽ03 =
1

2
(3J +K − 4C − 3h̃− Ẽ0)

(4.28)

для перетворення (4.25). З рiвностей (4.26) випливає симетрiя фазової дiяграми

вiдносно площини h = 0. Якщо K = 3J i C = 0, то в рiвняннях (4.27) i (4.28)

змiнюються лише параметри h та E0, решта три не змiнюються. Отже у цьому

випадку перетворення

h̃→ −J +
1

2
(h̃+ Ẽ0),

Ẽ0 → K +
1

2
(3h̃− Ẽ0)

(4.29)
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i
h̃→ J +

1

2
(h̃− Ẽ0),

Ẽ0 → K +
1

2
(−3h̃− Ẽ0)

(4.30)

вiдображають фазову дiяграму у просторi (h, E0, θ) саму в себе. Цей факт буде

використано в наступному роздiлi, коли йтиметься про аналог точки ван Лаара

[66].

4.4. Фазовi переходи в моделi БЕҐ. Наближення
середнього поля

Всi одержанi нами досi результати були точними. Застосуймо тепер набли-

ження середнього поля (з h̃ i Ẽ0 замiсть h i E0 ), щоб дослiдити фазовi переходи та

розшарування фаз в моделi БЕҐ (4.2) за довiльної температури. Тут ми не тiльки

повторимо результати, якi є в роботах [10, 14, 49, 62–64], але й наведемо цiлком

новi результати: важливе рiвняння для лiнiй критичних точок, рiвняння для по-

четвiрної точки, рiвняння для аналогу точки ван Лаара в наближеннi середнього

поля.

4.4.1. Рiвняння самоузгодження

Гамiльтонiян моделi БЕҐ в наближеннi середнього поля має вигляд

HMF = NJη2 +
N

2
Kn2

+
∑

i

(

−(h̃+ Jη)Sz
i + (Ẽ0 −Kn)Sz

i
2
)

.
(4.31)

Тут i далi ми використовуємо такi позначення:

J =
∑

j

Jij, K =
∑

j

Kij. (4.32)

Великий термодинамiчний потенцiял на вузол дорiвнює

ω = J
2η

2 + K
2 n

2 − 1
β ln
(

1 + e−β(−h̃−Jη+Ẽ0−Kn)

+e−β(h̃+Jη+Ẽ0−Kn)
)

.
(4.33)
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Рiвняння самоузгодження мають вигляд

e2β(h̃+ Jη) =
n+ η

n− η
,

e2β(Ẽ0 −Kn) =
4(1− n)2

n2 − η2
.

(4.34)

Урахувавши (4.34), вираз для великого термодинамiчного потенцiялу можна за-

писати у виглядi

ω =
J

2
η2 +

K

2
n2 +

1

β
ln(1− n). (4.35)

З рiвнянь (4.34) випливає спiввiдношення мiж n i η:

n = η cth
(

β(h̃+ Jη)
)

, (4.36)

або

η2 = n2 − 4(1− n)2e−2β(Ẽ0−Kn). (4.37)

Дослiдiмо картину фазових переходiв, яку дають рiвняння (4.34) та (4.35).

Фазова дiяграма у площинi (h̃, Ẽ0) за нульової температури буде така ж, як i

на рис. 4.1: наближення середнього поля для нульової температури дає точний

результат.

4.4.2. Лiнiї критичних точок

Запишiмо рiвняння для лiнiй критичних точок. Цi рiвняння можна знайти

з умови одночасної рiвности нулю похiдних dh̃
dη i d2h̃

dη2 . Продиференцiювавши двiчi

систему рiвнянь (4.34), прирiвнявши dh̃
dη i d2h̃

dη2 до нуля, виключивши dn
dη та d2n

dη2 i

виконавши нескладнi перетворення, здобудемо такi рiвняння:.

η2 =

(

n− 1
Jβ

)(

n2 − n+ 1
Kβ

)

(

n− 1 + 1
Kβ

) , (4.38)

(Jnβ − 1)
[

2K2(J +K)n((n− 1)β)3

+ K(3(J +K)n+ J + 3K)((n− 1)β)2
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+ (J + 6K)((n− 1)β) + 2
]

= 0. (4.39)

Цi рiвняння разом з початковими рiвняннями (4.34) та умовою мiнiмуму ω визна-

чають лiнiї критичних точок. Розв’язковi n = 1
Jβ

рiвняння (4.39) вiдповiдає η = 0,

h̃ = 0 i

Ẽ0 =
1

β

(

K

J
+ ln(βJ − 1) + ln 2

)

. (4.40)

Це i є рiвняння для лiнiї критичних точок при h̃ = 0. Якщо J = 0, то при h̃ = 0

такої лiнiї не iснує. Лiнiю критичних точок при h̃ 6= 0 визначає той корiнь другого

множника рiвняння (4.33), який задовольняє умову мiнiмуму ω. Це рiвняння кубi-

чне вiдносно β(n−1) i має аналiтичнi розв’язки, однак з огляду на їх громiздкiсть

краще розв’язувати рiвняння чисельно.

Знайдiмо асимптоти лiнiй критичних точок. З (4.40) випливає, що

lim
Ẽ0→−∞

β =
1

J
. (4.41)

Це i є асимптота лiнiї критичних точок при h̃ = 0. Вiдповiдне значення n прямує

до 1.

Асимптоти лiнiй критичних точок при h̃ 6= 0 такi:

Ẽ0 = |h̃|+
J +K

2
, β =

4

J +K
. (4.42)

Вiдповiдне значення n прямує до 1
2 .

4.4.3. Трикритична точка, кiнцева критична точка i точка

спiвiснування чотирьох фаз

Трикритичну точку, тобто точку, де сходяться лiнiї критичних точок при

h̃ = 0 i h̃ 6= 0, знаходимо, пiдставивши у другий множник рiвняння (4.1) n =

1/(Jβ) (корiнь першого множника). Здобуваємо три розв’язки, з яких лише

βtc =
3J + 2K

(J + 2K)J
(4.43)
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вiдповiдає мiнiмуму термодинамiчного потенцiялу. Отже, якщо трикритична тем-

пература iснує, вона визначається формулою (4.43).

Трикритичної точки може не iснувати або ж поверхня фазових переходiв

першого роду може бути розгалужена i одна з критичних точок при h̃ = 0 не

збiгатиметься з трикритичною (рис. 4.4). Тодi, починаючи з тiєї критичної точки

i до кiнцевої критичної точки (або точки спiвiснування чотирьох фаз) η дорiвню-

ватиме нулю i з рiвнянь (4.34) одержуємо:

n

1− n
e−βKn = 2eβẼ0. (4.44)

Оскiльки точки з того промiжку вiдповiдають фазовим переходам першого роду,

рiвняння (4.44) мусить мати два рiзнi розв’язки, для яких ω однакове. Можна

показати, що то буде за умови, якщо один iз розв’язкiв дорiвнює n, а другий 1−n

(в критичнiй точцi n1 = n2 =
1
2), i, крiм того, виконується спiввiдношення

Ẽ0 =
K

2
+

1

β
ln 2. (4.45)

Таким чином, ми одержали рiвняння лiнiї спiвiснування фаз вiд критичної точки

при h̃ = 0 (β = 4/K) до лiнiї спiвiснування чотирьох фаз або кiнцевої критичної

точки.

Кiнцева критична точка при h̃ = 0 мусить задовольняти як рiвняння (4.45),

так i рiвняння (4.40). Отже для оберненої температури βce кiнцевої критичної

точки при h̃ = 0 маємо:

eβce
K
2 = e

K
J (βceJ − 1). (4.46)

Зауважмо, що це рiвняння має зайвий розв’язок βce = 2/J .

Знайдiмо граничне значення вiдношення R = J/K, що обмежує область

iснування трикритичної точки. Для цього в попереднє рiвняння замiсть слiд пiд-

ставити значення оберненої трикритичної температури. Одержимо:

exp

(

K(J − 2K)

2J(J + 2K)

)

=
2J

J + 2K
, (4.47)

звiдки

Rl =
J

K
≈ 0.2630283. (4.48)
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Рис. 4.4. Фазова дiяграма моделi БЕҐ при J = 0.35, K = 1.0. Усi точки поверхнi
спiвiснування фаз, окрiм критичних точок при h̃ = 0 (найтовща лiнiя),
вiдповiдають фазовим переходам першого роду.

(Розв’язок J/K = 2 зайвий.) Якщо R > Rl, трикритична точка iснує.

Знайдiмо ще значення R, яке обмежує зверху область, де поверхня фазових

переходiв першого роду галузиться. Тодi критична точка, для якої β = 4/K, Ẽ0 =

K/2 + (1/β) ln 2 = K/2 + (K/4) ln 2, n = 1
2 , опускається на лiнiю перетину фа-

зових поверхонь i стає термодинамiчно нестiйкою. Отже, граничне значення R

визначається такою системою рiвнянь:

e
8
J

K
η
=

n− η

n+ η
,

e8n− 4 =
n2 − η2

(1− n)2
,

1

2

J

K
η2 +

1

2
n2 +

1

4
ln(1− n) =

1

8
− 1

4
ln 2.

(4.49)

З неї одержуємо:

Ru =
J

K
≈ 0.36040266. (4.50)

Якщо Rl < R < Ru, поверхня фазових переходiв першого роду галузиться.

Система рiвнянь (4.49) — частковий випадок системи, нетривiяльний розв’я-
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зок якої (η 6= 0) визначає точку, де сходяться усi чотири фази:

eβK(1− 2n) =
(1− n)2

n2
,

eβK(1− 2n1) =
(1− n1)

2

n2
1 − η2

,

e2βJη =
n1 − η

n1 + η
,

J

2
η2 +

K

2
n2
1 +

1

β
ln(1− n1) =

K

2
n2 +

1

β
ln(1− n).

(4.51)

4.4.4. Аналог точки ван Лаара

Знайдiмо аналог точки ван Лаара [66], тобто таке значення R = J
K , коли

в системi iснує три трикритичнi точки (одна — при нульовому полi, двi iншi —

симетричнi вiдносно площини h̃ = 0). Другий множник (4.39), як кубiчне вiдносно

(n−1)β рiвняння, має тодi три дiйснi коренi. Два з них однаковi, звiдки випливає,

що його дискримiнант дорiвнює нулю. Це породжує iнше кубiчне щодо n рiвняння

iз залежними вiд R коефiцiєнтами. Воно також повинно мати три дiйснi коренi, з

яких два однаковi, тобто i його дискримiнант повинен дорiвнювати нулю. Таким

чином одержуємо рiвняння вiдносно R:

∆n

(

∆x

(

2(R+ 1)nx3 + (3(R+ 1)n+R + 3)x2 +

+(R+ 6)x+ 2
))

= 0, (4.52)

де x = (n−1)βK, а ∆x (f(x)) означає дискримiнант рiвняння f(x) = 0 як рiвняння

вiдносно x. Рiвняння (4.52) має три дiйснi коренi
(

−1, 0, 1
3

)

, та тiльки при

R =
1

3
(4.53)

iснує три трикритичнi точки з однаковою температурою:

βtc =
27

7K
. (4.54)

Iншi параметри для трикритичних точок за ненульового поля мають такi значе-
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Рис. 4.5. Фазова дiяграма моделi БЕҐ в точцi ван Лаара (J = 1/3, K = 1). Три-
критична температура однакова для усiх трьох трикритичних точок.

ння:

n =
11

18
, η = ±1

6
,

Ẽ0 =

(

11

18
+

7

54
ln

7

4

)

K ≈ 0.683653K,

h̃ = ±
(

− 1

18
+

7

54
ln

7

4

)

K ≈ ±0.016987K.

(4.55)

Починаючи iз трикритичної температури, термодинамiчно стiйким стає

розв’язок

n = 1− 3

2
θ, η = ±(3n− 2) (4.56)

i рiвняння лiнiї критичних точок має тодi такий вигляд:

Ẽ0 =
θ

2
ln

3θ

2(1− 3θ)
− 3

2
θ + 1,

h̃ = ±
(

Ẽ0 −
2

3

)

.

Iснування трьох трикритичних точок з однаковою температурою при R = 1
3

випливає iз симетрiї гамiльтонiяна, розглянутої у роздiлi 4.3. Це — точний ре-

зультат, хоча саму трикритичну температуру обчислено в наближеннi середнього

поля.
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4.4.5. Випадки J = 0 i K = 0

Розгляньмо тепер окремо випадки J = 0 i K = 0.

Якщо J = 0, з рiвнянь (4.34) i виразу (4.35) для ω при J = 0 можна одержати

аналiтичний вираз для поверхнi спiвiснування фаз (так само, як i для (4.45)):

Ẽ0 =
K

2
+

1

β
ln(2 cosh(βh̃)). (4.57)

Вiдповiдну фазову дiяграму показано на рис. 4.6(a). Обернена критична темпе-

ратура у цьому випадку дорiвнює

β =
4

K
. (4.58)

Рiвняння для n в точцi фазового переходу має вигляд

e−βK(n− 1

2
) =

1− n

n
. (4.59)

Як бачимо, n залежить лише вiд температури i бiквадратної взаємодiї K. В кри-

тичнiй точцi n = 1
2 .

Якщо K = 0, обернену критичну температуру одержуємо з рiвняння (4.39):

β = − 2

J(1− n)
, (4.60)

а вираз для середнього дипольного моменту на вузол — з рiвняння (4.38):

η2 =
3n− 1

2
. (4.61)

Цi рiвняння, разом з рiвняннями (4.34), визначають критичну лiнiю при h̃ 6= 0, а

критична лiнiя при h̃ = 0 визначається рiвнянням:

eβE0 = 2(βJ − 1). (4.62)

Обернена трикритична температура дорiвнює

βtc =
3

J
. (4.63)

Фазову дiяграму у випадку K = 0 показано на рис. 4.6(e).
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Рис. 4.6. (a), (c), (e) Фазовi дiяграми моделi БЕҐ: (a) J = 0, K = 1.0; (c) J = 0.2,
K = 1.0; (e) K = 0, J = 1.0. (b), (d), (f) Фазовi дiяграми псевдоспiн-
електронної моделi з S = 1: (b) J = 0, K = 1.0, g = 0, ρ = 1.0, U =
0.2, µ = −0.1; (d) J = 0.2, K = 1.0, g = 1.15, ρ = 1.0, U = 0.2,
µ = −0.1; (f) J = 1.0, K = 0, g = 0, ρ = 1.0, U = 0.2, µ = −0.1. На
рис. (d) зображено проекцiї потовщених лiнiй на площину (h, E0). Усi
точки поверхонь спiвiснування фаз, крiм критичних точок при h̃ = 0
або h = 0 (рис. (c), (e) i (f)), вiдповiдають фазовим переходам першого
роду.
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Рис. 4.7. Фазовi дiяграми псевдоспiн-електронної моделi з S = 1 при J = 0, h = 0 i
рiзних значеннях ρ. З бiльшанням температури можливi фазовi переходи
з фази з бiльшим n у фазу з меншим n (такi переходи неможливi, якщо
ρ = 0).

4.5. Фазовi переходи й розшарування фаз в
псевдоспiн-електроннiй моделi S = 1 в наближеннi
середнього поля

Розгляньмо тепер, як на поверхню спiвiснування фаз впливають електро-

ни. Як було показано у другому роздiлi, вони призводять до змiщень фазової

дiяграми. А що змiщення залежать вiд температури, поверхня деформується

(рис. 4.6(b), 4.6(d) i 4.6(f)).

Якщо взаємодiя електронiв з псевдоспiнами незалежна вiд орiєнтацiї остан-

нiх (g = 0), змiщення вздовж осi h нема, i поверхня спiвiснування фаз i далi

симетрична вiдносно тiєї осi. Однак є змiщення вздовж осi E0, якi деформують

поверхню. Якщо псевдоспiн-електронна взаємодiя ρ, яка не залежить вiд орiєнта-

цiї, досить сильна, то з бiльшанням температури можуть вiдбуватися переходи з

фази з бiльшим n у фазу з меншим n, тобто з фази A чи B у фазу C (рис. 4.7).

Якщо ж псевдоспiни з електронами не взаємодiють, таких переходiв може й не

бути, як, наприклад, тодi, коли J = 0 (див. рис. 4.6(a)).

Фiксування середнього числа електронiв призводить до розшарування фаз

у певнiй областi змiни параметрiв. Як вже було сказано, суттєве значення (у ви-

падку J 6= 0) має, чи проходить h̃ через нуль, чи нi, якщо µ змiнюється вiд −∞
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ратури i J = 0.
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Рис. 4.9. Розшарування фаз за нульової (прямi лiнiї) й вiдмiнної вiд нуля темпера-
тури i J 6= 0. Якщо ne i E0 такi, що точка (−E0, ne) потрапляє в область
розшарування, вiдбувається розшарування на двi фази з рiзними значе-
ннями ne за одного й того ж значення E0. Якщо −E0 < a, фази мають
також рiзнi значення n; якщо −E0 > a, то n у них однакове (J 6= 0).

до +∞ (температуру i h зафiксовано). Якщо нi, область розшарування обмежена

(рис. 4.8), якщо ж так — простягається до нескiнченно великих −E0 (рис. 4.9).

Однак, розшарування, зумовлене проходженням h̃ через нуль, дає фази, що вiд-

рiзняються лише концентрацiєю електронiв (n у них однакове), бо на поверхнi

h̃ = 0 воно не мiняється.

Область розшарування фаз у площинi (n, θ) для моделi БЕҐ при h̃ = 0 по-

казано на рис. 4.10. Це — типова дiяграма для симетричної бiнарної сумiшi (див.,

наприклад, [67], а також [14]). Вплив псевдоспiн-електронної взаємодiї на дiягра-

му показано на рис. 4.11. Взаємодiя з електронами згладжує криву розшарування,
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Рис. 4.10. Розшарування фаз у площинi (n, θ) для моделi БЕҐ. J = 0.3, K = 1,
h̃ = 0.
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Рис. 4.11. Кривi розшарування фаз у площинi (n, θ) для псевдоспiн-електронної
моделi за рiзних значень псевдоспiн-електронної взаємодiї g. Взаємодiя
з електронами згладжує кривi розшарування.

а λ-лiнiя зникає.

Дослiдiмо поведiнку середнього числа n iнтеркальованих частинок на вузол

вiд їхнього хемiчного потенцiялу −E0 за фiксованої температури θ та фiксованого

середнього числа ne електронiв на вузол, бо в в реальному процесi iнтеркаляцiї

ne не мiняється (якщо електрони не прибувають у кристал зовнi). Для цього до

рiвнянь (4.34) i (4.35) треба долучити ще рiвняння (4.13) на хемiчний потенцiял.

Якщо µ =∞, то n = 0. З ростом −E0 n монотонно зростає, доки точка (−E0, ne)

не потрапляє в область розшарування. В цiй областi iснують двi фази з рiзними

середнiми числами n1 i n2 частинок на вузол. Оскiльки ми розглядаємо випадок

J = 0, то числа n1 i n2 не залежать вiд −E0, вони залежать лише вiд температури
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Рис. 4.12. Залежнiсть середнього числа n iнтеркальованих частинок на вузол вiд
їхнього хемiчного потенцiялу −E0. J = 0, K = 1, h = 0.001, ne = 1,
U = 0.2. Прямокутники вказують область розшарування. Температура
θ = 0.249 дуже близька до критичної (θcr = 0.25).

i K (див. рiвняння (4.59)). За межами области розшарування n знову монотон-

но зростає, асимптотично прямуючи до 1. На рис. 4.12 показано, як залежить

поведiнка n(−E0) вiд g, ρ i температури. h взято близьким до нуля.

Як видно з рис. 4.12, з ростом ρ область розшарування посувається в бiк

бiльших значень хемiчного потенцiялу iнтеркальованих частинок. Вона, залежно

вiд значення g, може спочатку звужуватись, а потiм розширюватись. З бiльшан-

ням g область розшарування звужується i, звичайно, вона звужується з ростом

температури i цiлком зникає за критичної температури. Крiм того, з бiльшанням

температури зменшується рiзниця n1 − n2 концентрацiй частинок у двох фазах.

Значення ne також суттєво впливає на ширину области розшарування.

4.6. Висновки

Запропоновано псевдоспiн-електронну модель на основi моделi БЕҐ. Її засто-

совано для опису основних характеристик процесу iнтеркаляцiї в шаруватi кри-
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стали. Завдяки одновузловому характеровi електрон-електронної та псевдоспiн-

електронної взаємодiй вплив електронної пiдсистеми можна врахувати точно,

звiвши статистичну суму системи до статистичних сум незалежних псевдоспiно-

вої та електронної пiдсистем. Поля ефективної псевдоспiнової системи змiщенi й

залежать вiд температури й параметрiв, що вiдносяться до електронiв. У випадку

взаємодiї найближчих сусiдiв можна точно побудувати дiяграми основного стану

для чисто псевдоспiнової моделi. Це дає змогу точно дослiдити фазовi переходи

й розшарування фаз у псевдоспiн-електроннiй моделi за нульової температури.

За фiксованої температури вплив електронiв призводить до змiщень лiнiй

спiвiснування фаз вздовж осей h i E0, а що змiщення залежать вiд температури,

поверхня спiвiснування фаз деформується i, якщо залежна вiд орiєнтацiї псевдо-

спiнiв псевдоспiн-електронна взаємодiя вiдмiнна вiд нуля (g 6= 0), фазова дiяграма

вже не симетрична щодо поля h.

У випадку фiксованого середнього числа електронiв ne або iнтеркальованих

частинок n = 〈Sz
i
2〉 на вузол має мiсце розшарування фаз. Ми вивчили розшару-

вання фаз за фiксованого ne. У цьому випадку за нульової температури можливi

кiлька типiв областей розшарування у площинi (−E0, ne). Їх ширина залежить вiд

значення поля h. Якщо взаємодiя мiж псевдоспiнами не залежить вiд їх взаємної

орiєнтацiї (випадок J = 0), то областi розшарування обмеженi. Якщо ж J 6= 0,

можливi необмеженi з одного боку областi розшарування.

Застосувавши псевдоспiн-електронну модель до опису процесу iнтеркаляцiї

в шаруватих кристалах, що i є предметом нашого дослiдження, можна зробити

ще й такий важливий висновок: в iнтеркальованих кристалах розшарування на

фази з рiзною концентрацiєю частинок зумовлено фiксованiстю числа електронiв,

що взаємодiють з iнтеркальованими частинками, навiть якщо число частинок не

зафiксоване. Якщо ж зафiксовано ще й число частинок, виникає “подвiйне” роз-

шарування.
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РОЗДIЛ 5

ФАЗОВI ПЕРЕХОДИ В МОДЕЛI МIЦУЇ

У цьому роздiлi в наближенннi середнього поля дослiджено фазовi переходи

в моделi Мiцуї без поздовжнього поля, проте з поперечним полем. Встановлено

взаємно однозначну залежнiсть мiж такою моделлю та двопiдґратковою модел-

лю типу Iзинґа з поздовжнiм i поперечним полями. Побудовано фазовi дiяграми

та дiяграми областей iснування сегнетофази. Для випадку Ω = 0 (Ω — попере-

чне поле) одержано простий аналiтичний вираз для трикритичної температури й

умову iснування трикритичної точки. Для Ω 6= 0 записано системи рiвнянь для

трикритичної точки й умови її iснування.

5.1. Гамiльтонiян в наближеннi середнього поля

Розгляньмо гамiльтонiян моделi Мiцуї (без зовнiшнього поля):

H = −1
2

∑

ij

Jij
(

SzA
i SzA

j + SzB
i SzB

j

)

−
∑

ij

KijS
zA
i SzB

j

−∆
∑

i

(

SzA
i − SzB

i

)

− Ω
∑

i

(

SxA
i + SxB

i

)

. (5.1)

Тут iндекси A i B вiдповiдають двом рiзним пiдґраткам, SαA
i – α-компонента псев-

доспiна на i-му вузлi пiдґратки A, Jij – взаємодiя мiж псевдоспiнами однiєї пiдґра-

тки, Kij – взаємодiя мiж псевдоспiнами рiзних пiдґраток, ∆ – асиметрiя ангармо-

нiчного потенцiялу, поперечне поле Ω описує тунелювання мiж двома пiд’ямами

двомiнiмумного потенцiялу.

Замiна SzB
i → −SzB

i , Kij → −Kij перетворює гамiльтонiян (5.1) у гамiльто-

нiян двопiдґраткової моделi iз поздовжнiм полем ∆ (однаковим на обидвох пiд-
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ґратках) та поперечним полем Ω. Тому обидвi моделi еквiвалентнi.

В наближеннi середнього поля гамiльтонiян (5.1) має вигляд

H =
N

2

{

Kη
A
η
B
+

J

2

(

η2
A
+ η2

B

)

}

+
∑

i

(

HA
i +HB

i

)

, (5.2)

де запровадженi такi позначення:

HA
i = − (∆ +Kη

B
+ Jη

A
)SzA

i − ΩSxA
i , (5.3)

HB
i = − (−∆+Kη

A
+ Jη

B
)SzB

i − ΩSxB
i , (5.4)

K =
∑

i

Kij =
∑

j

Kij, J =
∑

i

Jij =
∑

j

Jij, (5.5)

ηA =< SzA
i >, ηB =< SzB

i > — середнi значення псевдоспiнiв на пiдгратках,

N – загальна кiлькiсть псевдоспiнiв.

5.2. Випадок Ω = 0

5.2.1. Вiльна енергiя, умови термодинамiчної рiвноваги та

параметри впорядкування

Розгляньмо спочатку випадок, коли немає тунелювання, тобто Ω = 0. Тодi

власнi значення одновузлових гамiльтонiянiв HA
i та HB

i такi:

λ
A
= −1

2
(∆ +Kη

B
+ Jη

A
) , λ̃

A
= −λ

A
;

λ
B
= −1

2
(−∆+Kη

A
+ Jη

B
) , λ̃

B
= −λ

B
.

(5.6)

Однокомiркова статсума має вигляд

Zi =
(

e−βλA + eβλA

)(

e−βλB + eβλB

)

e−β(Kη
A
η
B
+J

2 (η2A+η2
B
)). (5.7)
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Вiльна енергiя на одну комiрку

F = −θ lnZi,

F = Kη
A
η
B
+ J

2

(

η2
A
+ η2

B

)

−

−θ ln
(

e−βλA + eβλA

)

− θ ln
(

e−βλB + eβλB

)

,

(5.8)

де θ = 1/beta. З умов термодинамiчної рiвноваги

(

∂F

∂η
A

)

T,∆

= 0,
(

∂F

∂η
B

)

T,∆

= 0
(5.9)

одержуємо рiвняння для η
A

та η
B
:

2η
A
= th

(

βλ̃
A

)

,

2η
B
= th

(

βλ̃
B

)

.
(5.10)

З урахуванням (5.10) вираз для вiльної енергiї можна записати так:

F = Kη
A
η
B
+

J

2

(

η2
A
+ η2

B

)

+
θ

2
ln

((

1

4
− η2

A

)(

1

4
− η2

B

))

. (5.11)

Система рiвнянь (5.10) має розв’язки двох типiв: 1) η
A
= −η

B
(тодi вона

зводиться до одного рiвняння), який iснує для довiльних ∆ i 2) η
A
6= −η

B
, який

iснує в обмеженiй области змiнювання ∆ i вiдповiдає сегнетофазi.

Розбиймо площину (K, J) на вiсiм секторiв, як показано на рис. 5.1. Графiки

вiльної енергiї як функцiї ∆ за нульової температури для центрiв дуг одиничного

кола кожного з восьми секторiв зображено на рис. 5.2. (Цi графiки легко одержати

з рiвнянь (5.10) i (5.11), спрямувавши до нуля температуру θ). В секторах 4 i 5

фазових переходiв нема взагалi, а в секторах 6, 7 та 8 iснує фазовий перехiд

тiльки за нульового ∆. В секторi 3 маємо лише фазовi переходи другого роду,

їх легко дослiдити. Нетривiяльну картину фазових переходiв спостерiгаємо лише

для першої чверти (сектори 1 i 2), тому надалi розглядатимемо тiльки цю чверть

(K ≥ 0, J ≥ 0).
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Рис. 5.1. Розбиття площини (K, J) на вiсiм областей, що вiдповiдають рiзним спiв-
вiдношенням мiж параметрами K та J .

Запровадьмо новi змiннi: ξ = η
A
+ η

B
– параметер сегнетоелектричного впо-

рядкування, та σ = η
A
−η

B
– параметер антисегнетоелектричного впорядкування.

Крiм того, подiлiмо всi енергетичнi величини на K + J i введiмо такi позначення:

a =
K − J

K + J
, γ =

∆

K + J
, t =

θ

K + J
, f =

F

K + J
, (5.12)

перейшовши таким чином до безрозмiрних величин. Тодi систему рiвнянь (5.10)

можна записати у виглядi

eξ/t =
(1 + ξ)2 − σ2

(1− ξ)2 − σ2
,

e−aσ/t = e−2γ/t (1 + σ)2 − ξ2

(1− σ)2 − ξ2
.

(5.13)

Якщо ξ = 0 (розв’язки першого типу), перше рiвняння стає тотожнiстю. У ви-

падку ξ 6= 0 (розв’язки другого типу) цi рiвняння можна переписати у простiшiй

формi

σ = ±

√

√

√

√1 + ξ2 + 2ξ
1 + eξ/t

1− eξ/t
,

γ =
a

2
σ +

ξ

2
+ t ln

1 + σ − ξ

1− σ + ξ
.

(5.14)

З огляду на симетрiю надалi розглядатимемо лише σ ≥ 0, ξ ≥ 0 i γ ≥ 0.
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Рис. 5.2. Вiльна енергiя як функцiя ∆ за нульової температури. Числа над рисун-
ками – номери точок на одиничному колi (див. рис. 5.1).
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Запишiмо у нових змiнних ще вираз для вiльной енергiї на одну комiрку:

f =
1

4

(

ξ2 − aσ2
)

+
t

2
ln
((

1− (ξ + σ)2
) (

1− (ξ − σ)2
))

− 2t ln 2. (5.15)

5.2.2. Фазовi переходи другого роду

Сегнетоелектричному фазовому переходовi другого роду вiдповiдає точка

галуження кривої σ(γ) за фiксованих a та t (або σ(t) за фiксованих a та γ), де

розв’язок першого типу переходить у розв’язок другого типу. Позначiмо значення

σ у цiй точцi через σ̃.

σ = σ̃ = lim
ξ→0

σ =
√
1− 4t. (5.16)

З (5.16) видно, що максимальна температура iснування фазових переходiв

tmax =
1

4
. (5.17)

Пiдставивши (5.16) у друге рiвняння системи (5.14) з ξ = 0, одержимо рiвняння

для кривої γ(t) фазових переходiв другого роду

γ =
a

2
σ̃ + t ln

1 + σ̃

1− σ̃
. (5.18)

Треба ще знайти, за якої температури починаються фазовi переходи другого роду.

Якщо a = 1, то iснують фазовi переходи лише другого роду. Якщо ж −1 <

a < 1, то маємо переходи як другого, так i першого роду. Останнi iснують вiд

t = 0 до певного значення температури. Як видно з рис. 5.3, трикритична точка,

тобто точка, в якiй змiнюється рiд фазового переходу, визначається з умови

lim
ξ→0

dγ

dσ
= 0, (5.19)

з якої одержуємо вираз для трикритичної температури

ttc =
1

3
+

1

6(a− 1)
. (5.20)

Трикритична точка iснує, якщо за температури, яка визначається форму-

лою (5.20), виконується ще й умова

lim
ξ→0

d2γ

dσ2
≤ 0 (γ ≥ 0). (5.21)
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Рис. 5.3. Параметер антисегнетоелектричного впорядкування як функцiя γ за рi-
зних значень температури (числа над кривими). a = 0.0875. Потовщени-
ми лiнiями видiлено термодинамiчно стiйкi стани. За t = 0.03 i t = 0.1
маємо фазовi переходи першого роду, а за t = 0.1507 i t = 0.2 — фазовi
переходи другого роду.

Це iлюструє рис. 5.4, де наведено декiлька кривих σ(γ)
/

2 за рiзних значень па-

раметра a i вiдповiдних температур, обчислених за формулою (5.20). Iснування

области, де залежнiсть σ(γ) для ξ 6= 0 двозначна, свiдчить про фазовий перехiд

першого роду. Зi зменшенням a ця двозначнiсть зникає i рiд переходу змiнюється.

З рiвняння (5.20) та нерiвности (5.21) одержуємо

a ≤ 1

4
. (5.22)

Зафiксуймо a i знайдiмо точку максимуму кривої γ(t). З умови екстремуму

dγ

dt
= 0 (5.23)

i рiвняння (5.18) одержуємо:

ln
1 + σ̃

1− σ̃
=

a+ 1

σ̃
, γ =

1

4

(

a+ 1

σ̃
+ (a− 1)σ̃

)

. (5.24)

З рiвнянь (2.4) можна виключити σ̃, тодi одержимо рiвняння для γ

(

2γ +
√

(2γ)2 − a2 + 1
)

th
2γ +

√

(2γ)2 − a2 + 1

2
= a+ 1. (5.25)
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Рис. 5.4. Параметер антисегнетоелектричного впорядкування як функцiя γ за рi-
зних значень параметра a (числа бiля кривих). Значення температури
обчислено за формулою (5.20). За a = −0.1 i a = 0.25 маємо фазовi пе-
реходи першого роду, а за a = 0.35 i a = 0.45 — фазовi переходи другого
роду.

5.2.3. Фазовi переходи першого роду

Досi ми аналiзували фазовi переходи другого роду i знайшли вираз для по-

верхнi γ = γ(t, a) цих переходiв, а також вираз для трикритичної температури та

умову iснування трикритичної точки. Розгляньмо тепер фазовi переходи першого

роду.

Фазовому переходовi першого роду вiдповiдає точка самоперетину кривої

вiльної енергiї f(ξ, σ) як функцiї γ за фiксованих a i t (або як функцiї t за фiксо-

ваних a i γ). Однак не всяка точка самоперетину дає фазовий перехiд першого

роду, а тiльки та, в якiй багатозначна функцiя для вiльної енергiї набуває мiнi-

мального iз можливих за даного γ значень.

Якщо −1 ≤ a ≤ 1

4
, то фазовi переходи першого роду iснують вiд t = 0 до

ttc (див. (5.20)). Криву для них у площинi (γ, t), тобто точки самоперетину кривої

вiльної енергiї, а саме її гiлки ξ = 0 з гiлкою ξ 6= 0, шукаємо з системи 4-ох
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рiвнянь

σ =

√

√

√

√1 + ξ2 + 2ξ
1 + eξ/t

1− eξ/t
,

γ =
a

2
σ +

ξ

2
+ t ln

1 + σ − ξ

1− σ + ξ
,

γ =
a

2
σ1 + t ln

1 + σ1

1− σ1
,

f(ξ, σ) = f(0, σ1).

(5.26)

Якщо t = 0, фазовий перехiд першого роду вiдбувається за

γ = ±1
4
(a+ 1). (5.27)

У випадку t 6= 0 систему (5.26) можна розв’язати тiльки чисельно.

На рис. 5.5 зображено кривi спiвiснування фаз для кiлькох значень пара-

метра a. Така крива разом з осями координат обмежує область, яка вiдповiдає

сегнетофазi. Крiм того, на рис. 5.5 потовщеною лiнiєю зображено криву трикри-

тичних точок (вiрнiше, її проекцiю на площину (γ, t)), вiд якої вiдгалужується

крива мiнiмумiв для фазових переходiв першого роду, утворена точками мiнiму-

мiв функцiй γ(t) для всеможливих значень a, та крива максимумiв для фазових

переходiв другого роду. Трохи далi a = 0.25 крива трикритичних точок перехо-

дить у криву точок галуження та криву критичних точок (штрихована лiнiя).

Якщо a & 0.1793293 (чотири кривi справа), то iснує область γ(t) з двома фазови-

ми переходами другого роду (див. також рис. 5.6). За цього значення a максимум

кривої γ(t) фазових переходiв другого роду (5.24) збiгається з трикритичною то-

чкою.

Якщо a ≥ 1

4
, верхня частина кривої фазових переходiв першого роду вiд-

повiдає фазовим переходам в межах сегнетофази. Температуру такого переходу

(за фiксованих a та γ), тобто температуру для точок самоперетину гiлки ξ 6= 0
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Рис. 5.5. Кривi спiвiснування фаз в координатах (γ, t) для рiзних значень пара-
метра a (числа бiля кривих), а також крива трикритичних точок (потов-
щена лiнiя), крива мiнiмумiв для фазових переходiв першого роду, крива
максимумiв для фазових переходiв другого роду, крива точок галуження
та крива критичних точок (штрихована лiнiя).

кривої вiльної енергiї, шукаємо з системи п’яти рiвнянь

σ =

√

√

√

√1 + ξ2 + 2ξ
1 + eξ/t

1− eξ/t
,

γ =
a

2
σ +

ξ

2
+ t ln

1 + σ − ξ

1− σ + ξ
,

σ1 =

√

√

√

√1 + ξ21 + 2ξ1
1 + eξ1/t

1− eξ1/t
,

γ =
a

2
σ1 +

ξ1
2
+ t ln

1 + σ1 − ξ1
1− σ1 + ξ1

,

f(ξ, σ) = f(ξ1, σ1),

(5.28)

вiдкинувши тривiяльнi розв’язки типу ξ = ξ1.

На рис. 5.6 b) та 5.6 c) зображено фрагменти фазових дiяграм в координатах

(γ, t) для випадку a ≥ 1

4
. Та частина кривої фазових переходiв першого роду, яка

знаходиться над точкою галуження, вiдповiдає переходам в межах сегнетофази.

Якщо a ≥ 1

4
, то критичну температуру (за якої закiнчуються фазовi пере-



96

Рис. 5.6. Фрагменти кривих спiвiснування фаз для a) a = 0.25 (вказано трикри-
тичну точку), b) a = 0.46 та c) a = 0.7 (див. рис. 5.5).

ходи першого роду) визначаємо з системи рiвнянь

dγ

dσ
= 0,

d2γ

dσ2
= 0,

σ =

√

√

√

√1 + ξ2 + 2ξ
1 + eξ/t

1− eξ/t
,

γ =
a

2
σ +

ξ

2
+ t ln

1 + σ − ξ

1− σ + ξ
.

(5.29)

Знайшовши похiднi та виконавши простi перетворення, цю систему можна
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записати у виглядi

σ2 = 1 + ξ2 − 2t+ 2
a

(

t−
√

a2ξ2 + 2atξ2(1− a) + t2(1 + a)2
)

,

σ2 = 1 + aξ2 − 3t+

+1
a

(

t−
√

(aξ2(1− a) + t(1 + a))2 − 4a2ξ2(2at− 2t− a)

)

,

σ2 = 1 + ξ2 + 2ξ
1 + eξ/t

1− eξ/t
,

γ =
a

2
σ +

ξ

2
+ t ln

1 + σ − ξ

1− σ + ξ
.

(5.30)

Першi два рiвняння останньої системи дають бiквадратне вiдносно ξ рiвняння, з

якого одержуємо

ξ2 =
−q − ((3a− 1)t− a)

√

q − 2(a+ 1)t ((a− 1)2t− a2)

2a(a− 1)(2(a− 1)t− a)
, (5.31)

де q = (a− 1)(3a2 − 14a− 1)t2 − 2a(2a2 − 5a+ 1)t+ a2(a− 1),

a отже, вона зводиться до одного трансцендентного рiвняння.

Як бачимо з рис. 5.6, крива γ(t) фазових переходiв першого роду (почи-

наючи з певного a) має мiнiмум. Щоб знайти його, продиференцiюймо останнє

рiвняння системи (5.26) за t, поклавши пiсля цього dγ
dt

= 0. Виключивши похiднi,

одержимо рiвняння

ξ2 − aσ2 + 4γσ = −aσ2
1 + 4γσ1, (5.32)

яке разом з рiвняннями системи (5.26) дає точку мiнiмуму. За нульової темпера-

тури розв’язки системи (5.26) також його задовольняють, тобто

lim
t→0

dγ

dt
= 0. (5.33)

Точку галуження фазової кривої (за фiксованого a ≥ 1

4
) можна знайти з

системи (2.7), поклавши

t =
1− σ2

1

4
. (5.34)
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Рис. 5.7. Областi iснування сегнетофази (див. також рис. 5.9–5.10). Штриховану
лiнiю – продовження лiнiї, яка обмежує область V – наведено тiльки для
порiвняння з дiяграмою з [54].

5.2.4. Областi iснування сегнетофази

Отже, ми одержали явнi аналiтичнi вирази або записали рiвняння чи си-

стеми рiвнянь для всiх особливих точок фазової кривої за фiксованого a. Це дає

нам змогу побудувати дiяграму областей iснування сегнетофази у площинi (γ, a),

тобто дiяграму областей рiзних типiв температурної поведiнки параметрiв σ та ξ.

Цих областей – сiм (рис. 5.7–5.8). Їх обмежують такi кривi (внизу злiва направо

на рис. 5.8):

1) крива мiнiмумiв для фазових переходiв першого роду (5.32);

2) крива трикритичних точок (5.16), (5.18), (5.20);

3) крива точок галуження (5.26), (5.34);

4) крива критичних точок (5.30);

5) крива максимумiв для фазових переходiв другого роду (5.25);

6) пряма фазових переходiв першого роду за нульової температури (5.27). В то-

чцi (a ≈ 0.179329, γ = 0.283995) вiд кривої трикритичних точок вiдгалужуються

крива мiнiмумiв для фазових переходiв першого роду та крива максимумiв для

фазових переходiв другого роду, а в точцi (a = 0.25, γ = 0.307041) крива три-



99

Рис. 5.8. Областi iснування сегнетофази (фрагмент). Темний кружечок – точка
галуження.

критичних точок галузиться на криву точок галуження i криву критичних точок.

Всi лiнiї, крiм кривої максимумiв для фазових переходiв другого роду, сходяться

в точцi (a = 1, γ = 0.599839). На рис. 5.9-5.10 показано поведiнку параметрiв σ

та ξ для кожної з областей. В областi I (рис. 5.7–5.8) iснує один високотемпера-

турний фазовий перехiд другого роду. В областi II, крiм такого переходу, маємо

ще два близьких переходи першого роду. Вузька область III вiдповiдає чотирьом

переходам – по два кожного роду, з них один перехiд першого роду – в межах

сегнетофази. В областi IV iснує три фазовi переходи: один першого i два другого

роду. Область V – це область, де є два переходи другого роду, як у сегнетовiй солi.

В областi VI iснує тiльки один перехiд – першого роду, а в областi VII переходiв

нема взагалi.
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Рис. 5.9. Параметри сегнетоелектричного та антисегнетоелектричного впорядку-
вання для рiзних областей iснування сегнетофази. Зображено тiльки тер-
модинамiчно стiйкi стани. a = 0.36, далi по стрiчках зверху вниз: I)
γ = 0.337; II) γ = 0.3375; III) γ = 0.338; IV) γ = 0.339. Для области III
кружечками вказано фазовий перехiд першого роду в межах сегнетофа-
зи.
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Рис. 5.10. (Продовження рис. 5.9.) V) a = 0.36, γ = 0.34; VI) a = −0.4, γ = 0.14;
VII) a = 0.36, γ = 0.35.

5.3. Випадок Ω 6= 0

5.3.1. Вiльна енергiя та умови термодинамiчної рiвноваги

Розгляньмо тепер випадок ненульового тунелювання. Тодi власнi значення

одновузлових гамiльтонiянiв (5.3) i (5.4) такi:

λ
A
= −12

√

∆2
A
+ Ω2, λ̃

A
= −λ

A
, ∆

A
= ∆+Kη

B
+ Jη

A
;

λ
B
= −12

√

∆2
B
+Ω2, λ̃

B
= −λ

B
, ∆

B
= −∆+Kη

A
+ Jη

B
;

(5.35)
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а вiльна енергiя на одну комiрку

F = Kη
A
η
B
+ J

2

(

η2
A
+ η2

B

)

− 1
2

(√

∆2
A
+Ω2 +

√

∆2
B
+Ω2

)

−

−θ ln



1 + e
−β
√

∆2
A
+Ω2



− θ ln



1 + e
−β
√

∆2
B
+Ω2



.
(5.36)

З умов термодинамiчної рiвноваги (5.9) одержуємо систему рiвнянь

2η
A
=

∆
A

√

∆2
A
+ Ω2

th
(

βλ̃
A

)

,

2η
B
=

∆
B

√

∆2
B
+ Ω2

th
(

βλ̃
B

)

.
(5.37)

Як i у випадку Ω = 0, перейдiмо до безрозмiрних величин, увiвши, крiм (5.12),

iще одне позначення

ω =
Ω

K + J
. (5.38)

Запровадьмо також новi змiннi:

x =
∆

A
+∆

B

2(K + J)
=

η
A
+ η

B

2
=

ξ

2
,

y =
∆

A
−∆

B

2(K + J)
= γ − a

η
A
− η

B

2
= γ − a

σ

2
.

(5.39)

Тодi система (5.37) набуде вигляду

2x = A(x+ y)−A(−x+ y),

2(γ − y)

a
= A(x+ y) +A(−x+ y),

(5.40)

де

A(z) =
z

2
√
z2 + ω2

th

(√
z2 + ω2

2t

)

, (5.41)

а вираз для вiльної енергiї:

f = x2 − (γ − y)2

a
− 1

2

(

√

(x+ y)2 + ω2 +
√

(x− y)2 + ω2
)

−

−t ln






1 + e

−
√

(x+ y)2 + ω2

t






− t ln






1 + e

−
√

(x− y)2 + ω2

t






.

(5.42)
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5.3.2. Фазовi переходи другого роду

Як i у випадку Ω = 0, система рiвнянь (5.40) має розв’язки двох типiв: 1) x =

0; тодi перше рiвняння стає тотожнiстю; та 2) x 6= 0, який вiдповiдає сегнетофазi.

Спрямувавши x до нуля, з (5.40) одержимо систему рiвнянь для гiперповерхнi

γ = γ(ω, a, t) фазових переходiв другого роду:

B(ỹ)− 1 = 0,

γ = ỹ + aA(ỹ),
(5.43)

де B(z) =
dA(z)

dz
, ỹ = lim

x→0
y.

Знайшовши B(z), можемо записати цю систему у виглядi

s2 − 2tω2s

ỹ2
√

ỹ2 + ω2
+

4t
(

ỹ2 + ω2
)

ỹ2
− 1 = 0,

γ = ỹ +
asỹ

2
√

ỹ2 + ω2
,

(5.44)

де запроваджено позначення s = th

(

√

ỹ2 + ω2

2t

)

.

Прирiвнявши γ до нуля, з (5.44) одержуємо вираз для максимальної температури,

до якої iснують фазовi переходи:

tmax =
ω

ln
1 + 2ω

1− 2ω

. (5.45)

Логаритм в останньому виразi має змiст, якщо ω ≤ 1

2
. Отже,

ωmax =
1

2
. (5.46)

Продиференцiювавши рiвняння системи (5.44) за t, прирiвнявши до нуля
dγ

dt
та

виключивши похiдну
dỹ

dt
, пiсля нескладних перетворень одержимо рiвняння

2(1 + a)
(

ỹ2 + ω2
)

(

ỹ2s
√

ỹ2 + ω2 − t
(

ỹ2 + ω2
)

)

=

a
(

3tω2s
√

ỹ2 + ω2 − 2ỹ2s
√

ỹ2 + ω2 + 6tω2
(

ỹ2 + ω2
)

− ω2ỹ2s2
)

,
(5.47)
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яке разом з рiвняннями (5.44) дає точку максимуму кривої γ(t) фазових переходiв

другого роду (за фiксованих ω та a).

Рiвняння для трикритичної точки аналогiчне тому, що й у випадку Ω = 0:

lim
x→0

dγ

dy
= 0. (5.48)

З нього одержуємо:

(a+ 1)D (ỹ)− 3a (C (ỹ))2 = 0, (5.49)

де запроваджено позначення

C(z) =
d2A(z)

dz2
, D(z) =

d3A(z)

dz3
. (5.50)

Трикритична точка iснує, якщо одночасно з (5.48) виконується ще й умова

lim
x→0

d2γ

dy2
≤ 0 (γ ≥ 0), (5.51)

яка дає рiвняння:

8 (D (ỹ))3 − 9C (ỹ)D (ỹ)E (ỹ) +
9

5
(C (ỹ))2 F (ỹ) = 0. (5.52)

Тут

E(z) =
d4A(z)

dz4
, F (z) =

d5A(z)

dz5
. (5.53)

Якщо фазовi переходи другого роду iснують аж до t = 0, то, як випливає з

(5.44), γ для такого переходу за нульової температури має значення

γ = (2ω)−
2

3

(

a+ (2ω)
2

3

)

ỹ, де ỹ =
1

2
(2ω)

2

3

(

1− (2ω)
2

3

)
1

2

. (5.54)

Записавши формулу (5.49) для нульової температури, знайдемо:

a =
5(2ω)

2

3 − 4

4(2ω)
2

3 − 5
. (5.55)

Якщо a бiльше за це значення (за фiксованого ω), то фазовi переходи другого

роду починаються за нульової температури. З (5.52) випливає, що формула (5.55)

справедлива, якщо

ω ≥ 2−
5

2 ≈ 0.1768; (5.56)

тодi a ≤ 1

2
.
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5.3.3. Фазовi переходи першого роду

Точки фазових переходiв першого роду в сегнетофазу чи з неї дає система

рiвнянь:

2x = A(x+ y)−A(−x+ y),

2(γ − y)

a
= A(x+ y) + A(−x+ y),

γ − y1
a

= A(y1),

f(x, y) = f(0, y1).

(5.57)

Продиференцiювавши останнє рiвняння за t, та виключивши похiднi, одер-

жимо рiвняння

x2 − (γ − y)2

a
−
(

x+
γ − y

a

)

(x+ y)2 + ω2

x+ y
−

−
(

x− γ − y

a

)

(x− y)2 + ω2

x− y
= −(γ − y1)

2

a
− 2(γ − y1)

a

y21 + ω2

y1
,

(5.58)

яке разом з системою (5.57) дає екстремуми кривої γ(t) фазових переходiв першо-

го роду (за фiксованого ω). Якщо t = 0, то розв’язки системи (5.57) задовольняють

також i рiвняння (5.58). Отже, для кривої γ(t) фазових переходiв першого роду

маємо

lim
t→0

dγ

dt
= 0. (5.59)

Систему рiвнянь для критичної точки, як i у випадку Ω = 0, одержимо,

прирiвнявши до нуля похiднi
dγ

dy
та

d2γ

dy2
:

a =
2− B− − B+

2B−B+ − B− −B+
,

C+ (1−B−)
3 + C− (1− B+)

3 = 0,

2x = A+ − A−,

2(γ − y)

a
= A+ + A−,

(5.60)

де A± = A(±x+ y), B± = B(±x+ y), C± = C(±x+ y).
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Записавши систему (5.60) для нульової температури, одержимо:

z+

(

2
(

z2− + ω2
) 3

2 − ω2
)3

(z2− + ω2)
2 +

z−
(

2
(

z2+ + ω2
) 3

2 − ω2
)3

(z2+ + ω2)
2 = 0,

z+

2
√

z2+ + ω2
− z−

2
√

z2− + ω2
− z+ + z− = 0,

a =
4
(

z2+ + ω2
)3

2

(

z2− + ω2
) 3

2 − ω4

ω2
(

ω2 − (z2+ + ω2)
3

2 − (z2− + ω2)
3

2

) + 1,

γ =
a

4

(

z+
√

z2+ + ω2
+

z−
√

z2− + ω2

)

+
1

2
(z+ + z−) ,

(5.61)

де z± = ±x + y. Нетривiяльний розв’язок цiєї системи за фiксованого ω ≤ 2−
5

2

вiдповiдає точцi, в якiй закiнчуються крива фазових переходiв першого роду за

нульової температури та крива критичних точок на дiяграмi областей iснування

сегнетофази.

Кривi спiвiснування фаз в площинi (γ, t) для рiзних значень a, а також

кривi трикритичних точок, критичних точок i точок галуження для ω = 0.1 зо-

бражено на рис. 5.11. Двi останнi вже не сходяться за нульової температури, а

отже, iснує промiжок значень a, для яких фазовi дiяграми мають вигляд, як

на рис. 5.12 b), тобто складаються з кривої фазових переходiв другого роду та

кривої фазових переходiв першого роду в межах сегнетофази. За ω = 2−
5

2 кривi

критичних точок i точок галуження знову сходяться за нульової температури, а

якщо 2−
5

2 < ω < 0.196815, цi кривi зливаються вже за вiдмiнної вiд нуля темпе-

ратури, знову переходячи у криву трикритичних точок (рис. 5.13). Остання має

“зворотний хiд” (неоднозначнiсть) в низькотемпературнiй областi, що приводить

до iснування нового типу фазової дiяграми – з двома трикритичними точками

(рис. 5.14). Коли ω перевищує ≈ 0.196815, залишається тiльки крива трикрити-

чних точок.
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Рис. 5.11. Кривi спiвiснування фаз в координатах (γ, t) для рiзних значень пара-
метра a (числа бiля кривих), а також крива трикритичних точок (по-
товщена лiнiя), крива екстремумiв для фазових переходiв першого роду
(не доведено до кiнця), крива максимумiв для фазових переходiв друго-
го роду, крива точок галуження та крива критичних точок (штрихована
лiнiя). ω = 0.1.

5.3.4. Областi iснування сегнетофази

На рис. 5.15–5.18 зображено дiяграму областей iснування сегнетофази для

ω = 0.1. Дiяграму утворюють такi ж кривi, що й за нульового ω, до яких долуча-

ються ще пряма фазових переходiв другого роду за нульової температури (5.54)

та крива максимумiв для фазових переходiв першого роду (5.58), яка проходить

дуже близько до кривої фазових переходiв першого роду за нульової температури.

Як i за ω = 0, вiд кривої трикритичних точок вiдгалужуються одночасно

крива мiнiмумiв для фазових переходiв першого роду i крива максимумiв для

фазових переходiв другого роду. Потiм, якщо ω < 0.196815, крива трикритичних

точок галузиться на криву критичних точок i криву точок галуження, якi, якщо

ω > 2−
5

2 , знову зливаються в криву трикритичних точок. Крива фазових пере-

ходiв першого роду за нульової температури складається з двох частин: перша

вiдповiдає переходам з сегнетофази чи в неї, починається в початку координат

i закiнчується в кiнцевiй точцi кривої точок галуження (ω ≤ 2−
5

2 ) або кривої

трикритичних точок (ω > 2−
5

2 ), точцi, з якої бере початок пряма фазових перехо-

дiв другого роду за нульової температури; друга частина iснує тiльки у випадку
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Рис. 5.12. Фрагменти кривих спiвiснування фаз для ω = 0.1 (див. рис. 5.11). a) a =
0.34 (кружечки – точки екстремумiв), b) a = 0.662 (штрихована лiнiя
злiва – крива точок галуження, а справа – крива критичних точок).

Рис. 5.13. Кривi спiвiснування фаз в координатах (γ, t) для рiзних значень пара-
метра a (числа бiля кривих). ω = 0.18. Потовщена лiнiя – крива три-
критичних точок. Крива критичних точок та крива точок галуження в
цьому масштабi зливаються в одну лiнiю.
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ω < 2−
5

2 , вiдповiдає переходам у межах сегнетофази i закiнчується в кiнцевiй то-

чцi кривої критичних точок (див. рис. 5.16). У випадку ω ≥ 2−
5

2 точка, в якiй

сходяться крива трикритичних точок i крива фазових переходiв першого роду за

нульової температури, визначається формулою (5.55), до того ж остання крива в

цiй точцi гладко переходить у криву фазових переходiв другого роду за нульової

температури.

За вiдмiнного вiд нуля ω виникають новi областi, яких нема, коли ω = 0.

Так, в областi VIII iснує один низькотемпературний фазовий перехiд першого

роду в сегнетофазу та один другого роду. Область IX – це область трьох фазових

переходiв: один першого i два другого роду, але перехiд першого роду вiдбувається

в межах сегнетофази. В областi X iснує один фазовий перехiд першого роду в

межах сегнетофази та один перехiд другого роду.

Кривi мiнiмумiв та максимумiв для фазових переходiв першого роду сходя-

ться в областi VIII (a ≈ 0.3433, γ ≈ 0.3255, t ≈ 0.0484), вiдтинаючи вiд неї довгу

косу (рис. 5.18) – область XI з двома низькотемпературними переходами першого

роду та одним другого. Далi крива максимумiв для фазових переходiв першого

роду вiдтинає вузькi смужки вiд областей IX, V та VII, якi, коли б її не було, про-

стягалися б до кривої фазових переходiв першого роду за нульової температури.

Це областi XII, XIII i XIV вiдповiдно, в яких додатково з’являються два близькi

низькотемпературнi фазовi переходи першого роду. На рис. 5.17 цих областей не

видно, бо вони дуже вузькi.

Як бачимо, за достатньо малих ω дiяграма областей iснування сегнетофази

багатша, нiж за нульового ω, однак, починаючи з певного ω, областi одна за одною

зникають i дiяграма збiднюється. Спершу зникає область III. На рис. 5.17 вона

вже виглядає, як короткий вiдрiзок кривої з початком у точцi галуження. За нею

зникає область XII, а за ω = 2−
5

2 , стягується в точку область X.
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Рис. 5.14. Фрагмент кривої спiвiснування фаз для a = 0.4941,
ω = 0.18 (див. рис. 5.13). Штрихована лiнiя – крива трикритичних
точок.

Рис. 5.15. Областi iснування сегнетофази. ω = 0.1.
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Рис. 5.16. Областi iснування сегнетофази (фрагмент). ω = 0.1. (Див. також
рис. 5.21).

Рис. 5.17. Областi iснування сегнетофази (фрагмент). ω = 0.1. Темним круже-
чком зображено точку, де крива трикритичних точок галузиться на
криву критичних точок та криву точок галуження.
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5.4. Результати

Отже, в роботi вперше проведено повний аналiз фазових переходiв у моделi

Мiцуї (5.1) в наближеннi середнього поля як за нульового, так i за вiдмiнного

вiд нуля поперечного поля Ω. Деякi результати щодо фазової дiяграми моделi

Мiцуї були одержанi й ранiше ([54, 60, 61]), але були неповними (для Ω = 0) або

частковими (для Ω 6= 0).

У випадку Ω = 0 знайдено аналiтичний вираз для трикритичної температу-

ри i умову її iснування
(

a ≤ 1
4

)

. У цьому випадку маємо сiм областей в площинi

(a, γ), що вiдповiдають семи рiзним типам температурної поведiнки параметра по-

рядку – поляризацiї. Їх кiлькiсть стає удвiчi бiльшою за невеликого поперечного

поля Ω. А з бiльшанням поперечного поля цi областi деформуються i змiщаються

в площинi (a, γ), а починаючи з деякого його значення, кiлькiсть областей меншає,

а за ω ≥ 1
2 залишається тiльки область, де фазових переходiв нема взагалi.

За вiдмiнного вiд нуля Ω фазовi переходи другого роду можливi й за нульової

температури, чого не може бути у випадку Ω = 0.

Максимальна кiлькiсть фазових переходiв за Ω = 0 – чотири (по два кожно-

го роду), а за Ω 6= 0 – п’ять (три першого i два другого роду).



113

Рис. 5.18. Областi iснування сегнетофази (фрагмент). ω = 0.1.
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Рис. 5.19. Областi iснування сегнетофази. ω = 0.18.
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Рис. 5.20. Областi iснування сегнетофази (фрагмент). ω = 0.18. Пунктирна лiнiя
– верхня частина кривої трикритичних точок.
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Рис. 5.21. Параметри сегнетоелектричного та антисегнетоелектричного впорядку-
вання для рiзних областей iснування сегнетофази. ω = 0.1. Зображе-
но тiльки термодинамiчно стiйкi стани. По стрiчках зверху вниз: VIII)
a = 0.65, γ = 0.4035; IX) a = 0.66, γ = 0.4065; X) a = 0.667, γ = 0.4085;
XI) a = 0.2, γ = 0.2912765. Кружечками вказано фазовий перехiд пер-
шого роду в межах сегнетофази.
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ВИСНОВКИ

1. У наближеннi середнього поля дослiджено фазову поведiнку псевдоспiн-

електронної моделi з прямою взаємодiєю псевдоспiнiв та поперечним полем

Ω. Показано, що поперечне поле не просто зменшує критичну температуру

для фазових переходiв першого роду, а й за певних значень хемiчного потен-

цiялу µ i досить низької температури приводить до виникнення одного або

й двох додаткових фазових переходiв, якi, на вiдмiну вiд випадку g = 0 (g

– псевдоспiн-електронна взаємодiя), не зникають, яким би великим не було

поздовжнє поле h. За нульової температури нестабiльнiсть щодо розшарува-

ння фаз iснує не в обмеженiй (як у випадку Ω = 0), а в усiй областi значень

параметра h. Результати опублiковано в статтях [1,2].

2. Побудовано дiяграми основного стану для узагальненої моделi Блюма-

Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках та на двох фрустрованих: три-

кутнiй ґратцi та ґратцi кагоме. Зроблено аналiз основних станiв на межах

повновимiрних областей i знайдено межi, де мають мiсце фазовi переходи

першого роду. Показано, що трикутна ґратка в бiльшiй мiрi “пiдтримує” фа-

зовi переходи першого роду, нiж ґратка кагоме. Результати опублiковано у

статтi [3] та препринтi [7].

3. Показано, що основний стан системи класичних спiнiв на асиметричнiй три-

кутнiй ґратцi можна побудувати, мiнiмiзуючи енергiю взаємодiї в межах

однiєї елементарної трикутної плакетки, якщо взаємодiї мiж спiнами не ви-

ходять за межi плакетки. Якщо усi три кути мiж парами спiнiв плакетки

рiзнi, iснує три рiзнi типи глобальних структур основного стану. Найскла-

днiший iз них — неспiвмiрне спiральне чотирипiдґраткове впорядковання.

Подiбний тип упорядковання спостерiгали у сполуках NiGa2S4 та FeGa2S4.
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Спiновий безлад у цих сполуках може бути результатом складної доменної

структури, у якiй є домени усiх трьох типiв, бо усi цi структури основного

стану мають однакову енергiю. Результати опублiковано в статтi [6].

4. Запропоновано псевдоспiн-електронну модель на основi моделi БЕҐ для опи-

су iнтеркаляцiї частинок у шаруватi кристали. Завдяки одновузловому ха-

рактеру електрон-електронної i псевдоспiн-електронної взаємодiї в моделi,

вплив електронної пiдсистеми враховано точно. Поле в ефективнiй псевдо-

спiновiй системi змiщене й залежить вiд температури та параметрiв, пов’я-

заних з електронами. Для взаємодiї найближчих сусiдiв побудовано точну

фазову дiяграму основних станiв псевдоспiнової системи, що дало змогу ви-

вчити фазовi переходи й роздiлення фаз в моделi за нульової температури,

не використовуючи нiяких наближень. За фiксованої температури вплив

електронiв призводить до змiщення лiнiй спiвiснування фаз вдовж осей h

та E0, тому поверхня спiвiснування фаз деформується, i якщо псевдоспiн-

електронна взаємодiя вiдмiнна вiд нуля, то фазова дiяграма вже не симетри-

чна вiдносно поля h. Роздiлення на фази з рiзною концентрацiєю частинок

зумовлене сталiстю числа електронiв, якi взаємодiють з частинками, навiть

якщо число iнтеркальованих частинок не фiксоване. Результати опублiко-

вано в статтi [4].

5. Встановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж моделлю Мiцуї i модел-

лю двопiдґраткового метамагнетика в зовнiшньому полi. Вперше проведено

повний аналiз фазових переходiв у моделi Мiцуї в наближеннi середнього

поля як за нульового, так i за вiдмiнного вiд нуля поперечного поля Ω.

Розроблено оригiнальну методику такого аналiзу. За Ω = 0 знайдено аналi-

тичний вираз для трикритичної температури й умову її iснування. У цьому

випадку iснує сiм рiзних типiв температурної поведiнки параметра порядку

– поляризацiї. Їх кiлькiсть стає удвiчi бiльшою за невеликого поперечного

поля Ω, але, починаючи з деякого його значення, кiлькiсть типiв темпера-

турної поведiнки параметра порядку меншає, а за ω = Ω/(K + J) > 1/2
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фазових переходiв нема взагалi. За вiдмiнного вiд нуля Ω фазовi переходи

другого роду можливi й за нульової температури, чого не може бути у ви-

падку Ω = 0. Максимальна кiлькiсть фазових переходiв за Ω = 0 – чотири

(по два кожного роду), а за Ω 6= 0 – п’ять (три першого i два другого роду).

Результати опублiковано в статтi [5].
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