
Iнститут фiзики конденсованих систем Нацiональної академiї наук України

Iнститут фiзики конденсованих систем Нацiональної академiї наук України

Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису

ДОБУШ Оксана Андрiївна

УДК 538.9, 536.71, 536.4

ДИСЕРТАЦIЯ

РIВНЯННЯ СТАНУ КОМIРКОВОЇ МОДЕЛI ПЛИНУ

01.04.02 — теоретична фiзика

(104 —фiзика та астрономiя)

10 — природничi науки

Подається на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей,

результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело

О. А. Добуш

Науковий керiвник Козловський Михайло Павлович, доктор фiз.-мат. наук,

професор

Львiв — 2019



1
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укова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
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Фiзика та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України,

Львiв, 2019.

У дисертацiйнiй роботi розвинуто метод опису фазового переходу першого

роду в однокомпонентних системах у формалiзмi великого канонiчного ансамб-

лю. Розрахунки виконувались iз використанням комiркової моделi плину, яка є

узагальнена в другому роздiлi дисертацiї на випадок неперервних систем. Суть

моделi комiркового плину полягає в умовному подiлi загального об’єму системи на

певне число фiксованих за розмiром комiрок. У залежностi вiд густини системи,

в кожну з комiрок потрапляє певна кiлькiсть частинок, причому не накладається

жодних умов на їхнє число. Частинки, якi перебувають в межах однiєї комiрки,

вважаються такими, що вiдштовхуються мiж собою, а частинки iз рiзних комi-

рок —- притягуються. В якостi потенцiалу взаємодiї в роботi використовується,

зокрема, взаємодiя Кюрi-Вейса. Особливiстю такого типу взаємодiї є вiдсутнiсть

залежностi вiд вiддалi. Така модель використана для опису фазової поведiнки

простої однокомпонентної системи без застосування розкладiв за степенями гу-

стини чи активностi. Встановлено, що умовою стiйкостi системи є переважання

вiдштовхувальної компоненти взаємодiї над притяганням. На основi методу опи-

су фазової поведiнки, запропонованого у дисертацiйнiй роботi, вперше здiйснено

точний розрахунок великої статистичної суми неперервної системи iз взаємодiєю

Кюрi-Вейса, отримано рiвняння стану такої системи, встановлено iснування в нiй

каскаду фазових переходiв першого роду iз фаз з меншою густиною до фаз iз що-

раз бiльшою густиною. Проведено детальний кiлькiсний аналiз фазового переходу

iз фази з мiнiмальною густиною (газової) до фази, для якої характерна бiльша

густина (рiдинна). Такий перехiд характерний для першого каскаду. Знайдено
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вiдповiдне значення критичної температури, вище якої фазовий перехiд вiдсут-

нiй, i система перебуває у надкритичному станi. Дослiджено залежнiсть значення

критичної температури залежно вiд значень параметра a, який характеризує вiд-

ношення вiдштовхувальної частини взаємодiї до притягальної. Встановлена за-

кономiрнiсть зменшення значення критичної температури iз ростом параметра

a, тобто iз зменшенням величини притягання вiдносно вiдштовхування. Прове-

дено розрахунок iзотерм тиску як функцiй густини для температури вищої та

нижчої, нiж критична. Встановлено, що для будь-якої температури T < Tc, має

мiсце стрибок густини, величина якого зростає iз пониженням температури. По-

дiбнi дослiдження виконано також для фазових переходiв на наступних дiлянках

каскаду.

Отриманi вище результати використано для опису фазової поведiнки систем

iз взаємодiєю, що залежить вiд вiддалi. Для цього здiйснено розрахунок великої

статистичної суми комiркової моделi плину iз потенцiалом взаємодiї Морзе. Iсну-

вання для нього Фур’є-образу дозволило застосовувати метод колективних змiн-

них. Вибiр саме такого потенцiалу зумовлений ще й тим, що вiдомi значення його

параметрiв для низки конкретних речовин. Це дозволило виконати аналiтичнi

розрахунки, отримати на їх основi числовi результати для фiзичних характерис-

тик та порiвняти їх з даними комп’ютерних симуляцiй чи навiть експериментiв

для реальних речовин. Особливiсть розрахунку великої статистичної суми комiр-

кової моделi плину полягає у введенi своєрiдної системи вiдлiку. Вона мiстить ли-

ше частину вiдштовхувальної компоненти потенцiалу взаємодiї, а також дозволяє

здiйснити розрахунок якобiана переходу вiд густинних до колективних змiнних.

У результатi отримано точне функцiональне представлення великої статистичної

суми. Встановлено, що обмеження ряду для якобiана переходу другим та четвер-

тим степенем у показнику експоненти дає задовiльний опис фазового переходу iз

газової в рiдинну фазу навiть у випадку наближення нульової моди. Цей висновок

не стосується безпосереднього околу критичної точки, який детально дослiджений

у четвертому роздiлi дисертацiї.

У роботi розвинуто два пiдходи до дослiдження фазової поведiнки моделi
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iз залежним вiд вiддалi потенцiалом взаємодiї. Кожен iз них має свої особливостi

застосування. Перший спосiб є загальним i не залежить вiд форми потенцiалу

взаємодiї. Разом з тим вiн є бiльш громiздким, оскiльки одним iз його етапiв є

промiжне iнтегрування пiд час розрахунку якобiана переходу. Другий спосiб —

прямий — застосовний для обмеженого класу потенцiалiв взаємодiї. Вiн викори-

стовується лише тодi, коли ефективний потенцiал взаємодiї, що утворюється вна-

слiдок формування системи вiдлiку iз початкового потенцiалу, не змiнює знаку.

Це означає, що включена до системи вiдлiку частина потенцiалу вiдштовхуван-

ня повинна бути достатньо великою. Виконання такої додаткової умови дозволяє

суттєво спростити розрахунки. Бiльше того, такий пiдхiд дав можливiсть отрима-

ти точне представлення великої статистичної суми системи з потенцiалом Морзе

у виглядi безмежного кумулянтного ряду. Встановлено, що значення кумулян-

тiв виражаються через новi спецiальнi функцiї, якi є швидкозбiжними рядами.

Характерною особливiстю застосування великого канонiчного розподiлу є отри-

мання рiвняння на зв’язок хiмiчного потенцiалу та густини. Встановлено наяв-

нiсть деякої особливої температури Tc (критичної температури), такої, що для

всiх T > Tc це рiвняння має єдиний розв’язок. Наслiдком цього є iснування єди-

ної фази в системi. Для температур T < Tc виявлено можливiсть iснування двох

фаз iз рiзними густинами за однакових значень температури та тиску. Саме це зу-

мовлює iснування фазового переходу в системi. Важливо, що в запропонованому

пiдходi немає необхiдностi використовувати конструкцiю Максвелла. На вiдмiну

вiд iнших пiдходiв, пов’язаних iз наближенням середнього поля, плато тиску, яке

зображає перехiд вiд газового до рiдинного стану, природно виникає пiд час роз-

рахункiв. Це досягається застосуванням методу Лапласа для розрахунку великої

статистичної суми в наближеннi моделi ρ4. У роботi отримано термодинамiчний

потенцiал моделi в наближеннi молекулярного поля, на основi якого розрахова-

нi основнi характеристики фазового переходу першого роду. Знайдено значення

параметрiв критичної точки, розраховано рiвняння стану в широкому дiапазонi

густини i температури вище i нижче критичної точки, на основi якого побудовано

криву спiвiснування та спiнодаль.
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Розраховано також вигляд термодинамiчного потенцiалу iз врахуванням

флуктуацiй, справедливого поблизу критичної точки. Основна iдея розрахунку

термодинамiчного потенцiалу поблизу Tc полягає в окремому розрахунку внескiв

вiд короткохвильових та довгохвильових режимiв флуктуацiй параметрiв поряд-

ку. Короткохвильовi моди характеризуються наявнiстю ренормгрупової симетрiї i

описуються негауссовою густиною мiр. У цьому випадку використовується метод

ренормалiзацiйної групи. У дисертацiї розвинуто прямий метод обчислення термо-

динамiчного потенцiалу, що включає обидва типи мод флуктуацiй (довгохвильовi

та короткохвильовi) у надкритичнiй областi. Отримано та дослiджено нелiнiйне

рiвняння, що зв’язує вiдносну густину n̄ та хiмiчний потенцiал M . Вирази для

коефiцiєнтiв цього рiвняння представленi як функцiї вiдношення ефективного хi-

мiчного потенцiалу h̃ до ренормалiзованої температури hc. Отримано величину

n̄, що вiдповiдає умовi M = 0. Показано iснування iнтервалу значень хiмiчного

потенцiалу, на якому густина n̄ зростає зi зростанням M . Окрiм того, хiмiчний

потенцiал представлено як функцiю густини. У роботi отримано координати кри-

тичної точки, розраховано рiвняння стану та iзотермiчну стисливiсть в надкри-

тичнiй областi. Встановлено наявнiсть максимумiв на iзотермах стисливостi як

функцiї густини. Побудовано проекцiю кривої, що вiдповiдає цим максимумам,

на площину тиск-температура. В областi температур близьких до критичної та-

ку криву ототожнюють iз лiнiєю Вiдома, яка є границею роздiлу газоподiбної та

рiдиноподiбної структур надкритичного плину.

На основi запропонованої у дисертацiйнiй роботi моделi розвинуто теоре-

тичний метод, який дає можливiсть в єдиному пiдходi здiйснити опис фазової

поведiнки простих однокомпонентних систем як у широкому дiапазонi густини i

температури, так i в критичнiй областi.

Ключовi слова: колективнi змiннi, комiркова модель плину, надкритична

область, рiвняння стану, фазовий перехiд першого роду.
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ABSTRACT

Dobush O.A. Equation of state of a cell fluid model. — Qualifying scientific

work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics

on the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy).

— Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Lviv, 2019.

The thesis is devoted to the development of a method for describing the first

order phase transition in one-component systems in the framework of the grand

canonical ensemble. The calculations were performed using a cell fluid model, which

is generalized in the thesis to the case of continuous systems. The idea of the cell fluid

model consists in the conditional partition of the total volume of the system into a

certain number of fixed size cells. Depending on the density of the system, each of the

cells contains a certain amount of particles, without imposing any conditions on their

number. The particles within one cell consider to repel each other and particles from

different cells — to attract each other. The Curie-Weiss interaction, which fails to be

a function of distance between constituents, is used as the interaction potential. Such

a model is used to describe the phase behavior of a simple one-component system

without using density or activity expansions. It is established that predominance

of repulsive component of interaction over attraction is the condition of stability

of the system. Based on the method of describing the phase behavior proposed in

the thesis, for the first time an accurate calculation of the grand partition function

of a continuous system with Curie-Weiss interaction is performed, the equation

of state of such a system is obtained, the cascade of phase transitions from the

phase of lower density to the phase of increasingly higher density is detected. A

detailed quantitative analysis of the phase transition from a phase with a minimum

density (gas) to a phase characterized by a higher density (liquid) is carried out.

Such a transition is characteristic of the first cascade. The corresponding value

of the critical temperature is found. The phase transition is absent above this
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temperature and the system remain in a supercritical state. The dependence of the

critical temperature value on the values of the parameter a, which characterizes the

ratio of the repulsive part of the interaction to the attractive one, is investigated.

The regularity of decrease in the value of the critical temperature with increasing

parameter a (decrease in the value of attraction relative to repulsion) is established.

The pressure isotherms are calculated as a function of density for temperatures

above and below the critical. For any temperature T < Tc the density jump is

established, which magnitude increases with decreasing temperature. Similar studies

are performed for phase transitions in subsequent parts of the cascade.

The above results are used to describe the phase behavior of systems with

distance dependent interaction. For this purpose, the grand partition function of a

cell fluid model with the Morse interaction potential is being calculated. The Morse

potential possess a Fourier transform, which allows to apply the method of collective

variables. The choice of such potential is also caused by the fact that the values of its

parameters are known for a number of certain substances. This made it possible to

perform analytical calculations, obtain numerical results for physical characteristics,

and compare them with data from computer simulations or, more over, experiments

for real substances. The peculiarity of calculating the grand partition function of the

cell fluid model is the introduction of a kind of a reference system. The later contains

only a part of the repulsive component of the interaction potential and also allows

to calculate the Jacobian of transition from density variables to collective variables.

The result is an exact functional representation of the grand partition function. It

is established that the restriction of the series for the Jacobian of transition to the

second and fourth power of collective variable in the exponent gives a satisfactory

description of the phase transition from the gas to the liquid phase, even in the case

of zero mode approximation. This conclusion does not concern the narrow vicinity

of the critical point, which is studied in detail in the fourth section of the thesis.

Two approaches to the study of the phase behavior of the model with a dis-

tance dependent interaction potential are developed. Each of them has its own

peculiarities of application. The first method is common and does not depend on
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the form of the interaction potential. However, it is more cumbersome, since one

of its stages is intermediate integration during the calculation of the Jacobian of

transition. The second method — direct — is applicable to a limited class of inter-

action potentials. It is used only when the effective interaction potential resulting

from the formation of the reference system potential from the initial potential does

not change the sign. This means that part of the repulsion potential which is in-

cluded in the reference system must be sufficiently large. The fulfillment of such

an additional condition makes it possible to significantly simplify the calculations.

Moreover, this approach made it possible to obtain an accurate representation of

the grand partition function of a system with Morse potential in the form of an

infinite cumulant series. It is established that the values of cumulants are expressed

through new special functions, which are rapidly convergent series. A characteristic

feature of using a grand canonical distribution is to obtain an equation for the bond

of chemical potential and density. We find that there is some special temperature

Tc (critical temperature) such that for all T > Tc this equation has a unique so-

lution. The consequence is the existence of a single phase in the system. For the

temperatures T < Tc, the possibility of two phases with different densities at the

same temperature and pressure is found. The latter fact causes a phase transition

in the system. It is important that in frames of the proposed approach there is no

need to use the Maxwell construction. Unlike other approaches related to the mean-

field approximation, a pressure plateau depicting the transition from gas to liquid

state naturally arises during calculations. This is achieved by applying the Laplace

method to calculate the grand partition function in the approximation of the ρ4

model. The thermodynamic potential of the model is obtained, based on which the

main characteristics of the first order phase transition are calculated. The values of

the critical point parameters were found, the equation of state was calculated over

a wide range of density and temperature above and below the critical point, based

on which the coexistence curve and spinodal were plotted.

The thermodynamic potential in the vicinity of the critical point is also cal-

culated with allowance for fluctuations. The basic idea of calculating the thermo-
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dynamic potential near Tc is to include separately the contributions from short-

and long-wave modes of order parameter fluctuations. Shortwave modes are char-

acterized by the presence of renormalization group symmetry and are described by

non-Gaussian measure density. In this case, the method of renormalization group

is used. The direct method of calculating thermodynamic potential is developed

in the thesis, which includes both types of modes of fluctuations (long-wave and

shortwave) in the supercritical region. A nonlinear equation relating the density n̄

and the chemical potential M is obtained and investigated. The expressions for the

coefficients of this equation are presented as functions of the ratio of the effective

chemical potential h̃ to the renormalized temperature hc. The value n̄ corresponding

to the condition M = 0 is obtained. The existence of an interval of chemical poten-

tial values at which the density n̄ increases with increasing M is shown. In addition,

the chemical potential is represented as a function of density. The coordinates of the

critical point are obtained, the equation of state and the isothermal compressibility

in the supercritical region are calculated. The existence of maxima on compress-

ibility isotherms as functions of density is established. The projection of a curve

corresponding to these maxima is plotted on the pressure-temperature plane. Near

the critical temperature, such a curve is identified as the Widom line. The latter is

a boundary between the gaseous and liquid structures of the supercritical fluid.

Based on the model proposed in the thesis, the theoretical method is devel-

oped, which makes it possible in frames of the single approach to describe the phase

behavior of simple one-component systems both in wide range of density and tem-

perature, and in the critical region.

Keywords : cell fluid model, collective variables, equation of state, first order

phase transition, supercritical region
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Поведiнка багаточастинкових систем як в газовiй, так i в

рiдиннiй фазах привертає увагу науковцiв вже понад столiття. Проте опис фазо-

вих переходiв у рiдинах залишається вагомою областю дослiджень у статистичнiй

фiзицi як на макроскопiчному, так i мiкроскопiчному рiвнi.

Останнiм часом бiльшiсть пiдходiв до опису фазових переходiв i критичних

явищ у рiдинах ґрунтуються на iдеях скейлiнгу, гiпотезi унiверсальностi, мето-

дах ренормалiзацiйної групи. Серед них варто вiдзначити наступнi: методи, що

ґрунтуються на врахуванi флуктуацiй в теорiї Ван-дер-Ваальса [1]; теоретико-

польовий пiдхiд, який виявився потужним засобом опису магнiтних систем; пiд-

хiд складного скейлiнгу [2, 3], що є, по сутi, феноменологiчною теорiєю; методи

iнтегральних рiвнянь, зокрема самоузгоджене наближення Орнштейна-Цернiке

(SCOZA) [4, 5]; розклади теорiї збурень, наприклад, iєрархiчна базисна теорiя

[6, 7], пiдхiд непертурбативної ренормалiзацiйної групи [8]; методи, що базуються

на дослiдженнi поведiнки вiрiального рiвняння стану з екстрапольованими кое-

фiцiєнтами [9]; метод колективних змiнних [10]; числовi методи та комп’ютерне

моделювання.

Побудова теоретичних пiдходiв передбачає використання певних моделей.

Серед них i комiрковi моделi [11, 12], якi активно застосовувалися в 40-вi - 70-тi

роки минулого столiття для вивчення фазових переходiв першого роду в рамках

канонiчного ансамблю, де число частинок використовувалося як незалежна змiн-

на. Для них було запропоновано декiлька способiв розрахунку рiвняння стану, якi

суттєво залежали вiд кiлькостi частинок в комiрцi. Це дозволило досягти прогре-

су в описi фазової поведiнки простих систем, однак такi пiдходи передбачають

використання певних феноменологiчних формулювань чи припущень. Проблеми,
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що виникають у разi створення загального теоретичного методу розрахунку, який

працює не лише для малих (газових), але й для великих (рiдинних) густин, приве-

ли до вiдмови на довгi роки вiд використання комiркових моделей в теорiї рiдин.

Новий етап розвитку цих моделей завдячує використанню формалiзму великого

канонiчного розподiлу. Такий пiдхiд якiсно змiнює саме формулювання комiр-

кової моделi, адже в ньому зникає потреба постулювання кiлькостi частинок в

конкретнiй комiрцi та використання цього для побудови теорiї. У цьому напрям-

ку слiд вiдзначити використання моделi комiркового газу [13–15], для якої було

встановлено, що її термодинамiчнi та кореляцiйнi функцiї, а також вiльна енергiя

є близькими до вiдповiдних величин неперервних систем, коли спрямувати роз-

мiр комiрки до нуля. По сутi, модель комiркового газу є неперервним аналогом

ґраткового газу. Натомiсть модель комiркового плину є певним узагальненням

моделi комiркового газу, оскiльки не має обмежень щодо кiлькостi частинок у

комiрцi. Можливiсть обмiну частинками системи з термостатом дозволила роз-

винути загальний метод опису фазової поведiнки простих взаємодiючих систем

у формалiзмi колективних змiнних з допомогою нового способу означення систе-

ми вiдлiку, яка необхiдна для розрахунку явного вигляду якобiана переходу вiд

густинних до колективних змiнних.

Впродовж останнiх десятилiть iнтерес зацiкавлення надкритичними плина-

ми (НКП) неухильно зростає. Вони володiють унiкальними властивостями, якi

виявляються ефективними для хiмiчних, технологiчних та промислових застосу-

вань [16]. НКП можуть мати як газоподiбнi, так i рiдиноподiбнi властивостi за-

лежно вiд термодинамiчних умов, а їхнi термофiзичнi та транспортнi властивостi

можна миттєво регулювати. Критичнi аномалiї навколо критичної точки, як i

надкритична границя газ-рiдина, тобто лiнiя Вiдома [17], активно дослiджуються

фiзиками, хiмiками та використовується iнженерами. Надкритична границя газо-

подiбної та рiдиноподiбної структур в околi критичної точки має велике значення

з погляду фундаментальних аспектiв та практичного застосування для створення

нових технологiй, тому що вона може слугувати референтним станом для регу-

лювання термодинамiчних властивостей. Зрештою, теоретичне розумiння НКП
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призведе до рацiональної побудови глобального рiвняння стану для прогнозуван-

ня або порiвняння теплофiзичних властивостей НКП.

Поведiнка НКП iнтенсивно дослiджується в експериментах, методами ком-

п’ютерного моделювання та шляхом розробки теоретичних пiдходiв. Цi напрямки

дослiджень добре описанi в недавнiх оглядах Стаббса [18], Юна, Лi [19] та Ве-

ги [20]. Бiльшiсть теоретичних пiдходiв до опису надкритичних плинiв представ-

ленi статистично-механiчними теорiями. Серед них метод iнтегральних рiвнянь,

зокрема, однорiдне рiвняння Орнштейна-Цернiке, наближення Перкуса-Євiка [21],

гiперланцюгове наближення(hypernetted chain closure) [22], а також флуктуацiйна

теорiя сполук [23]. З iншого боку, теорiя ренормалiзацiйної групи (РГ) [24] вияви-

лась успiшною для опису властивостей систем поблизу їх критичної точки. Кожна

з цих теорiй ефективна в певному, характерному для неї, дiапазонi густини, тем-

ператури та тиску.

Актуальнiсть теми даної дисертацiйної роботи визначає потреба розвитку

єдиного теоретичного пiдходу до опису фазової поведiнки систем взаємодiючих

частинок та побудови рiвняння стану в широкому дiапазонi густини i температури,

що включає надкритичну область.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-

цiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН Укра-

їни. Представленi в дисертацiї результати отриманi згiдно планiв робiт в рамках

бюджетних тем НАН України “Про розвиток теоретичних пiдходiв опису флюї-

дiв, граткових та складних систем поблизу точок фазового переходу” (2013-2017

pp., номер держреєстрацiї 0112U007763), “Новi концепцiї статистичного опису i

їх застосування до теорiї багаточастинкових систем” (2017-2019 pp., номер держ-

реєстрацiї 0117U002093), “Методи i моделi статистичної фiзики для опису вини-

кнення структур та пояснення скейлiнгу у складних системах” (2018-2019 pp., но-

мер держреєстрацiї 0118U003012), за пiдтримки проекту спiвпрацi FP7 EU IRSES

612669 “Structure and Evolution of Complex Systems with Application in Physics and

Life Sciences”.
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Мета i задачi дослiдження. Об’єктом дослiдження є комiркова модель пли-

ну з рiзними типами потенцiалiв взаємодiї.

Предмет дослiдження — опис фазової поведiнки цiєї моделi та її властивос-

тей в надкритичнiй областi.

Метою роботи є розвиток методу розрахунку великої статистичної суми

в просторi колективних змiнних, одержання термодинамiчних функцiй, рiвняння

стану комiркової моделi, а також критичних показникiв i лiнiї Вiдома в надкри-

тичнiй областi.

Завданнями роботи є:

– кiлькiсний опис фазового переходу першого роду в неперервнiй системi iз

взаємодiєю Кюрi-Вейса;

– розробка методу отримання загального функцiонального представлення

великої статистичної суми комiркової моделi плину з використанням рiзних спосо-

бiв розрахунку якобiана переходу вiд густинних до колективних змiнних в зале-

жностi вiд форми потенцiалу взаємодiї;

– отримання явного вигляду великого термодинамiчного потенцiалу моделi

плину з ґратковим аналогом потенцiалу взаємодiї Морзе;

– розрахунок та дослiдження рiвняння стану моделi в широкому дiапазонi

густини та температури;

– вивчення особливостей поведiнки комiркової моделi плину в надкритичнiй

областi.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються аналiтичнi методи дослiджен-

ня, зокрема, метод колективних змiнних, метод Лапласа, наближення середнього

поля, метод ренормалiзацiйної групи.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi побудо-

вано ефективний метод опису фазової поведiнки системи взаємодiючих частинок

iз використанням комiркової моделi плину. Запропонований метод дозволив про-

вести точний розрахунок моделi iз взаємодiєю Кюрi-Вейса. Встановлено наявнiсть
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для неї каскаду фазових переходiв першого роду. Запропоновано спосiб розрахун-

ку рiвняння стану для систем iз потенцiалом взємодiї, що залежить вiд вiддалi.

Здiйснено як спрощений опис поведiнки дослiджуваної системи в областi темпе-

ратур поза критичною точкою (наближення нульової моди), так i розширений,

який враховує вплив довгохвильових флуктуацiй i вiдображає поведiнку системи

в безпосередньому околi критичної точки. Розширений опис дозволив встановити

наявнiсть лiнiї, яка є границею роздiлу газоподiбної та рiдиноподiбної структур

надкритичного плину.

Можна вказати на кiлька головних аспектiв практичного i наукового

значення одержаних результатiв. Отриманi у данiй дисертацiйнiй роботi ре-

зультати мають практичне значення для подальших теоретичних дослiджень. Во-

ни дозволяють проводити розрахунок кривих спiвiснування для цiлого ряду фiзи-

чних систем, використовуючи вiдомi з числових розрахункiв значення параметрiв

потенцiалiв взаємодiї. Результати, отриманi в дисертацiї, якi стосуються рiвняння

стану комiркового плину в надкритичнiй областi, можуть бути використанi для

покращення вже iснуючих та розробки нових технологiй у хiмiчнiй промислово-

стi. Окремi фрагменти дисертацiйної роботи можуть бути використанi у лекцiях

з теорiї конденсованих середовищ для магiстрiв i аспiрантiв.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив на-

уковий керiвник роботи доктор фiзико-математичних наук М. П. Козловський. У

спiльних публiкацiях авторцi дисертацiї належить:

• виконання розрахунку великої статистичної суми загальним [25, 26] та пря-

мим [27, 28] способом;

• одержання рiвняння стану моделi в широкому дiапазонi температури вище i

нижче критичної точки [26, 27] в наближеннi типу середнього поля моделi ρ4;

• отримання кривих спiвiснування без використання будь-яких феноменоло-

гiчних припущень [26–28];

• отримання фазової дiаграми моделi, яка крiм кривої спiвiснування, мiстить



20

лiнiю, що обмежує область iснування рiдинної фази [27];

• здiйснення дослiдження поведiнки комiркової моделi плину в околi критич-

ної точки з використанням методу ренормалiзацiйної групи [29];

• розрахунок явного вигляду термодинамiчного потенцiалу iз врахуванням

впливу флуктуацiй та рiвняння стану у надкритичнiй областi, а також дос-

лiдження iзотермiчної стисливостi та побудова лiнiї Вiдома [29].

Обговорення та iнтерпретацiю отриманих результатiв в публiкацiях спiвав-

тори виконували разом.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Ключовi результати дослiджень допо-

вiдались на конференцiях: Complex Analysis and Dynamical Systems VII (Нагарiя,

Iзраїль, 2015 р.), MECO-41 (Вiдень, Австрiя, 2016 р.), PLMMP-2016 та PLMMP-

2018 (Київ, 2016 та 2018 рр), STATPHYS-2019 (Львiв, 2019 р.), XV, XVI, XVIII

та XIX Всеукраїнськi школи-семiнари i конкурси молодих вчених зi статистичної

фiзики i теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2015, 2016, 2018 та 2019 рр.), а

також на семiнарах в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 15 наукових праць, з них:

5 статей у фахових наукових виданнях [25–29], 1 роздiл в колективнiй монографiї

[30] та 9 тез конференцiй [31–39].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз вступу, роздiлу з

оглядом лiтератури та трьох роздiлiв основної частини, у яких викладенi резуль-

тати дослiджень дисертанта, а також загальних висновкiв, списку використаної

лiтератури, 7 додаткiв, 55 рисункiв та 1 таблицi. Робота викладена на 148 сторiн-

ках (повний обсяг разом з лiтературою та додатками – 179 сторiнок), бiблiографiч-

ний список мiстить 138 найменування публiкацiй у вiтчизняних та закордонних

виданнях.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть дослiдження, сформульовано мету ро-

боти, визначено наукову новизну i практичну цiннiсть отриманих результатiв та
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наведено стислу характеристику дисертацiї.

У першому роздiлi проведено огляд лiтератури, що стосується даної ро-

боти. Обговорено сучасний стан та методи дослiджень спрямованi на опис фазової

поведiнки простих рiдинних систем, окреслено низку вже iснуючих i вiдомих ко-

мiркових та ґраткових моделей. Обґрунтовано доцiльнiсть використання велико-

го канонiчного розподiлу для опису фазових переходiв першого роду, включаючи

надкритичну область, i, як наслiдок, потреби нового формулювання комiркової

моделi плину для опису фазової поведiнки та розрахунку рiвняння стану одно-

компонентних систем взаємодiючих частинок.

Другий роздiл присвячений кiлькiсному вивченню фазових переходiв пер-

шого роду у неперервнiй системi частинок iз взаємодiєю Кюрi-Вейса. Здiйснено

математично строгий розрахунок великої статистичної суми такої системи, отри-

мано точне рiвняння стану комiркової моделi та встановлено наявнiсть каскаду

фазових переходiв за температур нижче критичної Tc. Дослiджено поведiнку тис-

ку як функцiї густини для перших трьох каскадiв фазового переходу першого

роду за температури нижчої, нiж критична.

Результати цього роздiлу опублiковано у працi [30].

У третьому роздiлi здiйснено опис фазового переходу першого роду комiр-

кової моделi плину iз потенцiалом взаємодiї, залежним вiд вiддалi. Запропоновано

два пiдходи до розрахунку великої статистичної суми комiркової моделi плину у

просторi колективних змiнних, а також спосiб розрахунку якобiана переходу до

колективних змiнних, який ґрунтується на використаннi нових спецiальних функ-

цiй. Отримано точне представлення великої статистичної суми цiєї моделi в фор-

малiзмi колективних змiнних. У наближеннi нульової моди дослiджено поведiнку

системи, використовуючи модель ρ4, яка мiстить другий та четвертий степенi змiн-

ної за температури вищої i нижчої, нiж критична. Отримано розв’язок рiвняння

на зв’язок хiмiчного потенцiалу та густини, розраховано явну аналiтичну форму

рiвняння стану, що справедливе для широкої областi температури. Представлено

кривi спiвiснування, iзотерми тиску, побудованi на основi отриманого в дисертацiї

рiвняння стану, а також дiаграму стану комiркового плину Морзе.
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Результати цього роздiлу опублiковано у працях [25–27].

У четвертому роздiлi використано запропонований у третьому роздiлi ме-

тод розрахунку великої статистичної суми для одержання рiвняння стану та побу-

дови кривих спiвiснування комiркового плину iз параметрами потенцiалу взаємо-

дiї характериними для опису взаємодiї натрiю та калiю. Також цей роздiл присвя-

чений розвитку аналiтичного методу розрахунку рiвняння стану комiркової моде-

лi плину у надкритичнiй областi, використовуючи множину колективних змiнних

та перетворення ренормалiзацiйної групи. Математичний опис з урахуванням не-

гаусових коливань параметра порядку виконано в околi критичної точки на основi

моделi ρ4. Крiм унiверсальних величин, розрахованi значення критичних показни-

кiв кореляцiйної довжини (температурний та польовий), отримано рiвняння для

критичної температури моделi плину. Побудовано криву iзотермiчної стисливостi

як функцiї густини. Також зображено лiнiю екстремумiв стисливостi у надкрити-

чнiй областi.

Результати цього роздiлу опублiковано у працях [28, 29].

Дисертацiна робота завершується Висновками, Списком використаних

джерел та Додатками.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У роздiлi представлено огляд робiт присвячених теоретичному опису фазо-

вої поведiнки рiдинних систем. Особливу увагу звернено на актуальнiсть прак-

тичного застосування та вивчення властивостей простих плинiв у надкритичнiй

областi, а також методи їх дослiджень. Окреслено досi не вирiшенi питання, що

стоять перед науковцями сучасностi, якi працюють в цiй галузi.

Поведiнка багаточастинкових систем як в газовiй, так i в рiдиннiй фазах

привертає увагу науковцiв вже близько пiвтора столiття. Тим не менше опис фа-

зових переходiв та критичних явищ у рiдинах залишається фундаментальною та

актуальною областю дослiджень у фiзицi конденсованих середовищ [40]. Ця най-

багатша дiлянка фiзики охоплює широкий спектр класичних i квантових систем,

серед них: класичнi i квантовi рiдини, кристали, аморфнi речовини, сегнетоелект-

рики, надпровiдники, феромагнетики, розчини, сплави тощо. Усi цi, на перший

погляд, зовсiм рiзнi фiзичнi системи проявляють унiверсальнiсть термодинамiч-

них властивостей поблизу точок фазового переходу i критичних точок. Для бага-

тьох з цих систем справджується гiпотеза унiверсальностi. Її основна iдея полягає

в тому, що в критичнiй областi властивостi системи залежать лише вiд глобаль-

них характеристик системи, i не залежать вiд їх мiкроскопiчної природи. Так, до

прикладу, для iзiнгiвських магнетикiв i деяких рiдин фiзичнi характеристики бу-

дуть описуватися однаковими степеневими законами (критичними показниками)

в околi критичної точки [41]. У такому випадку говорять, що системи належать до

одного класу унiверсальностi. Таку поведiнку пояснює поява в критичнiй областi

характерного розмiру системи – радiуса кореляцiї флуктуацiй параметра порядку,
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що необмежено зростає iз наближенням до критичної точки. Це явище свiдчить

про зростання ролi кооперативних ефектiв, що зумовленi сильною кореляцiєю

флуктуацiй на великих вiдстанях, у той час як необмежене зростання радiуса ко-

реляцiй викликає появу сингулярних властивостей речовини поблизу її критичної

точки [42].

Завдяки iнтенсивним дослiдженням фазових переходiв i критичних явищ

досягнуто чимало для розумiння їхньої природи [43–45]. Структуру речовин та її

змiну пiд час фазових переходiв дослiджують в експериментах з використанням

класичних методiв [46] зокрема за допомогою електронної мiкроскопiї та диф-

ракцiї рентгенiвських променiв [47], а також ядерним магнiтним резонансом [48]

та розсiянням нейтронiв [49]. Останнiм часом бiльшiсть теоретичних пiдходiв до

опису рiдин у цiй областi ґрунтуються на iдеях скейлiнгу, гiпотезi унiверсальнос-

тi, методах ренормалiзацiйної групи. На розглядi деяких iз них слiд зупинитись

детальнiше.

1.1. Теоретичнi пiдходи до опису фазових переходiв i
критичних явищ у рiдинах

Загальновiдомо, що класичнi рiвняння стану не застосовнi в областi поблизу

критичної точки рiдини, де на поведiнку термодинамiчних властивостей сильно

впливають флуктуацiї густини. Проте iснують феноменологiчнi теоретичнi пiдхо-

ди до корекцiї класичних кубiчних рiвнянь стану для врахування ефектiв критич-

них флуктуацiй. Такi пiдходи використовують перетворення, виведенi з теорiї ре-

нормалiзацiйної групи критичних явищ, яка була розроблена ранiше, наприклад,

для звичного розкладу густини Ландау вiльної енергiї Гельмгольца тривимiрної

моделi Iзiнга [1].

Ще одним варiантом феноменологiчної теорiї є пiдхiд складного скейлiнгу.

Вiн є прикладом опису реальних системи за допомогою дуже спрощених теоретич-

них моделей без значної втрати необхiдної фiзичної iнформацiї. Пiдхiд складного

скейлiнгу полягає у вiдображеннi асиметричної критичностi рiдини на симетрич-
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ну модель Iзiнга або ґраткового газу, iнварiантну щодо знака параметра порядку.

Встановлено [50, 51], що термодинамiку критичних явищ у рiдинах, якi зазвичай

проявляють асиметричну поведiнку фаз, можна послiдовно описати, поєднуючи

всi змiннi фiзичного поля у три теоретичнi поля моделi Iзiнга. Складний скей-

лiнг застосовується для опису як однорiдних [52], так i неоднорiдних рiдинних

систем [2, 3].

Одним iз методiв вiдображення несиметричних фазових дiаграм плинiв на

симетричну фазову дiаграму моделi Iзiнга є глобальний iзоморфiзм [53–55]. По-

при те, що вiн є феноменологiчною теорiєю, як i складний скейлiнг, глобальний

iзоморфiзм дозволяє вийти за межi симетричної моделi ґраткового газу в опи-

сi критичної поведiнки фiзичних систем, що належать до класу унiверсальностi

моделi Iзiнга.

Одним iз поширених пiдходiв для опису плинiв та термодинамiки роз-

чинiв є метод iнтегральних рiвнянь. Цей метод є чисельною процедурою для

структурного аналiзу системи на основi розрахунку парних кореляцiйних функ-

цiй. Одним iз таких пiдходiв є самоузгоджене наближення Орнштейна-Цернiке

(SCOZA) [4, 5]. Навiдмiну вiд iнших наближень в теорiї iнтегральних рiвнянь,

SCOZA не є середньо-польовим i залишається точним при переходi вiд умов рiд-

кого стану до критичних умов. Попри те, що результати (зокрема критичнi по-

казники) для ґраткової моделi чи моделi Iзiнга iз взаємодiєю найближчих сусiдiв,

отриманi у цьому пiдходi, добре узгоджуються iз точними оцiночними значеннями

для цих систем, результати для неперервних систем не настiльки хорошi. Дотепер

проводяться активнi дослiдження в цьому напрямку.

Прикладом методу, що базується на застосуваннi розкладiв теорiї збурень є

iєрархiчна базисна теорiя (hierarchical reference theory) [6, 7]. Цей пiдхiд розвивав-

ся саме з метою належного опису фазових переходiв першого та другого роду в

теорiї рiдкого стану, який вимагає ретельного врахування довгохвильових флук-

туацiй. Серед особливостей, що притаманнi всiм непертурбативним наближенням

рiвняння iєрархiчної базисної теорiї, можна згадати правильну скейлiнгову фор-

му термодинамiки та кореляцiй в критичнiй областi, прогнозування некласичних
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критичних показникiв i точну реалiзацiю конструкцiї Максвелла для фазових пе-

реходiв першого роду, якi показують, що включення довгохвильових флуктуа-

цiй породжує областi спiвiснування при постiйному тиску i хiмiчному потенцiалi.

Одним iз недолiкiв цього методу є нездатнiсть розрiзняти криву спiвiснування та

спiнодаль.

Слiд зауважити, що iєрархiчну базисну теорiю отримано як сингулярну гра-

ницю регулярних гладких вiдсiкань рiвнянь пiдходу непертурбативної ренорма-

лiзацiйної групи [8]. Останнiй є реалiзацiєю методу ефективної середньої дiї для

простих класичних рiдин, який здiйснюється або в рамках статистичної польо-

вої теорiї рiдин, або у звичайному формалiзмi великого канонiчного ансамблю

класичної статистичної механiки. Одним iз вагомих отриманих результатiв є не-

зникаюча стисливiсть вздовж кривої спiвiснування.

Методи, що базуються на дослiдженнi поведiнки вiрiального рiвняння ста-

ну [9, 56] займають стiйку позицiю в статистичнiй термодинамiцi рiдини. З одного

боку, це iнженерне рiвняння стану, що забезпечує вигляд тиску як простої функ-

цiї густини i температури. З iншого боку, це молекулярна модель, яка забезпе-

чує чiтку характеристику рiдини явно з точки зору її молекулярних взаємодiй.

Iдея побудови такого рiвняння стану полягає у груповому нескiнченому розкладi

за густиною чи об’ємом, причому кожен наступний член ряду фiгурує iз пев-

ним коефiцiєнтом. Завдання отримання явного розв’язку цього рiвняння полягає

у послiдовному розрахунку вiрiальних коефiцiєнтiв, а також забезпеченнi умов

для збiжностi ряду. Вiрiальне рiвняння стану описує поведiнку в термодинамiчнiй

границi i може фiксувати фiзику, що вiдповiдає термодинамiчним особливостям.

Проте через свою середньо-польову природу цей метод зазнає невдачi в критичнiй

областi, а також у разi отримання кривої спiвiснування.

Як показують результати численних дослiджень, на даний час створено

багато ефективних пiдходiв до вирiшення питання теоретичного опису природи

фазових переходiв та критичних явищ у рiдинних системах на макроскопiчно-

му рiвнi, проте розвиток подiбних дослiджень на рiвнi мiкроскопiки залишається

актуальним. Особливої ваги набуває останнiй напрямок адже в рамках велико-
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го канонiчного ансамблю можна адекватно вiдобразити реальнi системи атомiв i

молекул завдяки наявностi хiмiчного потенцiалу. Саме цей термодинамiчний па-

раметр вiдповiдає за обмiн складовими частинками в рiзних областях системи та

з навколишнiм середовищем, а також кiлькiсно характеризує прагнення термоди-

намiчної системи до встановлення рiвноваги за складом.

Ефективним у цьому напрямку є метод колективних змiнних. Цей метод

був спочатку запропонований Д.Н. Зубарьовим та Н.Н. Боголюбовим [57] для об-

числення конфiгурацiйних iнтегралiв системи заряджених класичних частинок,

пошуку хвильових функцiй нижнього стану системи взаємодiючих бозонiв i їх

функцiї розподiлу за нульової температури, проведення дослiдження системи за-

ряджених фермiонiв. Через деякий час методу колективних змiнних знайшли за-

стосування у рiзноманiтних дiлянках теоретичної фiзики [58]. У напрямку кванто-

вої механiки метод активно розвивали для побудови теорiї рiдкого гелiю, зокрема

для точного розрахунку далекосяжних кореляцiй, якi добре описують слабко не-

iдеальний Бозе-газ [59], для розрахунку спектру елементарних збуджень [60], для

розрахунку повної матрицi густини та термодинамiчних функцiй багатобозонної

системи i загалом побудови самоузгодженої теорiї рiдкого 4He [61]. Одним iз най-

успiшнiших напрямкiв застосування методу колективних змiнних є цiлiсний тео-

ретичний опис фазового переходу другого роду в тривимiрнiй моделi Iзiнга [62],

а згодом i фазових переходiв та критичної поведiнки тривимiрних магнетикiв за

наявностi поля [63, 64]. Вагомi результати було отримано в напрямку дослiдження

ферроелектричних фазових переходiв у кластерних системах [65, 66], розраховано

вiльну енергiю ферроелектричних кластерiв iз диполь-дипольною мiжчастинко-

вою взаємодiєю у критичнiй областi та критичнi показники кореляцiйної довжини

i теплоємностi [67]. Запропонований I.Р. Юхновським метод змiщень i колектив-

них змiнних дозволив отримати ряд нових результатiв в теорiї металiв [68–70].

Використання у цьому методi базисного пiдходу дозволило дослiдити енергетичнi,

структурнi та дiелектричнi характеристики моделi нерелятивiстської електронної

рiдини в рiзних областях неiдеальностi [71].

Окремої уваги заслуговує застосування методу колективних змiнних до опи-
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су властивостей та фазової поведiнки iонних рiдин у рiзних середовищах. З одного

боку, результати стосуються вiдносно простих об’єктiв, як от у випадку дослiдже-

ння критичної поведiнки обмеженої моделi iонної рiдини iз взаємодiєю Кулона [72]

чи одержання фазової дiаграми та правильної тенденцiї обох критичних парамет-

рiв простої зарядово-асиметричної моделi iонної рiдини [73]. З iншого — доволi

складних моделей, зокрема розмiрно-асиметричної моделi iонної рiдини, обмеже-

ної у неупорядкованiй матрицi [74], для якої було дослiджено залежнiсть фазової

поведiнки вiд розмiру та зарядової асиметрiї iонiв та характеристик матрицi, та-

ких як геометрiя пористостi i дiаметр твердих перешкод.

Метод колективних змiнних був розвинутий I.Р. Юхновським [10, 75, 76]

для проведення повного iнтегрування великої статистичної суми системи взаємо-

дiючих частинок у фазовому просторi колективних змiнних для дослiдження її

поведiнки в критичнiй областi, одержання параметрiв критичної точки, що добре

узгоджуються iз результатами експериментiв для низки iнертних газiв. Також

в рамках методу колективних змiнних було проведено розрахунок великої ста-

тистичної суми багатокомпонентної системи [77], а через кiлька рокiв здiйснено

дослiдження фазової поведiнки та критичних властивостей симетричної двоком-

понентної рiдинної сумiшi [78, 79].

Дослiдження простих рiдин часто проводиться з використанням концепцiї

системи вiдлiку, яку зазвичай обирають у формi системи потенцiалу взаємодiї

твердих кульок. Повний потенцiал взаємодiї системи зазвичай використовують у

формi функцiї, для якої немає Фур’є-образу. Зокрема, потенцiал твердих кульок

є такою функцiєю так само, як широко застосовний потенцiал Ленарда-Джонса

чи його узагальнення — потенцiал Мi [80]. Проте в лiтературi можна знайти та-

кож i результати для систем багатьох частинок, взаємодiю яких описано менш

поширеними парними потенцiалами, якi володiють перетворенням Фур’є. Одним

iз таких прикладiв є плин Морзе, який до цього часу вже дослiджувався у пiд-

ходi iнтегральних рiвнянь [81], методами комп’ютерних симуляцiй молекулярної

динамiки [82] та Монте Карло з використанням способу NpT плюс тестової час-

тинки [83], i методу матрицi переходу у великому канонiчному ансамблi [84]. Вико-
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ристання таких потенцiалiв може бути достатньою для окремих цiлей, наприклад,

для опису спiвiснування рiдини i пари у рiдких металах [81, 84].

1.2. Комiрковi моделi у статистичнiй теорiї рiдинних
систем

Завдання точного теоретичного опису властивостей реальних речовин є над-

звичайно складним, вiдтак виникає необхiднiсть застосування певних iдеалiзацiй

для ефективної iмiтацiї поведiнки справжнiх багаточастинкових систем. Зараз

бiльшiсть науковцiв у галузi статистичної механiки вважають формулювання тер-

модинамiчних ансамблiв, якi Дж. У. Гiббс [85] здiйснив ще на самому початку

ХХ-го столiття, чи не найкращою вiдправною точкою дослiджень. Термодинамi-

чним ансамблем є набiр всеможливих станiв даної системи в рiвноважному ста-

нi, що вiдповiдають певним критерiям. За цими критерiями ансамблi подiляють,

зокрема, на мiкроканонiчний, канонiчний та великий канонiчний. Мiкроканонi-

чний ансамбль є дуже грубим наближенням реальної системи, адже складається

iз фiксованого числа частинок (молекул) у фiксованому об’ємi iз фiксованою су-

марною енергiєю. Набiр великої кiлькостi мiкроканонiчних ансамблiв, якi можуть

обмiнюватись енергiєю, формують канонiчний ансамбль. У цьому ансамблi енер-

гiя кожного мiкроканонiчного ансамблю коливається поблизу середнього значен-

ня, яке є функцiєю фiксованого числа частинок. У свою чергу набiр канонiчних

ансамблiв, якi можуть обмiнюватись i енергiєю, i частинками формують великий

канонiчний ансамбль. Число частинок кожного великого канонiчного ансамблю

коливається поблизу середнього значення, яке є функцiєю хiмiчного потенцiалу.

Це означає, що фiксоване число частинок зникає як таке iз набору незалежних

змiнних, а процес обмiну частинками регулює хiмiчний потенцiал. Саме форма-

лiзм двох останнiх ансамблiв найчастiше використовується як базовий в теоре-

тичних дослiдженнях.

Окрiм iдеалiзацiї у формi термодинамiчних ансамблiв, якi накладають за-

гальнi правила поведiнки складових системи, побудова теоретичних пiдходiв пе-
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редбачає використання певних моделей для вiдтворення особливостей конкретних

реальних об’єктiв (речовин). Найпростiшими моделями плину вважаються моделi

типу ґраткового газу, якi є своєрiдною проекцiєю моделi Iзiнга на випадок рi-

динної чи газової системи. У моделi ґраткового газу вважається, що кожен вузол

ґратки може мiстити одну частинку системи або бути порожнiм.

Цiкавим способом модифiкацiї моделi ґраткового газу є так званi комiрковi

ґратковi моделi [11, 12], якi активно застосовувалися в 40-вi - 70-тi роки минулого

столiття для вивчення фазових переходiв першого роду в рамках канонiчного

ансамблю, де число частинок використовується в якостi незалежної змiнної.

Однiєю iз перших реалiзацiй комiркової моделi рiдини є модель, запропоно-

вана наприкiнцi 1930-х рокiв Ленард-Джонсом та Девонширом [86]. У своїй роботi

автори провели аналогiю мiж структурою твердого тiла i рiдини, чи газу з висо-

кою густиною, припустивши, що об’єм системи роздiлено на ґратку iз сферичних

комiрок, якi щiльно прилягають одна до одної. Кожна комiрка такої моделi мiс-

тить по однiй частинцi (молекулi), якi мають фiксоване положення. Вважалось,

що у такiй системi молекули взаємодiють лише з найближчими сусiдами, i таких

сусiдiв у кожної молекули дванадцять. Тодi ж автори моделювали взаємодiю мiж

частинками, використовуючи потенцiал взаємодiї, який складався з вiдштовху-

вальної i притягальної частини, i вже довгi роки добре вiдомий науковiй спiльно-

тi як потенцiал Ленард-Джонса. Для такої системи Ленард-Джонс та Девоншир

сподiвались отримати фазовий перехiд газ-рiдина, проте виявилось, що їхня ко-

мiркова модель не здатна описати рiдину, натомiсть радше годиться для опису

твердої фази.

Наступна модифiкацiя вище описаної моделi Ленард-Джонса та Девоншира

пов’язана iз поняттям “спiльна ентропi” (communal entropy) [11, 87]. Припущення

про те, що молекули в речовинi жорстко зафiксованi у вузлах ґратки i справдi

бiльш притаманне твердим тiлам, анiж рiдинам чи, тим бiльше, газам. Тому для

опису рiдинної i газової фази природно додати в модель можливiсть довiльного

розташування частинок i обмiну позицiй в комiрках мiж ними. Цей процес зумов-

лює виникнення спiльної ентропiї, яка входить у статистичну суму додатковим
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множником eN [88] (де N — число частинок системи). Крiм того, розглядалась

можливiсть перебування в комiрцi бiльше однiєї частинки, зокрема двох чи трьох.

Як виявилось [87], спiльна ентропiя не проявляється доти, поки об’єм системи не

перевищить в п’ять разiв об’єм щiльної упаковки в твердiй фазi системи. Це го-

ворить про те, що спiльна ентропiя практично нульова в твердому та рiдинному

станах, але в газоподiбному станi зумовленi нею додатковi члени вiльної енергiї

можуть мати помiтний вплив на результати для критичних констант та тиску.

Ще однiєю реалiзацiєю комiркової моделi була ґраткова модель, запропо-

нована Ейрiнгом [89]. Суть її полягала у тому, що об’єм системи розбивався на

ґратку, кожен вузол якої мав фiксований об’єм i мiг мiстити частинку або ж дiрку

(бути порожнiм). Тобто у цiй моделi кiлькiсть вузлiв ґратки могла значно переви-

щувати кiлькiсть частинок в системi. Мiж частинками i дiрками встановлювались

певнi правила взаємодiї, крiм того вважалось, що частинки можуть мiгрувати з

дiрки на дiрку. До початку 50-х рокiв активне використання подiбних моделей

дало можливiсть добитись дуже добрих результатiв для газової фази [90], проте

не покращило ситуацiю з описом властивостей рiдини.

Розрахунок рiвняння стану комiркових моделей, описаних вище безпосеред-

ньо пов’язаний iз розрахунком “вiльного об’єму” Вiльним об’ємом вважається об’-

єм системи, в якому частинка може рухатися без перешкод [11, 91]. До прикладу,

якщо вважати, що в однiй комiрцi моделi може перебувати лише одна частинка

(як в моделi Ленард-Джонса-Девоншира), то вiльним об’єм слiд шукати як кон-

фiгурацiйний iнтеграл однiєї молекули в межах об’єму комiрки. Так як кiлькiсть

можливих способiв розподiлу частинок в комiрках є злiченною, то виявляється

набагато простiше розрахувати iмовiрнiсть усiх певних конфiгурацiй комiрок i

звiдти розрахувати статистичну суму, анiж брати конфiгурацiйний iнтеграл за

множиною неперервних значень просторових координат. Вважається, що основ-

ною метою комiркових теорiй рiдини є розрахунок вiльного об’єму. Його залеж-

нiсть вiд температури i тиску дає рiвняння стану плину.

Пiдсумовуючи вище сказане, використання комiркових моделей у форма-

лiзмi канонiчного ансамблю вимушувало потребу врахування спiльної ентропiї,
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вiльного об’єму, застосування дiркової теорiї тощо. Було запропоновано декiлька

способiв для розрахунку рiвняння стану таких моделей, якi суттєво залежали вiд

кiлькостi частинок в системi, кiлькостi комiрок, на якi роздiлявся об’єм системи,

спiввiдношення мiж кiлькiстю комiрок i кiлькiстю частинок, а також кiлькiсть

частинок в комiрцi. Це дозволило досягти прогресу в описi фазової поведiнки

простих систем, однак такi пiдходи передбачають використання певних феноме-

нологiчних формулювань чи припущень. Проблеми, що виникають при створеннi

загального теоретичного методу розрахунку, який працює не лише для малих (га-

зових), але й для великих (рiдинних) густин призвело до вiдмови вiд використання

комiркових моделей в теорiї рiдин на довгi роки.

Новий етап розвитку комiркових моделей завдячує використанню великого

канонiчного розподiлу. Такий пiдхiд якiсно змiнює саме формулювання комiр-

кової моделi, адже в ньому зникає потреба постулювання кiлькостi частинок в

системi та використання цього для побудови теорiї. У цьому напрямку слiд вiд-

значити використання моделi комiркового газу [13–15], для якої було встановлено,

що термодинамiчнi та кореляцiйнi функцiї, а також вiльна енергiя такої моделi є

близькими до вiдповiдних величин неперервних систем, коли спрямувати розмiр

комiрки до нуля. По сутi модель комiркового газу є неперервним аналогом ґрат-

кового газу. Натомiсть модель комiркового плину, що запропонована i означена у

роздiлi 2 дисертацiйної роботи, є певним узагальненням комiркового газу, оскiльки

не має обмежень на кiлькiсть частинок в комiрцi. Можливiсть обмiну частинка-

ми системи з термостатом дозволила розвинути загальний метод опису фазової

поведiнки простих взаємодiючих систем у формалiзмi колективних змiнних з до-

помогою нового способу означення системи вiдлiку, яка необхiдна для розрахунку

явного вигляду якобiана переходу вiд густинних до колективних змiнних.
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1.3. Надкритичнi плини та їх технологiчне
застосування

Одним iз дослiджень, представлених у дисертацiйнiй роботi є теоретичний

опис критичної поведiнки комiркової моделi плину в надкритичнiй областi.

У 2017 роцi науковцi вiдзначали 195-ту рiчницю вiдкриття критичної точки

[92, 93], а отже, i надкритичної областi. З того часу вченi та iнженери вивчали

її як експериментально, так i теоретично, значно збiльшуючи знання наукової

спiльноти про критичну область, а також поведiнку надкритичних плинiв (НКП),

їхнього практичного застосування.

Плин стає надкритичним, коли його температура i тиск є вищими, нiж вiд-

повiднi критичнi значення цих величин. Область, що представляє iнтерес для

бiльшостi сфер використання НКП, знаходиться в дiапазонi дещо вище критич-

ної точки (зазвичай, 1 < T/Tc < 1.1 та 1 < P/Pc < 2 [94]). У цих умовах плин

iснує як єдина фаза iз властивостями як рiдин, так i газiв. Його густина є достат-

ньо велика, щоб мати здатнiсть до розчинення, тодi як дифузiйнiсть розчинених

речовин є вищою, нiж у рiдинах, а в’язкiсть — нижчою, полегшуючи транспорт

маси. Здатнiсть до стисливостi плину в надкритичних умовах означає, що iнтен-

сивнiсть розчинення може налаштовуватись шляхом зручної змiни густини через

невеликi змiни тиску. Деякi iншi властивостi, такi як похiднi другого порядку,

виявляють сингулярну поведiнку при наближеннi до критичної точки.

Хоча з термiну “надкритичний” випливає, що тиск i температура є вищи-

ми, нiж їх критичнi значення, однак загалом будь-яку рiдину, яка знаходиться

за температури, що перевищує її критичну температуру за тиску нижчого, нiж

критичний (P < Pc), також можна вважати НКП. Рiдини в цiй областi подiля-

ють деякi цiкавi властивостi НКП як розчинникiв [95]. Технологiчний iнтерес до

НКП залежить вiд їхньої розчинної сили, порiвняної чи навiть такої, що пере-

вершує традицiйнi органiчнi розчинники, у той час як НКП є бiльш екологiчни-

ми. Крiм того, робота у надкритичнiй областi дозволяє контролювати показники

в хiмiчних реакцiях i в обробцi матерiалiв. Цього важко досягти за допомогою
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звичайних розчинникiв [96]. Бiльшiсть промислових застосуань НКП пов’язанi з

надкритичною водою (SCW) або надкритичним дiоксидом вуглецю (scCO2). Вода

та дiоксид вуглецю є екологiчно чистими, нетоксчними та негорючими рiдинами,

якi є найбiльш поширеними та недорогими розчинниками на Землi. У промисло-

вих процесах scCO2 має ряд переваг у порiвняннi з традицiйними розчинниками.

На додаток до вже згаданих властивостей його можна легко переробляти, не за-

лишаючи вiдходiв пiсля обробки. Низька критична температура (31 Co) дозволяє

здiйснювати обережну обробку, тодi як нульовий поверхневий натяг в критичнiй

областi i здатнiсть до дифузiї дозволяють здiйснювати виключно ефективне про-

никнення. Цi властивостi призвели до використання scCO2 як альтернативи де-

яких традицiйних розчинникiв, якi є токсичними або тепер визнанi шкiдливими

для навколишнього середовища. Опис деяких сучасних промислових застосувань

scCO2, зокрема екстракцiї твердих речовин та рiдин з використанням густих газiв,

технологiй для обробки полiмерiв за високих тискiв, надкритичного сушiння та

очищення, а також застосування scCO2 в енергетицi, можна знайти в недавньому

оглядi Кнез та iн. [97].

Надкритична вода є також еклогiчно чистим розчинником, альтернативним

органiчним розчинникам, з широким спектром застосувань в процесах, так званої,

зеленої хiмiї (див., наприклад, [97–102]). Дiелектричнi властивостi SCW можна

рiзко змiненювати в надкритичнiй областi незначним регулюванням температури

або тиску. Це дозволяє розчинення декiлькох типiв полярних або неполярних роз-

чинiв у SCW, якi нерозчиннi у рiдкiй водi. Як i будь-який iнший надкритичний

плин, SCW має низьку в’язкiсть, високу дифузiйнiсть i нульовий поверхневий на-

тяг поблизу критичної точки. На додаток до вже згаданих застосувань, поєднання

цих властивостей нещодавно сприяла використанню SCW у нових сферах, таких

як обробка небезпечних вiдходiв [103] i виробництво водню з вологої бiомаси [104].

Захоплююча поведiнка плинiв у критичнiй областi та їх потенцiал застосу-

вання в рiзних сферах спонукали дослiдникiв шукати явний опис термодинамiчної

поведiнки чистих плинiв та їх сумiшiв. Деякi дослiдження фокусуються на фунда-

ментальному розумiннi сингулярної поведiнки рiдин в цiй областi, iншi шукають
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практичний спосiб полiпшення опису властивостей в цiй областi з iнженерною

метою. Фактично, знання теплофiзичних властивостей плинiв, що використовую-

ться як НКП, як-от густина, тиск пари, розчиннiсть компонентiв, мiжфазнi влас-

тивостi, в’язкiсть, теплоємнiсть тощо, є ключовим елементом як теоретичної, так i

експериментальної роботи для здiйснення характеристики перед остаточною роз-

робкою тенологiй їх застосування. Цi властивостi можна точно передбачити за

допомогою декiлькох рiвнянь стану для рiдин, далеких вiд критичної областi, як

це зазвичай робиться в комп’ютерних симуляцiях. На жаль, складнiсть та вiд-

сутнiсть даних експериментiв зумовлюють те, що поведiнка scCO2 та SCW не

добре описуються класичними методами, якi не працюють в околi критичної то-

чки, через середньопольове формулювання. Тому молекулярнi (molecular-based)

рiвняння стану стають вiдмiнними iнструментами для вивчення поведiнки цих

сполук, забезпечуючи надiйну координацiю для опису НКП. Крiм того, моле-

кулярнi симуляцiї можуть також надати деталi щодо структурних властивостей

розчиненої речовини/розчинника, транспортних властивостей i додаткової моле-

кулярної iнформацiї, доповнюючи iнформацiю, надану теоретичними методами,

допомагаючи в рацiональному проектуваннi процесiв i створеннi продуктiв.

1.4. Сучаснi теоретичнi пiдходи до опису
надкритичних плинiв

Густина пари i рiдини, якi перебувають у станi рiвноваги, чiтко помiтна ниж-

че критичної точки. Однак iз наближенням до критичної точки знизу (T → T−c ),

розмiр газової та рiдинної областей починають флуктуювати в масштабах все

бiльшої довжини. НКП близько критичної точки — це неоднорiдне середовище

з областями високої та низької густини, що простягаються на вiдстанi порядку

кореляцiйної довжини i менше.

Встановлено, що в критичнiй областi флуктуацiї густини i концентрацiї,

викликанi далекосяжними кореляцiями мiж усiма молекулами, призводять до

особливостей властивостей чистих сполук (i сумiшей) в критичнiй точцi. Значен-
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ня деяких властивостей, таких як швидкiсть звуку, iзохорна теплоємнiсть, iзотер-

мiчна стисливiсть тощо, змiнюється дуже швидко з невеликою змiною тиску або

температури, при цьому iзотермiчна стисливiсть в критичнiй точцi розбiгається.

Наявнiсть точних iнструментiв моделювання для опису цiєї поведiнки має першо-

рядне значення для оптимального проектування надкритичних процесiв, а також

для вивчення нових потенцiйних застосувань НКП.

Класичнi рiвняння стану представленi статистично-механiчними теорiями,

як-от флуктуацiйна теорiя сполук [23] та метод iнтегральних рiвняннь, який скла-

дається з однорiдного рiвняння Орнштейна-Цернiке [40, 105] i наближень, зокрема

наближенням Перкуса-Євiка [21] та гiперланцюгового наближення (hypernetted

chain closure) [22]. Усi вони досить добре описують термодинамiчнi властивостi

плинiв далеко вiд критичної точки, однак вони не в змозi захопити поведiнку сис-

тем у критичнiй областi через їх класичне середньопольове формулювання, яке

не в змозi врахувати локальнi флуктуацiї густини. Тiльки теорiї, якi явно вра-

ховують цi флуктуацiї, нададуть правильний опис поведiнки рiдин в критичнiй

областi [106].

Актуальнiсть теми даної дисертацiйної роботи визначає потреба розвитку

загального теоретичного пiдходу до опису фазової поведiнки систем взаємодiючих

частинок та побудови вiдповiдного рiвняння стану в широкому дiапазонi густини

i температури, що включає критичну область.
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РОЗДIЛ 2

ФАЗОВИЙ ПЕРЕХIД У НЕПЕРЕРВНIЙ
СИСТЕМI IЗ ВЗАЄМОДIЄЮ КЮРI-ВЕЙСА:

КIЛЬКIСНИЙ АНАЛIЗ

У роздiлi кiлькiсно вивчено фазовi переходи першого роду у неперервнiй

системi частинок iз взаємодiєю Кюрi-Вейса. Результати дослiджень представленi

в роботi [30].

Строга теорiя фазових переходiв у неперервних частинкових системах має

набагато скромнiший перелiк результатiв, нiж використання ґраткових теорiй. За

таких обставин достатньо природним є використання тут середньо-польових моде-

лей. У роботi [107] представлено математичну реалiзацiю пiдходу середнього поля,

використовуючи нескiнченосяжне притягання типу Каца у поєднаннi iз парним

вiдштовхуванням. За допомогою строгих верхнiх i нижнiх границь, отриманих у

цiй роботi для канонiчної функцiї розподiлу, автори вивели рiвняння стану, що

вказує на iмовiрнiсть фазового переходу першого роду. Пiзнiше цей результат бу-

ло використано у роботi [108], див. також [109], щоб вийти за межi середнього

поля. Iнший середньо-польовий пiдхiд базується на використаннi взаємодiй Кюрi-

Вейса та супутнiх методах розрахунку асимптотик iнтегралiв. Нещодавно його

перетворили на математичну теорiю в рамках якої термодинамiчнi фази побудо-

вано як мiри iмовiрностi на вiдповiдному фазовому просторi, див. [110]. У такому

контекстi, у статтi [110] було запропоновано просту модель типу Кюрi-Вейса не-

перервної частинкової системи, для якої у роботi [111] було доведено, що кiлька

термодинамiчних фаз можуть iснувати при одних i тих самих значеннях темпе-

ратури та хiмiчного потенцiалу. Роздiл висвiтлює аналiтичне i детальне кiлькiсне
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дослiдження цiєї моделi.

2.1. Комiркова модель плину iз потенцiалом середнього
поля. Велика статистична сума

Об’єктом цього дослiдження є система частинок iз взаємодiєю Кюрi-Вейса

в деякому тривимiрному об’ємi V . Модель визначається подiлом цього об’єму на

однаковi кубiчнi комiрки ∆l = (−c/2, c/2]3 ⊂ R3 об’ємом υ = c3, де c – ребро

комiрки. Отже, V є сукупнiстю Nυ нез’єднаних комiрок ∆l:

V =

Nυ⋃
l=1

∆l.

Як звично для теорiй Кюрi-Вейса [110], форма енергiї взаємодiї системи части-

нок, помiщених у об’єм V , залежить вiд V . У комiрковiй моделi плину, енергiя

конфiгурацiї N частинок η = {x1, . . . , xN}, де xi = (x
(1)
i , x

(2)
i , x

(3)
i ) – координата

i-тої частинки, в об’ємi V має вигляд

WNυ(η) =
1

2

∑
x,y∈η

ΦNυ(x, y),

а загальний вираз ВСС дослiджуваної системи є таким

Ξ =
∞∑
N=0

zN

N !

∫
V

(dx)N exp

(
−β

2

∑
x,y∈η

ΦNυ(x, y)

)
. (2.1)

Тут N – число частинок, z = exp(βµ) – активнiсть, µ – хiмiчний потенцiал,

β = (kBT )−1 – обернена температура (kB – стала Больцмана), iнтегрування за

координатами частинок позначено як
∫
V

(dx)N =
∫
V

dx1 . . .
∫
V

dxN . Потенцiал взаємо-

дiї

ΦNυ(x, y) = −J1/N + J2

Nυ∑
l=1

I∆l
(x)I∆l

(y). (2.2)

Тут I∆l
є iндикатором комiрки ∆l, а саме, I∆l

(x) = 1, якщо x ∈ ∆l, а iнакше

I∆l
(x) = 0. Для зручностi, у WNυ , поданiй вище, враховано член самовзаємодiї

ΦNυ(x, x), який не впливає на фiзику моделi. Величини WNυ та ΦNυ залежать



39

лише вiд числа комiрок Nυ у V , а не вiд їхньої певної локацiї. У недавнiй статтi

[111] було показано, що енергiю взаємодiї багаточастинкової системи з потенцiалом

(2.2) можна точно записати у виглядi енергiї взаємодiї комiркової моделi∑
x,y∈η

ΦNυ(x, y) =
∑

l1,l2∈Λ

Φl12
ρl1(η)ρl2(η), (2.3)

де l12 = |l1−l2| — це рiзниця двох комiркових векторiв. Кожен li приймає значення

з множини Λ, означеної як

Λ =
{
l = (l1, l2, l3)|li = cmi;mi = 1, 2, ...Na; i = 1, 2, 3; Nv = N 3

a

}
,

де Na – число комiрок вздовж кожної з осей. Число заповнення комiрки ρl(η)

виражається через характеристичнi функцiї I∆l
(x)

ρl(η) =
∑
x∈η

I∆l
(x). (2.4)

Очевидно, що ∑
l∈Λ

ρl(η) = N. (2.5)

Для комiркового потенцiалу Φl12
маємо

Φl12
=

{
−J1/Na, x ∈ ∆l1, y ∈ ∆l2, l1 6= l2;
J2δl1l2, x, y ∈ ∆l1, l1 = l2.

(2.6)

Перший член у Φl12
iз J1 > 0 описує притягання. У пiдходi Кюрi-Вейса, вiн прийма-

ється однаковим для всiх частинок. Другий член iз J2 > 0 описує вiдштовхування

мiж двома частинками, що мiстяться у однiй i тiй самiй комiрцi. Тобто, у комiр-

ковiй моделi плину кожнi двi частинки в V притягають одна одну незалежно вiд

їхнього розташування, i вiдштовхують, лише тодi, коли вони знаходяться у однiй

i тiй же комiрцi. Величини J1 та J2 у (2.6) вважаються такими, що задовольняють

наступну умову

J2 > J1. (2.7)

Як було показано в [111] саме вона забезпечує стiйкiсть системи (див. [112]).



40

Приймаючи до уваги (2.6), вираз (2.3) записується у виглядi

− β

2

∑
x,y∈η

ΨNv(x, y) =
βJ1

2Na

(∑
l∈Λ

ρl(η)

)2

− βJ2

2

∑
l∈Λ

ρ2
l (η). (2.8)

Для оптимiзацiї термодинамiчних змiнних введено позначення

p = βJ1, a = J2/J1. (2.9)

i безрозмiрний хiмiчний потенцiал µ = β×(хiмiчний потенцiал). Тодi (p, µ) вва-

жатиметься базовим набором термодинамiчних змiнних, в той час як a та υ є

параметрами моделi. Величина p може бути зображена у виглядi

p = βcJ1/(1 + τ), (2.10)

де

τ =
T − Tc
Tc

(2.11)

є вiдносною безрозмiрною температурою, Tc – деяка фiксована температура,

а βc = (kBTc)
−1. Для останнього доданку (2.8) слiд виконати перетворення

Стратоновича-Хаббарда

exp

[
−ap

2

∑
l∈Λ

ρ2
l (η)

]
= (2πap)−Nυ/2

∫
(dϕl)

Nυ exp

(
− 1

2ap

∑
l∈Λ

ϕ2
l + i

∑
l∈Λ

ϕlρl(η)

)
.

(2.12)

Подальший розрахунок виразу (2.1) здiйснюється з використанням множи-

ни колективних змiнних ρl, яка визначається тотожнiстю

1 =

∫
(dρl)

Nυ
∏
l∈Λ

δ(ρl − ρl(η)) =

∫
(dρl)

Nυ

∫
(dνl)

Nυ exp

(
2πi
∑
l∈Λ

νl(ρl − ρl(η))

)
.

(2.13)

Скориставшись iз рiвностi (2.5), маємо

zN = eβµN = e
βµ
∑
l∈Λ

ρl(η)
. (2.14)

Велика статистична сума (2.1) записується в представленнi колективних змiнних

ρl у виглядi:

Ξ = (2πap)−Nυ/2
∫

(dρl)
Nυe

p
2Nυ (

∑
l∈Λ ρl)

2
∫

(dνl)
Nυe2πi

∑
l∈Λ νlρl
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×
∫

(dϕl)
Nυe−

1
2ap

∑
l∈Λ ϕ

2
l eβµ

∑
l∈Λ ρl

∞∑
N=0

1

N !

∫
V

(dx)Ne−2πi
∑

l∈Λ ν̄lρl(η). (2.15)

Записуючи (2.15), використано рiвнiсть (2.14), причому замiсть чисел заповнення

ρl(η) з’явились колективнi змiннi ρl, внаслiдок виконання (2.13). Така ж замi-

на здiйснена для всiх решти ρl(η) за винятком останньої експоненти в (2.15), де

використано позначення:

ν̄l = νl − ϕl/2π. (2.16)

Iнтегрування за координатами частинок dxi (i = 1, ..., N) виконується з викори-

станням наступних мiркувань [111]. Розглянемо iнтегрування за dx1. Частинка iз

координатою x1 потрапляє лише в одну з комiрок, наприклад в ∆l, i не потрапляє

в жодну iншу комiрку ∆l′ 6= ∆l. Тому

I1 =

∫
V

dx1 exp

[
−2πiν̄l

∑
x1∈η

I∆l
(x1)

]
=

∫
υ

dx1e
−2πiν̄l = υe−2πiν̄l. (2.17)

Iнтегрування за dx2, ..., dxN дає аналогiчний результат. Отже (2.15) може бути

записано у виглядi

Ξ = (2πap)−Nυ/2
∫

(dρl)
Nυ exp

 p

2Nυ

(∑
l∈Λ

ρl

)2
∏

l∈Λ

Gl(ρl), (2.18)

де

Gl(ρl) =

∞∫
−∞

dνle
2πiνlρl+βµρl

∞∫
−∞

dϕle
−ϕ2

l /2ap exp[υe−2πiν̄l]. (2.19)

Для розрахунку iнтеграла за змiнними ϕl використовується представлення

exp[υe−2πiν̄l] =
∞∑
m=0

vm

m!
e−2πiνlmeiϕlm. (2.20)

Легко бачити, що
∞∫

−∞

dνle
2πiνl(ρl−m) = δ(ρl −m), (2.21)

∞∫
−∞

dϕl exp

[
− 1

2ap
ϕ2
l + iϕlm

]
=
√

2πap e−
1
2apm

2

.
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Множник
√

2πap скорочується iз вiдповiдним йому множником iз (2.18) i отри-

мується явний вираз для великої статистичної суми комiркової моделi плину з

потенцiалом (2.6)

Ξ =

∫
(dρl)

Nυ exp

 p

2Nυ

(∑
l∈Λ

ρl

)2
 eβµ∑l∈Λ

ρl∏
l∈Λ

J(ρl), (2.22)

де

J(ρl) =

[ ∞∑
m=0

(v)m

m!
e−

ap
2 m

2

δ(ρl −m)

]
. (2.23)

Якщо зобразити множник iз притяганням у виглядi

exp

 p

2Nυ

(∑
l∈Λ

ρl

)2
 = g

∞∫
−∞

dy exp

(
−Nυ

y2

2p
+ (y + βµ)

∑
l∈Λ

ρl

)
, (2.24)

де

g =

(
Nυ

2πp

)− 1
2

, (2.25)

то виконанi вище перетворення дозволяють отримати вираз для великої статис-

тичної суми (2.22) у формi однократного iнтеграла

Ξ = g

∞∫
−∞

exp [NυE0(y, p, µ)] dy, (2.26)

де

E0(y, p, µ) = −y
2

2p
+ lnK0(y, p, µ). (2.27)

Легко бачити, що E0 є нескiнчено диференцiйована функцiя усiх її аргументiв, а

K0(y, p, µ) =
∞∑
m=0

υm

m!
exp

[
−ap

2
m2 + (y + βµ)m

]
. (2.28)

Маючи явний вираз великої статистичної суми, можна записати рiвняння стану

комiркової моделi, наприклад, в змiнних (p, µ)

P (p, µ) =
1

V
ln Ξ(p, µ). (2.29)

Зауважимо, що змiнна p, обернено пропорцiйна до температури.
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Легко бачити, що вираз для ВСС (2.26) є збiжним для всiх a > 1. Для цього

слiд використати тотожнiсть

exp
(
−ap

2
m2 + (y + βµ)m

)
= e(y+βµ)2/2ap exp

(
−
[
y + βµ√

2ap
−
√
ap

2
m

]2
)
. (2.30)

Тодi

Ξ = g

∞∫
−∞

dy exp

[
Nυ

(
(y + βµ)2

2ap
− y2

2p
+ lnL0(y, p, µ)

)]
. (2.31)

Тут

L0(y, p, µ) =
∞∑
m=0

υm

m!
exp

[
−
(
y + βµ√

2ap
−
√
ap

2
m

)2
]
. (2.32)

Вираз (2.31) може бути зображений як

Ξ = g

∞∫
−∞

dy exp [NυE
s
0(y, p, µ)] , (2.33)

де

Es
0(y, p, µ) = − ε

2
y2 + yβµ/ap+

β2µ2

2ap
+ lnL0(y, p, µ), (2.34)

причому

ε = (a− 1)/(ap). (2.35)

Очевидно, що умова
J2

J1
> 1 (2.36)

забезпечує збiжнiсть iнтегралу в (2.33) i виразу (2.26), а отже є умовою стiйкостi

системи.

Таким чином, маємо еквiвалентнi представлення (2.26) та (2.33) для великої

статистичної суми комiркової моделi плину i з потенцiалом середнього поля (2.6).

Перше з них (2.26) мiстить спецiальнi функцiї K(n)(y, p, µ) (2.39), якi залежать

вiд хiмiчного потенцiалу. Друге представлення (2.4) включає спецiальнi функ-

цiї L0(y, p, µ) (2.32), причому мiстить параметр ε (2.35), який визначає збiжнiсть

iнтегралу (2.31) (при ε > 0, або при a > 1).
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Асимптотичний розрахунок (2.26) виконується iз використанням методу Ла-

пласа [113]. У цьому методi розрахунок виразу (2.26) у границi великого Nυ базу-

ється на знаходженнi глобального максимуму E0(y, p, µ) як функiї y ∈ R (тобто,

для фiксованих значень p > 0 та µ ∈ R). Значення ȳ змiнної y є точкою екстре-

муму, якщо вона є розв’язком наступного рiвняння

E1(ȳ, p, µ) =
∂

∂y
E0(y, p, µ)

∣∣
y=ȳ

= 0. (2.37)

Використовуючи (2.27) та (2.28), це рiвняння можна переписати таким чином

ȳ = p
K1(ȳ, p, µ)

K0(ȳ, p, µ)
. (2.38)

Для спецiальних функцiй Kn(ȳ, p, µ) маємо представлення

Kn(ȳ, p, µ) =
∞∑
m=0

υm

m!
mne−

ap
2 m

2

e(ȳ+βµ)m, (2.39)

яке є швидкозбiжним рядом за m ∈ N. Рiвняння у (2.38) має принаймнi один

розв’язок для будь-якого p > 0 та βµ ∈ R. Так як i K1, i K0 приймають лише

строго додатнi значення, цi розв’язки є також строго додатнiми. Зауважимо, що

(2.39) можна зобразити у виглядi

Kn(y, p, µ) =
∞∑
m=0

mn

m!
e−

ap
2 m

2

e(y+βµ̄)m,

де βµ̄ = βµ + ln υ. Таким чином, змiна параметра υ впливає лише на абсолютне

значення хiмiчного потенцiалу. Вiдповiднi розрахунки проведено в роздiлi 2.2.5

Оскiльки для розрахунку (2.26) використовується метод Лапласа, то нас

цiкавлять точки максимуму E0(ȳ, p, µ), якi задовольняють умовi

E2(ȳ, p, µ) =
∂2

∂y2
E0(y, p, µ)

∣∣
y=ȳ

< 0, (2.40)

яка виконується для всiх ȳ iз нерiвностi

K2(ȳ, p, µ)

K0(ȳ, p, µ)
−
(
K1(ȳ, p, µ)

K0(ȳ, p, µ)

)2

<
1

p
. (2.41)



45

Число розв’язкiв (2.38) залежить вiд величини параметрiв a та p iз (2.9). Iз прямих

розрахункiв випливає, що

E2(y, p, µ) = −1

p
+

1

2 [K0(y, p, µ)]2
(2.42)

×
∞∑

n1,n2=0

υn1+n2

n1!n2!
(n1 − n2)

2 exp

(
(y + µ)(n1 + n2)−

ap

2
(n2

1 + n2
2)

)
.

Умова у (2.38) визначає єдину ймовiрнiсну мiру Qp,µ на N0 таку, що

Qp,µ(n) =
1

K0(ȳ, p, µ)n!
υn exp

(
(ȳ + µ)n− ap

2
n2

)
. (2.43)

Середню густину знаходимо як середнє значення n̄ = n̄(p, µ) числа заповнен-

ня комiрки ρl(η) за мiрою ймовiрностi Qp,µ(n), заданої на множинi цiлих чисел

(включаючи значення n = 0). Iз (2.43) та (2.38) отримуємо

n̄(p, µ) =
∞∑
n=0

nQp,µ(n) =
K1(ȳ(p, µ), p, µ)

K0(ȳ(p, µ), p, µ)
=
ȳ(p, µ)

p
. (2.44)

Зауважимо, що з точнiстю до множника υ−1, n̄(p, µ) є середньою густиною части-

нок у фазi. Для фiксованого p iз (2.44) можна отримати µ̄(p, n̄). Використання ме-

тоду Лапласа дозволяє отримати рiвняння стану в змiнних (температура-хiмiчний

потенцiал)

P (p, µ) = υ−1E0(ȳ(p, µ), p, µ). (2.45)

Обернувши функцiю n̄(p, µ) так, щоб отримати функцiю µ̄(p, n̄), тиск поданий

виразом (2.45) записується як функцiя n̄

P = P̄ (n̄) = υ−1E(pn̄, p, µ̄(p, n̄)), (2.46)

що є рiвнянням стану в змiнних (температура-густина). У контекстi цього дослi-

дження, фазовий перехiд слiд розумiти як можливiсть мати рiзнi розв’язки рiв-

нянь при одних i тих же значеннях (p, µ). Тодi (p, µ) називають точкою спiвiснува-

ння фаз. Зрозумiло, що така точка має належати до спiльної топологiчної границi

принаймнi двох вiдмiнних однофазних областей. У [111], було показано iснування

фазових переходiв у такому сенсi. А саме, доведено наступнi твердження.
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Теорема 1. Iснує p0 = p0(a) > 0 таке, що множина R(p0) := {(p, µ) : p ∈ (0, p0]}
є однофазною областю.

Теорема 2. Для будь-якого a > 1, iснує p1 = p1(a) > 0 таке, що для будь-якого

p ≥ p1, лiнiя lp = {(p, µ) : µ ∈ R} мiстить принаймнi одну точку спiвiснування

фаз.

2.2. Кiлькiсний аналiз

Далi представлено оригiнальнi числовi результати, пов’язанi iз попереднiми

викладками. Для цього зафiксовано наступнi значення параметрiв

a = J2/J1 = 1.2, υ = 12. (2.47)

У роздiлi 2.2.5 представлений детальний розгляд того, як результат залежить вiд

значень a та υ.

Як випливає iз теореми 1 та теореми 2, для малого p0 > 0 смуга {(p, µ) :

µ ∈ R, p ∈ (0, p0]} є однофазною областю, тодi як лiнiї lp = {(p, µ) : µ ∈ R}
мiстять точки спiвiснування фаз, якщо p ≥ p1 для достатньо великих p1 > p0.

Таким чином, має бути деяке критичне pc ∈ (p0, p1), що роздiляє цих два режими.

На цьому етапi метою є знайти його числове значення для парметрiв (2.47).

На рисунку 2.1 подано графiк µ̄(y), що є функцiєю оберненою до

ȳ = p
∞∑
m=0

m
υm

m!
exp

(
−ap

2
m2
)

exp(ȳm+ βµm)

/
∞∑
m=0

υm

m!
exp

(
−ap

2
m2
)

exp(ȳm+ βµm), (2.48)

з умовою
d

dµ
ȳ(µ) > 0. (2.49)

Тобто, якщо y > 0, µ̄(y) є значенням µ для якого y слугує розв’язком (2.38),

детальнiше див. [111]. З огляду на (2.49), монотонна залежнiсть µ̄(y) вiд y вiд-

повiдає однофазнiй областi. Випадок а) на рис. 2.1 вiдповiдає значенню p = 3.5,
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Рис. 2.1. Хiмiчний потенцiал µ̄(y) як функцiя y для рiзних значень параметра
притягання: p = 3.5 (випадок а), p = pc = 3.928236 (випадок б), p = 4.5
(випадок в).

випадок б) — рiвностi p = pc = 3.928236, i випадок в) — значенню p = 4.5. Легко

бачити, що при p < pc(a) рiвняння (2.38) дає лiнiю екстремумiв функцiї E(ȳ, p, µ).

Використання цього рiвняння дозволяє показати, що хiмiчний потенцiал µ̄(y) є

монотонно зростаючою функцiєю y (див. рис. 2.1a).

Вiдповiдно до теореми 2 для всiх p > pc(a) кiлька розв’язкiв ȳ вiдповiдають

одним i тим самим значенням µ̄(y), як це показано на рисунку 2.1в. У цьому випад-

ку деяка частина кривої зображеної на рисунку 2.1в вiдповiдає maxE(ȳ, p, µ), а

iнша її частина задовольняє умовi minE(ȳ, p, µ) за однакових значень µ. Як наслi-

док, нерiвностi (2.40) частини кривої для (2.38) задовольняють умовi maxE0(ȳ, µ),

якщо µ̄(y) поводиться, як зростаюча функцiя змiнної y. Умова minE(ȳ, p, µ) ви-

конується на дiлянках, де µ̄(y) є спадною функцiєю змiнної y. Це означає, що при

розрахунку виразу (2.26) методом Лапласа, важливими є лише дiлянки монотон-

ного зростання µ̄(y).

В останньому твердженнi легко переконатися прямо з розрахункiв. Рису-

нок 2.2a показує перерiз поверхнi E1(y, p, µ) (2.37) iз нульовою площиною, що

вiдповiдає лiнiї екстремумiв µ̄(y). На рисунку 2.2б зображення проекцiї поверхнi

E2(y, p, µ) > 0 (бiла частина) накладено на проекцiю iз рисунку 2.2a. Додатня ча-

стина другої похiдної функцiї E0(ȳ, µ) спiвпадає з дiлянкою, де µ̄(y) як функцiя

ȳ спадає. Умова E2(y, p, µ) < 0 виконується лише на дiлянках, де µ̄(y), є зроста-

ючою функцiєю свого аргумента.
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Рис. 2.2. Випадок а) вiдповiдає межi подiлу двох поверхонь, що дає лiнiю екстре-
мумiв (2.37) функцiї E(ȳ, p, µ). У випадку б) виражена (бiла) частина
задовольняє умовi мiнiмуму E(ȳ, p, µ) (p = 6 a = 1.2, υ = 12).

2.2.1. Рiвняння стану у однофазнiй областi

У однофазнiй областi p = pc(a) функцiя у (2.27) має єдиний глобальний

максимум ȳ(p, µ), а тому застосування методу Лапласа у (2.26) призведе до

Ξ ' g exp [NυE(ȳ(p, µ)p, µ)] ,

де асимптотичну рiвнiсть слiд розумiти у границi великого Nυ.

Запишемо рiвняння стану моделi у випадку p < pc(a), тобто у областi тем-

ператури T > Tc. У цьому дiапазонi параметра p хiмiчний потенцiал µ̄(y) пово-

диться, як монотонно зростаюча функцiя ȳ (рис. 2.1a). Явна форма тиску пред-

ставлена формулою (2.45). Це рiвняння виражає тиск P як функцiю температури

та хiмiчного поенцiалу, так як ȳ є монотонно зросаючою функцiєю µ, що легко

бачити iз (2.38). Це рiвняння можна записати в змiнних середньої густини n̄ як

середнього значення чисел заповнення n за мiрою ймовiрностi Qp,µ(n) iз (2.43).

Беручи до уваги (2.44) маємо

n̄ =
∞∑
m=0

υm

m!
m exp

(
−ap

2
m2
)

exp (pn̄m+ βµ(p, n̄)m)

/
∞∑
m=0

υm

m!
exp

(
−ap

2
m2
)

exp (pn̄m+ βµ(p, n̄)m) . (2.50)
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Рис. 2.3. Залежнiсть тиску вiд густини та параметра притягання p (див. рiвняння
(2.51)) за температур вищих, нiж критична (a = 1.2, υ = 12).

Рiвняння (2.50) займає центральне мiсце у формалiзмi великого канонiчного ан-

самблю. Воно дає можливiсть знайти хiмiчний потенцiал як функцiю густини

та виразити тиск через густину i температуру. У дiапазонi значень параметра

p < pc(a) для (2.46) отримана явна форма рiвняння стану

Pυ = −1

2
pn̄2 + ln

∞∑
m=0

υm

m!
exp

(
−ap

2
m2
)

exp (pn̄m+ βµ(p, n̄)m) , (2.51)

де µ(p, n̄) є функцiєю температури та середньої густини, як це видно з (2.50).

На рис. 2.3 зображено поверхню тиску як функцiю середньої густини n̄ та

параметра p, який є обернено пропорцiйним до температури. Легко бачити, що

тиск є монотонно зростаючою функцiєю температури та густини.

2.2.2. Опис поведiнки моделi в областi температур T < Tc

Розглянемо розрахунок великої статистичної суми в областi p > pc(a), що

вiдповiдає температурам T < Tc. Тут хiмiчний потенцiал µ̄(y) не є монотонно зро-

стаючою функцiєю ȳ. Дослiдимо поведiнку µ̄(y) у цiй областi значень параметра

p. Вона зображена на рисунку 2.4 при p = 6. До прикладу, тут вибрано велике (у

порiвняннi iз критичним) значення параметра p, а отже, координати максимумiв

µ̄(y) розташованi не надто близько одна до одної.

Точки екстремумiв µ̄(y) знаходимо з рiвняння (2.38). Це рiвняння дозволяє
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визначити локальнi максимуми (y1, y11) та локальнi мiнiмуми (y2, y21) функцiї

µ̄(ȳ). Беручи до уваги вираз (2.42), отримуємо рiвняння

K2(ȳ, p, µ)/K0(ȳ, p, µ)− (K1(ȳ, p, µ)/K0(ȳ, p, µ)) = 1/p (2.52)

для точок екстремуму функцiї µ̄(y). Порiвнюючи цей вираз iз умовою (2.40), легко

бачити, що розв’язки ȳ цього рiвняння не задовольняють умовi maxE(ȳ, p, µ).

Проте цi розв’язки визначають певнi точки, що подiляють область значень ȳ на

вiдрiзки. Зокрема, вiдрiзок

ȳ ∈ (0, y1) (2.53)

(див. рис. 2.4), де y1 = 1.267510 визначає область значень функцiї E0(ȳ, µ), де

вона має максимум (E2(ȳ, p, µ) < 0), в той час як для значень

ȳ ∈ (y1, y2), (2.54)

де y2 = 4.755127, ця функцiя задавольняє умовi мiнiмуму (E2(ȳ, p, µ) > 0). Обла-

стi значень

ȳ ∈ (0, y1), ȳ ∈ (y2, y11) (2.55)

вiдповiдають максимуму E(ȳ, p, µ), а мiнiмум спостерiгається при

ȳ ∈ (y1, y2), ȳ ∈ (y11, y21).

Тут y11 = 7.244287, y21 = 10.763368. З метою розрахунку iнтеграла (2.26) нас

цiкавить maxE(ȳ, p, µ) та вiдрiзки значень ȳ у (2.53), (2.55).

В областi значень ȳ ∈ (0, y′2) функцiя µ(ȳ) є монотонно зростаючою. Тут

будь-яке значення ȳ має єдине вiдповiдне значення µ̄(y) < µ2. Тому форма рiвня-

ння стану для ȳ на цьому вiдрiзку спiвпадає з (2.45).

Розглянемо детальнiше область першого максимум функцiї µ̄(y) (рису-

нок 2.4). Для кожного iз значень µ̄(y) на вiдрiзку маємо значення ȳ1, ȳ2, якi вiд-

повiдають рiзним E(ȳi, p, µ(ȳi)). Кiлька розв’язкiв ȳ є на вiдрiзку

µ̄(y) ∈ (µ2, µ1) (2.56)
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Рис. 2.4. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд ȳ при p = 6 у областi монотонної
поведiнки.

де µ2 = −2.308041, µ1 = −1.470040. Необхiдно вияснити котрий з них веде до

maxE(ȳ, p, µ).

Введемо функцiю

EG(ȳ, p, µ̄(y)) = E(ȳ, p, µ̄(y))Θ(y1 − ȳ), (2.57)

що вiдповiдає значенням ȳ ∈ (0, y1), та функцiю

EL(ȳ1, p, µ̄(y)) = E(ȳ, p, µ̄(y))Θ(ȳ − y2)Θ(y11 − ȳ), (2.58)

визначену на вiдрiзку ȳ ∈ (y2, y11), де y11 є координатою другого локального ма-

ксимуму µ̄(y) (рис. 2.4). Кожна з цих функiй залежить вiд хiмiчного потенцiалу.

Дiапазон значень (2.54) не береться до уваги, так як на ньому E(ȳ, p, µ) не задо-

вольняє умовi максимуму.

Функцiя E(ȳ, p, µ) при p = 6 є монотонно зростаючою для будь-якого

µ̄(y) ∈ (−∞, µ2), (2.59)

а також для

µ̄(y) ∈ (µ1, µ21), (2.60)

де µ21 = −0.4173780. Значення хiмiчного потенцiалу µ21 вiдповiдає розв’язку рiв-

няння (2.48) при ȳ = y21. Очевидним є застосування методу Лапласа для роз-

рахунку iнтеграла (2.26) у областях хiмiчного потенцiалу (2.59) та (2.60), так як
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для будь-якого ȳ маємо єдине екстремальне (максимальне) значення E(ȳ, p, µ).

Звертаючи увагу на значення хiмiчного потенцiалу (2.56), необхiдно знайти, яка

з функцiй, (2.57) чи (2.58), має бiльше значення. Легко переконатися, що при

µ̄(y) = µ2 маємо

EG(ȳ, p, µ2) > E0L(ȳ, µ2),

а при µ̄(y) = µ1

EG(ȳ, p, µ1) < EL(ȳ, p, µ1).

Таким чином, у областi значень (2.56) для всiх p > pc(a) iснує таке µc, що

EG(yG, p, µc) = EL(yL, p, µc), (2.61)

бiльше того, yG ≤ yL. Тут знак рiвностi вiдноситься до випадку T = Tc. Легко

бачити, що для всiх µ < µc маємо EG > EL, а для µ > µc максимальним буде EL

> EG.
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Рис. 2.5. Графiк функцiї E(ȳ, p, µ) для двох фiксованих значень хiмiчного по-
тенцiалу: випадок а) — µa = −1.950, випадок б) µb = −1.800. (µc =
−1.890291, p = 6, a = 1.2, υ = 12)

На рис. 2.5 представлено графiки E(ȳ, p, µ) для двох фiксованих значень

µ̄(y) (при p = 6, υ = 12, a = 1.2). Критичне значення хiмiчного потенцiалу, у

вище згаданому випадку значень параметрiв, є µc = −1.890291. Рисунок 2.5а

вiдповiдає µa < µc, рис. 2.5б – значенню µb > µc. Зауважимо, що µa є близьким

до µ2 (µa ≥ µ2), а µb є близьким до µ1 (µb ≤ µ1). Для меншого значення хiмiчного
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потенцiалу µa максимум злiва є бiльшим, нiж той, що справа. Для бiльшого µb
спостерiгається протилежна ситуацiя. Iнакше кажучи, за малих значень хiмiчного

потенцiалу µ ∈ (−∞, µc) функцiя EG > EL, а за великих µ ∈ (µc, µ21) маємо

EL > EG. Подiбна ситуацiя виникає в областi значень µ ∈ (µ21, µ11). Про це

йдеться детальнiше у наступному роздiлi 2.2.4

Для проведення числового розрахунку µc спочатку слiд розглянути коорди-

нати точок екстремумiв кривої µ(ȳ) на вiдрiзку

ȳ ∈ (0, y11), (2.62)

де y11 є координатою другого бiльшого максимуму цiєї функцiї (рисунок 2.4).

Застосування рiвняння (2.52) дозволяє знайти точки екстремумiв y1, y2; y11, y21

тощо. Використовуючи цi значення у (2.38), отримуємо вiдповiднi значення хiмi-

чного потенцiалу µ1, µ2, µ11, µ21 (рисунок 2.4).

Схема розрахунку значення хiмiчного потенцiалу µc, див. (2.61), є наступ-

ною. Значення µ(1), що вiдповiдає координатi ys = (y1 + y2)/2, отримується з

рiвняння (2.38)

µ(1) = µ̄(ys).

На вiдрiзку (2.62) є ще два значення ȳ, а саме y(1)
G < ys та y

(1)
L > ys, що вiдповiда-

ють µ(1)

y
(1)
G = ȳ(µ(1)), y

(1)
G ∈ (0, y1),

y
(1)
L = ȳ(µ(1)), y

(1)
L ∈ (y2, y11).

Тодi EG(y
(1)
G , p, µ(1)) потрiбно порiвняти з EL(y

(1)
L , p, µ(1)). Якщо вони не однаковi,

потрiбно знайти µ(2) з умови

EG(y
(2)
G , p, µ(2)) = EL(y

(2)
L , p, µ(2))

i повторити для розрахунку значення µ(2) процедуру, використану для µ(1). Це i

є одним iз способiв пошуку µc, що задовольняє умовi (2.61) iз заздалегiдь вста-

новленою точнiстю. Значення µc = limn→∞ µ
(n) = −1.890291 визначає критичне
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значення хiмiчного потенцiалу. Саме воно дозволяє встановити механiзм фазово-

го переходу першого роду. Хiмiчний потенцiал є керуючим параметром, так як

розрахунок здiйснюється у формалiзмi великого канонiчного розподiлу. У гра-

ницi µ → −∞ маємо ȳ = 0, що є наслiдком з (2.38). Зростання µ викликає

зростання ȳ. Слiд зауважити, що вiдповiдно до (2.44) величина ȳ пропорцiйна

до густини n̄. У областi значень µ ∈ (−∞, µc) величина ȳ зростає, починаючи з

ȳ = 0, до ȳ = yG (yG = limn→∞ y
(n)
G = 0.420875). Подальше зростання µ викли-

кає змiну функцiї E(ȳ, p, µ) з EG(ȳ, p, µ) при µ = µc − 0, на функцiю EG(ȳ, p, µ)

при µ = µc + 0. Ця ситуацiя супроводжується стрибком ȳ, починаючи з yG до yL
(yL = limn→∞ y

(n)
L =5.621854). Бiльше того, при T = Tc маємо yL(Tc) = yG(Tc). Iз

зменшенням температури (T < Tc) значення ∆y(T ) = yL(T )− yG(T ) зростає.

2.2.3. Рiвняння стану в областi температури T < Tc

Беручи до уваги наведенi вище результати, можна записати рiвняння стану

в областi низької густини n̄ при p > pc(a). Введемо позначення

Pn̄υ = −p
2
n̄+ ln

∞∑
m=0

υm

m!
e−

ap
2 m

2

epn̄meβµ(p,n̄)m, (2.63)

де µ(p, n̄) є розв’язком рiвняння (2.50). Є кiлька фiксованих значень густини n̄ =

ȳ/p при T < Tc. Перше з них з’являється в областi першого максимуму µ̄(y)

(рисунок 2.4)

nG = yG/p. (2.64)

Воно вiдповiдає значенню ȳ на вiдрiзку ȳ ∈ (0, y1) для хiмiчного потенцiалу µc
(2.61). При p = 6 маємо nG = 0.070146.

Другим фiксованим значенням є

nL = yL/p (2.65)

(nL = 0.936975 при p = 6). Воно вiдповiдає значенню ȳ на вiдрiзку ȳ ∈ (y2, y11)

при µ = µc. Бiльше того, nL ≥ nG для будь-якого T ≤ Tc.
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У областi другого максимуму є фiксоване значення хiмiчного потенiалу

n′21 = ȳ′21/p, (2.66)

(для p = 6 маємо ȳ′21 = 6.163534, n′21 = 1.027256), що вiдповiдає координатi y′21,

яку обчислено при µ21 (рисунок 2.4). Значення (2.64), (2.65) та (2.66) отримуються

iз рiвняння (2.50) на рiзних вiдрiзках змiнної ȳ.

Рiвняння стану системи в областi густини

n ∈ (0, n′21), (2.67)

що включає значення ȳ, починаючи з нуля до y′21, має такий вигляд

Pυ = Pn̄υΘ(nG − n̄) + PnGυΘ(n̄− nG)Θ(nL − n̄) +

+Pn̄υΘ(n̄− nL)Θ(n′21 − n̄). (2.68)

Перший доданок у (2.68) описує поведiнку фази I iз найнижчою густиною,

третiй член – фазу II, що має бiльшу густину, нiж фаза I для будь-яких T < Tc.

При T = Tc обидвi фази мають однаковi густини, i при T > Tc iснує лише одна

густина, яка є монотонною функцiєю тиску (рисунок 2.3).

Другий доданок у виразi (2.68) вказує, що тиск залишається сталим i рiвним

PnGυ = −p
2
nG + ln

∞∑
m=0

υm

m!
e−

ap
2 m

2

epnGmeβµcm

на вiдрiзку

n̄ ∈ (nG, nL). (2.69)

Слiд зауважити, що умова (2.61) дає PnG = PnL, де PnL є таким

PnLυ = −p
2
nL + ln

∞∑
m=0

υm

m!
e−

ap
2 m

2

epnLmeβµcm.

У випадку p > pc(a) на вiдрiзку (2.69) спостерiгаються недосяжнi густини з точки

зору змiни хiмiчного потенцiалу µ̄(y). Коли µ̄(y) прямує до µc злiва, маємо область

густини

n̄ ∈ (0, nG). (2.70)
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Коли µ̄(y) примує до µc справа, то

n̄ ∈ (nL, n
′
21). (2.71)

Область густин (2.69) мiж ними не реалiзується. Розв’язки фази I, де густина

змiнюється в iнтервалi (2.70), переходить стрибком у розв’язки фази II, з (2.71).

Це пов’язано iз змiною значення похiдної вiд хiмiчного потенцiалу у точцi µc.

На рисунку 2.6 зображено iзотерми тиску на вiдрiзку (2.67) за рiзних зна-

чень параметра p.
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Рис. 2.6. Iзотерми тиску як функцiї густини в областi низької густини (2.67). Кри-
ва 1 вiдповiдає p = 3.8 < pc. Кривi 2–9 вiдповiдають p ≥ pc: p = pc (крива
2), p = 4 (крива 3), p = 4.135 (крива 4), p = 4.3647 (крива 5), p = 4.5824
(крива 6), p = 4.8 (крива 7), p = 5 (крива 8), p = 6 (крива 9).

2.2.4. Перехiд мiж фазою II та фазою III

Попереднiй роздiл був присвячений опису поведiнки моделi в областi низь-

ких густин (2.67). Це можна умовно пов’язати iз фазовим переходом газ-рiдина,

так як густина у цьому випадку змiнюється, почнаючи з нуля, до деякого фiксо-

ваного значення. Далi у роздiлi описано поведiнку системи для бiльших значень

густини n̄ > n′21 (рисунок 2.7) i показано, що там можливий перехiд вiд фази

II до фази III (iз бiльшою густиною, нiж у фазi II). У цьому випадку особливо

важливою є поведiнка µ̄(y).
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На рисунку 2.7 зображено характеристичнi точки функцiї µ̄(y) в областi

другого i третього максимумiв величини µ̄(y) iз (2.38).

PHASE II

PHASE I

PHASE III

_
(y)

y

Рис. 2.7. Функцiя µ̄(y) в областi другого максимуму при p = 6, a = 1.2, υ = 12.

На вiдрiзку значень хiмiчного потенцiалу

µ̄(y) ∈ (µ21, µ11) (2.72)

(µ21 = −0.417380, µ11 = 0.431080) спостерiгається немонотонна поведiнка µ̄(y).

Означимо функцiю

ES(ȳ, p, µ) = E(ȳ, p, µ)Θ(y12 − ȳ)Θ(y21 − ȳ), (2.73)

яка є ненульовою на вiдрiзку

ȳ ∈ (y21, y12),

де y12 = 13.236413. Функцiя µ̄(y) є монотонною на вiдрiзку

ȳ ∈ (yL, y
′
21),

тому функцiя E(ȳ, p, µ) характеризується однiєю величиною ȳ, що визначає iнтег-

рал (2.26). Таким чином вона визначає вираз для тиску (2.63). Фаза II iснує тут

у “чистому” виглядi.
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Iнтервал значень

ȳ ∈ (y′21, y
′
11)

(y′21 = 6.163534, y′11 = 11.862089) вiдповiдає немонотоннiй залежностi E(ȳ, p, µ)

вiд ȳ. Тому важливо порiвняти функцiї EL(ȳ, p, µ) з (2.58) та ES(ȳ, p, µ) з (2.73)

для всiх значень хiмiчного потенцiалу на вiдрiзку (2.72). Так само, як i у випадку

переходу вiд фази I до фази II, iснує хiмiчний потенцiал µc1 такий, що

EL(yL1, p, µc1) = ES(yL2, p, µc1),

де

yL1 ∈ (y′21, y11) та yL2 ∈ (y21, y12).

Спосiб розрахунку µc1 є аналогiчним до описаного вище для випадку µc.
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Рис. 2.8. Тиск як функцiя густини у областi перших трьох максимумiв залежностi
µ̄(y) при a = 1.2, υ = 12: a) p = 4, б) p = 5, в) p = 6, г) p = 8.

На рисунку 2.8 зображено тиск як функцiю ȳ при p = 4, p = 5, p = 6 та

p = 8, включаючи область першого та другого локальних максимумiв кривої µ̄(y).
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Очевидно, окрiм переходу вiд фази I до фази II (при y ∈ (yG, yL)), iснує перехiд

вiд фази II у фазу III, де стрибок параметра порядку виникає на iнтервалi значень

ȳ ∈ (yL1, yL2),

де yL1 = 6.373312, yL2 = 11.641773. Бiльше того yL1 характеризує максимальну

густину фази II, а yL2 – мiнiмальну густину фази III при вiдповiдних значеннях

параметра p.

Подальший рiст хiмiчного потенцiалу приводить до каскаду фазових пере-

ходiв iз фази f у фазу (f+1). Кожен наступний каскад вiдповiдає щораз бiльшим

густинам. Зауважимо, що модель має бiльше, нiж одну критичну точку. Кожна

з них характеризується власною критичною температурою, критичною густиною

та iснує на вiдповiдному каскадi.
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Рис. 2.9. Порiвняння значень функцiї E(ȳ, p, µ) при великому значеннi пара-
метра притягання p = pT .

Суттєве збiльшення параметра притягання p спричиняє можливiсть пере-

ходу системи з фази I у фазу III, оминаючи фазу II. Кiлькiснi результати пока-

зують iснування деякого значення параметра pT такого, що при p > pT виникає

конкуренцiя мiж EG(ȳ, p, µ), EL(ȳ, p, µ) та Es(ȳ, p, µ) з метою з’ясування, яка з

цих функцiй є максимальною при одному i тому ж значеннi хiмiчного потенцiалу

(див. рисунок 2.9). Вiдповiдно до означення (2.57), змiнна ȳ функцiї EG(ȳ, p, µ)

приймає малi значення ȳ ∈ (0, y1). У функцiї EL(ȳ, p, µ) ця змiнна приймає значен-

ня з iнтервалу ȳ ∈ (y2, y11), де y2 > y1, а в Es(ȳ, p, µ) — ȳ ∈ (y21, y12), бiльше того,
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y21 > y11. Слiд зауважити, що в областi значень pc(1.2) < p < pT , яка вiдповiдає

iнтервалу температури

TT < T < Tc, (2.74)

виникає лише послiдовнiсть фазових переходiв фаза I – фаза II, фаза II – фаза III

i т.д. Це стається тому, що кожен µ̄(y) має не бiльше, нiж три точки екстремуму

(двi з них вiдповiдають maxE(ȳ, p, µ)).
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Рис. 2.10. Графiк функцiї µ̄(y) при p = 10.

Коли p > pT , виникає ситуацiя, де п’ять точок екстремуму функцiї E(ȳ, p, µ)

(три з них є максимумами E(ȳ, p, µ)) вiдповiдають єдиному значенню µ̄(y) (див.

рисунок 2.10). За таких обставин важливо з’ясувати, який з них є найбiльшим.

Для цього потрiбно порiвняти функцiї EG(ȳ, p, µ), EL(ȳ, p, µ) та Es(ȳ, p, µ) при

певних значеннях µ. Виникає два можливих випадки. У першому – EG(ȳ, p, µ)

переходить у EL(ȳ, p, µ) при µ = µc, та EL(ȳ, p, µ) переходить у Es(ȳ, p, µ) при

µ = µ1c. Бiльше того, µ1c > µc. Ця ситуацiя виникає, у областi температур (2.74).

У другому випадку EG(ȳ, p, µ) одразу переходить в Es(ȳ, p, µ) при µ = µs, тобто

виникає перехiд iз фази I в фазу III, оминаючи фазу II. Це може трапитися лише в

областi p > pT , що вiдповiдає областi температур T < TT < Tc. Отриманi важливi

числовi результати демонструють, що для (2.47) при a = 1.2 маємо

pT = 8.440525.
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Проведенi розрахунки не виявили прямого переходу мiж фазами I та III. Отже,

виникає послiдовнiсть переходiв мiж сусiднiми фазами.

2.2.5. Дослiдження залежностi вiд спiввiдношення мiж

параметрами вiдштовхування та притягання

Параметр a характеризує вiдношення мiж компонентами вiдштовхування

J1 та притягання J2 потенцiалу взаємодiї. Розрахунки представленi вище були

проведенi для значень параметрiв a = 1.2 та υ = 12 iз (2.47). Далi у роздiлi

дослiджено змiну результату для рiзних a в iнтервалi 1 < a < 10. Вiдповiдно до

умови стiйкостi (2.7) a > 1. Параметр υ буде таким, як i попередньо υ = 12.

Числовi результати показують, що змiна значення a не впливає на iсну-

вання фазового переходу в моделi. Вона лише веде до дещо iнших абсолютних

значень критичної температури. Це явище є природним, оскiльки Tc залежить

вiд параметра p, який є прямо пропорцiйним до притягальної частини потенцiа-

лу взаємодiї i при значеннi pc(a) роздiляє монотонну поведiнку екстремального

значення хiмiчного потенцiалу вiд немонотонної.

Критичне значення хiмiчного потенцiалу суттєво зростає, коли a збiльшує-

ться (υ = 12):

a = 1.0001 µ1
c1

= −2.516, pc(1) = 3.8255,

a = 1.2 µ1.2
c1

= −2.105, pc(1.2) = 3.9282,

a = 2 µ2
c1

= −0.4866, pc(2) = 3.9973,

a = 10 µ10
c1

= 15.5196, pc(10) = 4.0000.

Це означає, що зi зростанням вiдштовхувальної частини потенцiалу взаємодiї (по

вiдношенню до притягальної) фазовий перехiд вiдбувається за набагато бiльших

значень хiмiчного потенцiалу.

Числовий спосiб розрахунку pc(a) є наступним. Функцiя µ̄(y) має точку

перегину в критичнiй точцi. А саме виконуються наступнi рiвностi
∂µ̄(y)(y)

∂ȳ
= 0.
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∂2µ̄(y)(y)

∂ȳ2
= 0,

Якщо обидвi рiвностi виконуються одночасно, то отримуємо y = ȳc та p = pc(a).
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Рис. 2.11. Iзотерми тиску як функцiї густини при υ = 12: випадок a) — для a =
1.0001, випадок б) — для a = 1.01 та випадок в) — для a = 1.02. Крива
1 вiдповiдає p = 4, крива 2 вiдповiдає p = 5, крива 3 вiдповiдає p = 6
та крива 4 вiдповiдає p = 8.

На рисунку 2.11a зображено iзотерми рiвняння стану при υ = 12, a = 1.0001,

i рiзних p. Легко бачити, що кривi iзотерм не перетинаються незалежно вiд того,

якi значення приймає параметр p.

Випадок a = 1.0001 зображено на рисунку 2.11б. При низьких p цi кривi

також не перетинаються, але тi iзотерми, що побудованi для p = 6 та p = 8 мають

перетин при фазовому переходi на третьому каскадi. Подiбна ситуацiя має мiсце

при a = 1.02 (рисунок 2.11в). Тут маємо перетин на третьому каскадi фазового

переходу (зокрема, коли p = 5, p = 6 та p = 8). Окрiм того, значення тиску

спiвпадають при p = 6 та p = 8 у точцi фазового переходу другого каскаду
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фазових переходiв. У випадку a = 1.2 та рiзних p iзотерми першого каскаду не

перетинаються, але є численнi перетини на другому i третьому каскадах.

2.3. Висновки

У цьому роздiлi запропоновано комiркову модель плину для опису фазової

поведiнки однокомпонентних систем у формалiзмi великого канонiчного ансамб-

лю. Така модель може бути використана для опису фазових переходiв першого

роду без застосування розкладiв за степенями густини чи активностi, оскiльки не

має жодних обмежень на кiлькiсть частинок у комiрцi. Проведено строгий роз-

рахунок великої статистичної суми неперервної системи iз потенцiалом взаємодiї

Кюрi-Вейса, для якої здiйснено точний перехiд до комiркової моделi плину. Вста-

новлено наявнiсть каскаду фазових переходiв за температур нижче критичної Tc.

Проведено кiлькiсний аналiз, який показує, що значення критичної температури

такої моделi залежить вiд вiдношення притягальної J1 та вiдштовхувальної J2

компонент потенцiалу взаємодiї. Доведено, що зi зменшенням притягальної час-

тини (J1), значення Tc понижується. Отримано точне рiвняння стану комiркової

моделi та здiйснено його детальне кiлькiсне дослiдження, фiксуючи значення па-

раметрiв моделi, у широкiй областi густини i температури. Дослiджена поведiнка

тиску як функцiї густини для перших трьох фазових переходiв першого роду у

каскадi за температури нижчої, нiж критична Tc.
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РОЗДIЛ 3

ФАЗОВИЙ ПЕРЕХIД У КОМIРКОВIЙ МОДЕЛI
ПЛИНУ IЗ ВЗАЄМОДIЄЮ МОРЗЕ

У роздiлi дослiджено фазовi переходи першого роду у комiрковiй моделi

плину iз потенцiалом взаємодiї Морзе. Результати дослiджень представленi в ро-

ботах [25–27].

Потреба розвитку методу розрахунку моделi iз залежним вiд вiддалi потен-

цiалом взаємодiї є актуальною, оскiльки результати попереднього роздiлу ґрунту-

ються на використаннi спрощеного, не залежного вiд вiдстанi потенцiалу. Такий

розрахунок демонструє математично строгий перехiд вiд неперервної системи до

ґраткової. Вiн дозволяє встановити точний вираз для якобiана переходу вiд гус-

тинних до колективних змiнних, та отримати рiвняння стану без використання

наближень. Однак середньо-польовий характер потенцiалу взаємодiї не дозволяє

використовувати результати попереднього роздiлу для опису реальних систем.

3.1. Велика статистична сума комiркової моделi плину
у представленнi колективних змiнних

Як i в попередньому роздiлi, об’єктом дослiдження, представленого у цьому

роздiлi, є комiркова модель плину як наближення неперервної системи рiдина-

газ. Подiбно до моделi комiркового газу [13–15, 114, 115], iдея комiркового пли-

ну [30] полягає у фiксованому подiлi об’єму V неперервної системи, що скла-

дається N взаємодiючих частинок, на Nv умовно нез’єднаних кубiчних комiрок

∆l = (−c/2, c/2]3 ⊂ R3, об’ємом v = c3 = V/Nv кожна (c – це довжина ребра

комiрки). У такiй моделi замiсть вiдстанi мiж частинками вводиться вiдстань мiж
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комiрками.

Теоретичний опис поведiнки будь-якої системи легко здiснити, маючи її рiв-

няння стану. Одним iз способiв одержання цього рiвняння є аналiтичний розра-

хунок ВСС системи. З огляду на викладки представленi у роздiлi 2.1, ВСС комiр-

кової моделi плину у формалiзмi великого канонiчного ансамблю має наступний

вигляд

Ξ =
∞∑
N=0

(z)N

N !

∫
V

(dx)Nexp

−β
2

∑
l1,l2∈Λ

Ũl12
ρl1(η)ρl2(η)

 , (3.1)

тут i надалi z = eβµ — це активнiсть, β — це оберенена температура (kBT )−1 (kB —

стала Больцмана), µ — це хiмiчний потенцiал. Iнтегрування за координатами всiх

частинок системи позначено як
∫
V

(dx)N =
∫
V

dx1 . . .
∫
V

dxN , xi = (x
(1)
i , x

(2)
i , x

(3)
i ), η =

{x1, . . . , xN}— множина координат усiх частинок. Ũl12
— мiжкомiрковий потенцiал

взаємодiї, а l12 = |l1− l2| є рiзницею двох комiркових векторiв. Кожен li належить

множинi Λ, означеної як

Λ =
{
l = (l1, l2, l3)|li = cmi;mi = 1, 2, ...Na; i = 1, 2, 3; Nv = N 3

a

}
.

Тут Na є числом комiрок вздовж кожної з осей, ρl(η) є числом заповнення комiрки

ρl(η) =
∑
x∈η

I∆l(x) (3.2)

Характеристична функцiя I∆l(x), як i у попередньому роздiлi, є iндикатором ко-

мiрки ∆l, тобто I∆l(x) = 1, якщо x ∈ ∆l, та I∆l(x) = 0 у всiх iнших випадках.

Взаємодiю у системi зобразимо як функцiю вiдстанi мiж комiрками

Ũl12
= Ψl12

− Ul12
, (3.3)

яка складається iз вiдштовхувальної та притягальної частин, вiдповiдно.

Записавши вираз (3.1) в Фур’є-представленнi, отримаємо суму дiагональних

членiв в аргументi експоненти, яка мiстить потенцiал взаємодiї, тобто

Ξ =
∞∑
N=0

(z)N

N !

∫
V

(dx)N exp

[
−β

2

∑
k∈Bc

Ũ(k)ρ̂kρ̂−k

]
, k = |k|. (3.4)
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Очевидно, що (3.4) є бiльш перспективним для розрахункiв, нiж (3.1). Оператор

ρ̂k є представленням числа заповнення ρl(η) у оберненому просторi

ρ̂k =
1√
Nv

∑
l∈Λ

ρl(η)eikl.

Тут i надалi вектор k належить множинi

Bc=
{
k=(k1, k2, k3)

∣∣∣ ki=−π
c

+
2π

c

ni
Na
, ni=1, 2, . . . , Na; i = 1, 2, 3; Nv = N 3

a

}
.

(3.5)

Зона Брiллюена Bc вiдповiдає об’єму перiодичностi Λ iз циклiчними граничними

умовами. Фур’є-образ Ũ(k) потенцiлу взаємодiї має такий вигляд

Ũ(k) =
1

Nυ

∑
l12∈Λ

Ũl12
e−ikl12, l12 = l1 − l2. (3.6)

ВСС у представлення колективних змiнних (КЗ) [58, 116] записується як

Ξ =
∞∑
N≥0

zN

N !

∫
V

(dx)N
∫

(dρ)Nυ exp

[
− β

2Nυ

∑
k∈Bc

Ũ(k)ρkρ−k

]
J(ρ− ρ̂), (3.7)

де

(dρ)Nυ =
∏
k∈Bc

dρk,

бiльше того, ρk = ρ
(c)
k − iρ

(s)
k , де ρ(c)

k та ρ(s)
k є, вiдповiдно, дiйсна та уявна частини.

Функцiя переходу до КЗ ρk є добутком дельта-функцiй

J(ρ− ρ̂) =
∏
k∈Bc

δ(ρk − ρ̂k) =

∫
(dν)Nυe

2πi
∑

k∈Bc
νk(ρk−ρ̂k)

, (3.8)

тут змiннi νk (νk =
1

2
(ν

(c)
k + iν

(s)
k )) є спряженими до ρk, причому

(dν)Nυ =
∏
k∈Bc

dνk.

На вiдмiну вiд [75, 76], представлення ВСС (3.7) мiстить суму за хвильовими

векторами k, якi приймають дискретнi обмеженi зверху значення (належать мно-

жинi (3.5)). ВСС у випадку значень векторiв k дискретних та необмежених зверху
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була запропонована, наприклад, у [58] для багаточастинкової системи iз взаємо-

дiєю Кулона. Цей вираз було розраховано у роботах [75, 117], iз використанням

системи вiдлiку у формi твердих сфер, шляхом додавання до основного потенцiа-

лу взаємодiї потенцiалу вiдштовхування твердих сфер, який автори застосовують

для розрахунку якобiана переходу вiд густинних до колективних змiнних.

Далi у цьому роздiлi запропоновано застосувати iнший пiдхiд. Вiн передба-

чає розрахунок якобiана переходу до колективних змiнних, використовуючи для

цього частину вiдштовхувальної складової потенцiалу взаємодiї, видiленої iз Ũ(k)

шляхом уведення певної дiйсної величини χ > 0, тобто

Ũ(k) = −V (k) +
βc
β
χΨ(0), (3.9)

V (k) = U(k)−Ψ(k) +
βc
β
χΨ(0).

У результатi, отримуємо залежний вiд температури ефективний потенцiал взає-

модiї −V (k) та видiлену частину
βc
β
χΨ(0) > 0, яка не є температурно зваженою.

Вiдтак, її можна використати як потенцiал системи вiдлiку для розрахунку яко-

бiана переходу вiд iндивiдуальних координат до КЗ. Таким чином, ефективний

потенцiал −V (k) та видiлений потенцiал χΨ(0) тепер з’являться у виразi (3.7) на

мiсцi Ũ(k), тобто

Ξ =
∞∑
N=0

eβcµ
∗N

N !

∫
V

(dx)N
∫

(dρ)Nυ
∫

(dν)Nυexp

[
2πi
∑
k∈Bc

νk
(
ρk−ρ̂k

)]

× exp

[
β [µ− µ∗(1 + τ)] ρ0 +

β

2

∑
k∈Bc

V (k)ρkρ−k −
βc
2
χΨ(0)

∑
k∈Bc

ρ̂kρ̂−k

]
, (3.10)

де βc = (kBTc)
−1 – це певне фiксоване значення оберненої температури, а вели-

чина µ? є деяким фiксованим значенням хiмiчного потенiалу, яке використано у

наступнiй тотожностi

eβµN = eβcµ
?N exp [β(µ− µ?(1 + τ))ρ̂0] . (3.11)

У цьому виразi використано рiвнiсть βc = β(1 + τ), вiдносна температура τ зада-
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ється виразом

τ =
T − Tc
Tc

. (3.12)

ВСС (3.7) мiстить функцiю J(ρ − ρ̂), яка дає можливiсть використати у виразi

(3.10) змiнну ρ0 (ρ0 = ρk|k=0) замiсть величини ρ̂0 (ρ̂0 = ρ̂k|k=0).

Здiйснимо перетворення Стратоновича-Хаббарда пiдiнтегральної експонен-

ти, що мiстить χΨ(0)

exp

[
−βcχΨ(0)

2Nυ

∑
k∈Bc

ρ̂kρ̂−k

]
= g′p

∫
exp

[
−Nυ

4p

∑
k∈Bc

ϕkϕ−k + i
∑
k∈Bc

ϕkρ̂k

]
(dϕ)Nυ , (3.13)

g′p =

(
4πp

Nυ

)−Nυ2
.

Дiйсний додатний параметр

p =
1

2
βcχΨ(0) (3.14)

характеризує систему вiдлiку i вiдiграє важливу роль у подальшому дослiдженнi.

Змiннi ϕk = ϕ
(c)
k + iϕ

(s)
k мiстять дiйсну ϕ(c)

k та уявну ϕ(s)
k частини, а також

(dϕ)Nυ =
∏
k∈Bc

dϕk.

Замiна змiнних

ρk =
√
Nυρ

′
k, νk = ν ′k/

√
Nυ, ϕk = ϕ′k/

√
Nυ,

та введення позначення gp = (4πp)−
Nυ
2 веде до наступного представлення ВСС у

просторi КЗ

Ξ =

∫
(dρ)Nυe

√
Nυβ[µ−µ∗(1+τ)]ρ0 exp

[
β

2

∑
k∈Bc

V (k)ρkρ−k

]
J(ρ), (3.15)

тут

J(ρ) =

∫
(dν)Nυ exp

[
2πi

∑
k∈Bc

νkρk

]
F (ν), (3.16)

F (ν) = gp

∫
(dϕ)Nυ exp

[
− 1

4p

∑
k∈Bc

ϕkϕ−k

]
G(ν). (3.17)
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Функцiя G(ν) є результатом пiдсумовування за кiлькiстю частинок в системi та

iнтегрування за їхнiми координатами у такому виразi

G(ν) =
∞∑
N=0

(z∗)N

N !

∫
V

(dx)N exp

[
−2πi√
Nυ

∑
k∈Bc

(
νk −

ϕk

2π

)
ρ̂k

]
. (3.18)

Для того, аби здiйснити iнтегрування за координатами частинок x1, . . . , xN

достатньо розглянути функцiї G(ν) та F (ν) в просторi вузлових змiнних

F (ν) = gp

∫
(dϕl)

Nvexp

[
− 1

4p

∑
l∈Λ

ϕ2
l

]
G(ν), (3.19)

G(ν) =
∞∑
N=0

z∗)N

N !

∫
V

(dx)N exp

[
−2πi

∑
l∈Λ

(
νl −

ϕl

2π

)
ρl(η)

]
, (3.20)

де νl та ϕl — це вузловi представдення КЗ νk та ϕk

νl =
1√
Nυ

∑
k∈Bc

νke
ikl, ϕl =

1√
Nυ

∑
k∈Bc

ϕke
ikl,

причому

(dϕl)
Nv =

∏
l∈Λ

dϕl.

Як видно з виразу (3.19), для того, щоб здiйснити iнегрування за координатами

частинок системи достатньо розглянути бiльш детально iнтеграл за dx1:

I=

∫
V

dx1e
−2πi(νl−ϕl

2π)ρl(η) =

∫
V

dx1e
−2πi(νl−ϕl

2π)
∑
x∈η

I∆l(x1)

.

Якщо частинка з координатою x1 потрапить в одну комiрку, наприклад, в ∆l, то

вже не може потрапити у будь-яку iншу, тому

I =

∫
v

dx1e
−2πi(νl−ϕl

2π) = ve−2πi(νl−ϕl
2π).

Решта iнтегралiв за кожною з координат xi дадуть такi самi вклади. Отже, ре-

зультат iнтегрування за координатами частинок та сумування за їхнiм числом

буде таким

G(ν) = exp

[
α∗
∑
l∈Λ

e
−2πi

(
νl−

ϕl
2π

)]
, (3.21)
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де α∗ = υeβcµ
∗. Очевидно, що вираз для функцiї F (ν) iз (3.19) факторизується

F (ν) =
∏
l∈Λ

Fl(ν), (3.22)

тут

Fl(ν) = g
1
Nυ
p

∞∫
−∞

dϕl exp

[
− 1

4p

∑
l∈Λ

ϕ2
l

] ∞∑
m=0

(α∗)m

m!
exp [−2πim(νl − ϕl/2π)] . (3.23)

У цьому виразi використано тотожнiсть ex =
∞∑
m=0

xm

m! . Результатом iнтегрування за

ϕl у (3.23) є вираз

Fl(ν) =
∞∑
m=0

(α∗)m

m!
e−pm

2

e−2πimνl. (3.24)

Як видно iз (3.24), параметр p вiдповiдає за збiжнiсть ряду в функцiї Fl(ν). Яко-

бiан переходу у прямому просторi також набуває факторизованої форми

J(ρ) =
∏
l∈Λ

Jl(ρ), (3.25)

де

Jl(ρ) =

∞∫
−∞

dνle
2πiνlρlFl(ν). (3.26)

тобто

Jl(ρ) =
∞∑
m=0

(α∗)m

m!
e−pm

2

δ(ρl −m). (3.27)

Важливо зазначити, що отриманий вираз є розрахованим точно, без застосуван-

ня будь-яких наближень. Вiн є подiбний до якобiана переходу (2.23), отриманого

в попередньому роздiлi. Це природно, оскiльки для його розрахунку використа-

но не залежний вiд вiддалi потенцiал системи вiдлiку χΨ(0). Вираз для великої

статистичної суми (3.15) мiстить реалiстичний, залежний вiд вiдстанi потенцiал

взаємодiї, тодi як у (2.22) цей потенцiал є деякою сталою величиною J1. Саме

ця обставина вимагає розвитку нового методу розрахунку Ξ в порiвняннi iз тим,

що використаний у роздiлi 2. З огляду на (3.27) стає зрозумiлою рiзниця мiж
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моделлю комiркового газу [15] та моделлю комiркового плину. У моделi комiрко-

вого газу кожна комiрка може мiстити не бiльше однiєї частинки. Така ситуацiя

певною мiрою подiбна до моделi ґраткового газу, яку часто використовують для

опису простих рiдин [40, 118]. У комiрковiй моделi плину введено числа запов-

нення комiрок ρl(η), якi пов’язанi зi змiнними ρl, що можуть приймати значення

m = 0, 1, 2, . . .. Це у свою чергу означає, що у вказанiй моделi кожна комiрка мо-

же мiстити число частинок, яке не перевищує одиницю. Проте завдяки множнику

e−pm
2 зi зростаннням m зменшується вклад m-того члена в суму (3.27). Таким чи-

ном, ймовiрнiсть перебування великої кiлькостi частинок в одному елементарному

кубику є дуже малою.

Вираз для якобiана переходу (3.27) є компактним i може бути використа-

ним для розрахунку Ξ у випадку, коли ефективний потенцiал взаємодiї −V (k)

не залежить вiд k. Це було продемонстровано в роздiлi 2. Реалiстичнi потенцiали

взаємодiї залежать вiд вiдстанi, а отже, i вiд хвильового вектора. У цьому випадку

формулу (3.27) слiд записати через колективнi змiннi ρk,

ρl =
1

Nv

∑
k∈Bc

ρke
−ikl, (3.28)

та використати в (3.15) для розрахунку ВСС у просторi колективних змiнних ρk.

У роботi розвинуто два способи розрахунку ВСС, в залежностi вiд форми

i поведiнки функцiї V (k). Перший спосiб є унiверсальним i застосовним, коли

функцiя V (k) має будь-який вигляд. Другий спосiб є менш загальним, однак бiльш

простим. Його можна використовувати лише у тому випадку, коли функцiя V (k)

не змiнює свого знаку для всiх k ∈ Bc. Використання кожного iз запропонованих

способiв пов’язане зi специфiкою поведiнки дослiджуваної системи та вигляду

потенцiалу взаємодiї мiж складовими системи. Розглянемо кожен iз цих способiв

окремо.
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3.2. Загальний спосiб розрахунку якобiана переходу

Вираз (3.24) для функцiї Fl(ν) зображається у формi кумулянтного розкла-

ду

F̄l(ν) = exp

[
m0∑
n=0

(−2πi)n

n!
Mnν

n
l

]
, (3.29)

де m0 →∞. КумулянтиMn розраховуються з рiвностi

∂nFl(ν)

∂νnl

∣∣∣∣∣
νl=0

=
∂nF̄l(ν)

∂νnl

∣∣∣∣∣
νl=0

(3.30)

i мають наступний вигляд

M0 = lnT0(α
∗, p),

M1 = T1/T0, M2 = T2/T0 −M2
1,

M3 = T3/T0 −M3
1 − 3M1M2,

M4 = T4/T0 −M4
1 − 6M2

1M2 − 4M1M3 − 3M2
2,

M5 = T5/T0 −M5
1 − 10M2

1M3 − 10M3
1M2 − 15M1M2

2 − 5M1M4 − 10M2M3,

M6 = T6/T0 −M6
1 − 15M4

1M2 − 20M3
1M3 − 15M2

1M4 − 45M2
1M2

2−

− 60M1M2M3 − 6M1M5 − 15M3
2 − 15M2M4 − 10M2

3. (3.31)

Як бачимо, усi Mn виражаються через комбiнацiї спецiальних функцiй Tn ≡
Tn(α

∗, p):

Tn(α
∗, p) =

∞∑
m=0

(α∗)m

m!
mne−pm

2

, (3.32)

якi мають вигляд швидкозбiжних рядiв, так як параметр p iз (3.14) приймає лише

додатнi значення, а величина α∗ також означена вище.

Вираз для якобiана переходу iз врахуванням (3.29) матиме наступний ви-

гляд

Jl(ρl) =

∞∫
−∞

dνle
2πiνlρl exp

[
m0∑
n=0

(−2πi)n

n!
Mnν

n
l

]
. (3.33)
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Рiвнiсть (3.33) мiстить полiном за степенями дiйсної змiнної νl в аргументi

експоненти. Збiжнiсть iнтегралу за цiєю змiнною забезпечується парними степе-

нями. Це стає зрозумiлим, якщо представити (3.33) таким чином

Jl(ρl) = 2π

∞∫
−∞

dxeixρlef(x)(cos f1(x)− i sin f1(x)), (3.34)

де x = 2πνl, а

f(x) = −1

2
M2x

2 +
1

4!
M4x

4 − 1

6!
M6x

6,

f1(x) =M1x−
1

3!
M3x

3 +
1

5!
M5x

5. (3.35)

Тут зафiксовано m0 = 6 для того, щоб зробити (3.34) скiнченним, тобто викори-

стано наближення застосоване, зокрема, в роботi [117].

Результат iнтегрування за змiнними νl у (3.34) можна зобразити як

J̄l(ρl) = exp

[
−

n0∑
n=0

bn
n!
ρnl

]
, n0 →∞. (3.36)

Коефiцiєнти bn є дiйсними величинами. Далi наведено вирази для перших п’яти:

b0 = ln(2π)− ln I0, b1 = −J1/I0, b2 = I2/I0 + b2
1,

b3 = J3/I0 − b3
1 + 3b1b2, (3.37)

b4 = −I4/I0 + b4
1 − 6b2

1b2 + 4b1b3 + 3b2
2,

тут використано такi позначення

In =

∞∫
−∞

dxxn cos(f1(x))ef(x),

Jn =

∞∫
−∞

dxxn sin(f1(x))ef(x). (3.38)

Як вже було зауважено вище, збiжнiсть iнтегралiв виражених у (3.38) має мiсце,

якщо

M2 > 0, M4 < 0, M6 > 0. (3.39)
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Умова M6 > 0 є необхiдною i досатньою для iснування величин In(α
∗, p) та

Jn(α
∗, p). Результати розрахункiв показуть, що значенняM2 > 0 для будь-яких

значень α∗ та p. Зауважимо, що z∗ = eβcµ
∗ та p iз (3.14) є дiйсними додатнiми

величинами.

Рис. 3.1. Областi значення кумулянта M6 > 0 (позначено бiлим кольором) як
функцiї α∗ та параметра p.

КумулянтиM4 таM6 є дiйсними, проте можуть бути як додатнiми, так i

вiд’ємними. Легко бачити, що iснує область значень 0 < α∗ < 25 та 0,1 < p < 3,

яка задовольняє умовi (3.39). Тут M4 < 0 разом iз M6 > 0 дозволяють знайти

вiдповiднi значення bn (див. рисунок 3.1).

Враховуючи проведенi вище розрахунки, ВСС комiркової моделi плину має

наступний вигляд

Ξ = eNυMn

∫
(dρ)Nυexp

[√
Nυβ[µ− µ∗(1 + τ)]ρ0 +

β

2

∑
k∈Bc

V (k)ρkρ−k−

−
∞∑
n=0

bn
n!
N

1−n2
υ

∑
k1,...,kn

ρk1
...ρknδk1+...+kn

]
. (3.40)

Представлення (3.40) є наближеним, оскiльки значення коефiцiєнтiв bn за-

лежать вiд кiлькостi кумулянтiв, що використанi у виразах (3.35). Як показали

результати числових розрахункiв, нехтування у цих виразах кумулянтамиMn iз
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n > 6 не впливає на якiсний вигляд рiвняння стану комiркової моделi, отриманого

в наближеннi середнього поля. Це слiдує iз порiвняння результатiв розрахунку в

цьому наближеннi iз результатом очного розв’язку комiркової моделi iз потенцiа-

лом Кюрi-Вейса, отриманим в роздiлi 2.

Ще одним наближенням, яке використовується далi є наближення моделi ρ4.

Це означає, що кумулянтний ряд у (3.40) є обмеженим до n ≤ 4, а ВСС набуває

вигляду

Ξ = e(M0−b0)Nυ

∫
(dρ)Nυexp

[√
Nυβ[µ− µ∗(1 + τ)]ρ0 − b1

√
Nυρ0 −

1

2

∑
k

d(k)ρkρ−k−

− 1

3!

b3√
Nυ

∑
k1,...,k3

ρk1
...ρk3

δk1+...+k3
− 1

4!

b4

Nυ

∑
k1,...,k4

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

]
, (3.41)

тут використано позначення d(k) = b2−βV (k). Вiдомо [119–122], що таке наближе-

ння дає якiсно задовiльний опис фазового переходу другого роду з некласичними

значеннями критичних показникiв для тривимiрної моделi Iзiнга.

Безсумнiвно, числовi значення кумулянтiв Mn та коефiцiєтiв bn у (3.41)

залежать вiд значення параметра p (означеного в (3.14)) та параметра χ (який

визначає частину потенцiалу взаємодiї, що входить до складу якобiана переходу).

Тому для проведення подальших розрахункiв, у тому числi числових, потрiбно

обрати певну форму потенцiала взаємодiї мiж складовими системи. У виразi (3.40)

можна використовувати потенцiали взаємодiї, якi задовольняють трьом умовам.

По-перше, вiн має складатись iз притягальної та вiдштовхувальної компонент,

по-друге, повинен володiти Фур’є-образом, по-третє, має бути скiнченним в ну-

лi у прямому i оберненому просторах. Такi умови, зокрема, стали причиною не

використовувати у цiй роботi систему вiдлiку, яка базується на потенцiалi вiд-

штовхування твердих кульок, i була застосована для опису поведiнки рiдинної

системи у роботi [76]. Натомiсть запропоновано пiдхiд для опису поведiнки моде-

лi плину, в якому нема потреби додатково вводити систему вiдлiку як окремий

об’єкт. Натомiсть, виключно для спрощення розрахункiв iз Фур’є-образу початко-

вого потенцiалу взаємодiї видiлено частину доданку вiдштовхування (причому не
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залежну вiд хвильового вектора) та використано для розрахунку якобiана перхо-

ду до КЗ. Цей видiлений доданок не змiнює значення мiжкомiркової взаємодiї, як

це видно з (3.9), проте дозволяє отримати якобiан у загальнiй формi (3.27). Вираз

(3.27) залежить вiд двох параметрiв: p та α∗. Перший з них — p — є пропорцiй-

ним до деякої сталої величини χ i визначається типом взаємодiї в плинi. Другий

параметр — α∗ — означує деяке фiксоване значення активностi z∗ = exp(βµ∗). З

огляду на це, пiд час проведення конкретних розрахункiв було обрано таке зна-

чення α∗ = vz∗, що узгоджується iз результатами зображеними на рисунку 3.1.

Загалом, для кожної певної речовини маємо два параметри, p та α∗, якi в кiнце-

вому пiдсумку дають змогу визначити критичнi параметри, наприклад, критичну

температуру, тиск та густину.

Надалi для опису мiжкомiркової взаємодiї Ũl12
(3.3) вибрано потенцiал у

формi ґраткового аналогу потенцiалу Морзе [123, 124] iз компонентою притягання

Ul12
= 2De−(l12−1)/αR, (3.42)

та вiдштовхування

Ψl12
= De−2(l12−1)/αR. (3.43)

тут

αR = α/R0, (3.44)

де α є ефективним радiусом взаємодiї. Параметр R0 — координата мiнiмуму функ-

цiї Ũl12
(Ũ(l12 = 1) = −D визначає глибину потенцiальної ями). Для зручностi на-

далi всi вiддалi вимiрються в одиницях R0. Очевидно, що потенцiал Морзе та його

ґратковий аналог задовольняють три основних умови для потенцiала взаємодiї,

зазначенi в цiй роботi. Крiм того потенцiал Морзе широко застосовується в теорiї

та комп’ютерних симуляцiях для опису поведiнки рiдких металiв [81, 83, 84].

Фур’є-представлення притягальної (3.42) та вiдштовхувальної (3.43) частин

потенцiалу Морзе мають такий вигляд

U(k) = U(0)
(
1 + α2

Rk
2
)−2
, Ψ(k) = Ψ(0)

(
1 + α2

Rk
2/4
)−2
, (3.45)
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тут

U(0) = 16Dπ
α3
R

υ
eR0/α та Ψ(0) = Dπ

α3
R

υ
e2R0/α. (3.46)

Обраний в роботi потенцiал має характерну рису: знак величини Ũ(0) =

Ψ(0)− U(0) залежить вiд параметра α−1
R так, що

Ũ(0) < 0, якщо ln 2 < α−1
R < 4 ln 2;

Ũ(0) = 0, якщо α−1
R = 4 ln 2;

Ũ(0) > 0, якщо α−1
R > 4 ln 2.

Крiм цього, Фур’є-образ загального потенцiалу взаємодiї Ũ(k) iз (3.6) може обер-

татися в нуль при певному значеннi хвильового вектора k. Щоб врахувати цi

особливостi поведiнки Фур’є-образу потенцiалу взаємодiї розвинутий загальний

спосiб розрахунку якобiана переходу.

У даному дослiдженнi використовуються значення параметра потенцiала

взаємодiї α−1
R = 3ln2, а також параметрiв моделi

α∗ = 15, p = 0.8, χ = 1.695. (3.47)

Як наслiдок, кумулянтиMn та bn мають наступнi числовi значення

M0 = 3.6996, M1 = 1.3484, M2 = 0.4525, M3 = 0.0418,

M4 = −0.0146, M5 = −0.0339, M6 = 0.0212, (3.48)

b0 = −1.1050, b1 = −3.6552, b2 = 4.4291, b3 = −4.5509, b4 = 5.4961.

3.2.1. Велика статистична сума та термодинамiчнi

характеристики

Отриманий вище вираз (3.41) дає змогу знайти залежнiсть тиску P вiд тем-

ператури T та хiмiчного потенцiалу µ, використовуючи вiдоме спiввiдношення

PV = kBT ln Ξ, (3.49)
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а також, обчислити середнє число частинок N̄

N̄ =
∂ ln Ξ

∂βµ
. (3.50)

Хiмiчний потенцiал можна виразити як функцiю числа частинок або середньої

густини, використовуючи вираз (3.50), тобто

n̄ =
N̄

Nυ
=

(
N̄

V

)
υ, (3.51)

де υ є об’ємом комiрки i параметром моделi.

Використання вище наведених спiввiдношень дає змогу виразити тиск P як

функцiю температури T та середньої густини n̄, об’єднуючи (3.49) та (3.50). Ця

функцiя P = P (n̄, T ) є нiчим iншим, як рiвнянням стану системи.

Цi мiркування буде використано згодом, та спершу потрiбно розрахувати

ВСС. Для цього у (3.41) здiйснено наступну замiну змiнних

ρk = ηk + nc
√
Nvδk, (3.52)

щоб отримати

Ξ = eNv(M0−b0)+NυE0(µ)

∫
(dη)Nυ exp

[√
NυMη0 −

1

2

∑
k∈Bc

d̃(k)ηkη−k−

− b4

4!Nυ

∑
k1,...,k4
ki∈Bc

ηk1
...ηk4

δk1+...+k4

]
. (3.53)

Тут використано позначення:

M = βµ− βµ∗(1 + τ)− b̃1,

b̃1 = a1 + d̃(0)nc +
b4

6
n3
c,

d̃(k) = b̃′2 − βV (k), (3.54)

b̃′2 = b2 − n2
c

b4

2
,

nc = −b3/b4,
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а вираз для функцiї E0(µ) є наступним

E0(µ) = Mnc +
1

2
d̃(0)n2

c +
b4

24
n4
c. (3.55)

Вираз подiбний до (3.53) було отримано у [125] для статистичної суми моделi

Iзiнга у зовнiшньому полi, найпростiшої моделi магнiтної системи. В описi фазово-

го переходу рiдина-газ хiмiчний потенцiал вiдiграє роль зовнiшнього поля. Тому

є всi пiдставити використовувати результати, отриманi в [125] у поточному дослi-

дженнi. Поведiнку параметра порядку було дослiджено у низцi робiт [120, 126]. Як

результат, розраховано рiвняння стану моделi Iзiнга у зовнiшньому полi. Викори-

стання представлення статистичної суми у формi (3.53) дало змогу отримати кри-

ву спiвiснування та спiнодаль в координатах температура-намагнiчення [121, 122].

Проте подальше застосування цих результатiв для опису фазового переходу в си-

стемi плину потребує додаткових розрахункiв. Попри вiзуальну подiбнiсть виразiв

для статистичної суми моделi Iзiнга в зовнiшньому полi [120–122, 125, 126] та ВСС

комiркової моделi плину (3.53), є вагома вiдмiннiсть у розрахунку рiвнянь стану

цих двох систем. У випадку моделi Iзiнга, намагнiченiсть є параметром порядку,

що є функцiєю температури, зовнiшнього поля та мiкроскопiчних параметрiв мо-

делi [120]. Її шукають як похiдну вiд вiльної енергiї за зовнiшнiм полем. Парамет-

ром порядку комiркової моделi є рiзниця мiж густинами рiдинної та газової фаз.

На початковому етапi розрахунку ця величина є функцiєю температури, хiмiчно-

го потенцiалу та мiкроскопiчних параметрiв моделi. На вiдмiну вiд зовнiшнього

поля в магнетику, хiмiчний потенцiал неможливо вимiряти в експериментi. Рiв-

няння (3.50) дає можливiсть виразити ефективний хiмiчний потенцiал M (далi

хiмiчний потенцiал) iз (3.53) як функцiю густини та використати його для ви-

ведення явної форми рiвняння стану (3.49). Пiсля такого розрахунку отримано

залежнiсть тиску вiд температури та густини (замiсть температури та хiмiчного

потенцiалу, як це було б, якщо формально перенести результати отриманi для

моделi Iзiнга в зовнiшньому полi на випадок комiркової моделi плину). Саме тому

пошук залежностi хiмiчного потенцiалу вiд температури, густини та мiкроскопi-

чних параметрiв моделi займає центральне мiсце у процесi виведення рiвняння
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стану системи рiдина-газ.

3.2.2. Великий термодинамiчний потенцiал комiркової моделi

плину у наближеннi нульової моди

Для виконання описаної вище процедури слiд використати наступне пред-

ставлення ВСС комiркової моделi плину

Ξ =
√
Nυe

Nυ(M0−b0+E0(µ))Zp

∞∫
−∞

(dρ0) exp

[
NυE(ρ0)

]
, (3.56)

де

E(ρ0) = Mρ0 −
1

2
d̃(0)ρ2

0 −
b4

24
ρ4

0, (3.57)

Zp =

∫
(dη)Nv−1 exp

[
− 1

2

′∑
k∈Bc

d̃(k)ηkη−k −
b4

4!Nv

′∑
k1,...,k4
ki∈Bc

ηk1
...ηk4

δk1+...+k4

]
. (3.58)

В останньому виразi знак штриха бiля сум за хвильовими векторами означають,

що k 6= 0. Як видно з виразу (3.58), Zp не є функцiєю хiмiчного потенцiалу, а

отже, похiдна вiд Zp за хiмiчним потенцiалом дорiвнює нулю. Це у свою чер-

гу означає, що вклад вiд Zp у рiвняння стану (3.49) не даватиме залежностi вiд

густини та внеску в середнє число частинок N̄ . Беручи це до уваги, можна роз-

рахувати ВСС у наближеннi типу середнього поля (e.g. [127]), або так званому

наближеннi нульової моди. Iдея цього наближення полягає у врахуваннi внеску

лише вiд колективних змiнних iз значенням хвильового вектора k = 0, тобто вва-

жається, що ρk = 0 для k 6= 0, в той час як ρ0 6= 0). Є сенс використовувати

таке наближення для опису поведiнки системи в широкому дiапазонi темпера-

тур, виключаючи вузький окiл критичної точки. У критичнiй областi важливим

є вклад вiд змiнних ρk iз k 6= 0. Вони дозволяють врахувати вплив далекосяжних

флуктуацiй, якi вiдiграють ключову роль в описi критичної поведiнки. Вiдповiднi

розрахунки представлено у роздiлi 4.
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Надалi символом Ξ0 буде позначено ВСС (3.56) у наближеннi нульової моди:

Ξ0 =
√
Nυe

Nυ(M0−b0+E0(µ))

∞∫
−∞

(dρ0) exp

[
NυE(ρ0)

]
. (3.59)

Вже на цьому етапi розрахунку ВСС можна отримати вираз для критичної темпе-

ратури. Для пошуку температури переходу у наближеннi середнього поля [54, 127]

слiд скористатись умовою

d̃(0)
∣∣∣
T=Tc

= 0, (3.60)

яка iз врахуванням (3.54) дає вiдповiднi рiвностi:

βc =
b̃′2

V (0, Tc)
, kBTc =

V (0, Tc)

b̃′2
. (3.61)

У випадку T 6= Tc має мiсце наступний вираз

d̃(0) = b′2 − βV (0). (3.62)

Його легко переписати у бiльш наочну форму

d̃(0) = b̃2
τ

1 + τ
, де b̃2 = b̃′2

16e−α
−1
R − 1

16e−α
−1
R − 1 + χ

. (3.63)

Зважаючи на те, що в термодинамiчнiй границi Nυ прямує до безмежностi,

для асимптотичного розрахунку в (3.59) iнтеграла за ρ0 доцiльно використати

метод Лапласа (про який детально йшлось у роздiлi 2) та отримати наступний

вираз для ВСС

ln Ξ0 = Nv (M0 − b0 + E0(µ)) +NvE(ρ̄0), (3.64)

де

E(ρ̄0) = Mρ̄0 −
1

2
d̃(0)ρ̄2

0 −
b4

24
ρ̄4

0, (3.65)

а ρ̄0 є таким розв’язком рiвняння

M − d̃(0)ρ̄0 −
b4

6
ρ̄3

0 = 0, (3.66)



82

що веде до максимуму функцiї E(ρ̄0). Вiдповiдно до методу Лапласа, друга похi-

дна вiд E(ρ̄0) за ρ0 повинна бути вiд’ємною, вiдтак кожен розв’язок ρ̄0 має задо-

вiльняти умовi

ρ̄0 > ρ00, ρ00 =

(
−2d̃(0)

b4

)1/2

. (3.67)

Метод Кардано дає можливiсть точно знайти коренi рiвняння (3.66) як функцiю

ρ̄0(τ,M) (див. додаток А). В областi температур T > Tc iснує єдиний дiйсний

розв’язок ρ̄0:

ρ̄0 =

(
3M

b4
+
√
Q

)1/3

+

(
3M

b4
−
√
Q

)1/3

, (3.68)

тут дискримiнант Q рiвняння (3.66) виражається формулою

Q =

(
2d̃(0)

b4

)3

+

(
3M

b4

)2

. (3.69)

В областi температур T < Tc складається дещо складнiша ситуацiя iз кореня-

ми рiвняння (3.66). Число дiйсних розв’язкiв ρ̄0 залежить вiд значень хiмiчного

потенцiалу. Для будь-якого |M | > Mq, де

Mq =
b4

3

(
−2d̃(0)

b4

) 3
2

, (3.70)

iснує єдиний корiнь (3.68) (як i у випадку T > Tc). Для |M | < Mq рiвняння (3.66)

має три дiйсних розв’язки (детальнiше в додатку А).

Вiдповiдно до (3.49) залежнiсть тиску вiд температури та хiмiчного потен-

цiалу має наступний вигляд

PV

kBT
= Nv (M0 − b0 + E0(µ) + E(ρ̄0i)) , (3.71)

тут функцiю E0(µ) означено (3.55), а функцiя E(ρ̄0i)

E(ρ̄0i) = Mρ̄0i −
b̃2

2

τ

1 + τ
ρ̄2

0i −
b4

24
ρ̄4

0i. (3.72)

Бiльше того, якщо рiвняння (3.66) має три дiйсних розв’язки, то слiд обрати той,

який веде до максимуму функцiї E(ρ̄0i). На рис. 3.2 зображено величину E(ρ̄0i)
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Рис. 3.2. Залежнiсть функцiї E(ρ̄0i) вiд значень хiмiчного потенцiалу M . E(ρ̄01)
вiдповiдає кривiй 1 , E(ρ̄02) — кривiй 2, E(ρ̄03) — кривiй 3.

як функцiю хiмiчного потенцiалу iз врахуванням кожного розв’язку ρ̄0i. Числовi

та графiчнi результати отримано з використанням параметру потенцiалу Морзе

α−1
R = 3ln2 та параметрiв моделi α∗ = 15, p = 0.8, χ = 1.695. З рис. 3.2 легко

бачити, що розв’язок ρ̄01 вiдповiдає максимуму E(ρ̄0i) для всiх M > 0, а ρ̄03 —

для M < 0.

P

M

1

2

3

4

5

Рис. 3.3. Залежнiсть тиску P вiд хiмiчного потенцiалуM при значеннях вiдносної
температури τ = 0.2 (крива 1), τ = 0.1 (крива 2), τ = 0 (крива 3),
τ = −0.1 (крива 4), τ = −0.2 (крива 5).

Кривi тиску як функцiї хiмiчного потенцiалу в областi температур вище та

нижче критиної температури зображено на рисунку 3.3, звiдки видно, що тиск є
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гладкою функцiєю хiмiчного потенцiалу за температур τ ≥ 0.

Для будь-якого τ < 0 крива P = P (M) має злам в точцi M = 0. Очевидно,

що похiдна ∂P/∂M злiва вiд точкиM = 0 є вiдмiнною вiд такої ж похiдної справа

вiд M = 0, а отже, вiдповiдатиме рiзним густинам.

3.2.3. Визначення залежностi хiмiчного потенцiалу вiд

температури та середньої густини

Спираючись на (3.50) та (3.51) неважко знайти середню густину системи:

n̄ = nc + ρ̄0. (3.73)

Використання величини ρ̄0 = n̄− nc у виразi (3.66) призводить до рiвняння

M = d̃(0)(n̄− nc) +
b4

6
(n̄− nc)3, (3.74)

що мiстить зв’язок хiмiчного потенцiалу iз середньою густиною. Це рiвняння дає

можливiсть виразити M через температуру та густину, i записати рiвняння ста-

ну комiркової моделi плину в явнiй формi. Кривi функцiї M = M(n̄) за рiзних

температур T > Tc зображено на рисунку 3.4.
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Рис. 3.4. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу M вiд густини n̄ при T > Tc: крива 1
вiдповiдає вiдноснiй температурi τ = 0.01, крива 2 — τ = 0.1, крива 3 —
τ = 1.
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Легко бачити, що у випадку T = Tc вираз для хiмiчного потенцiалу є таким

Mc =
b4

6
(n̄− nc)3. (3.75)

Як наслiдок, рiвняння для iзотерми, що вiдповiдає критичнiй температурi, має

наступний вигляд

Pv

kBTc
= fc +

b4

24
n̄(n̄− nc)3 − b4

24
(n̄− nc)4, (3.76)

тут

fc =M0 − b0 +
b4

4!
n4
c, (3.77)

а вираз для тиску в критичнiй точцi

Pc =
kTcfc
v

. (3.78)

Рiвняння стану в областi температури T > Tc має вигляд

Pv

kBT
= f +

b̃2

2

τ

1 + τ
n̄2 +

b4

6
n̄(n̄− nc)3 − b4

24
(n̄− nc)4, (3.79)

тут

f = fc +
1

2
d̃(0)n2

c. (3.80)

Iзотерми тиску побудованi на основi рiвняння (3.79) зображено на рисунку 3.5.

У випадку температури нижчої, нiж критична Tc, залежнiсть хiмiчного по-

тенцiалу вiд середньої густини зображена на рисунку 3.6. Бiльше того, частини

кривої, позначенi як 1 та 2, вiдповiдають максимуму виразу E(ρ̄0), що узгоджує-

ться iз графiком на рисунку 3.2. Розв’язок ρ̄01 вiдноситься до додатнього значення

M , а ρ̄03 — до вiд’ємного. Згiдно з методом Лапласа, iншi розв’язки ρ̄0n не грають

ролi у розрахунку функцiї E(ρ̄0).

В областi температури вище критичної Tc хiмiчний потенцiал M є гладкою

неперервною функiєю сереньої густини. Це зображено на рисунку 3.4. З рисун-

ку 3.6 видно, що за температур T < Tc крива хiмiчного потенцiалу M як функцiя

густини має розрив, коли M змiнює свiй знак. При цьому вiд’ємнi значення M

вiдповiдають областi низької густини (порiвняно з nc), а додатнi значення M —
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Рис. 3.5. Залежнiсть тиску P вiд середньої густини n̄ при вiдноснiй температурi
τ = 0 (крива 1), τ = 0.01 (крива 2), τ = 0.1 (крива 3) i τ = 1.5 (крива 4).
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Рис. 3.6. Вiдповiднiсть мiж середньою густиною n̄ комiркової моделi плину та зна-
ченнями хiмiчного потенцiалуM ; крива 1 вiдповiдає газовiй фазi, а кри-
ва 2 — рiдиннiй фазi.

областi високої густини. Хiмiчний потенцiал (тобто ефективний хiмiчний потенцi-

алM , що пропорцiйний βµ) є контролюючим параметром у великому канонiчному

розподiлi. Ця величина визначає середню кiлькiсть частинок за певної фiксованої

температури для заданого потенцiалу взаємодiї мiж частинками. Таким чином,

густину системи можна однозначно визначати, змiнюючи значення M .

Спiввiдношення мiж значеннями M та густиною системи, розраховане при

T < Tc за допомогою формули (3.74), зображено на рисунку 3.7. Iснує декiлька
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Рис. 3.7. Спiввiдношення мiж областями густини n̄ комiркової моделi плину та
значеннями хiмiчного потенцiалу M при T < Tc.

характерних значень M . Перше з них — це |M | = Mq (3.70). При M = −Mq

густина системи визначається з виразу

n1 = nc − nf , (3.81)

де

nf =

(
−8b̃2

b4

τ

τ + 1

) 1
2

; (3.82)

випадок M = Mq веде до

n2 = nc + nf . (3.83)

Значення величин n1(T ) та n2(T ) зображенi на рисунку 3.7. Для всiх |M | > Mq

iснує єдиний розв’язок ρ̄0 рiвняння (3.66); область значень M < −Mq вiдповiдає

густинам газової фази (n̄ < n1); область значень M > Mq описує рiдинну фазу

(n̄ > n2).

Iснує особливе значення хiмiчного потенцiалу M = 0. У границi M , що

прямує до нуля знизу, середня густина приймає значення

n(−) = lim
M→−0

n̄ = nc + lim
M→−0

ρ̄03 = nc − nt, (3.84)

тут

nt =

(
− 6b̃2τ

b4(1 + τ)

)1/2

. (3.85)
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Якщо M прямує до нуля зверху, тодi

n(+) = lim
M→+0

n̄ = nc + lim
M→+0

ρ̄01 = nc + nt. (3.86)

Фазовий перехiд першого роду вiдбувається, коли хiмiчний потенцiал обер-

тається в нуль. Стрибок густини виникає в областi температур, нижче критичної

Tc, де M змiнює свiй знак

∆n̄ = n(+) − n(−) = 2nt. (3.87)

За температури T < Tc рiвняння стану комiркового плину має наступний вигляд

Pv

kT
=

[
f +

b̃2

2

τ

1 + τ
n2
c +

b4

6
n̄(n̄− nc)3 − b4

24
(n̄− nc)4

]
×
[
Θ(n(−) − n̄) + Θ(n̄− n(+))

]
, (3.88)

де величини n(−) та n(+) означенi в (3.84) та (3.86). Iзотерми тиску побудованi на

основi рiвняння (3.88) зображено на рисунку 3.8.
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Рис. 3.8. Залежнiсть тиску P вiд середньої густини n̄ при τ = 0 (крива 1), τ =
−0.07 (крива 2), τ = −0.15 (крива 3), τ = −0.2 (крива 4), τ = −0.25
(крива 5), τ = −0.3 (крива 6).

В областi температур T > Tc стрибок густини вiдсутнiй, оскiльки рiвняння

(3.66) має єдиний розв’язок ρ̄0, який є неперервною функцiєю M . Також за таких
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температур справедливим є наступне

n(−) = n(+) = nc, (3.89)

а рiвняння стану (3.88) стає iдентичним рiвнянню стану (3.79), що описує пове-

дiнку комiркової моделi плину в областi температур T > Tc.

3.3. Прямий спосiб розрахунку комiркової моделi
плину

Розглянемо прямий спосiб розрахунку ВСС iз якобiаном переходу (3.27),

яка має вигляд

Ξ =

∫
(dρ)Nvexp

[
βµρ0 +

β

2

∑
k∈Bc

V (k)ρkρ−k

]
Nv∏
l=1

[ ∞∑
m=0

vm

m!
e−pm

2

δ(ρl −m)

]
. (3.90)

Наявнiсть у якобiанi переходу величини v на вiдмiну вiд параметра α∗, який фiгу-

рує у подiбному виразi (3.27) зумовлена тим, що у ВСС (3.10) не було використано

тотожнiсть (3.11).

Виконаємо перетворення Стратоновича-Хаббарда для доданку, що включає

ефективну взаємодiю

exp

[
β

2

∑
k∈Bc

V (k)ρkρ−k

]
= gV

∫
(dt)Nvexp

[
− 1

2β

∑
k∈Bc

tkt−k
V (k)

+
∑
k∈Bc

tkρk

]
, (3.91)

gV =
∏
k∈Bc

(2πβV (k))−
1
2 .

Змiннi tk є комплексними величинами tk = t
(c)
k − it

(s)
k , де t(c)k та t(s)k є, вiдповiдно,

дiйсною та уявною частиною. Для елемента фазового об’єму маємо

(dt)Nv = dt0

′∏
k∈Bc

dt
(c)
k dt

(s)
k .

Штрих бiля знаку добутку означає, що k > 0.

Варто зауважити, що обов’язковою умовою перетворення (3.91) є V (k) >

0. Це обмежує клас потенцiалiв iз якими застосовний прямий спосiб розрахунку
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(на вiдмiну вiд загального способу, де такого обмеження нема). З iншого боку,

розрахунки суттєво спрощуються, i це буде показано далi.

Беручи до уваги форму потенцiалу взаємодiї (3.3) iз компонентами (3.42)

та (3.43), легко бачити, що ефективний потенцiал −V (k) (3.9) є вiд’ємним, коли

χ > 0 та

ln 2 < R0/α
−1
R < 4 ln 2 (3.92)

Беручи до уваги перетворення (3.91), ВСС (3.90) можна записати як

Ξ = gV

∫
(dt)Nv exp

[
− 1

2β

∑
k∈Bc

tkt−k
V (k)

]
J(t̃l). (3.93)

У просторi вузлових змiнних ρl якобiан переходу J(t̃l) факторизується

J(t̃l) =
∏
l∈Λ

∞∑
m=0

vm

m!
e−pm

2

∞∫
−∞

dνle
−2πiνlm

∞∫
−∞

dρl exp

[
2πi

(
νl +

t̃l
2π
i

)
ρl

]
, (3.94)

де tl є аналогом змiнної tk в прямому просторi

tl =
1√
Nv

∑
k∈Bc

tke
−ikl, (3.95)

а також введено позначення

t̃l = tl + βµ. (3.96)

Очевидно, що iнтеграли за ρl у якобiанi (3.94) мiстять дельта-функцiї, якi знiма-

ють iнтегрування за змiнними νl. Як наслiдок, отримуємо точне представлення

ВСС

Ξ=gV

∫
(dt)Nvexp

[
− 1

2β

∑
k∈Bc

tkt−k
V (k)

]∏
l∈Λ

( ∞∑
m=0

vm

m!
emt̃le−pm

2

)
(3.97)

Для отримання кiлькiсних характеристик моделi, ряд у добутку за l у виразi

(3.97) зручно представити у виглядi кумулянтного розкладу

J̃l(t̃l) = exp

[
−
∞∑
n=0

cn
n!
t̃nl

]
. (3.98)

Коефiцiєнти cn є явними аналiтичними функцiями параметрiв p та v (див. додаток

Б), на вiдмiну вiд коефiцiєнтiв bn отриманих у роздiлi 3.2 [26]. Коефiцiєнти bn були
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складно вираженi через iнтеграли, якi мiстили кумулянтнi ряди. Тому їх було

можливо розрахувати лише чисельно. Як наслiдок, було отримано наближений

вираз ВСС (3.40).

Очевидно, що p та v є iнструментальними параметрами у цьому пiдходi.

Бiльше того, мiж ними iснує однозначна залежнiсть (детальнiше в додатку В)

Для подальшого розрахунку ВСС доцiльно використовувати змiннi t̃k. Тодi

якобiан переходу не буде функцiєю хiмiчного потенцiалу, що насправдi зробить

процедуру обчислення набагато простiшою. Перехiд у (3.97) до змiнних t̃k здiйс-

нюється за допомогою (3.96), щоб отримати наступне

Ξ=gV exp

[
−
(
c0 +

βµ2

2V (0)

)
Nv

]∫
(dt̃)Nvexp

[√
Nv

(
µ

V (0)
− c1

)
t̃0−

− 1

2

∑
k∈Bc

D(k)t̃kt̃−k −
∞∑
n=3

cn
n!
N

1−n
2

v

∑
k1,...,kn
ki∈Bc

t̃k1
. . . t̃knδk1+...+kn

]
. (3.99)

Тут −V (0) — це ефективний потенцiал взаємодiї при |k| = 0, а також

D(k) = c2 +
1

V (k)β
.

Важливо, що функцiональне представлення ВСС комiркової моделi плину

(3.99) є точним, хоч i вiзуально подiбним на наближений вираз (3.40).

3.3.1. Розрахунок явного вигляду великої статистичної суми в

наближеннi типу молекулярного поля

Надалi використовуються мiркування наведенi в роздiлi 3.2.2, щоб отримати

рiвняння стану та фiзичнi характеристики системи, оскiльки вираз (3.99), подiбно

до (3.40), мiстить нескiнчений ряд в аргументi пiдiнтегральної експоненти. Тому

ВСС (3.99) розраховується в наближеннi моделi ρ4. Зробивши замiну змiнних

t̃~k = ρ~k + c34

√
Nvδ~k, c34 = −c3

c4
,
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отримується вираз

Ξ =gV e
Nv(Eµ−c0)

∫
(dρ)Nvexp

[√
NvMρ0 −

1

2

∑
k∈Bc

d(k)ρkρ−k−

− c4

24

1

Nv

∑
k1,...,k4
ki∈Bc

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

]
, (3.100)

де

Eµ = −βV (0)

2
(M + c̃1)

2 +Mc34 +
d(0)

2
c2

34 −
c4

24
c4

34,

M =
µ

V (0)
− c̃1; c̃1 = c1 + d(0)c34 +

c4

6
c3

34. (3.101)

Коефiцiєнт d(k) має вигляд

d(k) =
1

βV (k)
− c̃2, c̃2 =

c4

2
c2

34 − c2. (3.102)

Варто звернути увагу на те, що завдяки використанню перетворення

Стратоновича-Хаббарда (3.91) вирази для ефективного потенцiалу M , величини

Eµ та коефiцiєнта d(k) суттєво вiдрiзняються вiд своїх аналогiв: M i d̃(k) iз (3.54)

та функцiї E0(µ) iз (3.55). Тому не дивно, що надалi у цьому роздiлi для прове-

дення числових розрахункiв використовуються значення вiдношення параметрiв

потенцiалу взаємодiї α−1
R = 3 ln 2 та параметрiв моделi

p = 0.8000, v = 4.8598, χ = 2.5173, (3.103)

якi також вiдрiзняються вiд значень параметрiв (3.47).

Для розрахунку виразу (3.100) використовується наближення типу серед-

нього поля (наближення нульової моди), як i в роздiлi 3.2.2. Тому ВСС (3.100) в

цьому наближеннi має наступний вигляд

Ξ0 = g′V e
NvEµ

∞∫
−∞

dρ0 exp [NvE(ρ0)] . (3.104)

E(ρ0) отримано iз врахуванням замiни змiнних ρ′0 =
√
Nvρ0

E(ρ0) = Mρ0 −
1

2
d(0)ρ2

0 −
c4

24
ρ4

0. (3.105)
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Як уже згадувалось ранiше, формулу для критичної температури слiд шукати з

умови d(0)|T=Tc = 0, а отже,

kBTc = c̃2V (0, Tc), (3.106)

де V (0, Tc) = V (0)|T=Tc це значення функцiї V (0) за критичної температури. Так

як коефiцiєнти cn якобiана переходу є функцiями p, цей параметр впливає на зна-

чення Tc. Ця залежнiсть є важливою для застосування запропонованого пiдходу

до конкретних фiзичних систем.

Зважаючи на явний вираз для ефективного потенцiалу взаємодiї (3.9), легко

переконатися, що температурна залежнiсть d(0) виражається наступною форму-

лою

d(0) = c̃2γτ, τ =
(T − Tc)

Tc
, (3.107)

γ =
A0

A0+ (τ+1)χ
= −Ũ(0)

V (0)
, A0 = 16e−

R0
α − 1.

Пам’ятаємо, що Ũ(0) = U(0)−Ψ(0) є Фур’є-образом мiжкомiркового потенцiалу

взаємодiї.

Так як у термодинамiчнiй границi величина Nv у показнику пiдiнтегральної

експоненти у виразi (3.104) прямує до безмежностi, то зручно використати метод

Лапласа для проведення iнтегрування у цьому виразi, так само, як це зроблено

для виразу (3.59), та отримати ВСС у наступнiй формi

Ξ ' g′V exp [NvEµ +NvE(ρ̄0)] , (3.108)

де величину ρ0 = ρ̄0 знаходимо з рiвняння

ρ̄3
0i + pQρ̄0i + qQ = 0, pQ =

6d(0)

c4
qQ = −6M

c4
. (3.109)

ρ̄0 задовольняє умову максимуму E(ρ0). З огляду на явну форму ВСС (3.108),

середня густина системи виражається формулою

n̄=
< N>

Nv
=
∂Eµ

∂βµ
+
∂E0(ρ̄0)

∂βµ
⇒ n̄=ng −M + c̃2κρ̄0, (3.110)
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де

ng = −c1 − c2c34 +
c4

3
c3

34, (3.111)

βV (0) =
1

κ
, κ = c̃2(τγ + 1).

Так як ρ̄0 = ρ̄0(τ,M), рiвняння (3.110) описує зв’язок мiж сереньою густиною n̄

та хiмiчним потенцiалом M . Це рiвняння є нелiнiйним. Воно має рiзну кiлькiсть

дiйсних розв’язкiв залежно вiд того чи τ з (3.12) приймає додатнi значення, чи

— вiд’ємнi. Якщо τ < 0, iснує три дiйсних розв’язки ρ̄0i, якщо T ≥ Tc, дiйсним є

лише один.

Для всiх τ є три можливих значення M , якi вiдповiдають одному i тому

самому значенню середньої густини n̄. Знайдемо залежнiсть хiмiчного потнецiа-

лу вiд середньої густини M = f(n̄, τ), використовуючи вираз (3.110). Запишемо

рiвняння на умову максимуму величини E(ρ0) (3.105)

M = d(0)ρ̄0b +
c4

6
ρ̄3

0b, (3.112)

де, вiдповiдно до (3.110),

ρ̄0b =
(n̄− ng +M)

κ
. (3.113)

Використавши позначення

m = M + n̄− ng, (3.114)

рiвняння (3.112) зводиться до наступної форми

m3 +mpb + qb = 0, (3.115)

де

pb =
6κ2c̃2

c4
qb = −6κ3

c4
(n̄− ng),

а його дискримiнант

Db =
(pb

3

)3

+
(qb

2

)2

. (3.116)

Оскiльки pb < 0, значення Db може бути додатнiм або вiд’ємним (див. ри-

сунок 3.9). Це впливає на кiлькiсть дiйсних розв’язкiв рiвняння (3.115). Якщо
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Рис. 3.9. Графiк залежностi Db вiд се-
редньої густини.
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Рис. 3.10. Розв’язкиmn як функцiї се-
редньої густини n̄: m1 —
крива 1, m2 — крива 2,
m3 — крива 3.

Db < 0, то рiвняння (3.115) має три дiйсних коренi. Якщо Db = 0, то є два зна-

чення густини n̄. У випадку Db > 0, рiвняння (3.115) має єдиний розв’язок, що

описує нефiзичну поведiнку спадання середньої густини n̄ iз зростанням хiмiчно-

го потенцiалу. У областi густини 0 ≤ n̄ ≤ n̄max Db є вiд’ємним. Це зображено на

рисунку 3.9.

Розв’язки рiвняння (3.115) мають наступний вигляд

m1 = 2

√
2κ2c̃2

c4
sin

αb
3
,

m2 = −2

√
2κ2c̃2

c4
sin
(αb

3
+
π

3

)
, (3.117)

m3 = −2

√
2κ2c̃2

c4
sin
(αb

3
− π

3

)
,

де

αb = arccos

[√
9c4

8c̃3
2

(n̄− ng)

]
.

Iз виразу (3.114) випливає формула для ефективного потенцiалу взаємодiї

M = mn − (n̄− ng). (3.118)

Iз рисунку 3.10 видно, що розв’язок m1 iз (3.117) є обмеженим. Вiдповiдно, при
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вибраних параметрах потенцiалу взаємодiї хiмiчний потенцiал приймає значення

−2.5 < M < 2.5 i зростає зi збiльшенням густини (рисунок 3.11). Пiдстановка двох

iнших розв’язкiв, m2 та m3, у вираз (3.118) дає нефiзичну поведiнку ефективного

хiмiчного потенцiалу, а саме його зростання проводить до зменшення густини.

Тому очевидно, що вираз для ефективного потенцiалу взаємодiї приймає вигляд

M = m1 − (n̄− ng). (3.119)

n
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Рис. 3.11. Залежнiсть ефективного хi-
мiчного потенцiалу M вiд
середньої густини.
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Рис. 3.12. Графiк залежностi тиску
вiд середньої густини за
рiзних фiксованих значень
температури: τ = 0 (кри-
ва 1), τ = 0.5 (крива 2),
τ = 1 (крива 3), τ = 1.5
(крива 4).

Повернемось до розрахунку ВСС (3.108). Випадок температур T > Tc озна-

чає єдиний дiйсний розв’язок рiвняння (3.109)

ρ̄0b =

(
3M

c4
+
√
Q

) 1
3

+

(
3M

c4
−
√
Q

) 1
3

, Q =

(
2d(0)

c4

)3

+

(
−3M

c4

)2

. (3.120)

У такому разi рiвняння стану або, iншими словами, тиск як функцiя температури

i середньої густини має наступний вигляд

Pv

kBTc
= (τ + 1)

[
f − (M+ c̃1)

2

2κ
+
d(0)

2κ2
(n̄− ng+M+ κc34)

2
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+
c4

8κ4
(n̄− ng +M + κc34)

4

]
, (3.121)

f =
1

Nv
ln g′V − c0 +

c4

24
c4

34.

Вважаючи, що у (3.121) T = Tc, легко записати явну залежнiсть тиску вiд густини

за критичної температури

Pv

kBTc
= fc +

M0

4c̃2
[M0 + 3n̄|T=Tc − ng] , (3.122)

fc =
1

Nv
ln g′V − c0 +

c4

24
c4

34 −
(c1 + c4c

3
34/6)2

2c̃2
.

Наступна формула виражає ефективний хiмiчний потенцiал за критичної темпе-

ратури M0 як функцiю середньої густини

M0 = 2

(
2c̃3

2

a4

) 1
2

sin
[αc

3

]
− (n̄|T=Tc − ng).

Тиск P = P (n̄) виражений формулою (3.121) та P |T=Tc = P |T=Tc(n̄) вира-

жений (3.122) зображенi на рисунку 3.12.

3.3.2. Поведiнка системи в областi температур T < Tc

Рiвняння стану у випадку T < Tc записується у формi

Pv

kBT
=

1

Nv
ln g′V + Eµ +Mρ̄0i −

1

2
d(0)ρ̄2

0i −
c4

24
ρ̄4

0i, (3.123)

де Eµ означено в (3.101), а величини ρ̄0i i = 1, 2, 3 є трьома розв’язками рiвняння

(3.109) [27]

ρ̄01 = 2ρ0r cos
αm
3
, ρ̄02 = −2ρ0r cos

(
αm + π

3

)
, ρ̄03 = −2ρ0r cos

(
αm − π

3

)
.

(3.124)

де

ρ0r =

√
−2d(0)

c4
, αm = arccos

M

MQ
. (3.125)



98

Як i величина Mq iз (3.70), MQ — це значення хiмiчного потенцiалу M , коли

дискримiнант Q рiвняння (3.109) дорiвнює нулю

MQ =

√
−8[d(0)]3

9c4
. (3.126)

Слiд зауважити, що область значень M обмежена iнтервалом |M | ≤ MQ. Для

всiх |M | ≤ MQ маємо Q < 0, тому iснує три дiйсних розв’язки рiвняння (3.109)

на цьому iнтервалi значень M .

У випадку |M | > MQ iснує єдиний дiйсний корiнь (3.120) рiвняння (3.109),

так само як i в областi температур T > Tc.

При M = −MQ маємо Q = 0, тому, використовуючи (3.120), отримуємо

ρ̄
(−)
0q = 2

(
−3MQ

c4

) 1
3

≡ −2ρ0r, (3.127)

а в точцi M = MQ знаходимо

ρ̄
(+)
0q = 2

(
3MQ

c4

) 1
3

≡ 2ρ0r. (3.128)

Цiкаво проаналiзувати асимптотику розв’язкiв (3.124) при |M | = MQ. При M =

−MQ маємо cosα
(−)
q = −1, саме тому α(−)

m = π, а також

ρ̄
(−)
01 =2ρ0r cos

π

3
= ρ0r,

ρ̄
(−)
02 =−2ρ0r cos

(
2π

3

)
=ρ0r, (3.129)

ρ̄
(−)
03 =−2ρ0r cos 0 = −2ρ0r.

У випадку M = MQ, cosα
(+)
m = 1 або α(+)

Q = 0, тодi

ρ̄
(+)
01 = 2ρ0r cos 0 = 2ρ0r,

ρ̄
(+)
02 = −2ρ0r cos

π

3
= −ρ0r, (3.130)

ρ̄
(+)
03 = −2ρ0r cos

(
−π

3

)
= −ρ0r.

Таким чином при M = −MQ величина ρ̄(−)
0q = −2ρ0r означена в (3.127) спiвпадає

з ρ̄(−)
03 вираженим у (3.129).
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У випадку M = MQ, величина ρ̄
(+)
0q = 2ρ̄03 iз (3.128) є iдентичною до ρ̄(+)

01

вираженої у (3.130).

n

M

I II III IV

0 n12 n20 n03 n34 nlim

MmaxMq‐Mq 0 0Mmin

Рис. 3.13. Iнтервали значень хiмiчного потенцiалу та вiдповiдних до них значень
середньої густини в областi температури нижчої, нiж критична темпе-
ратура.

Очевидно, що зростання ефективного хiмiчного потенцiалу вiд −∞ до −MQ

вiдповiдає єдиному розв’язку рiвняння (3.109), який подано у (3.120) (Iнтервал I

на рисунку 3.13). Для −MQ < M < 0 цей розв’язок переходить у ρ̄(−)
03 iз (3.129) та

залишається застосовним до моменту, коли M = −0 (Iнтервал II), де cosα
(−)
0 = 0

або α(−)
0 = π

2

lim
M→−0

ρ
(−)
03 =ρ

(−)
0 = −2ρ0r cos

(π
6
− π

3

)
=−
√

3ρ0r. (3.131)

З iншого боку, зменшення M вiд +∞ до MQ також вiдповiдає єдиному розв’язку

(3.120) (Iнтервал IV), який при M = Mq переходиь у розв’язок ρ̄(+)
01 , виражену в

(3.130), та залишається застосовним до моменту, коли M = +0 (Iнтервал III)

lim
M→+0

ρ
(+)
01 = ρ

(+)
0 = 2ρ0r cos

(π
6

)
=
√

3ρ0r. (3.132)

Отже, рiвняння стану в областi T < Tc записується у формi кiлькох доданкiв

iз використанням θ-функцiй Хевiсайда у вiдповiдностi до значень ефективного

хiмiчного потенцiалу M

Pv

kBT
=− 1

Nv
ln g′V +Eµ+E(ρ̄0)[Θ(−M−MQ)+Θ(M−Mq)] +
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+E(ρ̄03)Θ(−M)Θ(M+MQ)+E(ρ̄01)Θ(M)Θ(MQ−M). (3.133)

Цього достатньо для побудови функцiї P = P (τ,M), зображеної на рисунку 3.14.

Звiдти видно, що кривi мають злам у точцiM = 0. У областi температури T ≥ Tc

вiдповiднi кривi є гладкими.
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Рис. 3.14. Тиск P як функцiя ефективного хiмiчного потенцiалу в областi T < Tc,
для фiксованих значень вiдносної температури: τ = −0, 1 (крива 1),
τ = −0, 2 (крива 2), τ = −0, 3 (крива 3).

Незважаючи на цей результат, залежнiсть тиску вiд густини та температури

є бiльш iнформативною. Для того, щоб її отримати, слiд виразити хiмiчний по-

тенцiал у формi функцiї середньої густини, вiдповiдно до спiввiдношення (3.110),

та використати отриману формулу у виразi (3.133). Задля цiєї мети використову-

ється вираз (3.119), щоб порiвняти поведiнку ρ̄0 з оного боку як функцiї хiмiчного

потенцiалу, а з другого як функцiї густини. Тому варто розглянути кожен з iн-

тервалiв, зображених на рисунку 3.13. Подiбний аналiз виконано у роздiлi 3.2.3.

Iнтервал I, M ≤ −MQ. При M = −MQ маємо вираз (3.127) для ρ̄0, де ρ0r

є функцiєю температури (3.125). З iншого боку є вже вiдомий вираз (3.110)

n̄ = ng −M + ρ̄0κ,

який поєднує середню густину n̄ iз хiмiчним потенцiалом (а у цьому конкретному

випадкуM = −MQ) та величиною ρ̄0 = −2ρ0r. Вiдповiдно до (3.110), легко знайти
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густину n̄12, що вiдповiдає M = −MQ, тобто точку переходу мiж Iнтервалом I та

Iнтервалом II

n̄12 = ng − 2κρ0r +
c4

3
ρ3

0r. (3.134)

Iнтервал II, −MQ ≤M ≤ −0. ПриM = −0 маємо ρ̄03 = −
√

3ρ0r. Значення

густини, що вiдповiдає границi n̄20 = lim
M→−0

n̄, є наступним

n̄20 = ng −
√

3κρ0r. (3.135)

Iнтервал III, 0 ≤ M ≤ MQ. Цей iнтервал починається з точки M = 0, де

ρ̄01 =
√

3ρ0r, тобто

n̄03 = ng +
√

3κρ0r, (3.136)

та закiнчується значенням M = MQ, якому вiдповiдає ρ̄01 = 2ρ0r, а тому

n̄34 = ng + 2κρ0r −
c4

3
ρ3

0r. (3.137)
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Рис. 3.15. Графiк температури фазового переходу, як функцiї густини (бiнодаль
– крива 1, спiнодаль – крива 2).

Iнтервал IV,M > Mq. Цей iнтервал розпочинається iз n̄03 (3.136) i зростає

до певної фiксованої густини n̄lim. Величина n̄lim є обмеженою. Температурна
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залежнiсть величин n̄20 та n̄03 вiд температури показано на рисунку 3.15 (кри-

ва спiвiснування). Максимальне значення M вiдповiдає n̄lim = 3.26. У випадку

n̄ > nlim розв’язок m1 у виразi (3.119) мав би бути замiнений на m3. Проте вiн

є нефiзичним, оскiльки вiдповiдає зменшенню хiмiчного потенцiалу iз ростом гу-

стини.

Визначення температурних залежностей граничних густин n̄12, n̄20, n̄03 та

n̄34 дозволяє записати рiвняння стану (3.133) в змiнних (τ, n̄). Для цього достат-

ньо використати формулу (3.119), яка дає залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд

температури та густини, пiдставивши її в рiвняння стану (3.133). В останньому

слiд замiнити функцiї Хевiсайда Θ(Mi−MQ) на вiдповiднi дiапазони густини, що

описанi вище. У результатi рiвняння стану виражається формулою

Pv

kBT
= − 1

Nv
lng′V + Eµ(n̄) + E1(ρ̄03)Θ(n̄12 − n̄) + E2(ρ̄03)Θ(n̄− n̄12)Θ(n̄20 − n̄)

+ E3(ρ̄01)Θ(n̄− n̄03)Θ(n̄34 − n̄) + E4(ρ̄01)Θ(n̄− n34), (3.138)

де величина Eµ означена в (3.101). Функцiї En(ρ̄0) мають наступний вигляд

En(ρ̄0n) = Mρ̄0n −
d(0)

2
ρ̄2

0n −
c4

24
ρ̄4

0n, (3.139)

де в якостi ρ̄0n використовується або ρ̄01 (див. (3.124)) для E3(ρ̄01) та E4(ρ̄01), або

ρ̄03 (див. (3.124)) для E1(ρ̄03) та E2(ρ̄03). Iзотерми тиску P як функцiї середньої

густини та температури зображенi на рисунку 3.16. Легко бачити, що в областi

температури τ < 0 iснує стрибок густини, який вiдображає криву спiвiснування.

Числовi результати показують, що рiдинна фаза спостерiгається за температури

T < Tc в областi густин n̄ ≤ nlim.

На фазовiй дiаграмi рисунок 3.17 видно лiнiю граничного тиску

Plim = lim
n̄→nlim

P (n̄) пов’язаного iз максимальним значенням густини плину nlim.

Це граничне значення залежить вiд мiкроскопiчних параметрiв системи, iнакше

кажучи, воно приймає певне значення для певної системи. У даному пiдходi лi-

нiя максимальної густини встановлює дiапазон густин 0 ≤ n ≤ nlim, в якому є

можливiсть описати поведiнку плину.
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Рис. 3.16. Залежнiсть тиску P як функцiї середньої густини та вiдносної темпера-
тури: τ = 0 (крива 4), τ = −0.1 (крива 1), τ = 0.2 (крива 2), τ = −0.3
(крива 3).
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Рис. 3.17. Фазова дiаграма

На рисунку 3.18 чорна крива, що роздiляє сiру та бiлу зони поверхнi тиску

як функцiї середньої густини та вiдносної температури, вiдповiдає вузькому околу

критичної температури Tc, де наближення середнього поля не дає коректного

результату.
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Рис. 3.18. Поверхня тиску як функцiї середньої густини та вiдносної температу-
ри.

3.4. Висновки

У роздiлi показано, що комiркова модель плину має застосування для опису

фазової поведiнки систем iз залежним вiд вiддалi потенцiалом взаємодiї. У якос-

тi такого потенцiала обрано потецiал Морзе, який використовується у числових

розрахунках для вiдтворення взаємодiї ряду фiзичних систем. Вибiр саме тако-

го потенцiалу зумовлений двома обставинами. Перша з них пов’язана з тим, що

для нього iснує Фур’є-образ. Це дозволяє застосовувати у розрахунках метод ко-

лективних змiнних. Друга обставина полягає в тому, що вiдомi значення його

параметрiв для низки конкретних речовин. Це дозволяє виконати аналiтичнi роз-

рахунки, отримати на їх основi числовi результати для фiзичних характеристик

та порiвняти їх з даними комп’ютерних симуляцiй чи навiть експериментiв для

реальних речовин.

Вcтановлено, що обмеження ряду для якобiана переходу вiд густинних до

колективних змiнних другим та четвертим степенем в показнику експоненти дає

задовiльний опис фазового переходу iз газової в рiдинну фазу навiть у випадку
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наближення нульової моди. Розрахунок великої статистичної суми у цьому на-

ближеннi означає врахування вкладу лише вiд колективної змiнної iз нульовим

значенням хвильового вектора. По сутi, воно є еквiвалентиним наближенню се-

реднього поля.

У цьому роздiлi розвинуто два пiдходи до дослiдження фазової поведiнки

моделi. Кожен з них має свої переваги i недолiки. Перший спосiб є загальним i не

залежить вiд форми ефективного потенцiалу взаємодiї, що утворюється внаслiдок

формування системи вiдлiку iз початкового потенцiалу взаємодiї. Разом з тим вiн

є бiльш громiздким, оскiльки одним iз його етапiв є промiжне iнтегрування при

розрахунку якобiана переходу.

Другий пiдхiд — прямий — може бути використаний лише тодi, коли ефек-

тивний потенцiал взаємодiї є вiд’ємним для всiх значень хвильового вектора k.

Це означає, що включена до системи вiдлiку частина потенцiалу вiдштовхування

повинна бути достатньо великою. Виконання такої додаткової умови дозволяє сут-

тєво спростити розрахунки. Бiльше того, такий пiдхiд дав можливiсть отримати

точне представлення ВСС для системи з потенцiалом Морзе у виглядi безмежно-

го кумулянтного ряду. Встановлено, що значення кумулянiв виражаються через

новi спецiальнi функцiї, якi є швидкозбiжними рядами (як i у роздiлi 2).

Характерною особливiстю комiркової моделi плину є отримання нелiнiйно-

го рiвняння на зв’язок хiмiчного потенцiалу та густини. У роздiлi встановлено

наявнiсть деякої особливої температури Tc (критичної температури), такої, що

для всiх T > Tc це рiвняння має єдиний розв’язок. Наслiдком цього є iснування

єдиної фази в системi. Для температур T < Tc виявлено можливiсть iснування

двох фаз iз рiзною густиною за однакових значень температури та тиску. Саме

це зумовлює iснування фазового переходу в системi. Розрахованi рiвняння стану

комiркової моделi плину отриманi без використання розкладiв за степенями гу-

стини чи активностi. Окрiм перерахованих вище результатiв, прямий пiдхiд до

розахунку ВСС дає можливiсть отримати фазову дiаграму системи. Ця дiаграма,

крiм кривої спiвiснування, мiстить лiнiю, що обмежує область iснування рiдинної

фази. Наявнiсть такої лiнiї не означає iснування третьої фази iз густиною, що
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вища, нiж густина рiдинної фази, однак дозволяє стверджувати, що наслiдком

використання моделi ρ4 є обмеження на граничне значення густини у рiдиннiй

фазi.

Спiльною рисою обох способiв розрахунку ВСС є задовiльний опис пове-

дiнки моделi в широкому дiапазонi змiни її макроскопiчних параметрiв. Отри-

мано термодинамiчний потенцiал моделi в наближеннi молекулярного поля, на

основi якого розрахованi основнi характеристики фазового переходу першого ро-

ду (значення параметрiв критичної точки, рiвняння стану, кривої спiвiснування,

спiнодалi в широкому дiапазонi температур) без використання будь-яких феноме-

нологiчних припущень.
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РОЗДIЛ 4

ВИКОРИСТАННЯ КОМIРКОВОЇ МОДЕЛI
ДЛЯ ОПИСУ ПОВЕДIНКИ ПРОСТОГО
ПЛИНУ В НАДКРИТИЧНIЙ ОБЛАСТI

У роздiлi приведенi результати дослiдження комiркової моделi плину iз ґра-

тковим аналогом потенцiалу Морзе в надкритичнiй областi. Запропонована схема

розрахунку великого термодинамiчного потенцiалу моделi вище критичної тем-

ператури. Отриманi явнi розв’язки рiвняння, що пов’язує хiмiчний потенцiал з

густиною iз використанням ренормгрупових спiввiдношень. Отримано рiвняння

стану моделi у надкритичної областi, розрахована iзотермiчна стисливiсть та по-

будованi кривi її залежностi вiд густини. Знайдено максимуми iзотермiчної стис-

ливостi i показано, що вони утворюють на площинi (P, T ) криву типу лiнiї Вiдома.

Результати роздiлу опублiковано в роботах [28, 29]

У цьому дослiдженнi за основу береться метод розрахунку ВСС, що деталь-

но описаний у попередньому роздiлi. Вiн дає змогу вже в наближеннi нульової

моди отримати рiвняння стану комiркової моделi в широкому дiапазонi темпера-

тури нижче i вище критичної точки. Конкретнi числовi розрахунки здiйснюються

з використанням ґраткового аналогу потенцiалу Морзе (див. роздiл 3.2). Наслiд-

ком такого пiдходу [26, 27] є обмеження на застосування значеннь спiввiдношення

мiж параметрами потенцiалу взаємодiї α−1
R < 4 ln 2. Однак, згiдно з числовими

результатами [123, 124], це спiввiдношення перевищує α−1
R = 4 ln 2 для реальних

речовин, зокрема для рiдких металiв. Тому в даному роздiлi метод, запропонова-

ний у [27] i описаний у роздiлi 3.3, модифiкується шляхом утворення ефективного

потенцiалу взаємодiї незалежного вiд температури. Це робить його застосовним
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в дiапазонi α−1
R > 4 ln 2 для опису реальних металiв у областi фазового переходу

першого роду.

Взаємодiя в системi виражається величиною Ũl12
= Ψl12

− Ul12
(3.3), яка

є функцiєю вiдстанi мiж комiрками та обирається у формi ґраткового аналогу

потенцiалу Морзе (див. (3.42) та (3.43))

Ψl12
= De−2(l12−1)/αR; Ul12

= 2De−(l12−1)/αR, (4.1)

iз вiдношенням αR ефективного радiусу взаємодiї α до координати R0 мiнiмуму

функцiї Ũl12
, що позначається лiтерою D. Для зручностi усi довжини вимiрю-

ться в одиницях R0. Далi у роздiлi представлено кiлькiснi результати з вико-

ристанням наступних параметрiв потенцiалу Ũl12
, що застосовуються для опи-

су потенцiалом Морзе [124] взаємодiї натрiю: R0 = 5.3678 Å, αR = 0.3385,

D = 0.9241× 10−20 Дж, та калiю:R0 = 6.4130 Å, αR = 0.3272,D = 0.8530×10−20

Дж [84]. Значення параметра моделi c (довжини ребра комiрки) становить c =

1.3424 для натрiю та c = 1.4326 для калiю [28]. Процедура однозначного визначе-

ння об’єму комiрки v = c3, як i iнших параметрiв моделi, представлена в додатку

В [27, 28].

У роздiлi 2 [30] представлено точний розрахунок ВСС односортної комiрко-

вої моделi з потенцiалом Кюрi-Вейса та встановлено, що ця модель має послiдов-

нiсть фазових переходiв першого роду за температури нижчої, нiж критична Tc.

Потенцiал Кюрi-Вейса був обраний у формi функцiї

Φl12
=

{
−J1/Nv, x ∈ ∆l1, y ∈ ∆l2, l1 6= l2,
J2δl1l2, x, y ∈ ∆l1, l1 = l2

.

У пiдходi Кюрi-Вейса вона не може бути функцiєю вiдстанi мiж складовими сис-

теми. Перший член в Φl12
з J1 > 0 описує притягання. Вiн приймається однаковим

для всiх частинок. Другий член з J2 > 0 описує вiдштовхування мiж двома час-

тинками, що мiстяться в однiй i тiй самiй комiрцi. У роздiлi 3 та роздiлi 4 потенцiал

взаємодiї є функцiєю вiдстанi. Аналогом взаємодiї −J1 = const є експоненцiально

спадна функцiя вiдстанi Ũl12
(l12 6= 0) < 0, аналогом J2 є величина Ũl12

(l12 = 0) > 0.

З цiєї точки зору стала взаємодiя Ũl12
(l12 = 0) = De1/αR(e1/αR − 2) > 0 вiдображає
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енергiю взаємодiї всерединi комiрки. Легко бачити, що ця енергiя має вiдштовху-

вальну природу i вiдповiдає взаємодiї частинок, що знаходяться в однiй комiрцi.

4.1. Представлення великої статистичної суми у
випадку залежної вiд температури системи вiдлiку

Використання iдеї розрахунку ВСС комiркової моделi плину (3.1) запропо-

нованої у роздiлi 3 [27] дозволяє отримати її вираз у представленнi колективних

змiнних ρk

Ξ=

∫
(dρ)Nvexp

[
βµρ0 +

β

2

∑
k∈Bc

W (k)ρkρ−k

]
J(ρl), (4.2)

J(ρl) =

Nv∏
l=1

[ ∞∑
m=0

vm

m!
e−p(T )m2

δ(ρl −m)

]
, (4.3)

де ρl це представлення ρk у прямому просторi i l = |l|. Основна вiдмiннiсть цього

виразу вiд формули (3.90) полягає у тому, що, навiдмiну вiд функцiї V (k) (див.

(3.9)), ефективний потенцiал взаємодiї −W (k) не мiстить явної залежностi вiд

температури

W (k) = U(k)−Ψ(k) + χΨ(0), (4.4)

а параметр p(T ), який є аналогом параметра p (див. (3.14)) [26, 27] стає функцiєю

температури:

p(T ) = χβΨ(0)/2. (4.5)

Параметр χ залишається додатнiм та сталим, проте залежнiсть вiд температури,

що мiститься у параметрi p, дещо ускладнює розрахунок якобiана переходу. Тим

не менше, розрахунок цього виразу зручно проводити способом, що запропонова-

ний у роздiлi 3.3. Виконання умови W (k) > 0 для всiх χ > 0 дозволяє здiйснити

перетворення Стратоновича-Хаббарда для доданку, що мiстить ефективний по-

тенцiал взаємодiї:

exp

[
β

2

∑
k∈Bc

W (k)ρkρ−k

]
= gW

∫
(dt)Nvexp

[
− 1

2β

∑
k∈Bc

tkt−k
W (k)

+
∑
k∈Bc

tkρk

]
, (4.6)
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gw =
∏
k∈Bc

(2πβW (k))−1/2 .

Змiннi tk є комплексними величинами tk = t
(c)
k − it

(s)
k , для яких t(c)k та t(s)k є вiдпо-

вiдно дiйсною а уявною частинами.

У кумулянтному представленнi якобiан переходу до колективних змiнних

J(ρl) набуває вигляду

J̃l(t̃l) = exp

[
−
∞∑
n=0

an(T )

n!
ρnl

]
, (4.7)

де коефiцiєнти an(T ) мають наступну функцiональну форму

a0(T ) = − lnT0(v, p(T )); a1(T ) = −T1(v, p(T ))

T0(v, p(T ))
;

a2(T ) = −T2(v, p(T ))

T0(v, p(T ))
+ a2

1;

a3(T ) = − T3(v, p(T )

T0(v, p(T ))
)− a3

1(T ) + 3a1(T )a2(T ); (4.8)

a4(T ) = −T4(v, p(T ))

T0(v, p(T ))
+ a4

1(T )− 6a2
1(T )a2(T ) + 4a1(T )a3(T ) + 3a2

2(T ).

На вiдмiну вiд коефiцiєнтiв cn (див. роздiл 3.3) [27], усi коефiцiєнти an(T ) є функ-

цiями температури, так як вони мiстять залежний вiд температури параметр p(T )

(4.5). Це слiд пам’ятати, проте для зручностi позначень, цi коефiцiєнти познача-

тимуться як an(T ) ≡ an. Завдяки умовi p(T ) > 0, спецiальнi функцiї Tn(v, p(T ))

є швидко збiжними рядами

Tn(v, p(T )) =
∞∑
m=0

vm

m!
mne

−p(T )
2 m2

. (4.9)

Враховуючи вирази (4.6) та (4.5), знаходимо точне представлення ВСС мо-

делi

Ξ = gw exp

[
−
(
a0 +

βµ2

2W (0)

)
Nv

]∫
(dt̃)Nvexp

[√
Nv

(
µ

W (0)
− a1

)
t̃0 −

− 1

2

∑
k∈Bc

D(k)t̃kt̃−k −
∞∑
n=3

an
n!
N

2−n
2

v

∑
k1,...,kn
ki∈Bc

t̃k1
. . . t̃knδk1+...+kn

]
, (4.10)
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де використано позначення

D(k) = a2 +
1

W (k)β
.

4.1.1. Наближений розрахунок великої статистичної суми

Вираз (4.10) подiбний до (3.99), проте мiж ними є суттєва рiзниця. Вираз

(4.10) застосовний для будь-яких

R0/α > 4 ln 2 (4.11)

та довiльних значень параметра χ > 0. Нерiвнiсть (4.11) є притаманною для

опису взаємодiї реальних речовин, зокрема, лужних металiв (Cs, Rb,K, Na тощо)

потенцiалом Морзе [123, 124, 128].
У наближеннi моделi ρ4 ВСС (4.10) має наступний вигляд

Ξ =gwe
Nv(Eµ−a0)

∫
(dρ)Nvexp

[√
NvMρ0 −

1

2

∑
k∈Bc

d(k)ρkρ−k −
a4
24

1

Nv

∑
k1,...,k4
ki∈Bc

ρk1 ...ρk4δk1+...+k4

]
, (4.12)

де використано позначення

Eµ = −βW (0)

2
(M + ã1)

2 +Ma34 +
d(0)

2
a2

34 −
a4

24
a4

34,

M =
µ

W (0)
− ã1, (4.13)

ã1 = a1 + d(0)a34 +
a4

6
a3

34.

Коефiцiєнт d(k) мiстить ефективний потенцiал взаємодiї

d(k) =
1

βW (k)
− ã2, ã2 =

a4

2
a2

34 − a2. (4.14)

Для опису поведiнки моделi в широкому дiапазонi температури, за виключе-

нням близького околу критичної точки, використовується наближення нульової

моди iз врахуванням вкладу лише вiд змiнної ρk iз k = 0 (див. [27]). У другiй

частинi цього роздiлу здiйснено розрахунок ВСС (4.12) iз врахуванням вкладiв

вiд змiнних ρk iз k 6= 0 для дослiдження впливу далекосяжних флуктуацiй на

поведiнку комiркової моделi плину в критичнiй областi.
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Подiбно до (3.104), наближений вираз ВСС має вигляд

Ξ ' g′We
NvEµ

∞∫
−∞

dρ0 exp [NvE(ρ0)] . (4.15)

E(ρ0) отримується пiсля замiни змiнних ρ′0 =
√
Nvρ0

E(ρ0) = Mρ0 −
1

2
d(0)ρ2

0 −
a4

24
ρ4

0. (4.16)

Вираз

d(0) =
1

βcW (0)
− ã2c = 0 (4.17)

дає означення криитичної температури Tc

kBTc = ã2cW (0). (4.18)

Надалi iндекс c означатиме значення величини при фiксованiй температурi Tc:

anc = an(Tc), W (0) = W (k)
∣∣
k=0

.

Враховуючи (4.4), легко переконатись, що d(0) також виражається наступ-

ним чином

d(0) = ã2c(τ + 1)− ã2, (4.19)

τ =
(T − Tc)

Tc

Використання методу Лапласа [113] забезпечує знаходження асимптотичної

форми ВСС

Ξ ' g′W exp [NvEµ +NvE(ρ̄0)] , (4.20)

де значення ρ0 = ρ̄0 вiдповiдає максимуму функцiї E(ρ0). Для пошуку вiдносної

густини системи використовується добре вiдоме спiввiдношення

n̄ =
1

Nv

∂ ln Ξ

∂βµ
=
∂Eµ

∂βµ
+
∂E0(ρ̄0)

∂βµ
. (4.21)

У результатi отримується

n̄=ng −M −
ρ̄0

βW (0)
, (4.22)
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де

ng = −a1 − a2a34 +
a4

3
a3

34. (4.23)

Враховуючи (4.18) наступний вираз є очевидним

βW (0) =
1

ã2c(τ + 1)
,

так як ρ̄0 = ρ̄0(τ,M), то спiввiдношення (4.22) є ключовим у формалiзмi великого

канонiчного ансабмлю. Умова максимуму функцiї E(ρ̄0) дає вираз

M = d(0)ρ̄0 +
a4

6
ρ̄3

0, (4.24)

з якого випливає рiвняння на зв’язок хiмiчного потенцiалу M i вiдносної густини

системи n̄:

m3 +mpb + qb = 0, (4.25)

де m = M + (n̄− nc), а також

pb =
6

a4
[ã2c(τ + 1)]2ã2, qb = − 6

a4
[ã2c(τ + 1)]3(n̄− ng).

2

1

0

-1

-2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

n
_

mn

m2

m1

m3

Рис. 4.1. Розв’язки mn як функцiї вiдносної густини n̄

Розв’язки цього рiвняння зображенi на рисунку 4.1. Очевидно, що лише

крива 1 вiдображає фiзичну поведiнку збiльшення значення хiмiчного потнецiалу
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iз ростом густини. Вiдповiдний розв’язок iснує на вiдрiзку густини

nmin 6 n̄ 6 nmax. (4.26)

Зв’язок хiмiчного потенцiалу та густини (див. рисунок 4.2) набуває вигляду

M(n̄) = m1(n̄)− (n̄− nc), (4.27)

m1(n̄) = 2

√
2ã3

2

a4
sin

αb(n̄)

3
, (4.28)

αb(n̄) = arcsin

[√
9a4

8ã3
2

(n̄− ng)

]
.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

0.1

0.2

0.3

0

-0.1

-0.2

-0.3

n
_

M

21

21

Рис. 4.2. Ефективний хiмiчний потенцiал M(n̄) як функцiя вiдносної густини n̄
(крива 1 вiдповiдає параметрам для калiю, крива 2 — для натрiю).

Спираючись на данi комп’ютерних симуляцiй [84] для натрiю та калiю, вва-

жається, що nmin = 0.1. Як наслiдок, маємо рiвняння

ng =
2

3

[
2ã3

2

a4

] 1
2

− 0.1, (4.29)

яке дає однозначний зв’язок мiж параметром p(T ) та υ. Змiна значень густини

вiд 0.1 до граничного nmax є еквiвалентною росту хiмiчного потенцiалу вiд Mmin

до Mmax.
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4.1.2. Фазова поведiнка комiркової моделi плину

Спираючись на добре вiдому формулу PV = kBT ln Ξ, легко записати рiв-

няння стану комiркової моделi плину

Pv

kBT
=

ln g′W
Nv

+ Eµ +M(n̄)ρ̄0i −
1

2
d̃(0)ρ̄2

0i −
a4

24
ρ̄4

0i, (4.30)

де Eµ означено в (4.13), а величини ρ̄0i i = 1, 2, 3 — це розв’язки рiвняння

ρ̄3
0i + pQρ̄0i + qQ = 0, (4.31)

pQ =
6d(0)

a4
, qQ = −6M(n̄)

a4
.

При T > Tc iснує єдиний дiйсний розв’язок (4.31)

ρ̄0b =

(
3M(n̄)

a4
+
√
Q

) 1
3

+

(
3M(n̄)

a4
−
√
Q

) 1
3

, (4.32)

а рiвняння стану є наступним

P

kBTc
=
τ + 1

υ(T )

f+

M(n̄)

[
M(n̄) + 2n̄

]
2ã2c(τ + 1)

− d(0)m2
1(n̄)

2[ã2c(τ + 1)]2
− a4

24

m4
1(n̄)

[ã2c(τ + 1)]4

 ,

(4.33)

f =
1

Nv
ln g′W − a0 +

d(0)

2
a2

34 −
ã2

1

2ã2c(τ + 1)
− a4

24
a4

34.

Явний вираз для тиску як функцiї густини за критичної температури

Pυ|T=Tc

kBTc
= fc +

M0(n̄)

2ã2c
[M0(n̄) + 2n̄|T=Tc]−

a4c

24

[
m1(n̄)

∣∣
T=Tc

ã2c

]4

, (4.34)

fc =
1

Nv
ln g′W − a0c +

a4c

24
a4

34c −
ã2

1c

2ã2c
,

отримується iз (4.33) шляхом замiни температури T на значення Tc.

Вираз повного хiмiчного потенцiалу M0 як функцiї густини при T = Tc є

наступним

M0 = m1(n̄)
∣∣
T=Tc
− (n̄|T=Tc − ngc).
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Рис. 4.3. Розв’язки ρ̄0n як функцiї ефективного хiмiчного потенцiалу M

Iзотерми тиску P = P (n̄), побудованi на основi виразу (4.33) (крива 1) та (4.34)

(крива 2) зображенi на рисунках 4.4 для натрiю (випадок a) та калiю (випадок

б).

При T < Tc iснує три рiзних розв’язки рiвняння (4.31):

ρ̄01 = 2ρ0r cos
αm
3
,

ρ̄02 = −2ρ0r cos

(
αm + π

3

)
, (4.35)

ρ̄03 = −2ρ0r cos

(
αm − π

3

)
,

де

ρ0r =
(
− 2d(0)/a4

) 1
2 , (4.36)

а кут αm

αm = arccos
M

Mq
, Mq =

√
−8[d(0)]3

9a4
. (4.37)

Розв’язок ρ01 задовольняє умовi стiйкостi на вiдрiзку M ∈ [0,Mmax], так само

як ρ03 — на M ∈ [Mmin, 0] (див. рисунок 4.3) У результатi отримується наступне
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рiвняння стану при T < Tc

P

kBTc
= −τ + 1

υ(T )

( 1

Nv
lng′W + Eµ(n̄) + E1(ρ̄03)Θ(n̄12 − n̄) + E4(ρ̄01)Θ(n̄− n̄34)

+ E3(ρ̄01)Θ(n̄− n̄03)Θ(n̄34 − n̄) + E2(ρ̄03)Θ(n̄− n̄12)Θ(−n̄+ n̄20)
)
. (4.38)

Величина Eµ визначається з формули (4.13), а функцiї En(ρ̄0) мають наступний

вигляд

En(ρ̄0n) = M(n̄)ρ̄0n −
d(0)

2
ρ̄2

0n −
a4

24
ρ̄4

0n, (4.39)

де позначення ρ̄0n вiдповiдає або ρ̄01 iз (4.35) для E3(ρ̄01) та E4(ρ̄01), або ρ̄03 iз

(4.35) для E1(ρ̄03) та E2(ρ̄03). У рiвняннi (4.38) також фiгурують наступнi значення

густини: n̄12, якщо M = −Mq,

n̄12 = nc − 2ã2ρ0r + 4
a4

3
ρ3

0r, (4.40)

n̄34 при M = Mq

n̄34 = nc + 2ã2ρ0r − 4
a4

3
ρ3

0r, (4.41)

n̄20 та n̄03 — це густини переходу пара-рiдина

n̄20 = nc −
√

3ã2c(τ + 1)ρ0r, (4.42)

n̄03 = nc +
√

3ã2c(τ + 1)ρ0r. (4.43)

Iзотерми тиску P = P (n̄), побудованi на основi виразу (4.38) (кривi 3–7) зображенi

на рисунках 4.4 для натрiю (випадок a) та калiю (випадок б).

Як вже згадувалось на початку цього роздiлу, кривi спiвiснування пари i

рiдини для Na i K розраховано в роботi [84] за допомогою комп’ютерного моде-

лювання Монте-Карло для неперервної системи iз взаємодiєю Морзе в великому

канонiчному ансамблi. Порiвняння цих даних iз результатом теоретичного розра-

хунку, представленого у цьому роздiлi, для однакового iнтервалу температур зо-

бражено на рисунку 4.5 (використовуючи безрозмiрнi одиницi T/Tc i n̄/n̄c). Газовi

гiлки бiнодалей отриманих обома методами добре узгоджуються, проте вiдповiд-

нiсть мiж рiдинними гiлками є незадовiльною. Координати критичної точки для
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Рис. 4.4. Iзотерми тиску (n̄) за рiзних фiксованих значень температури: τ = 0.1

(крива 1), τ = 0 (крива 2), τ = −0.05 (крива 3), τ = −0.1 (крива 4),
τ = −0.15 (крива 5), τ = −0.2 (крива 6), τ = −0.3 (крива 7). Випадок
a) — результат для калiю, випадок б) — для натрiю)
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Рис. 4.5. Кривi спiвiснування: аналiтичний результат для K – пунктирна крива,
Na – штрихована крива; результати комп’ютерних симуляцiй [84] K —
символ коло, Na — символ квадрат.

натрiю i калiю, отриманi у [84] є наступними

ρ∗c(Na) = 1.430 T ∗c (Na) = 5.874
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ρ∗c(K) = 1.125 T ∗c (K) = 5.05

(у безрозмiрних одиницях T ∗ = kBT/D та ρ∗ = ρ/R3
0). Результати отриманi у

цьому роздiлi:

nc(Na) = 0.997 Tc(Na) = 5.760

nc(K) = 0.935 Tc(K) = 5.037

з використанням вiдповiдних параметрiв моделi

χ = 1.124 υ |Tc = 2.419 для Na,

χ = 1.198 υ |Tc = 2.940 для K,

вiдповiдно до (4.5) p(Tc) = 1.81 для Na та p(Tc) = 2.01 для К.

Очевидно, що розрахованi значення критичної температури Na i K близькi

до значень, отриманих iз симуляцiй. Це, однак, не стосується критичних густин

обох речовин, так як аналiтично отримана критична густина є нижчою, нiж зна-

чення отриманi iз комп’ютерних експериментiв. Тим не менше в обох випадках

критична густина натрiю перевищує значення, отримане для калiю.

4.2. Рiвняння стану комiркової моделi плину в
надкритичнiй областi

У Роздiлi 4.1 [27, 28] отримано наступне загальне функцiональне представ-

лення ВСС комiркової моделi плину в множинi колективних змiнних

Ξ =

∫
(dρ)Nvexp

βµρ0 +
β

2

∑
~k∈Bc

W (k)ρkρ−k

 Nv∏
l=1

[ ∞∑
m=0

vm

m!
e−pm

2

δ(ρl −m)

]
. (4.44)

Є принаймнi три можливi способи розрахунку (4.44) для того, щоб отримати

рiвняння стану. Перший варiант полягає в тому, щоб усереднити потенцiал взає-

модiї в прямому просторi або замiнити його на такий, що не є функцiєю вiдстанi
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мiж компонентами системи. У цьому випадку в показнику пiдiнтегральної експо-

ненти отримується дiагональна форма. Цей спосiб детально описаний у роздiлi 2,

а також у роботi [30], де застосування потенцiалу Кюрi-Вейса для iмiтацiї взаємо-

дiї в комiрковiй моделi дало змогу строго розрахувати ВСС цiєї системи. Однак

такий потенцiал взаємодiї має нефiзичну природу, оскiльки сила взаємодiї у ньому

є функцiєю числа комiрок. Тим не менш, такий спосiб забезпечує достатнiй опис

термодинамiчних властивостей. Другий варiант полягає в використаннi реалiсти-

чного потенцiалу взаємодiїї та застосуваннi наближення моделi ρ4, яка полягає у

нехтуваннi в ВСС доданками пропорцiйними до п’ятого степеня змiнної ρk i вище,

а також використаннi наближення нульової моди, тобто лише врахуваннi вкладу

вiд змiнних ρk з k = 0 (див. [27, 28]). Обидва цi способи дають можливiсть явно

розрахувати ВСС та вивести рiвняння стану. Вони дають змогу описати поведiн-

ку моделi в широкому дiапазонi температури за виключенням близького околу

критичної точки.

Третiй спосiб представлений далi у роздiлi. Вiн полягає у використаннi iдеї

методу обчислення статистичної суми, розробленої для магнетика [129, 130], i дає

змогу враховувати вплив далекосяжних флуктуацiй, необхiдних для опису кри-

тичної поведiнки. Для реалiзацiї цього способу слiд починати з виразу ВСС ко-

мiркового плину в наближеннi моделi ρ4, яка отримується iз (4.44) (див. роздiл 3,

роздiл 4, а також [27, 28])

Ξ = gwe
Nv(Eµ−a0)

∫
(dρ)Nv exp

[
MN 1/2

v ρ0 −
1

2

∑
k∈B

d(k)ρkρ−k

− −a4

24

1

Nv

∑
k1,...,k4
ki∈B

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

 . (4.45)

Тут

gw =
∏
k∈B

(2πβW (k))−1/2, a34 = −a3/a4,

Eµ = −βW (0)

2
(M + ã1)

2 +Ma34 +
1

2
d(0)a2

34 −
a4

24
a4

34,
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M = µ/W (0)− ã1, ã1 = a1 + d(0)a34 +
a4

6
a3

34. (4.46)

Для коефiцiєнта d(k) маємо вираз

d(k) =
1

βW (k)
− ã2, ã2 =

a4

2
a2

34 − a2. (4.47)

Ефективний потенцiал взаємодiї −W (k) є вiд’ємним при k = 0 для всiх χ > 1,

а для 0 < χ < 1 його знак залежить вiд величини α−1
R . Якщо α−1

R = 2.9544 (що

характерно для натрiю (Na)), χ = 1.1243 (p(Tc) = 1.8100) та v = 2.4191 [28] маємо

наступнi значення коефiцiєнтiв якобiану переходу за критичної температури Tc:

a0 = −0.3350, ã1 = −0.1891, ã2 = 0.3242, a4 = 0.0376, a34 = 2.4925. (4.48)

Це дослiдження присвячене вивченню критичної поведiнки системи, яка, як вi-

домо, спостерiгається в околi критичної температури для τ ≤ 10−2. Попри те,

що коефiцiєнти якобiану переходу є функцiями температури, вiдхилення значень

коефiцiєнтiв за температури τ ∼ 10−2 вiд (4.48) є незначним. Саме тому надалi

вважається, що в критичнiй областi an ≡ an(T ) є сталими i рiвними їхнiм значе-

нням (4.48) в точцi Tc.

Функцiю d(k) слiд представити у формi розкладу за степенями k2 настуним

чином

d(k) = d(0) + 2bk2/βW (0) + 0(k4). (4.49)

Тут

b = α2
R (U(0)−Ψ(0)/4) /W (0). (4.50)

Iз вигляду виразiв для d(0) (4.47) та b (4.50) стає очевидним, що у виразi (4.45)

доцiльно виконати замiну змiнних

ρk = ρ′k(βW (0))1/2. (4.51)

У результатi отримуємо

Ξ = gw[βW (0)]Nv/2eNv(Eµ−a0)

∫
(dρ)Nv exp

[
w0N

1/2
v ρ0 −
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−1

2

∑
k∈B

(r0 + 2bk2)ρkρ−k −
u0

24

1

Nv

∑
ki∈B

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

]
(4.52)

(тут штрих бiля ρk одразу свiдомо опущений), причому

w0 = M(βW (0))1/2, r0 = 1− βW (0)ã2, u0 = a4(βW (0))2. (4.53)

Далi в (4.52) виконується поетапне iнтегрування з дотриманням методики,

розробленої в [131]. Починати потрiбно зi змiнних ρk з великим значенням хви-

льового вектора i закiнчувати iнтегруванням за змiнною ρ0. Вклад ρ0 є основним

як у випадку температури далекої вiд Tc, так i в безпосередньому околi критич-

ної точки. Особливiстю опису поведiнки системи поблизу Tc є перенормування

коефiцiєнтiв, що стоять бiля колективної змiнної ρ0 в рiзних степенях, яке вини-

кає внаслiдок врахування вкладiв вiд змiнних ρk iз k 6= 0. Цi вклади необхiдно

включити в розрахунок задля врахування флуктуацiй, якi є суттєвими в околi Tc.

Вiдповiдно до [64] записується наступне∑
k∈B

(r0 + 2bk2)ρkρ−k =
∑
k∈B1

(r0 + 2bk2)ρkρ−k +
∑

k∈B/B1

(r0 + q)ρkρ−k, (4.54)

тут q = 2bq′ та q′ =< k2 >B1,B є середнiм k2 на вiдрiзку k ∈ (B1,B),

q′ =
3

2

π2

c2
(1 + s−2). (4.55)

Область значень k ∈ B1 має вигляд

B1 =

{
k = (k1, k2, k3)|ki = − π

c1
+

2π

c1

ni
N1i

; ni = 1, 2, ..., N1i; i = x, y, z;N1 = N 3
1x

}
.

(4.56)

Тут c1 = sc, бiльше того, спосiб подiлу простору КЗ на iнтервали (s > 1) визначає

параметр s = B/B1. Зобразивши (4.52) у виглядi

Ξ = Gµ

∫
(dρ)N1e

− 1
2

∑
k∈B1

[r0+2bk2−(r0+q)]ρkρ−k
ew0

√
Nvρ0

∏
k∈B1

δ(ηk − ρk)

×
∫

(dη)Nv exp

[
−1

2

∑
k∈B

(r0 + q)ηkη−k −
u0

24

1

Nv

∑
ki∈B

ηk1
...ηk4

δk1+...+k4

]
,(4.57)
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де Gµ = gw(βW (0))Nv/2eNv(Eµ−a0), N1 = Nvs
−3. Завдяки використанню iнтеграль-

ного представлення

δ(ηk − ρk) =

∫
(dν)N1 exp

(
2πi

∑
k∈B1

νk(ηk − ρk)

)
,

виконується iнтегрування за змiнними ηk i отримується наступне

Ξ = Gµ(Q(r0))
Nvj1

∫
(dρ)N1

N1∏
l=1

∫
(dν)N1 exp

[
w0

√
Nvρ0

]
× exp

[
−1

2

∑
k∈B1

2b(k2 − q′)ρkρ−k − 2πiνlρl −
m0∑
m=1

(2π)2m P2m

(2m)!
ν2m
l

]
. (4.58)

Тут νl = 1√
N1

∑
k∈B1

νke
ikl є представленням змiнної νk в прямому просторi, а j1 =

2(N1−1)/2 — якобiан переходу вiд змiнних νk до νl,

Q(r0) =

∞∫
−∞

f(η)dη f(η) = exp

[
−1

2
(r0 + q)η2

l −
m0∑
m=2

u2m

(2m)!
η2m
l

]
. (4.59)

Тут m0 = 2 — наближення, що вiдповiдає моделi ρ4. Проте, для розрахунку ВСС

можна використовувати i вищi наближення, такi як модель ρ6, що вiдповiдаєm0 =

3, тодi вираз (4.45) буде мiстити ряд з коефцiєнтами a2m де m > 2. Коефiцiєнти

P2m розраховуються так, як це було виконано, зокрема, в роботах [63, 132]

P2 = I2, P4 = s−d[−I4 + 3I2
2 ],

P6 = s−2d[I6 − 15I4I2 + 30I3
2 ] (4.60)

тощо, де

I2l =

∞∫
−∞

η2lf(η)dη/

∞∫
−∞

f(η)dη. (4.61)

Множник s−nd у (4.60) пов’язаний з необхiднiстю переходу вiд множини значень

k ∈ B до множини k ∈ B1 (див. [63, 132]), де d = 3 — це вимiрнiсть простору.

У термiнах функцiй параболiчного цилiндра маємо

Q(r0) = (2π)1/2

(
3

u0

)1/4

ex
2/4U(0, x),
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P2 =

(
3

u0

)1/2

U(x),

P4 = s−3

(
3

u0

)
ϕ(x). (4.62)

Спецiальнi функцiї U(x) та ϕ(x)

U(x) = U(1, x)/U(0, x), ϕ(x) = 3U 2(x) + 2xU(x)− 2

виражаються через функцiї параболiчного цилiндра U(a, x)

U(a, x) =
2

Γ(a+ 1
2)
e−x

2/4

∞∫
0

t2a exp(−xt2 − 1

2
t4)dt.

Iнтегрування в (4.58) за змiнними νl призводить до виразу

Ξ = Gµ(Q(r0))
Nv [Q(P )]N1j1

∫
(dρ)N1 exp

[
a

(1)
1

√
N1ρ0 −

1

2

∑
k∈B1

g1(k)ρkρ−k

]
×

× exp

(
−a

(1)
4

4!

1

N1

∑
ki∈B1

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

)
, (4.63)

бiльше того

Q(P ) =

∞∫
−∞

dνg(ν), g(ν) = exp

[
−
∞∑
m=1

(2π)2m P2m

(2m)!
ν2m
l

]
,

a
(1)
1 = sd/2w0. (4.64)

Величини g1(k) та a(1)
4 виражаються формулами

g1(k) = g1(0) + 2bk2,

a
(1)
4 =

3

P4
ϕ(y),

g1(0) =

(
3

P4

)1/2

U(y)− q. (4.65)

q означено в (4.55),

y = s3/2U(x)

(
3

ϕ(x)

)1/2

, x = (r0 + q) (3/u0)
1/2 . (4.66)
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Iз врахуванням виразiв для P4 (див. (4.62)), y та x (див. (4.66)) знаходимо

g1(0) = N(x)(r0 + q)− q, (4.67)

де

N(x) =
yU(y)

xU(x)
. (4.68)

Для a(1)
4 отримуємо

a
(1)
4 = s−3u0E(x), (4.69)

де

E(x) = s2dϕ(y)/ϕ(x). (4.70)

Використовуючи позначення

w1 = sa
(1)
1 , r1 = s2g1(0), u1 = s4a

(1)
4 ,

спiввiдношення для a
(1)
1 iз (4.64), g1(0) iз (4.67) та a

(1)
4 iз (4.69) записуються у

такому виглядi

w1 = s
d+2

2 w0,

r1 = s2[−q + (r0 + q)N(x)],

u1 = s4−du0E(x). (4.71)

Вирази (4.71) є явною формою рекурентних спiввiдношень (РС), що виникають

мiж коефiцiєнтами в експонентi ВСС пiсля здiйсненого етапу iнтегрування. Спе-

цiальнi функцiї N(x) та E(x) означнi вище.

Вiдповiдно до [64, 132], пiсля здiйснення n поетапних iнтегрувань ВСС на-

буває форми

Ξ = 2(Nn+1−1)/2Gµ(Q(r0))
NvQ1...Qn[Q(Pn)]

Nn+1

∫
Wn+1(ρ)(dρ)Nn+1, (4.72)

де

Q(dn) = (2π)1/2

(
3

a
(n)
4

)1/4

exp

(
x2
n

4

)
U(0, xn),
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Q(Pn) = (2π)−1/2

(
a

(n)
4

ϕ(xn)

)1/4

s3/4 exp

(
y2
n

4

)
U(0, yn), (4.73)

Wnp+1(ρ) = exp

a(n+1)
1

√
Nn+1ρ0 −

1

2

∑
k∈Bn+1

gn+1(k)ρkρ−k−

−a
(n+1)
4

4!

1

Nn+1

∑
ki∈Bn+1

ρk1
...ρk4

δk1+...+k4

 ,
а також

Qn = [Q(Pn−1)Q(dn)]
Nn . (4.74)

Бiльше того,1

xn = (rn + q)(3/un)
1/2, yn = s3/2U(xn)(3/ϕ(xn))

1/2. (4.75)

Якщо a(n+1)
1 = s−(n+1)wn+1, gn+1(0) = s−2(n+1)rn+1, a

(n+1)
4 = s−4(n+1)un+1, РС зобра-

жаються як

wn+1 = s
d+2

2 wn,

rn+1 = s2[−q + (rn + q)N(xn)],

un+1 = s4−dunE(xn) (4.76)

iз початковими умовами (4.53). Координати фiксованої точки w∗, r∗, u∗ знаходять-

ся з умов

wn = wn+1 = w∗, rn = rn+1 = r∗; un = un+1 = u∗.

Зважаючи на те, що s > 1, w∗ = 0. Рiвняння для un+1 дає

sE(x∗) = 1, (4.77)

1Слiд зазначити, що xn = gn(Bn+1, Bn)

(
3

a
(n)
4

) 1
2

, де

gn(Bn+1, Bn) = gn(0) + qs−2n = s−2n(rn + q).
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що спiвставляє кожному s своє x∗. Якщо припустити, що x∗ = 0 [64], тодi s∗ =

3.5977. Iз другого рiвняння (4.76) випливає наступне

(u∗)1/2 = q(1− s−2)
√

3U(x∗)/(y∗U(y∗)). (4.78)

Таким чином, координати фiксованої точки рекурентних спiввiдношень (4.76) це

w∗ = 0, r∗ = −q, а u∗ визначається з рiвняння (4.78). Слiд зазначити, що величина

yn iз (4.75) приймає великi значення. Враховуючи це, спiввiдношення (4.76) та

(4.78) отримують наступний вигляд

wn+1 = s
d+2

2 wn,

rn+1 = s2

[
−q +

√
un√
3

1

U(xn)
− 1

2s3

√
un√
3

ϕ(xn)

U 3(xn)

]
,

un+1 = sun
ϕ(xn)

3U 4(xn)

[
1− 7

2
s−3 ϕ(xn)

U 2(xn)

]
та

(u∗)1/2 = q(1− s−2)
√

3U(x∗)

[
1 +

3

2
(y∗)−2

]
.

Величина q iз (4.55) не залежить вiд температури, тому r∗ та u∗ також не

є функцiями температури. Вони залежать вiд s та αR. Крiм того, формула (4.50)

мiстить функцiю (U(0)−Ψ(0)/4) / (U(0) + Ψ(0)(χ− 1)), яка у випадку χ = 3/4

обертається в одиницю.

Використовуючи власнi значення матрицi R перетворення wn+1 − w∗
rn+1 − r∗
un+1 − u∗

 = R

 wn − w∗
rn − r∗
un − u∗

 , (4.79)

якi, у випадку s = s∗, рiвнi

E1 = s
d+2

2 = 24.551, E2 = 8.308, E3 = 0.374, (4.80)

та власнi вектори R, маємо

wn = w0E
n
1 ,

rn = r∗ + c1E
n
2 + c2RE

n
3 ,
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un = u∗ + c1R1E
n
2 + c2E

n
3 , (4.81)

де R = R(0)/(u∗)1/2, R1 = R
(0)
1 (u∗)1/2, причому R(0) = −0.530, R(0)

1 = 0.162. Для

коефiцiєнтiв c1 та c2 справедливi вирази, отриманi в [64]:

c1 = [r0 − r∗ + (u∗ − u0)R]D−1,

c2 = [u0 − u∗ + (r∗ − r0)R1]D
−1, (4.82)

а D = (E2 − E3)/(R22 − E3) ≈ 1.086. Для R та R1 маємо

R = R(0)/
√
u∗, R(0) =

R
(0)
23

E3 −R22
,

R1 = R
(0)
1

√
u∗, R

(0)
1 =

E2 −R22

R
(0)
23

. (4.83)

Очевидно, що рiвняння на знаходження Tc випливає з явної форми коефiцiєнта

c1,

c1(Tc) = 0, (4.84)

i є наступним

1− ã2βcW (0)− r∗ −R(a4(βW (0))2 − u∗) = 0.

Так як r∗ = −q, попереднє рiвняння записується у формi

1 + q +R(0)
√
u∗ − ã2βcW (0)−R(0) a4√

u∗
(βcW (0))2 = 0, (4.85)

де q означено в (4.55), ã2 та a4 коефiцiєнти у виразi (4.45).

Рiвняння (4.85) дозволяє знайти критичну температуру плину як функцiю

мiкроскопiчних параметрiв потенцiалу взаємодiї та координати фiксованої точки

РС. Фiзичною умовою, з якої отримане дане рiвняння, є наявнiсть критично-

го режиму флуктуацiй поблизу критичної точки (див. [62, 63, 133]). Величина

βcW (0) = 4.412 служить розв’язком рiвняння (4.85) для значень iз (4.48) та одер-

жаних вище координат фiксованої точки.

Залежнiсть величин c1(T ) та c2(T ) iз (4.82) зручно записаи у виглядi роз-

кладу за степенями τ = (T − Tc)/Tc. Застосовуючи рiвнiсть (4.53) для виразiв r0
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та u0 та враховуючи, що координати фiксованої точки рекурентних спiввiдношень

(4.76) не залежать вiд температури, то

c1 = c10 + c11τ + c12τ
2,

c2 = c20 + c21τ + c22τ
2. (4.86)

Тут c10 = 0, оскiльки має мiсце рiвняння (4.85), яке, по сутi, i визначає критичну

температуру. Для решти коефiцiєнтiв одержуються вирази

c11 = βcW (0)D−1
(
ã2 + 2R(0)βcW (0)a4(u

∗)−1/2
)
,

c12 = −βcW (0)D−1
(
ã2 + 3R(0)βcW (0)a4(u

∗)−1/2
)
. (4.87)

Для коефiцiєнтiв c2l(l = 0, 1, 2) знаходимо

c20 = D−1
[
−u∗ −R(0)

1

√
u∗(1 + q) +R

(0)
1

√
u∗ã2βcW (0) + a4(βcW (0))2

]
,

c21 = −D−1
[
R

(0)
1

√
u∗ã2βcW (0) + 2a4(βcW (0))2

]
,

c22 = D−1
[
R

(0)
1

√
u∗ã2βcW (0) + 3a4(βcW (0))2

]
. (4.88)

4.3. Термодинамiчний потенцiал моделi

Подальшi розрахунки ВСС (4.72) ґрунтуються на методицi розрахунку, за-

пропонованiй у [64]. У випадку T > Tc термодинамiчний потенцiал

Ω = −kBT ln Ξ (4.89)

зображається у виглядi

Ω = Ωµ + Ωr + Ω
(+)
CR + ΩLGR, (4.90)

де

Ωµ = −kBT lnGµ = −kT
[
ln gw +

1

2
Nv ln(βW (0)) +Nv(Eµ − a0)

]
, (4.91)

Ωr = −kBT lnQ(r0) = −kTNv

[
1

2
ln(2π) +

1

4
ln

(
3

u0

)
+
x2

4
+ lnU(0, x)

]
.



130

Областi критичного режиму флуктуацiй вiдповiдає вираз

Ω
(+)
CR = −kBTNv

(
γ01 + γ02τ + γ03τ

2
)

+ Ω
(s)
CR. (4.92)

Коефiцiєнти γ0l задовольняють вирази

γ01 = s−3 f
(0)
CR

(1− s−3)
,

γ02 = s−3 c11d1E2

1− E2s−3
,

γ03 = s−3

[
c12d1E2

1− E2s−3
+

c2
11d3E

2
2

1− E2
2s
−3

]
, (4.93)

якi спiвпадають iз аналогiчними спiввiдношеннями для iзiнгоподiбної системи у

випадку наявностi зовнiшнього поля [64]. Величини f
(0)
CR, dl виражаються через

координати фiксованої точки.

Вклад

Ω
(s)
CR = kBTNvγ̄

(+)s−3(np+1) (4.94)

мiстить неаналiтичну залежнiсть вiд температури τ та хiмiчного потенцiалу µ.

Тут

γ̄(+) = γ̄1 + γ̄2Hc + γ̄3H
2
c , (4.95)

де γ̄l – постiйнi величини [64]:

γ̄1 = f
(0)
CR(1− s−3)−1,

γ̄2 = d1q(1− E2s
−3)−1,

γ̄3 = d3q
2(1− E2

2s
−3)−1, (4.96)

якi при s = s∗ приймають значення

γ̄1 = 1.529, γ̄2 = −0.635, γ̄3 = −0.058. (4.97)

Величини np, Hc та s−3(np+1) мають такий явний вигляд

np = − ln(h̃2 + h2
c)

2 lnE1
− 1,
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Hc = τ̃(h̃2 + h2
c)
−1/(2p0),

s−3(np+1) = (h̃2 + h2
c)

3/5. (4.98)

Слiд зауважити, що величина np визначає номер блочної структури з лiнiйним

розмiром cnp+1 = s(np+1), значення якої є порядку кореляцiйної довжини при за-

даних M та τ̃ . Тут τ̃ = τ(c11/q) — це перенормована вiдносна температура,

h̃ = M(βW (0))1/2,

hc = τ̃ p0. (4.99)

Показник

p0 =
lnE1

lnE2
(4.100)

зображається у виглядi

p0 = ν/µ. (4.101)

Тут ν критичний показник кореляцiйної довжини ξ = ξ±|τ |−ν при M = 0. Вiн

обчислюється згiдно з формулою

ν =
ln s∗

lnE2
. (4.102)

Критичний показник µ описує поведiнку кореляцiйної довжини (ξ = ξ(c)M−µ) при

T = Tc

µ =
2

d+ 2
. (4.103)

Значення ν = 0.605 та p0 = 1.512 отримуються для моделi ρ4 при s = s∗ .

Варто зауважити, що вираз для термодинамiчного потенцiалу Ω (4.90) мiс-

тить величини Ωµ та Ωr (див. (4.91)). Видiлення в них температурної залежностi

привело б до перенормування коефiцiєнтiв аналiтичної частини термодинамiчного

потенцiалу. Проте в цiй роботi особливий iнтерес представляють вклади в термо-

динамiчний потенцiал з неаналiтичною залежнiстю вiд температури та хiмiчного

потенцiалу

Вклад до термодинамiчного потенцiалу ΩLGR iз (4.90) можна зобразити у

виглядi суми двох доданкiв [64, 129]

ΩLGR = Ω
(+)
TR + Ω′. (4.104)
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Перший доданок Ω
(+)
TR – це вклад до термодинамiчного потенцiалу вiд перехiдної

областi флуктуацiй (вiд негаусових до гаусових флутуацiй параметра порядку).

Другий доданок Ω′ розраховується з використанням гаусового розподiлу флук-

туацiй.

Вклад Ω
(+)
TR задовольняє формулу (див. [134])

Ω
(+)
TR = −kBTNvfnp+1s

−3(np+1). (4.105)

Для коефiцiєнта fnp+1 маємо вираз

fnp+1 =
1

2
ln ynp +

9

4
y−2
np

+
1

4
x2
np+1 + lnU(0, xnp+1). (4.106)

Величина xnp+1 можна отримується iз спiввiдношення

xnp+m = x̄Em−1
2 Hc(1 + ΦqE

m−1
2 Hc)

−1/2, (4.107)

у випадку m = 1. Тут

x̄ = q(u∗)−1/2
√

3, Φq = q(u∗)−1/2R
(0)
1 .

Hc означено в (4.98), та ynp знаходиться з формули для yn (4.75), поклавши n = np.

Для розрахунку останнього iз вкладiв до термодинамiчного потенцiалу Ω′

(див. (4.104)) слiд обчислити вiдповiдний йому вираз для великої статистичної

суми Ξ′:

Ξ′ = 2(Nnp+2−1)/2[Q(Pnp+1)]
Nnp+2Ξnp+2, (4.108)

де

Ξnp+2 =

∫
(dρ)Nnp+2 exp

[
h̃
√
Nvρ0 −

1

2

∑
k∈Bnp+2

gnp+2(k)ρkρ−k −

−a
(np+2)
4

4!
N−1
np+2

∑
k1,...,k4

ki∈Bnp+2

ρk1
. . . ρk4

δk1+...+k4

]
. (4.109)

Для коефiцiєнтiв gnp+2(k) та a(np+2)
4 маємо

gnp+2(k) = gnp+2(0) + 2bk2,
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gnp+2(0) = s−2(np+2)rnp+2,

a
(np+2)
4 = s−4(np+2)unp+2, (4.110)

а rnp+2 та unp+2 задовольняють вирази

rnp+2 = q(−1 + E2Hc),

unp+2 = u∗(1 + ΦqE2Hc). (4.111)

Iнтеграл в (4.109) збiгається, оскiльки коефiцiєнт unp+2 є додатнiм у випадку будь-

яких значень температури та хiмiчного потенцiалу. Коефiцiєнт rnp+2 є позитив-

ним i значно бiльшим, нiж unp+2, у випадку малих значень хiмiчного потенцiалу

(hc � h̃). Однак при великому хiмiчному потенцiалi (hc � h̃) коефiцiєнт rnp+2 ма-

лий i перетворюється на негативний, якщо температура τ продовжує зменшува-

тися. Можна обчислити вираз (4.109) за допомогою розподiлу Гауса i застосувати

наступну пiдстановку змiнних.

Коефiцiєнт unp+2 залишається додатнiм для довiльних значень температури

та хiмiчного потенцiалу, що забезпечує збiжнiсть iнтегралу в (4.109). Коефiцiєнт

rnp+2 є додатнiм i значно перевищує unp+2 для малих великих значень хiмiчного

потенцiалу (hc � h̃, де h̃ = M(βW (0))1/2/M0, M = µ/W (0) − ã1). Однак, для

великих значень хiмiчного потенцiалу (hc � h̃) коефiцiєнт rnp+2 є малим i при

подальшому зменшеннi температури τ стає вiд’ємним. Розрахунок виразу (4.109)

можна здiйснити iз використанням гаусового розподiлу, якщо виконати замiну

змiнних

ρk = ηk +
√
Nvσ+δk. (4.112)

Як результат,

Ξnp+2 = eNvE0(σ+)

∫
(dη)Nnp+2 exp

[
A0

√
Nvη0 −

1

2

∑
k∈Bnp+2

ḡ(k)ηkη−k−

− b̄

6
N
−1/2
np+2

∑
k1,...,k3

ki∈Bnp+2

ηk1
. . . ηk3

δk1+...+k3
− ā4

24
N−1
np+2

∑
k1,...,k4

ki∈Bnp+2

ηk1
. . . ηk4

δk1+...+k4

]
. (4.113)
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Тут

E0(σ+) = h̃σ+ −
rnp+2

2
s−2(np+2)σ2

+ −
unp+2

24
s−(np+2)σ4

+,

A0 = h̃− rnp+2s
−2(np+2)σ+ −

unp+2

6
s−(np+2)σ3

+,

ḡ(k) = ḡ(0) + 2bk2,

ḡ(0) = rnp+2s
−2(np+2) +

unp+2

2
s−(np+2)σ2

+,

b̄ = unp+2s
−5(np+2)/2σ+, ā4 = unp+2s

−4(np+2). (4.114)

Як i в [134], величину змiщення σ+ слiд шукати з умови

∂E0(σ+)

∂σ+
= 0. (4.115)

Приймаючи до уваги вираз для A0 iз (4.114), приходимо до рiвняння

A0 = 0, (4.116)

розв’язок якого обирається у виглядi

σ+ = σ0s
−(np+2)/2. (4.117)

Аналiз розв’язкiв отриманого кубiчного рiвняння для σ0

σ3
0 + pσ0 + q = 0, (4.118)

де

p = 6
rnp+2

unp+2
, q = −6

s5/2

unp+2

h̃

(h̃2 + h2
c)

1/2
,

здiйснено в [64]. В загальному випадку (T 6= Tc,M 6= 0) розв’язок рiвняння (4.118)

залежатиме як вiд величини хiмiчного потенцiалу, так i вiд температури. Дiйсний

корiнь цього рiвняння для всiх τ > 0 при M 6= 0 знаходиться вiдповiдно до

розв’язку Кардано σ0 = A+B (див. [135]), де

A = (−q/2 +Q1/2)1/3, B = (−q/2−Q1/2)1/3,

Q = (p/3)3 + (q/2)2.
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Рис. 4.6. Поведiнка величини σ0 iз змiною хiмiчного потенцiалуM при рiзних зна-
ченнях вiдносної температури τ . Стрiлка вказує на вiдповiднiсть пода-
них значень τ кривим σ0 при переходi знизу вгору у першому квадрантi
координатної площини.

Шляхом прямого розрахунку можна переконатися, що при T > Tc величина Q

є додатньою. Графiк залежностi дiйсного кореня σ0 вiд хiмiчного потенцiалу M

для рiзних значень τ приведений на рисунку 4.6.

При iнтегруваннi в (4.113) за змiнними ηk iз k 6= 0 використовується гаусо-

вий розподiл флуктуацiй як базисний (нульове наближення при k 6= 0). Видiляю-

чи в (4.113) доданки з k = 0 i виконуючи iнтегрування за ηk iз k 6= 0, знаходимо

Ξnp+2 = eNvE0(σ+)
∏
k6=0

k∈Bnp+2

(π/ḡ(k))1/2 Ξ
(0)
np+2. (4.119)

Тут

Ξ
(0)
np+2 =

+∞∫
−∞

dη0 exp

[
A0

√
Nvη0 −

1

2
ḡ(0)η2

0 −
b̄

6
N
−1/2
np+2η

3
0 −

ā4

24
N−1
np+2η

4
0

]
. (4.120)

Наступним кроком розрахункiв є повернення до змiнної ρ0 за допомогою “зворо-

тньої” до (4.112) замiни

η0 = ρ0 −
√
Nvσ+ (4.121)
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у виразi (4.120). Наступне спiввiдношення є результатом iнтегрування методом

Лапласа за змiнною ρ0 у вкладi (4.119) до повного термодинамiчного потенцiалу

Ωnp+2 = −kBTNvE0(σ+)− 1

2
kBTNnp+2 ln π +

1

2
kBT

∑
k6=0

k∈Bnp+2

ln ḡ(k). (4.122)

Тут

E0(σ+) = e
(+)
0 h̃s−(np+1)/2 − e(+)

2 s−3(np+1), (4.123)

де введено позначення

e
(+)
0 = σ0s

−1/2, e
(+)
2 =

σ2
0

2
s−3
[
rnp+2 +

unp+2

12
σ2

0

]
. (4.124)

Слiд вiдмiтити, що замiна змiнної (4.121) разом iз пiдстановкою ρ0 =
√
Nvρ в

(4.120) веде до появи рiзкого максимуму пiдiнтегрального виразу в точцi ρ̄. Умова

екстремуму пiдiнтегрального виразу, з якої визначається ρ̄, разом iз представлен-

ням ρ̄ = ρ̄′s−(np+2)/2 приводить до такого ж рiвняння (з такими ж коефiцiєнтами),

як i (4.118), де роль σ0 вiдiграє ρ̄′. Вирази для величин ρ̄′ та σ0 спiвпадають. Зна-

чення величин ρ̄ та σ+ (4.117) також будуть однаковими. Тому пiдiнтегральний

вираз E0(ρ̄) в точцi ρ̄ представляється як E0(σ+) (див. (4.123)) з коефiцiєнтами

(4.124), де величину ρ̄′ замiнено на σ0. Сума за k ∈ Bnp+2 в (4.122) розраховується

шляхом переходу до сферичної зони Брiллюена та iнтегрування за k:

1

2

∑
k∈Bnp+2

ln ḡ(k) = Nnp+2

{
1

2
ln(1 + a2)− (np + 2) ln s+

ln rR
2
− 1

3
+

1

a2
− arctan a

a3

}
,

a =
π

c

(
2b

rR

)1/2

, rR = rnp+2 +
unp+2

2
σ2

0. (4.125)

Одержанi вирази для Q(Pnp+1) (див. (4.73)), для Ωnp+2 (4.122) та для
1

2

∑
k∈Bnp+2

ln ḡ(k) (4.125) дають змогу записати частину термодинамiчного потенцiа-

лу, що вiдповiдає (4.108), як суму двох вкладiв

Ω′ = Ω
(+)
0 + Ω′G. (4.126)

Доданок

Ω
(+)
0 = −kBTNvE0(σ+) (4.127)
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вiдповiдає внеску до термодинамiчного потенцiалу, пов’язаному iз змiнною ρ0.

Для Ω′G маємо

Ω′G = −kBTNnp+2fG. (4.128)

Коефiцiєнт fG має вигляд

fG =
1

2

(
2 ln s− 1

2
ln 3 +

1

2
lnunp+1 − ln rR − lnU(xnp+1)−

3

4
y−2
np+1 − f

′′

G

)
. (4.129)

Тут

unp+1 = u∗(1 + ΦqHc),

xnp+1 = x̄Hc(1 + ΦqHc)
−1/2. (4.130)

rR та ynp+1 означенi в (4.125) та (4.75) вiдповiдно, а для f ′′G маємо

f ′′G = ln(1 + a2)− 2

3
+

2

a2
− 2

a3
arctan a. (4.131)

Вклад до термодинамiчного потенцiалу ΩLGR (4.104) розраховується з вико-

ристанням виразiв для Ω
(+)
TR (4.105) та для Ω′ (4.126).

Збираючи розрахованi внески вiд усiх режимiв флуктуацiй, для температур

T > Tc на основi (4.90) отримується повний вираз для термодинамiчного потен-

цiалу комiркової моделi плину. Величину ln gw (див. (4.46)), що входить в Ωµ (див.

(4.91)), слiд шукати в результатi переходу до сферичної зони Брiллюена та iнте-

грування за k:

ln gw = NvfW ,

fW = −1

2
ln(2π)− 1

2
ln(βW (0)) + f ′W ,

f ′W = −1

2
ln[1− (a′)2] +

1

3
+

1

(a′)2
− 1

2(a′)3
ln

∣∣∣∣∣1 + a′

1− a′

∣∣∣∣∣,
a′ =

π

c
(2b)1/2. (4.132)

Загальний вираз для термодинамiчного потенцiалу, еквiвалентний до (4.90), пред-

ставляється у виглядi трьох доданкiв

Ω = Ωa + Ω(+)
s + Ω

(+)
0 . (4.133)
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Для аналiтичної частини термодинамiчного потенцiалу Ωa має вигляд

Ωa = −kBTNv

(
γ01 + γ02τ + γ03τ

2
)

+ Ω01, (4.134)

де

Ω01 = −kBTNv [Eµ + γa] , (4.135)

γa = f ′W − a0 +
1

4
ln

(
3

u0

)
+
x2

4
+ lnU(0, x).

Величини Eµ, u0, x та a′ заданi вiдповiдно в (4.46), (4.53), (4.66) та (4.132). Доданок

Ω
(+)
s є сумою неаналiтичних вкладiв i зображається у виглядi

Ω(+)
s = −kBTNvγ

(+)
s (h̃2 + h2

c)
d
d+2 . (4.136)

Тут

γ(+)
s = fnp+1 − γ̄(+) + fG/s

3. (4.137)

Змiщення змiнної ρ0 визначається величиною σ0, яка мiститься у коефiцiєнтах

e
(+)
0 i e(+)

2 в доданку

Ω
(+)
0 = −kBTNv

[
e

(+)
0 h̃(h̃2 + h2

c)
d−2

2(d+2) − e(+)
2 (h̃2 + h2

c)
d
d+2

]
. (4.138)

Вирази для коефiцiєнтiв e(+)
0 та e(+)

2 приведенi в (4.124).

4.4. Рiвняння стану моделi при T ≥ Tc з врахуванням
флуктуацiйних ефектiв. Лiнiя максимумiв
iзотермiчної стисливостi

У попередньому параграфi розраховано термодинамiчний потенцiал Ω =

−kBT ln Ξ (див. (4.133)) для комiркової моделi плину з врахуванням негаусових

флуктуацiй параметра порядку. Вираз для логарифма ВСС

ln Ξ = Nv

{
Pa(T ) +Eµ + (γ(+)

s − e
(+)
2 )
(
h̃2+ h2

c

) d
d+2

+ e
(+)
0 h̃

(
h̃2+ h2

c

) d−2
2(d+2)

}
, (4.139)

Pa(T ) = γa + γ01 + γ02τ + γ03τ
2
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дає змогу одержати залежнiсть тиску P вiд температури T та хiмiчного потенцiа-

лу µ (3.49) (посилання на формули в роздiлi 2), знайти середнє число частинок

N̄ (3.50), виразити хiмiчний потенцiал через число частинок або через вiдносну

густину n̄ (3.51). Поєднання рiвностей (3.49) та (3.50) дає залежнiсть тиску P

вiд температури T та вiдносної густини n̄, що i є рiвнянням стану дослiджуваної

моделi.

Використовуючи (4.139), (3.50) та (3.51), отримуємо

n̄ =
∂Eµ

∂βµ
+

∂

∂βµ

[
γ(+)
s

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

]
+

∂

∂βµ

[
e

(+)
0 h̃

(
h̃2 + h2

c

) d−2
2(d+2) − e(+)

2

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

]
. (4.140)

Вираз для вiдносної густини n̄ розраховується на основi (4.140) iз врахуванням

(Г.1) (див. додаток Г):

n̄ = −M − ã1 +
1

βW (0)
a34 + σ

(+)
00

(
h̃2 + h2

c

) d−2
2(d+2)

. (4.141)

Тут коефiцiєнт

σ
(+)
00 = e

(+)
0

1

(βW (0))1/2

(
1 +

d− 2

d+ 2

h̃2

h̃2 + h2
c

)

+ e
(+)
00

h̃

(h̃2 + h2
c)

1/2
+ e

(+)
01

(
h̃2 + h2

c

)1/2

, (4.142)

окрiм e
(+)
0 iз (4.124), мiстить величини

e
(+)
00 =

2d

d+ 2

1

(βW (0))1/2

(
γ(+)
s − e(+)

2

)
(4.143)

та

e
(+)
01 =

∂γ
(+)
s

∂βµ
− ∂e

(+)
2

∂βµ
. (4.144)

Остаточний вираз для σ(+)
00 отримується пiсля розрахунку коефiцiєнта e(+)

01 (див.

додаток Д).

Рiвняння (4.141) з врахуванням виразiв для ã1 (див. (4.46)) та d(0) i ã2 (див.

(4.47)) набуває вигляду

n̄ = ng −M + σ
(+)
00

(
h̃2 + h2

c

) d−2
2(d+2)

. (4.145)



140

Тут

ng = −a1 − a2a34 +
a4

3
a3

34, (4.146)

а коефiцiєнт σ
(+)
00 поданий у (Д.22). Величина h̃ залежить вiд M i означена в

(4.99). Нелiнiйне рiвняння (4.145) описує зв’язок мiж густиною n̄ та хiмiчним

потенцiалом M . Переписавши його у виглядi

n̄− ng +M =

(
Mb

(+)
1

b
(+)
2

)1/5

σ
(+)
00 , (4.147)

отримуємо

Mb
(+)
1 =

(
n̄− ng +M

σ
(+)
00

)5

b
(+)
2 (4.148)

або

b
(+)
3 M 1/5 = n̄− ng +M. (4.149)

Коефiцiєнти b(+)
1 , b(+)

2 та b(+)
3 задаються формулами

b
(+)
1 = (βW (0))1/2 , b

(+)
2 =

α

(1 + α2)1/2
, b

(+)
3 = σ

(+)
00

(
b

(+)
1

b
(+)
2

)1/5

. (4.150)

Наступнi значення хiмiчного потенцiалу M отримуються iз рiвняння

M 1/5(b
(+)
3 −M 4/5) = 0 при n̄ = ng

M1 = 0, M2,3 = ±
(
b

(+)
3

)5/4

.

Iз рiвняння
1

5
b

(+)
3 M

−4/5
m1,m2 − 1 = 0

одержуються точки Mm1,m2, в яких досягаються екстремуми n̄,

Mm1,m2 = ±

(
b

(+)
3

5

)5/4

.

Легко бачити, що iснує iнтервал значень

Mm2 < M < Mm1, (4.151)
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де n̄ зростає з ростом M . Для всiх Mm2 > M > Mm1 має мiсце зменшення n̄ з

ростом M , що не вiдображає фiзичної сутi явища. Фiзичним є iнтервал (4.151).

На рисунках 4.7 та 4.8 представлено вiдповiдно кривi залежностей n̄(M) та

M(n̄), побудованi згiдно з рiвнянням (4.149) для рiзних температур τ .

Рис. 4.7. Вiдносна густина n̄ як
функцiя хiмiчного потен-
цiалу M .

Рис. 4.8. Хiмiчний потенцiал M як
функцiя вiдносної густини n̄.

Як видно, кривi для температур 0.001, 0.0005, 0.0001 на цих рисунках, як i

на рис. 4.9, зливаються.

У випадку M � 1, рiвняння (4.149) дає змогу виразити хiмiчний потенцiал

M через вiдносну густину n̄. Це рiвняння можна розв’язувати методом послiдов-

них наближень. У нульовому наближеннi, нехтуючи доданкомM у правiй частинi

рiвняння (4.149), одержуємо

M (0) =

(
n̄− ng
σ

(+)
00

)5
b

(+)
2

(βW (0))1/2
. (4.152)

У першому наближеннi, покладаючиM = M (0) у правiй частинi рiвняння (4.149),

знаходимо

M (1) =

(
n̄− ng +M (0)

σ
(+)
00

)5
b

(+)
2

(βW (0))1/2
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або

M (1) = M (0)

(
1 +

M (0)

n̄− ng

)5

.

Надалi для M використовується нульове наближення (4.152), тобто вважається

M = M (0). Додатнiм значенням n̄− ng вiдповiдає область M > 0, а якщо n̄ < ng

то M < 0. Обертання хiмiчного потенцiалу в нуль вiдбувається при n̄ = ng. Вра-

ховування (4.139) i вiдомого спiввiдношення PV = kT ln Ξ, приводить до такого

рiвняння стану в областi T > Tc:

Pv

kBT
= Pa(T ) + Eµ +

(
γ(+)
s − e(+)

2

)(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

+ e
(+)
0 h̃

(
h̃2 + h2

c

) d−2
2(d+2)

. (4.153)

Тут величина a′ та хiмiчний потенцiал M заданi вiдповiдно в (4.132) та (4.152).

Для величини Eµ справедливий вираз iз (4.46), в якому роль M вiдiграє хiмiчний

потенцiал iз (4.152). Пiдстановка останнього у формулу для h̃ (див. (4.99)), дає

наступний результат

h̃ =

(
n̄− ng
σ

(+)
00

)5

b
(+)
2 . (4.154)

Величина hc означена в (4.99). Використовуючи (4.145) для визначення h̃2 + h̃2
c ,

рiвняння (4.153) переписується у виглядi

Pv

kBT
= Pa(T ) + Eµ +

(
n̄− ng
σ

(+)
00

)6 [
e

(+)
0

α

(1 + α2)1/2
+ γ(+)

s − e(+)
2

]
. (4.155)

У випадку T = Tc саме вираз (4.155) описує поведiнку системи. У цiй ситу-

ацiї α → ∞. При цьому, Hc → 0 та rnp+2, unp+2, xnp+2 втрачають залежнiсть вiд

хiмiчного потенцiалу. Коефiцiєнти σ0, e
(+)
0 , e(+)

2 i b(+)
2 обертаються в деякi постiйнi

величини. Рiвняння стану при T = Tc(τ = 0) приймає вигляд

Pv

kBTc
= Pa(Tc) + Eµ|Tc +

5

6
(n̄− ng)6 (βcW (0))1/2

(σ
(+)
00 (Tc))5

, (4.156)

де

σ
(+)
00 (Tc) =

6

5

1

(βcW (0))1/2

[
e

(+)
0 + γ(+)

s − e(+)
2

]
. (4.157)

У критичнiй точцi густина n̄c виражається величиною ng, а саме

n̄c = ng. (4.158)
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Табл. 4.1. Значення температури (Tc), густини (n̄c) i тиску (Pc) в критичнiй точ-
цi з поточного дослiдження (теорiї), комп’ютерного моделювання та
експерименту. Значення представленi у виглядi зведених безрозмiр-
них одиниць, де температура kBT = kBT

′/D, густина n̄ = ρR3
0, i

тиск P = P ′R3
0/D (величини T ′, ρ, P ′ мають розмiрнiсть, наприклад,

[T ′] = [K], [ρ] = [1/m3], [P ′] = [Pa]).

. kBTc n̄c Pc
Теорiя (комiркова модель плину) 4.028 0.997 0.474
Комп’ютерне моделювання (неперервна
система з потенцiалом Морзе)

5.874 1.430 2.159

Експеримент 3.713 1.215 0.415

У таблицi 4.1 наведено обчисленi значення параметрiв критичної точки для

натрiю. Цi значення отриманi рiзними шляхами: з дослiдження для комiркової мо-

делi плину, представленого в цьому роздiлi, з даних комп’ютерного моделювання

Монте-Карло для неперервної системи з потенцiалом Морзе у великому канонi-

чному ансамблi [84]. Крiм того, таблиця 4.1 мiстить вiдомi значення експериментiв

для натрiю [136], якi не пов’язанi з будь-яким потенцiалом взаємодiї. Звiдти ви-

дно, що використання неперервного потенцiалу Морзе та його ґраткового аналога

дають результати однакового порядку.

Вирази (4.155) та (4.156) вiдповiдають випадку, коли доданкомM нехтуєть-

ся у правiй частинi рiвняння (4.149). Числовi розрахунки з врахуванням цього

доданка дають змогу отримати зображену на рисунку 4.9 поведiнку тиску P з ро-

стом густини n̄ при рiзних значеннях τ . Iзотермiчна стисливiстьKT = (∂η/∂p̃)T/η,

де η = n̄/n̄c, p̃ = P/Pc, зображена на рисунку 4.10.

Вiдомо, що розривнi змiни властивостей рiдини вздовж кривої спiвiснува-

ння, мають мiсце до критичної точки i можуть бути поширенi на надкритичну

область, як лiнiя Вiдома [137, 138]. Ця лiнiя визначається максимумами деяких

термодинамiчних величин, таких як iзобарна теплоємнiсть, кореляцiйна довжина,

тощо. Виходячи iз екстремальних значень KT (див. рисунок 4.10), можна побу-

дувати лiнiю типу лiнiї Вiдома надкритичної комiркової рiдини. Температурна

залежнiсть тиску P в точках екстремуму KT показана на рисунку 4.11.
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Рис. 4.9. Залежнiсть тиску P вiд вiдносної густини n̄ для рiзних температур τ .
Критичну точку (n̄c = 0.997, Pc = 0.474) позначено символом ◦.

Рис. 4.10. Iзотермiчна стисливiсть KT

як функцiя густини n̄ для
рiзних значень вiдносної
температури τ .

Рис. 4.11. Тиск в екстремальних точ-
ках стисливостi як функ-
цiя температури.

4.5. Висновки

У роздiлi запропоновано використання температурно залежної системи вiд-

лiку для опису фазової поведiнки комiркової моделi плину iз потенцiалом Морзе.
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Подiбна система вiдлiку була використана у Роздiлi 2, де був отриманий точний

розв’язок моделi iз потенцiалом Кюрi-Вейса. Рiвняння стану комiркового плину

iз потенцiалом Морзе отримується на основi прямого способу розрахунку ВСС,

предсавленого в Роздiлi 3.3.

Важливо, що в запропонованому пiдходi немає необхiдностi використовува-

ти конструкцiю Максвелла. На вiдмiну вiд iнших пiдходiв, пов’язаних з наближен-

ням середнього поля, плато тиску, яке зображає перехiд вiд газового до рiдинного

стану, природно виникає пiд час розрахункiв. Це досягається застосуванням ме-

тоду Лапласа для розрахунку ВСС в наближеннi моделi ρ4.

Результати виконаних у роздiлi розрахункiв для побудови кривої спiвiснува-

ння комiркового плину iз параметрами потенцiалу взаємодiї характериними для

опису взаємодiї натрiю та калiю добре узгоджуються з даними комп’ютерних си-

муляцiй для газових вiток бiнодалей. Однак розвинутий у роздiлi пiдхiд не дає

кiлькiсно задовiльних результатiв у рiдиннiй областi. Це може бути пов’язано iз

недостатнiстю використання наближення типу середнього поля для отримання

рiдинної вiтки.

У роздiлi отримано явний вираз для термодинамiчного потенцiалу комiрко-

вої моделi плину у надкритичнiй областi. Основна iдея розрахунку термодинамi-

чного потенцiалу поблизу Tc полягає в окремому розрахунку внескiв вiд коротко-

хвильових та довгохвильових режимiв флуктуацiй параметрiв порядку. Коротко-

хвильовi моди характеризуються наявнiстю ренормгрупової симетрiї i описуються

негауссовою густиною мiр. У цьому випадку використовується метод ренормалi-

зацiйної групи. Вiдповiдне ренормгрупове перетворення може бути пов’язане з

випадком однокомпонентного магнетика у зовнiшньому полi [131]. У роздiлi роз-

винено прямий метод обчислення термодинамiчного потенцiалу, що включає оби-

два типи мод флуктуацiй (довгохвильових та короткохвильових) у надкритичнiй

областi.

Отримано та дослiджено нелiнiйне рiвняння, що зв’язує вiдносну густину n̄

та хiмiчний потенцiал M . Вирази для коефiцiєнтiв цього рiвняння представленi

як функцiї вiдношення ефективного хiмiчного потенцiалу h̃ до ренормалiзованої
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температури hc. Отримано величину n̄, що вiдповiдаєM = 0. Показано iснування

iнтервалу значень хiмiчного потенцiалу, на якому густина n̄ зростає зi зростанням

M . Окрiм того, хiмiчний потенцiал представлено як функцiю густини.

Рiвняння стану для випадку температур вище критичного значення Tc,

отриманого в даному дослiдженнi, дає тиск як функцiю температури та густи-

ни. Також отримано рiвняння стану, що вiдповiдає випадку T = Tc. Основною

перевагою цього рiвняння стану є наявнiсть спiввiдношень, що поєднують його

коефiцiєнти з координатами фiксованої точки та мiкроскопiчними параметрами

потенцiалу взаємодiї. Це показує спроможнiсть методу колективних змiнних ефе-

ктивно описувати як унiверсальнi, так i неунiверсальнi характеристики системи

як функцiї мiкроскопiчних параметрiв. Ця можливiсть є досить незвичайна для

ренормгрупового пiдходу, оскiльки, добре вiдомо, що ренормалiзацiйна група пер-

турбативної теорiї поля не може явно враховувати неунiверсальний ефект певного

мiкроскопiчного параметра конкретної системи.

Використовуючи аналiтичнi вирази, отриманi в цьому дослiдженнi, у роздi-

лi отримано числовi характеристики. Зокрема їх представлено у виглядi графiкiв

стисливостi та iзотерм тиску як функцiї густини, розраховано параметри кри-

тичної точки. Показано також, що екстремуми стисливостi утворюють лiнiю на

площинi (P, T ), яку в критичнiй областi ототожнюють iз лiнiєю Вiдома.
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ВИСНОВКИ

Ключовi висновки за результатами проведених дослiджень можуть бути

сформульованi наступним чином:

• У дисертацiйнiй роботi запропоновано комiркову модель плину для опису

фазових переходiв в однокомпонентних системах у формалiзмi великого ка-

нонiчного ансамблю, яка, на вiдмiну вiд iснуючих моделей, дозволяє прове-

сти розрахунки низки термодинамiчних характеристик на мiкроскопiчному

рiвнi.

• Здiйснено точний розрахунок ВСС неперервної системи iз взаємодiєю Кюрi-

Вейса, отримано рiвняння стану такої системи, показано iснування в нiй

каскаду фазових переходiв I роду та дослiджено їх.

• Проведено розрахунок ВСС комiркової моделi плину iз ґратковим аналогом

потенцiалу взаємодiї Морзе у просторi колективних змiнних. Запропоновано

спосiб розрахунку якобiана переходу до колективних змiнних, який ґрунту-

ється на використаннi нових спецальних функцiї i дозволяє отримати точне

функцiональне представлення ВСС.

• Отримано термодинамiчний потенцiал моделi в наближеннi нульової моди,

на основi якого для моделi ρ4 розрахованi основнi характеристики фазово-

го переходу першого роду (значення параметрiв критичної точки, рiвняння

стану, кривої спiвiснування та спiнодалi в широкому дiапазонi температур).

• Розраховано вигляд термодинамiчного потенцiалу iз врахуванням флуктуа-

цiй, справедливого поблизу критичної точки, що дозволило отримати пара-
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метри критичної точки, рiвняння стану та iзотермiчну стисливiсть в над-

критичнiй областi, а також побудувати лiнiю Вiдома.

• Отриманi координати критичної точки добре узгоджуються iз даними ком-

п’ютерного моделювання Монте-Карло для неперервної системи з потенцiа-

лом Морзе у великому канонiчному ансамблi.
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ДОДАТОК А

РОЗВ’ЯЗКИ ρ̄0i ЗА ТЕМПЕРАТУРИ T > Tc ТА
T < Tc

Вiдповiдно до (3.64) вираз ВСС в наближеннi середнього поля при T > Tc

має наступний вигляд

ln Ξ0 = Nv (M0 − b0 + E0(µ) + E(ρ̄0)) , (А.1)

тут

E(ρ̄0) = Mρ̄0 −
1

2
d̃(0)ρ̄2

0 −
b4

24
ρ̄4

0, (А.2)

E0(µ) = Mnc +
1

2
d̃(0)n2

c +
b4

24
n4
c, (А.3)

та ρ̄0 є розв’язком рiвняння (3.66), який можна записати у зведенiй формi як

ρ̄3
0 + paρ̄0 + qa = 0, (А.4)

тут

pa =
6d̃(0)

b4
, qa = −6M

b4
. (А.5)

Єдинiсть розв’язку цього рiвняння забезпечується додатнiстю дискримiнанта

Q =

(
2d̃(0)

b4

)3

+

(
3M

b4

)2

. (А.6)

Важливо, що при T > Tc величина d̃(0) > 0. Знак Q не залежить вiд знаку

хiмiчного потенцiалу. З-помiж трьох iснуючих розв’язкiв є лише один дiйсний

ρ̄0 =

(
3M

b4
+
√
Q

)1/3

+

(
3M

b4
−
√
Q

)1/3

. (А.7)
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Рис. А.1. Залежнiсть розв’язку ρ̄0 вiд хiмiчного потенцiалу M при T > Tc.

Формула (А.7) дає залежнiсть хiмiчного потенцiалу M вiд густини та температу-

ри, а графiк ρ̄0 як функцiї M при T > Tc зображено на рисунку А.1.

Розрахунок ВСС (3.59) у наближеннi типу середнього поля при T < Tc

призводить до такого виразу

Ξ0 = Nv (M0 − b0 + E0(µ)) +NvE(ρ̄0i), (А.8)

тут

E0(ρ̄0i) = Mρ̄0i −
b̃2

2

τ

τ + 1
ρ̄2

0i −
b4

24
ρ̄4

0i, (А.9)

при чому ρ̄0i є коренями рiвняння

ρ̄3
0i + pρ̄0i + q = 0, (А.10)

де коефiцiєнти p та q означенi в (А.5). Навiдмiну вiд випадку T > Tc, рiвняння

(А.10) має бiльше, нiж один корiнь (див. рисунок А.2). Саме тому слiд обрати

розв’язок ρ̄0i, який веде до максимуму функцiї E(ρ̄0i) з формули (А.9). Така про-

цедура є умовою використання методу Лапласа, який застосовано для розрахунку

(А.8).

Як видно з виразу (А.6) граничне значення хiмiчного потенцiалу |Mq|, за
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Рис. А.2. Залежнiсть коренiв рiвняння (А.4) вiд значень хiмiчного потенцiалу
|M | < Mq в областi температур T < Tc (крива 1 зображає розв’язок
ρ̄01, крива 2 – ρ̄02, крива 3 – ρ̄03).

якого справджується рiвнiсть Q = 0, має вигляд

Mq =
b4

3

(
−2d̃(0)

b4

) 3
2

, (А.11)

для всiх значень |M | > Mq дискримiнант Q > 0, тому рiвняння (А.10) має єдиний

дiйсний розв’язок (3.68). У випадку |M | < Mq (Q < 0) iснує три дiйсних розв’язки:

ρ̄01 = 2ρ0r cos
α

3
,

ρ̄02 = −2ρ0r cos
(α

3
+
π

3

)
,

ρ̄03 = −2ρ0r cos
(α

3
− π

3

)
, (А.12)

тут

ρ0r =

(
−2d̃(0)

b4

) 1
2

, (А.13)

вираз для кута α, визначеного з умови cosα =
M

Mq
, має вигляд

α = arccos
M

Mq
. (А.14)
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ДОДАТОК Б

РОЗРАХУНОК ЯКОБIАНА ПЕРЕХОДУ.
КУМУЛЯНТНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ.

Знайдемо “ентропiйну” частину виразу (3.97) (якобiан переходу). Для спро-

щення розрахунку застосовується позначення J(t̃l) =
Nv∏
l=1

Jl(t̃l)

Jl(t̃l) =
∞∑
m=0

vm

m!
e−pm

2

emt̃l.

Цей вираз зображається у виглядi кумулянтного ряду

J̃l(t̃l) = exp

[
−
∞∑
n=0

cn
n!
t̃nl

]
.

Беручи до уваги рiвнiсть J̃l(t̃l)
∣∣∣
t̃l=0
≡ Jl(t̃l)

∣∣∣
t̃l=0

, маємо

e−a0 =
∞∑
m=0

vm

m!
e−pm

2

.

Кумулянти cn з n ≥ 1 слiд шкукати з умови.

∂nJ̃l(t̃l)

∂t̃nl

∣∣∣∣∣
t̃l=0

=
∂nJl(t̃l)

∂t̃nl

∣∣∣∣∣
t̃l=0

.

Першi чотири з них мають наступний явний вигляд

c1 = −T1(v, p)

T0(v, p)
, c2 = −T2(v, p)

T0(v, p)
+ c2

1,

c3 = − T3(v, p

T0(v, p)
)− c3

1 + 3c1c2,
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c4 = −T4(v, p)

T0(v, p)
+ c4

1 − 6c2
1c2 + 4c1c3 + 3c2

2,

де функцiї Tn(v, p)

Tn(v, p) =
∞∑
m=0

vm

m!
mne−pm

2

(Б.1)

є швидко збiжними рядами для всiх p > 0. Як видно iз (3.14) параметр p є про-

порцiйним до Ψ(0). Числовi значення цих чотирьох коефiцiєнтiв у випадку засто-

сування параметрiв (3.103) наступнi

c1 = −0.8668; c2 = −0.4006;

c3 = −0.0529; c4 = 0.0299;
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ДОДАТОК В

СПIВВIДНОШЕННЯ МIЖ ПАРАМЕТРАМИ p
ТА v

Слiд зауважити, що умова Db = 0, (Db означено в (3.116)) дає два дiйсних

розв’язки для середньої густини n̄ та визначає область густини для даних значень

параметрiв p та v

n̄ = ng ±
[

8c̃3
2

9c4

] 1
2

.

Таким чином отримується мiнiмальна та максимальна густина ,

nmin = ng −
2

3

[
2c̃3

2

c4

] 1
2

, nmax = ng +
2

3

[
2c̃3

2

c4

] 1
2

,

комiркової моделi плину.

Очевидно, nmin = 0, звiдки виникає рiвняння

ng −
2

3

[
2c̃3

2

c4

] 1
2

= 0,

що дозволяє однознано розрахувати значення параметра v (об’єму комiрки), що

вiдповiдає певному параметру p (див. рисунок В.1). Використовуючи рисунок В.2,

легко переконатись, що не кожне довiльне v в поєднаннi з фiксованим p даватиме

коректний результат.

Кривi 1, 2, 3 зображенi на рисунку В.2 вiдповiдають фiксованому p = 0.8 та

трьом рiзним значенням v. Крива 2, для пари p = 0.8 та v = 4.8598, починається

в точцi n̄ = 0. Збiльшуючи значення v при фiксованому p, найменше значення

m1 досягається в областi n̄ < 0 (крива 3 для v = 6). Зменшуючи значення v при

фiксованому p, найменше значення m1 буде при n̄ > 0 (крива 1 для v = 2)
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Рис. В.1. Вiдповiднiсть мiж параме-
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Рис. В.2. Розв’язок m1 (3.117) як
функцiя середньої густини
при p = 0.8 та рiзних зна-
чень v: v = 2.0 (крива 1),
v = 4.8598 (крива 2), v = 6.0
(крива 3)

Таким чином iснує чiткий критерiй вибору значень параметрiв p та v, якi є

аргументами спецiальних функцiй Tn(p, v) (Б.1). Перший з них, p, означений фор-

мулою (3.14). Цей параметр залежить вiд типу дослiджуваної речовини та спiв-

вiдношення α−1
R (див. (3.44)). Другий параметр, v, забезпечує опис певної областi

густини системи n̄ (0 ≤ n̄ ≤ nlim, де nlim — це гранична густина рiдинної фази)

та однозначно визначається значенням параметра p.

Бiльше того p i v повиннi задовольняти умовi c4 > 0. Ця умова забезпечує

збiжнiсть iнтегралiв типу (3.108).

Описаний вище результат є дуже важливим, адже параметри моделi одно-

значно пов’язанi один з одним. Отож, рецепт вибору p i v для проведення числових

обчислень є таким: спочатку фiксується значення параметра p, далi розрахову-

ється вiдповiдне значення v, використовуючи рiвняння nmin = 0. Враховуючи

(3.106), вираз (3.14) набуває вигляду

p =
χΨ(0)

2c̃2V (0, Tc)
.



169

Використання цього виразу дає можливiсть розрахувати значення χ, яке задо-

вольняє умовi V (k) > 0. Будучи поєднаним iз p, параметр χ стає функцiєю мi-

кроскопiчних параметрiв потенцiалу взаємодiї, а саме спiввiдношення α−1
R .
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ДОДАТОК Г

РОЗРАХУНОК ВИРАЗУ ДЛЯ СЕРЕДНЬОЇ
ГУСТИНИ n̄

Для того, щоб отримати вираз для середньої густини n̄, слiд розрахувати

наступнi частковi похiднi

∂Eµ

∂βµ
= −M − ã1 +

a34

βW (0)
,

∂

∂βµ

[
γ(+)
s

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

]
=
(
h̃2 + h2

c

) d−2
2(d+2)

[(
h̃2 + h2

c

)1/2 ∂γ
(+)
s

∂βµ
+

2d

d+ 2
γ(+)
s ×

× 1

(βW (0))1/2

h̃

(h̃2 + h2
c)

1/2

]
,

∂

∂βµ

[
e

(+)
0 h̃

(
h̃2 + h2

c

) d−2
2(d+2) − e(+)

2

(
h̃2 + h2

c

) d
d+2

]
=
(
h̃2 + h2

c

) d−2
2(d+2) ×

×

[
e

(+)
0

1

(βW (0))1/2

(
1 +

d− 2

d+ 2

h̃2

h̃2 + h2
c

)
− 2d

d+ 2
e

(+)
2

1

(βW (0))1/2

h̃

(h̃2 + h2
c)

1/2
−

−
(
h̃2 + h2

c

) 1
2 ∂e

(+)
2

∂βµ

]
. (Г.1)

Варто зауважити, що похiднi вiд σ0 за βµ при розрахунку останнього виразу iз

(Г.1) приводять до спiввiдношення, що спiвпадає з умовою (4.116), а отже, вiдпо-

вiднi вклади компенсуються. Тому при вказаному розрахунку величина σ0 вва-

жається незалежною вiд хiмiчного потенцiалу. Для похiдної ∂e
(+)
2

∂βµ маємо

∂e
(+)
2

∂βµ
=

1

2
σ2

0s
−3

[
∂rnp+2

∂βµ
+

1

12
σ2

0

∂unp+2

∂βµ

]
, (Г.2)
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де

∂rnp+2

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
qE2

∂Hc

∂h̃
,

∂unp+2

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
u∗ΦqE2

∂Hc

∂h̃
. (Г.3)

Похiдна вiд величини Hc за h̃ обчислюється iз виразу для Hc (див. (4.98)) i має

вигляд
∂Hc

∂h̃
= −Hc

p0

h̃

h̃2 + h2
c

. (Г.4)
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ДОДАТОК Д

РОЗРАХУНОК ВЕЛИЧИНИ σ
(+)
00

Слiд навести вирази для похiдних, якi входять у спiввiдношення (4.144).

Формули (Г.2)–(Г.4) дають змогу записати рiвнiсть

∂e
(+)
2

∂βµ
= − 1

(βW (0))1/2
qsσ

2
0

[
1 +

ql
12
σ2

0

]
(h̃2 + h2

c)
−1/2, (Д.1)

де сталi величини qs та ql мають вигляд

qs =
E2

2p0
qs−3Hc

α

(1 + α2)1/2
,

ql = Φqu
∗q−1, (Д.2)

а α = h̃/hc є вiдношенням перенормованого хiмiчного потенцiалу h̃ =

M(βW (0))1/2 (M = µ/W (0) − ã1) до перенормованої температури hc = τ̃ (d+2)ν/2

(τ̃ = τ(c11/q)). Тут враховано, що

∂Hc

∂βµ
=
∂Hc

∂h̃

∂h̃

∂βµ
= − 1

(βW (0))1/2
Hcd

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

,

де

Hcd =
Hc

p0

α

(1 + α2)1/2
.

Явний вираз для похiдної

∂γ
(+)
s

∂βµ
=
∂fnp+1

∂βµ
− ∂γ̄(+)

∂βµ
+ s−3 ∂fG

∂βµ
(Д.3)

отримується з розрахунку вкладiв вiд кожного iз доданкiв.



173

Долi потрiбно знайти похiдну вiд величини fnp+1 (4.106) за хiмiчним потен-

цiалом. Важливо, що

∂ynp+m

∂βµ
= ynp+mrp+m

∂xnp+m

∂βµ
, rp+m =

U ′(xnp+m)

U(xnp+m)
− 1

2

ϕ′(xnp+m)

ϕ(xnp+m)
,

U ′(xnp+m) =
1

2
U 2(xnp+m) + xnp+mU(xnp+m)− 1,

ϕ′(xnp+m) = 6U ′(xnp+m)U(xnp+m) + 2U(xnp+m) + 2xnp+mU
′(xnp+m), (Д.4)

причому для xnp+m (4.107) маємо

∂xnp+m

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
gp+m

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

. (Д.5)

Тут

gp+m = −x̄HcdE
m−1
2

(
1 + ΦqHcE

m−1
2

)− 1
2

[
1− ΦqHcE

m−1
2

2
(
1 + ΦqHcE

m−1
2

)] . (Д.6)

Приймаючи до уваги приведенi вище рiвностi, одержуємо

∂fnp+1

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
fp

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

, (Д.7)

де

fp =
1

2
rpgp

(
1− 9/y2

np

)
− 1

2
gp+1U(xnp+1). (Д.8)

Похiдна вiд γ̄(+) (see (4.95)) за хiмiчним потенцiалом має вигляд

∂γ̄(+)

∂βµ
= − 1

(βW (0))1/2
γp

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

. (Д.9)

Тут

γp = Hcd (γ̄2 + 2γ̄3Hc) . (Д.10)

Розраховуючи похiдну вiд величини fG (4.129) за хiмiчним потенцiалом, слiд при-

ймати до уваги, що величина змiщення σ0 є функцiєю хiмiчного потенцiалу. Для

знаходження ∂σ0/∂βµ добре скористатися iз рiвностi (4.116), що дозволяє отри-

мати
∂σ0

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
gσ

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

, (Д.11)
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де

gσ =
s5/2

rR

1

1 + α2
+
σ0

rR
HcdqE2

(
1 +

ql
6
σ2

0

)
. (Д.12)

Похiдна вiд величини rR:

∂rR
∂βµ

=
1

(βW (0))1/2
gR

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

, (Д.13)

де

gR = −qE2Hcd

(
1 +

1

2
qlσ

2
0

)
+ unp+2gσσ0, (Д.14)

а похiдна вiд величини a iз (4.125):

∂a

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
ga

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

, ga = −agR
2rR

. (Д.15)

Величина f ′′G (4.131) що входить до складу fG (див. (4.129)) має таку похiдну:

∂f
′′

G

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
gaag

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

. (Д.16)

Тут

ag =
2a

1 + a2
− 4

a3
+

6

a4
arctan a− 2

a3

1

1 + a2
. (Д.17)

Iз врахуванням вищезаписаних рiвностей отримується вираз

∂fG
∂βµ

=
1

(βW (0))1/2
fgv

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

, (Д.18)

де

fgv = −1

4

u∗Φq

unp+1
Hcd −

1

2

(
gR
rR

+ gaag

)
+ gp+1

(
3

4

rp+1

y2
np+1

− 1

2

U ′(xnp+1)

U(xnp+1)

)
. (Д.19)

Пiдсумовуючи вклади (Д.7), (Д.9) та (Д.18), на основi (Д.3) одержуємо по-

хiдну вiд величини γ(+)
s за хiмiчним потенцiалом:

∂γ
(+)
s

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
fγ1

(
h̃2 + h2

c

)−1/2

. (Д.20)

Тут

fγ1
= fp + γp + fgv/s

3. (Д.21)
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Величини fp, γp та fgv єфункцiями лише параметра α.

Отриманi вирази (4.143), (4.144), (Д.1) та (Д.20) дають змогу розрахувати

коефiцiєнт σ(+)
00 у рiвностi (4.141). Таким чином,

σ
(+)
00 = e

(+)
0

1

(βW (0))1/2

(
1 +

d− 2

d+ 2

α2

1 + α2

)
+ e

(+)
00

α

(1 + α2)1/2
+ e

(+)
02 , (Д.22)

де

e
(+)
02 = e

(+)
01

(
h̃2 + h2

c

)1/2

=
1

(βW (0))1/2

[
fγ1

+ qsσ
2
0

(
1 + qlσ

2
0/12

)]
. (Д.23)

Очевидно, величина σ(+)
00 не залежить нi вiд значення температури, нi вiд хiмiчного

потенцiалу, а є функцiєю їхнього вiдношення

α =
h̃

hc
= (βW (0))1/2

(
q

c11

)p0

α0.

Множник

α0 =
µ/W (0)− ã1

τ p0

визначається вiдношенням вихiдних значень µ та τ .
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