
Iнститут фiзики конденсованих систем Нацiональної академiї наук України

Iнститут фiзики конденсованих систем Нацiональної академiї наук України

Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису

ГВОЗДЬ Тарас Валентинович

УДК 536.77, 539.19, 544.01, 544.77

ДИСЕРТАЦIЯ

СТАТИСТИКО-МЕХАНIЧНИЙ ОПИС ФАЗОВОЇ ПОВЕДIНКИ

ПОЛIДИСПЕРСНИХ КОЛОЇДНИХ I ПОЛIМЕРНИХ СИСТЕМ В ОБ’ЄМI ТА

У ПОРИСТОМУ СЕРЕДОВИЩI

01.04.24 —фiзика колоїдних систем

(104 —фiзика та астрономiя)

10 — природничi науки

Подається на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей,

результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело

Т. В. Гвоздь

Науковий керiвник Калюжний Юрiй Володимирович, доктор фiз.-мат. наук,

професор

Львiв — 2019



1

АНОТАЦIЯ

Гвоздь Т.В. Статистико-механiчний опис фазової поведiнки полiдисперсних

колоїдних i полiмерних систем в об’ємi та у пористому середовищi. —Квалiфiка-

цiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математи-

чних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.04.24 «Фiзика колоїдних си-

стем» (104 —Фiзика та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем

НАН України, Львiв, 2019.

Дисертацiя присвячена дослiдженню фазової поведiнки, а також ефектiв

фракцiонування мiж фазами частинок полiдисперсних колоїдних i полiмерних

систем в об’ємi та у невпорядкованому пористому середовищi.

Як перший крок, в рамках термодинамiчної теорiї збурень для асоцiатив-

ного потенцiалу типу центральних сил проведено дослiдження фазової поведiнки

симетричної бiнарної сумiшi асоцiативних частинок з сферично-симетричною вза-

ємодiєю. Для такої моделi також має мiсце трифазне спiвiснування, яке буде до-

слiджуватися для полiдисперсних систем. У такий спосiб ми хочемо узагальнити i

перевiрити, оскiльки наявнi результати комп’ютерного моделювання для фазової

поведiнки бiнарної сумiшi, коректнiсть пiдходiв, якi будуть застосовуватися для

опису фазової поведiнки полiдисперсних систем. Модель представлено бiнарною

сумiшшю юкавiвських твердих сфер з додатковою сферично-симетричною асоцiа-

тивною взаємодiєю типу квадратної ями, яка розмiщена усерединi областi твердої

сфери i дiє тiльки мiж рiзними сортами. Враховуючи змiну упаковки системи

внаслiдок асоцiацiї, запропоновано узагальнення термодинамiчної теорiї збурень

для асоцiативного потенцiалу типу центральних сил. На додаток до вже вiдомих

типiв фазових дiаграм для бiнарних сумiшей, виявлено новий тип, який хара-

ктеризується вiдсутнiстю перетину лямбда-лiнiї з бiнодалями газ-рiдина i появою

незмiшування рiдина-рiдина у виглядi замкненої петлi з верхньою i нижньою кри-

тичними температурами змiшування.

Основною проблемою для теоретичного опису фазової поведiнки полiдис-
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персних сумiшей є функцiональна залежнiсть вiльної енергiї Гельмгольца системи

вiд функцiї розподiлу по сортах. Як результат, умови фазової рiвноваги форму-

люються як система нескiнченної кiлькостi рiвнянь, тобто хiмiчний потенцiал для

кожного значення неперервного iндексу сорту повинен бути однаковий в кожнiй

спiвiснуючiй фазi. Отримати розв’язок такої системи рiвнянь для вiльної енер-

гiї Гельмгольца довiльної форми є практично неможливо. В дисертацiйнiй роботi

узагальнено та застосовано схему, яка була розвинена для обчислення фазових дi-

аграм полiдисперсних сумiшей, якi описуються моделями обрiзаної вiльної енергiї

(ОВЕ), тобто моделями, вiльна енергiя Гельмгольца яких визначається скiнчен-

ним числом узагальнених моментiв функцiї розподiлу по сортах. Остання особли-

вiсть моделей з ОВЕ дозволяє сформулювати умови фазової рiвноваги як систему

скiнченної кiлькостi рiвнянь для цих моментiв.

Використовуючи другий порядок термодинамiчної теорiї збурень Баркера-

Хендерсона (ТТЗ-БХ2) дослiджено фазову поведiнку колоїдної системи в об’ємi,

що представлена полiдисперсною сумiшшю твердих сфер iз взаємодiєю типу Мор-

зе при високих ступенях полiдисперсностi з полiдисперстю по енергiї взаємодiї, а

також по розмiрах частинок i енергiї взаємодiї одночасно. В топологiї двофазних

дiаграм, при високому ступенi полiдисперсностi спостерiгаються новi властивостi:

на додаток до звичайної критичної точки газ-рiдина, з’являється друга критична

точка, яка зумовлена полiдисперснiстю, вiдповiдно кривi хмари та тiнi перетина-

ються двiчi, i кожна з них утворює замкнену петлю, причому рiдинна i газова

гiлки кривої хмари майже збiгаються. При певному граничному значеннi iндексу

полiдисперсностi кривi хмари та тiнi скорочуються i зникають. Також використо-

вуючи високотемпературне наближення (ВТН) та середньосферичне наближення

(ССН) аналогiчну фазову поведiнку отримано для iншої колоїдної системи, що

представлена полiдисперсною сумiшшю твердих сфер з взаємодiєю Юкави з по-

лiдисперснiстю по енергiї взаємодiї. Також для останньої моделi вище цього гра-

ничного значення iндексу полiдисперсностi i при нижчих температурах отримано

трифазне спiвiснування. В загальному спостерiгається добре узгодження мiж дво-

ма теоретичними наближеннями, ВТН та ССН. Нашi результати пiдтверджують
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якiснi передбачення для двофазного та трифазного спiвiснування, якi були отри-

манi ранiше в рамках наближення ван дер Ваальса.

Далi, використовуючи поєднання ВТН та теорiї масштабної частинки

(ТМЧ) дослiджено фазову поведiнку останньої моделi, але в невпорядкованому

пористому середовищi, яке представлене матрицею випадково розмiщених твер-

досферних частинок. Запропоновано оригiнальний метод аналiтичного розрахун-

ку радiальної функцiї розподiлу твердосферної рiдини в твердосфернiй матрицi.

Отримано подiбну дво- та трифазну поведiнку як i в об’ємному випадку, проте

тодi цi фазовi переходи були зумовленi зростанням полiдисперсностi, а тепер ще

i завдяки характеристикам пористого середовища (зокрема густини матрицi та

вiдношення розмiрiв частинок матрицi до розмiрiв частинок рiдини). Тобто за

рахунок матрицi iстотно збiльшується ефект полiдисперсностi. Вперше показано,

що пористе середовище при середнiх полiдисперсностях конкурує, а при великих

— пiдсилює ефект полiдисперсностi.

I наостанок, використовуючи поєднання ТТЗ Вертхейма та ТМЧ дослiдже-

но фазову поведiнку полiмерної системи, що представлена полiдисперсною по

довжинi ланцюга сумiшшю ланцюгових молекул з додатковою взаємодiєю ква-

дратної ями, в невпорядкованому пористому середовищi. Показано, що для такої

полiмерної системи фазова поведiнка системи визначається конкуренцiєю мiж по-

лiдисперснiстю та властивостями пористого середовища. У той час як полiдиспер-

снiсть зумовлює розширення областi фазового спiвiснування за рахунок пiдвище-

ння критичної температури, пористе середовище зменшує значення як критичної

температури, так i критичної густини, роблячи область фазового спiвiснування

вужчою. Зi збiльшенням вiдношення розмiрiв частинок рiдини до розмiрiв ча-

стинок матрицi цей ефект посилюється. Також збiльшення середньої довжини

ланцюга при фiксованих значеннях полiдисперсностi та густини матрицi змiщує

критичну точку до вищого значення температури та трохи меншої густини.

Дослiджено ефекти фракцiонування частинок полiдисперсних колоїдних та

полiмерних систем як в об’ємi, так i у пористому середовищi. Показано, що ступiнь

фракцiонування залежить вiд температури. У всiх випадках частинки з бiльши-
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ми значеннями атрибуту полiдисперсностi (розмiру, енергiї взаємодiї чи довжини

ланцюга) фракцiонують в високогустинну (рiдку) фазу, а частинки з меншими

значеннями — фракцiонують в низькогустинну (газову) фазу.

Ключовi слова: полiдисперснiсть, пористе середовище, колоїднi системи,

полiмернi системи, фракцiонування, фазовий перехiд.



5

ABSTRACT

Hvozd T.V. Statistical mechanical description of the phase behavior of poly-

disperse colloidal and polymer systems in bulk and porous media. — Qualifying

scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics

on the speciality 01.04.24 “Physics of Colloid Systems” (104 — Physics and As-

tronomy). — Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of

Sciences of Ukraine, Lviv, 2019.

The thesis is devoted to the study of the phase behavior and fractionation

effects of colloidal and polymer systems in bulk and random porous media.

Thermodynamic perturbation theory for central-force (TPT-CF) type of as-

sociating potential is used to study the phase behavior of symmetric binary mixture

of associating particles with spherically symmetric interaction. For such a model

there is a three-phase coexistence, which will be studied for polydisperse systems.

Since the results of computer simulation for the phase behavior of the binary mix-

ture are available, the correctness of the approaches that will be used to describe

the phase behavior of polydisperse systems is generalized and verified. The model is

represented by the binary Yukawa hard-sphere mixture with additional spherically

symmetric square-well associative interaction located inside the hard-core region

and valid only between dissimilar species. To account for the change of the system

packing fraction due to association we propose an extended version of the TPT-CF

approach. In addition to the already known types of the phase diagram for binary

mixtures we were able to identify the new type, which is characterized by the absence

of intersection of the λ-line with the vapour-liquid binodals and by the appearance

of the closed-loop liquid-liquid immiscibility with upper and lower critical solution

temperatures.

The major challenge for a theoretical description of the phase behavior of

polydisperse mixtures is due to the functional dependence of Helmholtz free energy

of the system on the distribution function of species. As a result, phase equilibrium
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conditions are formulated in terms of the set of an infinite number of equations,

e.g. chemical potential for each value of the continuous species index should be

the same in each of the coexisting phases. Solution of such a set of equations for

Helmholtz free energy of arbitrary form is next to impossible. We have extended

and applied the scheme developed to calculate the phase diagrams of polydisperse

mixtures described by the truncatable free energy (TFE) models, i.e., the models

with Helmholtz free energy defined by the finite number of the moments of the

species distribution function. The latter feature of the TFE models enables one to

formulate the phase equilibrium conditions in terms of a finite set of equations for

these moments.

To calculate the phase behavior of colloidal system, which is represented by

polydisperse hard sphere Morse mixture, we propose an extension of the second-

order Barker-Henderson perturbation theory. The theory is used to describe the

liquid–gas phase behavior of the mixture with different type and different degree of

polydispersity. In addition to the regular liquid–gas critical point, we observe the

appearance of the second critical point induced by polydispersity. At high degree of

polydispersity, several new features in the topology of the two-phase diagram have

been observed: the cloud and shadow curves intersect twice and each of them forms a

closed loop of the ellipsoidal-like shape with the liquid and gas branches of the cloud

curve almost coinciding. With polydispersity increase, the two critical points merge

and finally disappear. Approaching a certain limiting value of the polydispersity

index, the cloud and shadow curves shrink and disappear. Beyond this limiting

value, polydispersity induces the appearance of the three-phase equilibrium at lower

temperatures. The same phase behavior we obtain for other colloidal system, which

is represented by polydisperse hard sphere Yukawa mixture in the framework of

high temperature approximation (HTA) and mean spherical approximation (MSA).

In general, good agreement was observed between predictions of the two different

theoretical methods, i.e., HTA and MSA. Our results confirm qualitative predictions

for two- and three-phase coexistence obtained earlier within the framework of the

van der Waals approach.
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Also we have studied the phase behavior of polydisperse Yukawa hard-sphere

fluid confined in random porous media. The porous media are represented by the

matrix of randomly placed hard-sphere obstacles. The study is carried out using

extension and combination of the HTA and scaled particle theory (SPT). We propose

an analytical expression for the radial distribution function of the hard-sphere fluid

in the hard-sphere random matrix.

Due to the confinement, polydispersity effects are substantially enhanced. At

an intermediate degree of fluid polydispersity and low density of the matrix, we

observe two-phase coexistence with two critical points, and cloud and shadow curves

forming closed loops of ellipsoidal shape. With the increase of the matrix density and

the constant degree of polydispersity, these two critical points merge and disappear,

and at lower temperatures the system fractionates into three coexisting phases. A

similar phase behavior was observed in the absence of the porous media caused,

however, by the increase of the polydispersity.

To study the liquid-gas phase behavior of polymer system, which is repre-

sented by polydisperse hard-sphere square-well chain fluid confined in the random

porous media, we propose and apply an extension of Wertheim’s thermodynamic

perturbation theory and its combination with SPT. Thermodynamic properties of

the reference system, represented by the hard sphere square-well fluid in the matrix,

are calculated using corresponding extension of the second-order Barker-Henderson

perturbation theory. We study effects of polydispersity and confinement on the

phase behavior of the system. While polydispersity causes increase of the region of

phase coexistence due to the critical temperature increase, confinement decreases

the values of both critical temperature and critical density making the region of

phase coexistence smaller. This effect is enhanced with the increase of the size ra-

tio of the fluid and matrix particles. The increase of the average chain length at

fixed values of polydispersity and matrix density shifts the critical point to a higher

temperature and a slightly lower density.

Fractionation effects of colloidal and polymer systems in bulk and random

porous media also have been studied. The degree of fractionation depends on tem-
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perature. In all cases, particles with larger values of the polydispersity attribute

(size, interaction energy, or chain length) are fractionated into a high-density (liq-

uid) phase, and particles with lower values are fractionated into a low-density (gas)

phase.

Keywords: polydispersity, porous media, colloids, polymers, fractionation,

phase transition.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Переважна бiльшiсть iндустрiально важливих колої-

дних та полiмерних матерiалiв є полiдисперсними. Полiдисперснiсть є невiд’ємною

властивiстю практично всiх колоїдних i полiмерних рiдин, оскiльки кожна частин-

ка системи є унiкальною за своєю формою, розмiром, зарядом, довжиною ланцюга

i т. д. Це означає, що ми маємо справу iз системою з дуже великою, фактично

нескiнченною кiлькiстю компонент. У цьому випадку, вiдповiдно до правил фаз

Гiббса, слiд очiкувати багату фазову поведiнку з новими фазами та фазовими

переходами. Зокрема, наприклад, у випадку полiмерних систем, на експеримен-

тах спостережено, що при великiй полiдисперсностi, в областi нижчих температур

можуть з’являтися i спiвiснувати три i бiльше фаз. Зауважимо, що дослiдження

фазової поведiнки полiдисперсних систем методами комп’ютерного моделювання

стикаються iз значними труднощами технiчного характеру i їхнi можливостi є сут-

тєво обмеженi. Зазвичай, за незначними виключеннями, теоретичнi дослiдження

були проведенi для систем з вiдносно малою полiдисперснiстю, коли спостерiгало-

ся лише двофазне спiвiснування типу газ-рiдина чи рiдина-рiдина. Дослiдження

при високiй полiдисперсностi є обмеженi i виконанi лише на якiсному рiвнi опису

ван дер Ваальса. З метою технологiчного застосування важливо передбачати по-

яву i властивостi нових фаз. Тому проведення дослiдження фазової поведiнки та

ефектiв фракцiонування таких систем сучасними методами теорiї рiдкого стану,

якi б дали змогу описати фазову поведiнку не тiльки якiсно, але й кiлькiсно, є

актуальним як з практичної, так i теоретичної точки зору.

Рiдини та сумiшi рiдин, що мiстяться в пористих середовищах, становлять

значний теоретичний та експериментальний iнтерес завдяки безлiчi застосувань

в промисловостi, медицинi, нових технологiях та iнженерiї. Розумiння на молеку-
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лярному рiвнi їх фазової поведiнки, яка суттєвим чином вiдрiзняється вiд фазової

поведiнки в об’ємному випадку, а також знання про структурнi i термодинамiчнi

властивостi рiдин в пористому середовищi є важливими при розробцi i вдоско-

наленнi нових та iснуючих технологiй. Iснуючi дослiдження фазової поведiнки в

пористих середовищах за допомогою сучасної теорiї рiдкого стану обмеженi, як

правило монодисперсними системами. Тому дослiдження впливу полiдисперсно-

стi на фазову поведiнку та фракцiонування мiж фазами полiдисперсних систем в

пористих середовищах також є актуальними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами. Ди-

сертацiйна робота виконана в IФКС НАН України згiдно з планами робiт в

рамках держбюджетних тем "Статистико-механiчнi та комп’ютернi дослiдже-

ння властивостей складних рiдин" (№ Держреєстрацiї 0108U001153, 2008-2012),

"Багатомасштабнiсть i структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i

застосування" (№ Держреєстрацiї 0112U003119, 2012-2016), "Розвиток стати-

стичної теорiї та її застосування для дослiджень фазової поведiнки, рiвноважних

i динамiчних властивостей складних плинiв" (№ Держреєстрацiї 0112U007762,

2013-2017), "Новi концепцiї статистичного опису i їх застосування у теорiї багато-

частинкових систем" (№ Держреєстрацiї 0117U002093, 2017-2021), "Статистична

теорiя складних плинiв: рiвноважнi та динамiчнi властивостi" (№ Держреєстрацiї

0118U003011, 2018-2022).

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є дослiдження фазової по-

ведiнки полiдисперсних колоїдних та полiмерних сумiшей в об’ємi та у пористому

середовищi, а також ефектiв фракцiонування частинок мiж рiзними фазами на

основi узагальнення та застосування сучасних методiв теорiї рiдкого стану, зокре-

ма термодинамiчної теорiї збурень, теорiї iнтегральних рiвнянь i теорiї масштабної

частинки.

Для досягнення мети дослiджень розв’язуються наступнi задачi:

• Дослiдження фазової поведiнки двокомпонентної сумiшi твердих сфер з

юкавiвською та додатковою сферично-симетричною асоцiативною взаємодi-
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ями на основi узагальнення та застосування термодинамiчної теорiї збурень

(ТТЗ) (для потенцiалу типу центральних сил) для асоцiйованих рiдин.

• Дослiдження двофазної рiвноваги типу газ-рiдина полiдисперсної сумiшi

твердих сфер з додатковим потенцiалом притягання типу Морзе при ви-

соких значеннях полiдисперсностi на основi узагальнення термодинамiчної

теорiї збурень Баркера-Хендерсона другого порядку (ТТЗ-БХ2).

• Дослiдження двофазної рiвноваги типу газ-рiдина полiдисперсної сумiшi

твердих сфер з взаємодiєю Юкави в рамках високотемпературного (ВТН)

та середньосферичного (ССН) наближень при високих значеннях полiдис-

персностi.

• Узагальнення методiв розрахунку трифазної рiвноваги в рамках ВТН i ССН

та їх застосування для дослiдження фазової поведiнки та ефектiв фракцiо-

нування полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави при висо-

ких значеннях полiдисперсностi.

• Розвиток аналiтичних методiв розрахунку бiнарних функцiй розподiлу твер-

дих сфер у невпорядкованому пористому середовищi, представленого твер-

досферною матрицею.

• Дослiдження дво- та трифазної рiвноваги полiдисперсної сумiшi твердих

сфер з взаємодiєю Юкави в невпорядкованому пористому середовищi на

основi узагальнення ВТН.

• Дослiдження фазової поведiнки та ефектiв фракцiонування сумiшi полi-

дисперсних по довжинi полiмерiв, представлених твердосферними ланцюго-

вими молекулами з додатковою притягальною взаємодiєю типу квадратної

ями, в невпорядкованому пористому середовищi на основi узагальнення ТТЗ

Вертхайма для асоцiйованих рiдин.

Об’єктами дослiджень є полiдисперснi колоїднi та полiмернi системи в

об’ємi та у пористому середовищi. Предметом дослiдження є фазова поведiн-

ка та фракцiонування мiж спiвiснуючими фазами. Для розв’язання поставлених

задач використовуються методи теорiї рiдин, термодинамiки та статистичної фi-



20

зики, зокрема метод обрiзаної вiльної енергiї (ОВЕ), ТТЗ Баркера-Хендерсона,

ТТЗ Вертхайма для асоцiативних рiдин, теорiя iнтегральних рiвнянь та теорiя

масштабної частинки (ТМЧ).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, огля-

ду лiтератури, трьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел та шести

додаткiв. Роботу викладено на 146 сторiнках (разом з лiтературою та додатками

169 сторiнок). Список використаних джерел мiстить 145 найменувань. Результати

роботи проiлюстровано на 26 рисунках i 2 таблицях.

Перший роздiл є оглядом лiтератури, в якому на прикладi двокомпонен-

тної сумiшi введено поняття, якi використовуються при описi фазової поведiнки

полiдисперсних систем. Також описано попереднi дослiдження фазової поведiн-

ки полiдисперсних систем, як в рамках наближеннь ван дер Ваальса, Онзагера i

Майєра-Заупе, так i в рамках сучасної теорiї рiдкого стану, зокрема, за допомогою

ТТЗ, теорiї iнтегральних рiвнянь та методiв комп’ютерного моделювання. В кiнцi

роздiлу коротко розглянуто попереднi дослiдження фазової поведiнки систем в

пористому середовищi.

У другому роздiлi, в рамках ТТЗ для асоцiативного потенцiалу ти-

пу центральних сил, проведено дослiдження фазового переходу змiшування-

незмiшування з обмеженою областю спiвiснування у виглядi замкнених петель

i верхньою i нижньою критичними температурами змiшування симетричної бi-

нарної сумiшi асоцiативних частинок з сферично-симетричною взаємодiєю. Така

фазова поведiнка спостерiгалася давно, проте причиною її появи вважали сильну

i спрямовану орiєнтацiйну взаємодiю типу водневих зв’язкiв. Вперше на якiсно-

му рiвнi це було показано Джексоном в рамках ТТЗ Вертхайма [Jackson G.//

Mol. Phys., 1991, 72, 1365], проте для сферично-симетричного потенцiалу довго

не вдавалося отримати таку фазову поведiнку. Це здiйснено в нашiй роботi.

Враховуючи змiну упаковки системи внаслiдок асоцiацiї запропоновано уза-

гальнення ТТЗ для асоцiативного потенцiалу типу центральних сил. На додаток

до вже вiдомих типiв фазових дiаграм для бiнарних сумiшей, нам вдалося ви-

значити новий тип, який характеризується вiдсутнiстю перетину лямбда-лiнiї з
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бiнодалями ’рiдина-газ’ i появою незмiшування ’рiдина-рiдина’ у виглядi замкне-

ної петлi з верхньою i нижньою критичними температурами змiшування.

Третiй роздiл присв’ячений дослiдженню дво- та трифазної поведiнки ко-

лоїдних систем при вiдносно високих полiдисперсностях в об’ємi. На вiдмiну вiд

бiльшостi попереднiх дослiджень, де вивчення фазової поведiнки було проведено

на якiсному рiвнi опису ван дер Ваальса, в данiй роботi застосовано сучаснi мето-

ди теорiї рiдкого стану, якi є кiлькiсно бiльш точними. Зокрема нами застосовано

термодинамiчну теорiю збурень та теорiю iнтегральних рiвнянь.

В першiй частинi третього роздiлу дослiджується фазова поведiнка по-

лiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю типу Морзе. Така модель вибрана

тому, що для потенцiалу Морзе можна побудувати ТТЗ-БХ2. Оскiльки ТТЗ-БХ2

мiстить iнтеграли вiд добутку радiальної функцiї розподiлу базисної системи на

потенцiал взаємодiї, то такi iнтеграли можна звести до зображень Лапласа радi-

альної функцiї розподiлу твердих сфер в наближеннi Перкуса-Євiка. Для функцiї

розподiлу по сортах ми вибрали логарифмiчний розподiл. Розглядається два типи

полiдисперсностi: полiдисперснiсть тiльки по енергiї взаємодiї парного потенцiалу

i полiдисперснiсть як по енергiї взаємодiї, так i по розмiру твердої сфери. Нас цiка-

вить фазова поведiнка системи при вiдносно великих значеннях полiдисперсностi.

При малiй полiдисперсностi система має тiльки одну критичну точку, яка є на-

слiдком звичайної критичної точки фазового переходу газ-рiдина (ГР) вiдповiдної

версiї монодисперсної системи. Iз збiльшенням полiдисперсностi системи виникає

додаткова критична точка, яка зумовлена полiдисперснiстю. Друга критична то-

чка, яку ми позначаємо як полiдисперсну (П) критичну точку, знаходиться при

бiльших значеннях густини та при нижчих значеннях температури. Така ситуацiя

спостерiгається для обох дослiджуваних типiв полiдисперсностi. Iз збiльшенням

полiдисперсностi, обидвi, ГР та П, критичнi точки рухаються одна до одної i,

при певному граничному значеннi полiдисперсностi вони зливаються в одну то-

чку. При бiльшому значеннi полiдисперсностi вiд цього граничного значення не

iснує критичних точок. З подальшим збiльшенням полiдисперсностi i при ниж-

чих температурах ми очiкуємо, що двофазне спiвiснування стане нестабiльним i
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з’явиться область трифазного спiвiснування. Для дослiджуваних тут вiдносно ви-

соких значень полiдисперсностi ми спостерiгаємо досить незвичайну форму для

кривих хмари та тiнi. Для обох типiв полiдисперсностi вони представленi замкне-

ними кривими елiпсоїдальної i ∆-подiбної форми для кривих тiнi, та замкненими

кривими лiнiйної форми для кривих хмари. В останньому випадку рiдинна та га-

зова гiлки кривих хмари майже збiгаються для великих значень полiдисперсностi.

В другiй частинi третього роздiлу дослiджується фазова поведiнка по-

лiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави. Вибiр такої моделi зу-

мовлений тим, що для потенцiалу Юкави можна застосувати ВТН i ССН, яке є

досить точним. I в такий спосiб оцiнити передбачення ТТЗ, зокрема ВТН. Тут

ми також вибрали логарифмiчний розподiл для функцiї розподiлу сортiв в мате-

ринськiй фазi. Для даної моделi ми розглядаємо полiдисперснiсть тiльки по силi

взаємодiї парного потенцiалу. Фазова поведiнка даної моделi є подiбна до поведiн-

ки полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Морзе, тобто при збiльшеннi

полiдисперсностi кривi хмари та тiнi скорочуються. При певному граничному зна-

ченнi полiдисперсностi вони зливаються. Вище цього граничного значення немає

критичних точок, а “рiдинна” i “газова” вiтки кривих хмари майже збiгаються.

При подальшому зростаннi полiдисперсностi кривi хмари та тiнi скорочуються

i, врештi-решт, остаточно зникають. Це є ознакою можливостi появи трифазної

рiвноваги, яка детально дослiджена та описана в текстi дисертацiї.

Четвертий роздiл присв’ячений дослiдженню фазової поведiнки полiдис-

персних колоїдних та полiмерних систем в пористому середовищi.

В першiй частинi четвертого роздiлу дослiджено дво- та трифазну пове-

дiнки колоїдної системи, яка представлена полiдисперсним плином твердих сфер з

мiжчастинковою взаємодiєю Юкави в твердосфернiй матрицi. Для функцiї розпо-

дiлу сортiв материнської фази використано також логарифмiчний розподiл. Роз-

глядається модель з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї парного потен-

цiалу. Матриця характеризується стацiонарними твердосферними перешкодами.

Для опису термодинамiчних властивостей використано поєднання ВТН та ТМЧ.

Важливою перевагою теорiй, заснованих на пiдходi ТМЧ, є можливiсть простого
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аналiтичного опису для термодинамiчних властивостей вiдповiдної базисної си-

стеми твердих сфер, яка використовується в ТТЗ, зокрема у ВТН.

Розраховано фазовi дiаграми при рiзних значеннях iндекса полiдисперсно-

стi (I) i при рiзних характеристиках пористого середовища (густини матрицi ρ∗0
та розмiрiв частинок матрицi σ0). Для того, щоб показати як пористе середови-

ще впливає на фазову поведiнку, отримано фазовi дiаграми для чотирьох рiзних

значень густини матрицi (ρ∗0 = 0, 0.046, 0.15, 0.3) при вiдносно високому ступенi

полiдисперсностi I = 1.024. Представлено критичнi бiнодалi та кривi хмари та тi-

нi. При такому значеннi полiдисперсностi можна побачити появу двох критичних

точок з гiлками “газ” та “рiдина” кривих хмари, якi розташованi близько одна до

одної. Iз зростанням густини матрицi, тобто ρ∗0 = 0.046 i ρ∗0 = 0.15, двi критичнi

точки, як ГР, так i П, i кривi “хмара-тiнь” рухаються одна до одної, i при пев-

ному значеннi густини матрицi вони зливаються. Для бiльших значень густини

матрицi немає критичних точок, i при нижчих температурах система роздiляється

на три спвiснуючi фази. Спiвiснуюча гiлка нової фази розташована при низьких

значеннях густини. Така поведiнка полiдисперсного плину є дуже подiбна до тi-

єї, що спостерiгається за вiдсутностi пористого середовища, i була дослiджена в

третьому роздiлi дисертацiї. Варто згадати, що за вiдсутностi пористого середо-

вища такий ефект був спричинений зростанням ступеня полiдисперсностi. Таким

чином, наявнiсть матрицi дiє в подiбний спосiб, як i зростання полiдисперсностi.

Також розраховано функцiї розподiлу трьох спiвiснуючих фаз на кривих

трифазного спiвiснування для полiдисперсного плину твердих сфер з мiжчастин-

ковою взаємодiєю Юкави в невпорядкованому пористому середовищi при рiзних

температурах. Початковий логарифмiчний розподiл материнської фази, f (0)(ξ),

фракцiонує на три дочiрнi фази, причому ступiнь фракцiонування залежить вiд

температури, i цi три дочiрнi розподiли, f (1)(ξ), f (2)(ξ) та f (3)(ξ) мiняються iз змi-

ною температури вздовж кривої спiвiснування. Частинки з бiльшими значеннями

ξ (сильно взаємодiючi частинки) фракцiонують в високогустинну (рiдинну) фазу,

а частинки з меншими значеннями ξ (слабо взаємодiючi частинки) фракцiонують

в низькогустинну (газову фазу). При зниженнi температури всi розподiли стають
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вужчими, а їх максимуми зростають.

В другiй частинi четвертого роздiлу дослiджено фазову поведiнку i ефе-

кти фракцiонування мiж фазами полiдисперсної полiмерної системи. Розглядає-

ться полiдисперсний плин, який складається з ланцюгових молекул, взаємодiя

мiж мономерами яких описується потенцiалом квадратної потенцiальної ями, в

матрицi з твердосферними перешкодами. Для перевiрки точностi теоретичних пе-

редбачень для базисної системи, яка представлена монодисперсною рiдиною твер-

дих сфер, мiжчастинкова взаємодiя яких описується потенцiалом квадратної ями,

порiвнюються теоретичнi фазовi дiаграми в об’ємi та у пористому середовищi з

даними комп’ютерного моделювання , якi були отриманi за допомогою методiв

Монте Карло для об’ємного випадку та у пористому середовищi. В загальному,

узгодження мiж теорiєю та результатами комп’ютерного моделювання є добрим

для системи в об’ємi та трохи менш точними є результати теорiї в пористому се-

редовищi. Це зменшення точностi для фазових дiаграм обумовлене дещо менш

точними передбаченнями для структурних та термодинамiчних властивостей ба-

зисної твердосферної рiдини в матрицi. Далi було розраховано фазовi дiаграми

для полiдисперсної рiдини ланцюгових молекул в матрицi. Також здiйснено по-

рiвняння фазових дiаграм для монодисперсної рiдини ланцюгових молекул з дов-

жинами ланцюгiв m0 = 4, m0 = 8 та m0 = 16 в об’ємi, отриманих за допомогою

запропонованої теорiї i методу комп’ютерного моделювання Монте Карло. Зага-

лом теоретичнi результати добре узгоджуються з результатами комп’ютерного

моделювання. Для системи в об’ємi зростання iндексу полiдисперсностi вiд I = 1

до I = 8.1 зсуває критичну точку до вищої температури i трохи нижчої густини

мономерiв (чи меншої упаковки). Система iз однаковими ступенями полiдиспер-

сностi (I = 8.1), але в пористому середовищi з упаковками матрицi η0 = 0.1 та

η0 = 0.2, має iстотно меншу область спiвiснування, а критична точка прямує до

нижчих значень температури i упаковки при зростаннi упаковки матрицi. Змен-

шення вiдношення розмiрiв частинок рiдини та матрицi вiд τ = 1 до τ = 2/3 i,

тим бiльше, до τ = 1/2 (чи збiльшення розмiрiв частинок матрицi) для η0 = 0.1

робить цi ефекти ще бiльш вираженими, тобто вiдповiднi фазовi дiаграми зсуну-
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тi до областi ще нижчих температур та менших упаковок рiдини. Таким чином,

фазова поведiнка розглядуваної моделi визначається конкуренцiєю мiж ефекта-

ми полiдисперсностi та ефектами пористого середовища, тобто полiдисперснiсть

збiльшує область фазового спiвiснування, а пористе середовище призводить її до

зменшення. Порiвняння фазових дiаграм для моделей з рiзними значеннями сере-

дньої довжини ланцюга показує, що полiдисперснiсть має тенденцiю домiнувати

при бiльших значеннях m0, тобто збiльшення m0 зумовлює їх зсув в напрямку

вищих температур та трох нижчих густин.

Наукова новизна одержаних результатiв.

1. Показано, що двосортна сумiш частинок з сферично-симетричною взаємо-

дiєю може мати фазове спiвiснування типу рiдина-рiдина з замкнутою фа-

зовою дiаграмою, яка має верхню та нижню критичнi точки змiшування.

На додаток до вже вiдомих типiв фазових дiаграм для бiнарних сумiшей

виявлено нову фазову дiаграму, яка характеризується вiдсутнiстю перетину

лямбда-лiнiї з бiнодалями газ-рiдина.

2. ТТЗ-БХ2 узагальнена та використана для дослiдження фазової поведiнки

полiдисперсної сумiшi твердих сфер з притягальною взаємодiєю типу Морзе

в широкiй областi значень полiдисперсностi.

3. В рамках ВТН та ССН проведено дослiдження фазової поведiнки полiдис-

персної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави при високих значеннях

полiдисперсностi.

4. Показано, що при великих значеннях полiдисперсностi кривi хмари та тiнi

утворюють замкнутi петлi. При цьому пiдтвердженi припущення, отриманi

на основi якiсного пiдходу ван дер Ваальса про iснування другої критичної

точки фазової дiаграми типу газ-рiдина, зумовленої полiдисперснiстю, та

появу третьої фази при подальшому збiльшеннi полiдисперсностi.

5. Запропоновано оригiнальний метод аналiтичного розрахунку радiальної

функцiї розподiлу рiдини твердих сфер в твердосфернiй матрицi.

6. Вперше проведено дослiдження фазової поведiнки полiдисперсної сумiшi
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твердих сфер з взаємодiєю Юкави, яка обмежена невпорядкованим пори-

стим середовищем.

7. Вперше проведено дослiдження фазової поведiнки сумiшi полiдисперсних

по довжинi полiмерiв , представлених твердосферними ланцюговими моле-

кулами з додатковою притягальною взаємодiєю типу квадратної ями, якi

обмеженi невпорядкованим пористим середовищем.

8. Показано, що для полiдисперсної сумiшi в невпорядкованому пористому се-

редовищi при вiдносно великiй полiдисперсностi також, як i в об’ємi, iснує

друга критична точка, яка зумовлена полiдисперснiстю. Також показано,

що пористе середовище при середнiх полiдисперсностях конкурує, а при ве-

ликих — пiдсилює ефект полiдисперсностi, тобто при збiльшеннi густини

матрицi (та вiдношення розмiрiв частинок матрицi до розмiрiв частинок

рiдини) при сталiй великiй полiдисперсностi в областi нижчих температур

з’являється трифазне спiвiснування.

Практичне значення отриманих результатiв. Дана робота є важли-

вою з точки зору забезпечення i поглиблення розумiння на молекулярному рiвнi

фазової поведiнки та ефектiв фракцiонування мiж фазами широкого кола полi-

дисперсних колоїдних та полiмерних систем в об’ємi та у пористому середовищi.

Це є важливим при розробцi i вдосконаленнi нових та iснуючих технологiй в про-

мисловостi, медицинi та iнженерiї. Вiдсутнiсть простого аналiтичного опису для

рiдин в пористому середовищi обмежує прогрес в розвитку теорiй збурень, зокре-

ма для полiдисперсних рiдин. Тому вважається, що за допомогою запропонованих

в роботi схем та пiдходiв можна подолати цi обмеження. Використаний в роботi

формалiзм можна поширити на опис фазової поведiнки та ефектiв фракцiону-

вання реальних систем, наприклад полiдисперсних полiмерних рiдин (зокрема i

асоцiативних) в рiзних розчинниках, а також при розглядi поверхневих та мiж-

фазних явищ, таких як адсорбцiя чи капiлярна конденсацiя.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив

науковий керiвник роботи проф. Ю. В. Калюжний. Усi викладенi в дисертацiї
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результати автор отримав самостiйно або при своїй безпосереднiй участi. Зокре-

ма, усi чисельнi результати та фазовi дiаграми, що представленi в роботi, отри-

манi автором самостiйно. З робiт iнших авторiв були запозиченi всi результати

комп’ютерного моделювання. Все програмне забезпечення, що було використане

для проведених автором розрахункiв, розроблене спiльно з науковим керiвником

роботи проф. Ю. В. Калюжним. Обговорення результатiв, формулювання виснов-

кiв та написання наукових публiкацiй проведенi спiльно з науковим керiвником

проф. Ю. В. Калюжним.

У роботах, що виконанi iз спiвавторами здобувачу належить:

• Проведення чисельних розрахункiв та графiчне зображення фазових дiа-

грам в роботах [1,2,3,4,5].

• Виведення аналiтичних виразiв для термодинамiчних властивостей (вiль-

ної енергiї, хiмiчного потенцiалу та тиску) для симетричної бiнарної сумiшi

з взаємодiєю Юкави i з додатковою сферично-симетричною асоцiативною

взаємодiєю в рамках термодинамiчної теорiї збурень для асоцiативного по-

тенцiалу типу центральних сил в роботi [1].

• Узагальнення на полiдисперсний випадок аналiтичного виразу для вiльної

енергiї, що враховує другий порядок ТТЗ Баркера-Хендерсона (або набли-

ження макроскопiчної стисливостi), виведення аналiтичних виразiв для тер-

модинамiчних властивостей для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з вза-

ємодiєю Морзе в рамках ТТЗ-БХ2 в роботi [2].

• Виведення аналiтичних виразiв для умов трифазної рiвноваги в роботi [3].

• Виведення аналiтичних виразiв для ефективної упаковки твердосферної рi-

дини в твердосфернiй матрицi в роботах [4,5] та термодинамiчних властиво-

стей для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави в невпо-

рядкованому пористому середовищi в рамках ВТН в роботi [4].

• Виведення аналiтичних виразiв для радiальної функцiї розподiлу i термо-

динамiчних властивостей рiдини твердих сфер з взаємодiєю квадратної ями

в твердосфернiй матрицi в рамках ТТЗ-БХ2 та термодинамiчних властиво-
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стей полiдисперсної по довжинi сумiшi ланцюгових молекул з взаємодiєю

квадратної ями в невпорядкованому пористому середовищi в рамках ТТЗ

Вертхайма для асоцiативних рiдин в роботi [5].

Апробацiя роботи здiйснена пiд час доповiдей i обговорення основних ре-

зультатiв на семiнарах Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України. Цi

результати також доповiдались, обговорювались та опублiкованi у матерiалах та-

ких конференцiй: II, III, IV and VI Young Scientists Conferences "Modern Problems

of Theoretical Physics (Kyiv, Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of the Nati-

onal Academy of Sciences of Ukraine, 22-24.12.2010, 21-23.12.2011, 23-26.10.2012 and

25-27.11.2014); Мiжнародна конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоре-

тичної та експериментальної фiзики "Еврика-2011 (Львiв, 18-20 травня 2011 р.);

11-та, 12-та, 13-та, 14-та, 15-та i 17-та Всеукраїнськi школи-семiнаи та Конкурси

молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, (Львiв,

Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, 1-3.06.2011, 30.05-1.06.2012,

5-7.06.2013, 4-6.06.2014, 4-5.06.2015 та 8-9.06.2017); The 4th Conference on Stati-

stical Physics: Modern Trends Applications, (Lviv, July 3-6, 2012); Ulam Computer

Simulations Workshop "Challenges and Opportunities in Molecular Simulations (Lviv,

June 21-24, 2017).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у 5 статтях у

фахових реферованих журналах [1-5] та 13 матерiалах конференцiй [6-18], якi

приведенi в додатку Д.

Подяки. Висловлюю щиру подяку моєму науковому керiвнику професору

Юрiю Калюжному за плiднi обговорення, пiдтримку та цiннi настанови. Важли-

вими для мене були поради члена-кореспондента НАН України Мирослава Голов-

ка. Вважаю приємним обов’язком подякувати члену-кореспонденту НАН України

Юрiю Головачу, професору Володимиру Ткачуку та професору Андрiю Ровенча-

ку за пiдтримку, настанови та доброзичливiсть. Подяка також належиться моїй

сестрi Мартi Гвоздь. Велике всiм дякую.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Сучаснi методи теоретичного опису полiдисперсних систем базуються на

припущеннi, згiдно якого їх можна розглядати як сумiшi з безмежним числом

компонент, де кожна компонента характеризується неперервним iндексом (атри-

бутом полiдисперсностi) ξ [1]. Цi сорти представляються функцiєю розподiлу f(ξ),

причому f(ξ)dξ — фракцiя (частка) частинок зi значенням атрибуту полiдиспер-

сностi ξ в дiапазонi [ξ, ξ + dξ]. В загальному випадку ξ є набiр змiнних, по яких

система є полiдисперсна. Наприклад, якщо система є полiдисперсною по енергiї

ε, по розмiру σ i по заряду q, то ξ буде ξ = (ε, σ, q). Для опису полiдисперсно-

стi в колоїдних i полiмерних сумiшах найчастiше використовуть логарифмiчний

розподiл [2, 3]

f (LN)(ξ) =
I√

2π ln I
exp

{
− ln2[I3/2ξ]

2 ln I

}
, (1.1)

та розподiл Шульца

f (SZ)(ξ) =
1

α!
(α + 1)α+1ξα exp [−(α + 1)ξ] , (1.2)

(де I = 1 + 1/α), якi є узагальненням експериментально спостережуваних роз-

подiлiв. Для полiдисперсної рiдини твердих сфер зазвичай, в якостi атрибуту,

використовується розмiр твердої сфери σ, тобто ξ = σ. На рисунку 1.1 зображено

логарифмiчний розподiл (пунктирна лiнiя) та розподiл Шульца (суцiльна лiнiя)

при двох рiзних значеннях iндекса полiдисперсностi I. При меншому значеннi

I = 1.04 цi розподiли є доволi вузькими, а при бiльшому значеннi I = 4/3 вони

стають ширшими. В граничному, монодисперсному випадку (I = 1), цi розподi-

ли являють собою дельта-функцiю Дiрака, δ(ξ − 1). I навпаки, коли I стає дуже
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Рис. 1.1. Розподiл Шульца (суцiльна лiнiя) та логарифмiчний розподiл (пунктир-
на лiнiя) при рiзних значеннях iндекса полiдисперсностi (рисунок запо-
зичено з [4])

великим (I � 1), вище записанi розподiли стають дуже широкими, збiльшуючи

при цьому вклад в фазову поведiнку частинок з великим значенням ξ.

Теоретичнi дослiдження фазової поведiнки полiдисперсних рiдин метода-

ми сучасної теорiї рiдкого стану представляють собою нетривiальний виклик [5].

Основною проблемою для теоретичного опису фазової поведiнки полiдисперсних

сумiшей є функцiональна залежнiсть вiльної енергiї Гельмгольца системи A вiд

функцiї розподiлу f(ξ). Як результат, умови фазової рiвноваги формулюються

як система нескiнченної кiлькостi рiвнянь, тобто хiмiчний потенцiал µ(ξ) для ко-

жного значення неперервного iндексу сорту ξ повинен бути однаковий в кожнiй

спiвiснуючiй фазi. Розв’язати таку систему рiвнянь, сформульовану для вiльної

енергiї Гельмгольца довiльної форми, практично неможливо. Однiєю з можливо-

стей подолання цiєї перешкоди є звернення до, так званих, моделей з обрiзаною

вiльною енергiєю (ОВЕ) i їх поєднання з можливiвстю їх аналiтичного опису. Мо-

делi з ОВЕ є наближеними схемами, в яких термодинамiчнi властивостi можуть

бути вираженi скiнченним числом узагальнених моментiв функцiї розподiлу f(ξ).
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Як наслiдок, формально нескiнченна кiлькiсть рiвнянь для умов фазової рiвнова-

ги може бути представлена системою з скiнченнним числом нелiнiйних алгебраї-

чних рiвнянь для цих моментiв i розв’язана за допомогою стандартних чисельних

методiв. Iснує велика кiлькiсть систем, якi можуть бути успiшно описанi з вико-

ристанням моделей такого типу.

1.1. Фазова поведiнка полiдисперсної системи на
прикладi двокомпонентної сумiшi

Для того, щоб зрозумiти якiснi особливостi i ввести поняття, якi використо-

вуються при описi фазової поведiнки полiдисперсних систем, корисно, в першу

чергу, розглянути бiдисперсну (чи двокомпонентну) систему, яка мiстить частин-

ки тiльки двох сортiв з густинами ρ1 i ρ2. Для такої системи все-таки ще можна

графiчно зобразити повну фазову дiаграму, i в змiнних ρ1 − ρ2 − T це буде якась

поверхня, яка обмежує область фазового спiвiснування i схематично зображена

на рисунку 1.2 (верхня панель) [5, 6]. В монодисперсному випадку, ρ2 = 0 (чи

ρ1 = 0), буде фазова дiаграма типу газ-рiдина в змiнних ρ1−T (чи ρ2−T ). Якщо

ρ1 6= 0 i ρ2 6= 0 (в даному випадку ρ1 = ρ2, рис. 1.2), то вертикальна площи-

на вiдповiдає системi на, так званiй, ”лiнiї розведення”, для якої композицiя (або

вiдношення густин компонент чи фракцiй) є сталою, але загальна густина може

мiнятися. Припустимо, що загальнi густини частинок двох сортiв є ρ(0)1 i ρ(0)2 (’(0)’

тут позначає материнську фазу). Над поверхнею немає фазового спiвiснування,

тобто при високих температурах i данiй композицiї системи буде лише одна фаза.

При зниженнi температури вiдбувається фазове роздiлення, i перша температура,

коли це трапляється визначає, так звану, ”точку хмари” , яка буде лежати на лiнiї

розведення (точки А i В на рис. 1.2). В цiй точцi материнська фаза спiвiснує з

нескiнченно малою кiлькiстю нової фази, яка називається фазою "тiнi"(точки А’

i В’). Пiд поверхнею (при нижчих температурах), в даному випадку, спiвiснують

двi фази, але фаза В тепер роздiляється на двi спiвiснуючi (не в нескiнчено ма-

лих кiлькостях) фази С’ i С"(рис. 1.2, нижня права панель). Змiнюючи загальну



32

Рис. 1.2. Схематична фазова дiаграма для бiдисперсної системи (рисунок запози-
чено з [5]).

густину при сталiй композицiї (при сталому вiдношенню густин кожного сорту чи

фракцiй), фаза С’ також буде спiвiснувати з нескiнченно малою кiлькiстю нової

фази. Цю процедуру пошуку початку фазового спiвiснування можна повторюва-

ти для рiзних температур, змiнюючи загальну материнську густину ρ(0)1 +ρ
(0)
2 при

сталiй композицiї ρ(0)1 /ρ
(0)
2 (в полiдисперсному випадку при сталому розподiлi). Зо-

браженням точок хмари i тiнi вiдносно загальної материнської густини для серiї

таких розведень отримуються кривi хмари та тiнi. В монодисперсному випадку цi

двi кривi спiвпадають, а на їхньому максимумi мiститься критична точка. В бi-

дисперснiй (i в полiдисперснiй) системi кривi хмари та тiнi є рiзними, а критична

точка знаходиться на перетинi цих кривих.
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1.2. Попереднi дослiдження фазової поведiнки
полiдисперсних систем в об’ємi

Протягом останнiх трьох десятилiть для дослiдження фазової поведiнки по-

лiдисперсних колоїдних, полiмерних та рiдкокристалiчних систем використову-

валися рiзнi теоретичнi схеми [4, 5, 7–27]. Зокрема для колоїдних та полiмерних

сумiшей застосовувалися теорiя ван дер Ваальса, теорiї збурень, теорiя iнтеграль-

них рiвнянь та рiзнi методи комп’ютерного моделювання. Рiдкокристалiчнi систе-

ми дослiджувалися в рамках теорiй Онзагера, Званзiга, Майєра-Заупе, i також за

допомогою методiв комп’ютерного моделювання.

1.2.1. Дослiдження фазової поведiнки в полiдисперсних

колоїдних системах в рамках теорiї ван дер Ваальса

Бiльшiсть раннiх дослiджень полiдисперсних колоїдних систем були прове-

денi на якiсному рiвнi опису ван дер Ваальса [4, 5, 7, 8, 10, 14, 19, 28–30]. Теорiя

ван дер Ваальса є найпростiшою моделлю для опису фазових переходiв типу газ—

рiдина. Згiдно теорiї ван дер Ваальса, вiльна енергiя Гельмгольца (A) на одиницю

об’єму (V ) для сферичних колоїдних частинок з атрибутом полiдисперсностi (ξ)

буде

βA

V
=

∫
dξρ(ξ){ln[Λ3(ξ)ρ(ξ)]− 1} −

∫
dξρ(ξ){ln[1−

∫
dξρ(ξ)b(ξ)]}

−β
2

∫ ∫
dξdξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)a(ξ, ξ′), (1.3)

де β = 1/(kBT ) (kB стала Больцмана, T температура), ρ(ξ) — густина частинок

сорту ξ, Λ(ξ) — довжина теплової хвилi де Бройля частинок сорту ξ. Перший дода-

нок в спiввiдношеннi (1.3) враховує вклад iдеального газу, другий доданок описує

сильну вiдштовхувальну короткосяжну взаємодiю мiж частинками (представляє-

ться взаємодiєю виключених об’ємiв, параметр b(ξ) пропорцiйний до об’єму однiєї

частинки), а третiй доданок враховує далекосяжну притягальну взаємодiю мiж
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частинками (параметр a(ξ, ξ′) є пропорцiйний до енергiї взаємодiї мiж виключе-

ними об’ємами).

В роботах [4, 10, 14, 19] було дослiджено фазову поведiнку газ-рiдина для

полiдисперсних систем з полiдисперснiстю як по розмiрах частинок [4, 10, 14, 19],

так i по енергiї взаємодiї [4]. Зокрема було отримано фазовi дiаграми для бiнода-

лей, кривих хмари та тiнi, а також функцiї розподiлу за сортами в дочiрнiх фазах.

Для задання полiдисперсностi в материнськiй фазi використовувалися розподiл

Шульца [4, 10, 14, 19] та логарифмiчний розподiл [4]. Варто зазначити, що всi

цi дослiдження були проведенi на якiсному рiвнi для систем з малими i середнi-

ми значеннями полiдисперсностi. Проте, важливо видiлити роботу [7], в якiй, в

рамках теорiї ван дер Ваальса, було дослiджено фазову поведiнку полiдиспер-

сної рiдини з полiдисперснiстю по енергiї взаємодiї мiж частинками при вiдносно

великих значеннях полiдисперсностi. В цьому дослiдженнi було показано, що в

полiдисперснiй системi при вiдносно великих значеннях полiдисперсностi iснують

двi критичнi точки: одна є наслiдком звичайного фазового переходу газ-рiдина,

а друга — спричинена полiдисперснiстю. При збiльшеннi полiдисперсностi цi двi

критичнi точки зближуються одна до одної, i при якомусь граничному значеннi

полiдисперсностi вони зливаються в одну точку. Вище цього граничного значення

полiдисперсностi цi злитi критичнi точки зникають, а в областi нижчих темпера-

тур з’являється трифазне спiвiснування.

Також варто вiдзначити, що з використанням теорiї функцiоналу густини,

в рамках теорiї ван дер Ваальса, було дослiджено мiжфазнi властивостi полiдис-

персних неоднорiдних рiдин [8, 28–30]. Зокрема, поверхневий натяг, адсорбцiйнi

властивостi та явище сегрегацiї.

Хоча такий опис є досить успiшний в наданнi якiсних передбачень для фазо-

вої поведiнки полiдисперсних сумiшей, проте вiн не здатний забезпечити кiлькiсно

точнi результати. Для кiлькiсних передбачень потрiбнi бiльш складнi методи, якi

будуть обговоренi в частинi 1.2.3 даного пiдроздiлу.
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1.2.2. Дослiдження фазової поведiнки в полiдисперсних

рiдкокристалiчних системах в рамках теорiй Онзагера та

Майєра-Заупе

Останнiм часом багато уваги придiляється синтезу та дослiдженню нано-

матерiалiв. Завдяки великому потенцiалу i широкому застосуванню, зокрема в

бiологiї, бiомедицинi, нанотехнологiях, каталiзi, тому бiльшiсть зусиль спрямова-

но на такi об’єкти як наностержнi золота [31–34], вуглецевi нанотрубки в колої-

дному та полiмерному середовищах [35–42]. Такi системи є рiдкокристалiчними.

Полiдисперснiсть має значний вплив на фазову поведiнку таких систем [5, 43–45].

Моделi рiдких кристалiв представляються частинками несферичної форми,

зокрема елiпсоїдами, сфероцилiндрами, стержнями, дисками, жорсткими ланцю-

говими молекулами. Рiдкi кристали — це речовини, що мають промiжнi фази

мiж кристалом i рiдким станом. В iзотропнiй рiдкi фазi молекули є орiєнтацiйно

та просторово невпорядкованими. Нематична фаза характеризується одним сту-

пенем орiєнтацiйного впорядкування з молекулами, якi напрямленi вздовж пев-

ного напрямку (директора). Смектична фаза також орiєнтацiйно впорядкована,

але молекули володiють додатковим ступенем просторового впорядкування i впо-

рядковуються переважно шарами. Холестерична фаза є подiбною до нематичної,

але тут нематичний директор представлений перiодичним поворотом вздовж пер-

пендикулярної гвинтової осi. Молекули твердої фази мають дальнє просторове

та орiєнтацiйне впорядкування. Для теоретичного опису рiдких кристалiв є три

основнi терiї: теорiя Майєра-Заупе, Онзагера [46] та Званзiга (спрощена модель

Онзагера).

1.2.2.1. Теорiя Онзагера

Найбiльш поширеною є теорiя Онзагера [46], згiдно якої рiдкокристалiчнi

частинки розглядаються, як тонкi i нескiнченно довгi сфероцилiндри (по вiдно-

шенню до дiаметра). Теорiя Онзагера для сумiшi жорстких нескiнченно довгих

сфероцилiндрiв (стержнiв) базується на вiрiальному розкладi по загальнiй густи-
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нi частинок. Головним припущенням цiєї теорiї є те, що для такої системи тонких

довгих стержнiв i в областi густин iзотропно-нематичного фазового переходу, цей

вiрiальний розклад обривається пiсля першого нетривiального (другого вiрiально-

го) внеску. В рамках теорiї Онзагера, вiльна енергiя Гельмгольца для полiдиспер-

сної (як по довжинi L, так i по дiаметру D) сумiшi жорстких нескiнченно довгих

сфероцилiндрiв (стержнiв) буде мати вигляд [5, 43–45]:

βA

V
=

∫
dξ

∫
dΩρ(ξ,Ω){ln[Λ3(ξ)ρ(ξ,Ω)]− 1}

+
1

2

∫
dξ

∫
dΩρ(ξ,Ω)

∫
dξ′
∫
dΩ′ρ(ξ′,Ω′)Vexcl(ξ, ξ

′,Ω,Ω′), (1.4)

де Vexcl(ξ, ξ′,Ω,Ω′) — виключений об’єм мiж парою частинок з атрибутами полi-

дисперсностi ξ i ξ′ та орiєнтацiями Ω i Ω′. Варто зазначити, що густина частинок

кожного сорту, який задається неперервною змiнною ξ також залежить i вiд орi-

єнтацiй частинок кожного сорту Ω, тобто ρ(ξ,Ω) = ρf(ξ)Ψ(ξ,Ω), де Ψ(ξ,Ω) є

iмовiрнiсть знаходження частинки сорту ξ в орiнтацiї Ω, яка нормована на одини-

цю. Оскiльки для даної густини ρ(ξ,Ω) вiльна енергiя (1.4) повинна мати мiнiмум,

то функцiю розподiлу по орiєнтацiях Ψ(ξ,Ω) знаходять з умов мiнiмуму вiльної

енергiї (у випадку полiдисперсної системи для кожного сорту ξ). Iснує два рiзнi

шляхи, щоб отримати цей мiнiмум.

1) Потрiбно вибрати нормовану пробну функцiю з одним чи бiльше варiацiй-

ними параметрами, тодi порахувати вiльну енергiю як функцiю вiд цих параме-

трiв, аж тодi мiнiмiзувати вiльну енергiю по цих варiацiйних параметрах. В бiль-

шостi теоретичних дослiджень рiдкокристалiчних систем для розподiлу частинок

по орiєнтацiях використовувалися пробнi функцiї Онзагера [46] та Гауса [43].

2) Вiльна енергiя (1.4) розглядається як функцiонал вiд Ψ(ξ,Ω), тодi вводя-

ться множники Лагранжа i береться до уваги умова нормування i аж тодi фор-

мально здiйснюється мiнiмiзацiя. Пiсля мiнiмiзацiї рiвняння (1.4) по Ψ(ξ,Ω) для

кожного ξ, отримується система нескiнченної кiлькостi нелiнiйних (через при-

сутнiсть логарифмiчних доданкiв) iнтегральних рiвнянь. Для граничного моно-
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дисперсного випадку така система буде складатися з одного рiвняння, яке мо-

жна рзв’язати чисельно iтерацiйним методом [47]. Проте у випадку полiдиспер-

сної системи таку схему застосувати практично неможливо, тому тут iдуть iншим

шляхом. Якщо орiєнтацiї Ω параметризованi в термiнах кута θ мiж несферичною

частинкою i нематичною вiссю азимутального кута ϕ, тодi розподiл густини не

залежить вiд ϕ, i в (1.4) можна здiйснити iнтегрування по ϕ i ϕ′. Таким чином

вiльна енергiя буде залежати тiльки вiд θ, а виключений об’єм вiд функцiї розпо-

дiлу Ψ(ξ, θ), i її логарифм можна розкласти за полiномами Лежандра [48–50]. В

такому наближеннi вiльна енергiя системи буде належати до моделей з обрiзаною

вiльною енергiєю i буде виражатися через скiнченну кiлькiсть моментiв. Тепер

таку задачу можна розв’язати стандартними чисельними методами.

Розрахунок фазових дiаграм, навiть для найпростiшого двофазного спiв-

iснування, є складним завданням через подвiйну функцiональну залежнiсть вiль-

ної енергiї (1.4) вiд функцiї розподiлу по сортах f(ξ) i вiд функцiї розподiлу по

орiєнтацiях Ψ(ξ,Ω). Тому необхiднi деякi припущення. Першi роботи, в яких до-

слiджувалася фазова поведiнка полiдисперсних сумiшей рiдкокристачких части-

нок в рамках теорiї Онзагера були здiйсненi при малих полiдисперсностях (I → 1

чи α→∞), тобто при дуже вузькому розподiлi по сортах [44, 51]. В обидвох ро-

ботах дослiджувався iзотропно-нематичний фазовий перехiд сумiшi полiдиспер-

сних по довжинi жорстких стержнiв. Зокрема було отримано спiвiчнуючi густини

iзотропно-нематичного переходу та значення тиску в точках хмари та тiнi. Для

орiєнтацiйної функцiї розподiлу Слукiн [44] використав пробну функцiю Гауса,

яка була запропонована в [43], i використовуючи коефiцiєнт полiдисперсностi I,

як параметр збурення, отримав спiвiснуючi густини, параметр порядку i фра-

кцiонування довших стержнiв в нематичну фазу в термiнах цього коефiцiєта [44].

Чен [51] розробив теорiю збурень другого порядку для розподiлу по сортах, але

вона коректна тiльки для дуже малих полiдисперсностей. Пiзнiше, в рамках тео-

рiї Онзагера, були розробленi схеми для дослiдження фазової поведiнки такої ж

моделi полiдисперсних по довжинi жорстких стержнiв [52–56] i полiдисперсних

по товщинi жорстких дискiв [56, 57] при довiльних значеннях полiдисперсностi.
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Зокрема, Сперанза та Соллiх запропонували, так звану, "спрощену"теорiю Он-

загера [52, 53], згiдно якої виключений обє’м Vexcl(ξ, ξ
′,Ω,Ω′) розкладається за

полiномами Лежандра i, для того, щоб вiльна енергiя належала до класу моделей

з обрiзаною вiльною енергiєю, такий розклад обривається пiсля другого полiнома.

В рамках такого наближення вiльна енергiя виражається всього через два момен-

ти, що дає змогу отримати i розв’язати скiнченну систему рiвнянь для фазового

спiвiснування. В роботах [55–57] було використано пробну функцiю Гауса [43]. У

всiх цих роботах дослiджувалася iзотропно-нематична фазова поведiнка [52–57].

Було визначено початок iзотропно-нематичного роздiлення (отримано кривi хма-

ри та тiнi), тобто початок переходу вiд розрiдженої iзотропної до густої нематичної

фази для жорстких стержнiв [52–56], i вiд густої iзотропної до розрiдженої нема-

тичної фази для жорстких дискiв [56, 57]. Для задання полiдисперсностi викори-

стовувалися як розподiл Шульца, так i логарифмiчний розподiл. Було показано,

що коротшi стержнi [52–56] та товстiшi диски [56, 57] фракцiонують в iзотропну

фазу, а довшi стержнi i тоншi диски — в нематичну. Бiльше того, вище певно-

го граничного значення полiдисперсностi спостерiгалося трифазне спiвiснування

iзотропна фаза–нематична фаза–нематична фаза [52–57]. Також було показано,

що область стабiльностi трифазної рiвноваги не розширюється при дуже великих

полiдисперсностях i зникає в точцi, яка розташована трохи вище вiд граничного

значення полiдисперсностi [55].

1.2.2.2. Теорiя Майєра-Заупе

У той час як в моделi лiотропних рiдких кристалiв (теорiя Онзагера), де

фазовi переходи контролюються в основному змiною густини, то в моделi термо-

тропних рiдких кристалiв (теорiя Майєра-Заупе) [58–60] — змiною температури.

Оскiльки при термотропних фазових переходах вiдбувається змiна температури,

а не густини, то теорiя Майєра-Заупе фактично нехтує змiною загальної густини

частинок (припускається однакова густина у всiх фазах). В цьому випадку рiзнi

фази вiдрiзняються мiж собою рiзними нормованими розподiлами n(ξ,Ω) по сор-

тах ξ i по орiєнтацiях Ω. Вiльна енергiя для полiдисперсної сумiшi стержнiв в
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рамках теорiї Майєра-Заупе буде [5, 44, 61]:

βA

N
=

∫
dξ

∫
dΩn(ξ,Ω){ln[Λ3(ξ)n(ξ,Ω)]− 1}

−β
2

∫
dξ

∫
dΩ

∫
dξ′
∫
dΩ′n(ξ,Ω)n(ξ′,Ω′)U(ξ, ξ′)P2(cos θ)P2(cos θ′), (1.5)

де P2(cos θ) = (3 cos2 θ − 1)/2 є полiном Лежандра другого порядку, а θ — кут

мiж стержнем i нематичною вiссю. Шкала температурних переходiв задається

масштабом енергiї притягальних взаємодiй U(ξ, ξ′). В монодисперсному випад-

ку, коли всi частинки мають однаковi властивостi, в рамках теорiї Майєра-Заупе,

спiвiснують тiльки двi фази, тобто при зменшеннi температури спостерiгається пе-

рехiд з iзотропної в нематичну фазу. В полiдисперсному випадку функцiя U(ξ, ξ′)

визначає як сила притягання змiнюється з властивостями частинки (наприклад

з довжиною чи дiаметром стержня, енергiєю взаємодiї, зарядом i т. д.). В цьому

випадку також буде вiдокремлення на двi фази, кожна з яких характеризується

рiзними розподiлами за властивостями (за довжиною чи енергiєю) частинок. Та-

ке двофазне спiвiснування спостерiгалося Слукiном [44] для полiдисперсних по

довжинi стержнiв при малих полiдисперснотях. Це дослiдження базувалося на

теорiї збурень в околi монодисперсного випадку (тобто при дуже вузькому розпо-

дiлi по сортах), тому така теорiя не дозволяє вивчення можливостi незмiшування

нематик-нематик, i вiдповiдно трифазного спiвiснування, про яке згадувалося в

1.2.2.1. Подiбну поведiнку спостерiгав Семенов [62] для термотропних слабогну-

чких полiмерiв з малою полiдисперснiстю по довжинах ланцюгiв.

Пiзнiше, Соллiх [61] розглянув полiдисперсну по силi взаємодiї систему стер-

жнiв при великих полiдисперсностях. В цiй роботi була використана факторизо-

вана функцiя U(ξ, ξ′) =
√
u(ξ)u′(ξ), через що вiльна енергiя системи належить

до класу моделей з "обрiзаною вiльною енергiєю". Було показано, що при вели-

ких полiдисперсностях можуть спiвiснувати двi чи бiльше нематичнi фази, якi на

додаток ще спiвiснують з iзотропною фазою, причому при збiльшеннi полiдиспер-

сностi iзотропно-нематична область спiвiснування рiзко розширюється [61].
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1.2.3. Дослiдження фазової поведiнки в полiдисперсних

колоїдних та полiмерних системах в рамках

термодинамiчної теорiї збурень i теорiї iнтегральних

рiвнянь

Впродовж останнього десятилiття досягнуто значного прогресу в описi фа-

зової поведiнки газ-рiдина в полiдисперсних рiдинах з використанням сучасних

методiв теорiї рiдкого стану, якi виходять за рамки простого опису на рiвнi ван

дер Ваальса. Використовуванi методи включають теорiю iнтегральних рiвнянь i

термодинамiчну теорiю збурень.

1.2.3.1. Теорiя iнтегральних рiвнянь

Теорiя iнтегральних рiвнянь включає в себе рiвняння Орнштейна-Цернiке

h(r12; ξ1, ξ2) = c(r12; ξ1, ξ2) + ρ

∞∫
0

dξ3f(ξ3)

∫
dr3c(r13; ξ1, ξ3)h(r32; ξ3, ξ2), (1.6)

та три основнi спiввiдношення замикання, якi пов’язують пряму, c(r12; ξ1, ξ2), та

парну, h(r12; ξ1, ξ2) (h(r12; ξ1, ξ2) = g(r12; ξ1, ξ2) − 1, де g(r; ξ1, ξ2)—радiальна фун-

кцiя розподiлу), кореляцiйнi функцiї:

а) середньосферичне наближення{
c(r12; ξ1, ξ2) = −βU(r12; ξ1, ξ2) , r12 > σ(ξ1, ξ2),
h(r12; ξ1, ξ2) = −1, r12 ≤ σ(ξ1, ξ2),

(1.7)

(тут U(r12; ξ1, ξ2) — потенцiал мiжчастинкової взаємодiї),

б) наближення Перкуса-Євiка

c(r12; ξ1, ξ2) = g(r12; ξ1, ξ2)[1− exp(βU(r12; ξ1, ξ2))], (1.8)

с) гiперланцюжкове наближення

c(r12; ξ1, ξ2) = h(r12; ξ1, ξ2)− βU(r12; ξ1, ξ2)− ln(g(r12; ξ1, ξ2)), (1.9)

Середньосферичне наближення (1.7) було застосоване для дослiдження фа-

зової поведiнки полiдисперсної, як по енергiї, так по розмiрах, сумiшi твердих
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сфер з взаємодiєю Юкави [9, 27], а також полiдисперсних сумiшей заряджених

твердих сфер [11, 15, 16]. Наближення Перкуса-Євiка (1.8) використовувалися для

вивчення фазової поведiнки полiдисперсних сумiшей липких твердих сфер [17, 18].

1.2.3.2. Термодинамiчна теорiя збурень

Термодинамiчна теорiя збурень також використовувалась для теоретичого

опису фазової поведiнки полiдисперсних колоїдних та полiмерних сумiшей. Згiдно

термодинамiчної теорiї збурень Баркера-Хендерсона(БХ) другого порядку [63–66],

вiльна енергiя системи A буде складатися з трьох доданкiв

βA

V
=
βAref

V
+
βA1

V
+
βA2

V
, (1.10)

Перший доданок Aref є вiльна енергiя базисної системи. Для бiльшостi колоїдних

i полiмерних систем за базисну систему вибирають систему твердих сфер, тоб-

то Aref = AHS (де AHS є вiльна енергiя твердосферної рiдини). Доданок, який

описує перший порядок теорiї збурень БХ ще називають високотемпературним

наближенням. Для полiдисперсної системи вiн буде мати вигляд:

βA1

V
= 2πβ

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)

∞∫
0

drr2U(ξ, ξ′; r)g(ref)(ξ, ξ
′; r), (1.11)

де g(ref)(ξ, ξ′; r) є радiальна функцiя розподiлу базисної системи. Для доданку

який враховує другий порядок теорiї збурень є два наближення:

а) наближення макроскопiчної стисливостi:

βA2

V
= −πβ2

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)

∞∫
0

drr2
(
∂ρ

∂p

)
ref

[U(ξ, ξ′; r)]2g(ref)(ξ, ξ
′; r), (1.12)

де
(
∂ρ
∂p

)
ref

= κref є iзотермiчна стисливiсть базисної системи.

б) наближення локальної стисливостi :

βA2

V
= −πβ2

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)

∞∫
0

drr2
(
∂[ρg(ref)(ξ, ξ

′; r)]

∂p

)
ref

[U(ξ, ξ′; r)]2.

(1.13)
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Зокрема, високотемпературне наближення було використане для дослiджен-

ня фазового спiвiснування в полiдисперсних рiдинах твердих сфер, взаємодiя яких

описується потенцiалами Юкави [20, 27] i Морзе [26], а також в полiдисперсних

cумiшах лацюгових молекул (з полiдисперснiстю по довжинi ланцюга) [22, 24] з

взаємодiєю Юкави. В роботi [25] було дослiджено фазову поведiнку газ-рiдина по-

лiдисперсної сумiшi дипольних твердих сфер з полiдисперснiстю як по розмiрах

твердих сфер, так i по величинi дипольних моментiв.

В серiї робiт [12, 21, 23, 67, 68] дослiджувалася фазова поведiнка полiдис-

персних сумiшей "колоїд—полiмер". Зокрема в рамках моделi Асакури-Осави i

узагальнення тармодинамiчної теорiї збурень Вертхайма [69–72] було дослiджено

вплив полiдисперсностi на фазову поведiнку колоїдно-полiмерних сумiшей з по-

лiдисперснiстю по довжинi ланцюга полiмера [12, 67, 68]. Також було розглянуто

моделi з полiдисперснiстю, як полiмерної компоненти по довжинi ланцюга, так i

по дiаметру колоїдної частинки [21, 23], яка задавалася бiмодальним розподiлом.

В згаданих вище роботах було отримано повнi фазовi дiаграми, тобто кривi

хмари та тiнi, бiнодалi, а також функцiї розподiлу по сортах в дочiрнiх фазах.

Також в роботах [9, 11, 16, 27] було показано, що математична форма дочiрнiх

функцiй розподiлу є такою ж, як i математична форма материнського розподiлу

(логарифмiчного, розподiлу Шульца i т. д.). Майже всi вище згаданi дослiдження

проводилися при вiдносно малих чи середнiх значеннях полiдисперсностi, тому в

них не спостерiгалася поява другої, зумовленої полiдисперснiстю, критичної точки

та трифазного спiвiнування, якi спостерiгалися в [7] на рiвнi опису ван дер Вааль-

са i про якi згадувалося в 1.2.1. Проте, в наших роботах [26, 27], в рамках тер-

модинамiчної теорiї збурень та середньосферичного наближення було отримано

фазовi дiаграми, на яких при вiдносно високих значеннях полiдисперсностi кривi

хмари та тiнi перетинаються двiчi i, вiдповiдно, спостерiгаються двi критичнi то-

чки. А в [27], при нижчих температурах i ще вищих значеннях полiдисперсностi

спостерiгається трифазне спiвiснування.
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1.2.4. Методи комп’ютерного моделювання

Оскiльки, технiчно важко провести комп’ютерне моделювання для полi-

дисперсних систем, то було здiйснено дуже мало дослiджень [73, 74]. Зокрема,

Бейтсом i Френкелем, з використанням комп’ютерного моделювання Монте Кар-

ло, було вивчено вплив полiдисперсностi по довжинi для жорстких сфероцилiн-

дрiв, якi вiльно обертаються, в границi нескiнченного вiдношення довжини сфе-

роцилiндра до його дiаметру [73]. Тими ж авторами було дослiджено iзотропно-

нематичний перехiд полiдисперсної по дiаметру сумiшi дископодiбних частинок,

якi вiльно обертаються i товщина яких прямує до нуля [74]. Було показано, що

бiльшi частинки фракцiонують в нематичну фазу, а меншi — в iзотропну. Таке

фракцiонування є бiльш очевидним при збiльшеннi полiдисперсностi. Також було

отримано спiвiснуючi густини як фукцiю вiд полiдисперсностi.

Методи комп’ютерного моделювання i теорiя функцiоналу густини були за-

стосованi для дослiдження мiжфазних властивостей газ-рiдина та явища сегре-

гацiї полiдисперсних сумiшей твердих сфер в об’ємному середовищi [75] i за при-

сутностi твердої стiнки [76, 77]. Також для дослiдження фазової поведiнки газ-

рiдина в полiдисперсних рiдинах використовувались методи комп’ютерного мо-

делювання. Але через технiчнi труднощi цi методи були виконанi лише для по-

лiдисперсних сумiшей, взаємодiя мiж частинками яких описувалася потенцiалом

Леннарда-Джонса [14, 19, 78, 79].

1.3. Попереднi дослiдження фазової поведiнки систем
в пористому середовищi

Фазова поведiнка рiдин в пористих середовищах суттєво вiдрiзняється вiд

поведiнки, що спостерiгається в об’ємному середовищi. Наприклад, в експеримен-

тальних дослiдженнях показано, що область фазового спiвiснування газ-рiдина

для 4He3 [80], 3N2
4 [81] i сумiшi iзобутирної кислоти та води [82], якi помiщенi в

розрiджений силiкагель є набагато вужча, нiж в об’ємному середовищi, причому

критичнi точки змiщенi в сторону нижчих температур.
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Iснує широка рiзноманiтнiсть моделей, що використовуються для представ-

лення пористого середовища рiзних типiв. Зокрема, пори у виглядi щiлини, цилiн-

дричнi пори, модель однiєї пори чи модель невпорядкованого поля Iзiнга. Однiєю

з найпопулярнiших моделей, що широко використовується в теоретичних дослi-

дженнях та комп’ютерному моделюваннi є модель Маддена i Гландта [83, 84]. В

такiй моделi пористе середовище представлене невпорядкованою матрицею сфе-

ричних перешкод, яка представлена замороженими в рiвноважному станi сфери-

чними частинками. Впродовж кiлькох останнiх десятилiть були проведенi теоре-

тичнi дослiдження та коп’ютерне моделювання фазової поведiнки газ-рiдина для

монодисперсних рiдин, якi помiщенi в твердосферну матрицю, яка представлена

випадковими конфiгурацiями твердих сфер, якi замороженi в станi рiвноваги[85].

Цi дослiдження включають в себе комп’ютерне моделювання методами Монте-

Карло — grand canonical Monte Carlo (GCMC) [86–90], Gibbs ensemble Monte Carlo

(GEMC) [91] для рiдин Леннарда-Джонса та grand-canonical transition-matrix

Monte Carlo (GC-TMMC) в рiдинах з потенцiалом квадратної ями [92]. Також бу-

ли проведенi теоретичнi дослiдження фазової поведiнки рiдини Леннарда-Джонса

з використанням реплiчного формалiзму Орнштейна-Цернiке [83, 93–95] i його

двогустинного варiанту [96–98], узагальненого варiанту наближення Ван дер Ва-

альса [99] i теорiї збурень Баркера-Хендерсона [100]. В останньому дослiдженнi,

недавно було запропоновано узагальнення теорiї масштабної частинки [101–103]

для твердосферної рiдини в твердосфернiй матрицi [99, 104–106], i було вико-

ристане для опису вiдповiдної базисної системи. В роботi [106] теорiю масшта-

бної частинки було узагальнено для опису термодинамiчних властивостей багато-

компонентної рiдини твердих сфер в багатокомпонентнiй твердосфернiй матрицi.

Аналогiчний опис базисної системи, як i в [100], був застосований для вивчення

фазової поведiнки сiткоутворюючої рiдини [107], полiдисперсної по енергiї рiди-

ни твердих сфер з взаємодiєю Юкави [108] i полiдисперсної по довжинi ланцю-

га рiдини ланцюгових молекул [109] з використанням вiдповiдних узагальнень

високотемпературного наближення i термодинамiчної теорiї збурень Вертхайма

[69–72]. Зокрема, в нашiй роботi [108] було показано, що в полiдисперснiй сумiшi
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твердих сфер, взаємодiя мiж якими описується потенцiалом Юкави, в твердо-

сфернiй матрицi при фiксованiй полiдисперсностi i збiльшеннi густини матрицi

з’являється трифазне спiвiснування. Тобто було показано, що пористе середови-

ще iстотно посилює ефект фракцiонування в полiдисперснiй системi i впливає на

систему подiбно до збiльшення полiдисперсностi [7, 26, 27].
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РОЗДIЛ 2

ФАЗОВИЙ ПЕРЕХIД
ЗМIШУВАННЯ-НЕЗМIШУВАННЯ З

ОБМЕЖЕНОЮ ОБЛАСТЮ СПIВIСНУВАННЯ
У ДВОКОМПОНЕНТНIЙ СИСТЕМI З

СФЕРИЧНО-СИМЕТРИЧНОЮ ВЗАЄМОДIЄЮ

В рамках термодинамiчної теорiї збурень для асоцiативного потенцiалу типу

центральних сил проведено дослiдження фазової поведiнки симетричної бiнарної

сумiшi асоцiативних частинок з сферично-симетричною взаємодiєю. Модель пред-

ставлено бiнарною сумiшшю юкавiвських твердих сфер з додатковою сферично-

симетричною асоцiативною взаємодiєю типу прямокутної ями, яка розмiщена усе-

рединi областi твердої сфери i дiє тiльки мiж рiзними сортами. Враховуючи змiну

упаковки системи внаслiдок асоцiацiї запропоновано узагальнення термодинамi-

чної теорiї збурень для асоцiативного потенцiалу типу центральних сил. На до-

даток до чотирьох вже вiдомих типiв фазових дiаграм для бiнарних сумiшей,

нам вдалося визначити п’ятий тип, який характеризується вiдсутнiстю перети-

ну лямбда-лiнiї з бiнодалями газ-рiдина i появою незмiшування рiдина-рiдина у

виглядi замкненої петлi з верхньою i нижньою критичними температурами змi-

шування.

2.1. Вступ

Вiдповiдно правил фаз Гiббса, в бiнарнiй сумiшi можуть спiвiснувати одно-

часно до чотирьох фаз. Це означає, що фазова поведiнка бiнарної сумiшi може

бути дуже багатою i складною. Систематичне вивчення i класифiкацiя особли-
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востей топологiй фазових дiаграм бiнарних систем було здiйснено Скотом i ван

Кониненбургом бiльш нiж сорок рокiв тому [110, 111]. Цi дослiдження базуються

на застосуваннi рiвняння стану ван дер Ваальса, яке в бiльшостi випадкiв здатне

забезпечити якiсно правильний опис фазової поведiнки. Бiльшiсть подальших до-

слiджень, що зосередженi на вивченнi фазової поведiнки бiнарних симетричних

сумiшей [112–115], були виконанi з використанням кiлькiсно бiльш точних мето-

дiв сучасної теорiї рiдкого стану [116]. Це є сумiшi з однаковою взаємодiєю мiж

частинками однакових сортiв i рiзною взвємодiєю мiж частинками рiзних сор-

тiв. Фазова поведiнка таких сумiшей визначається конкуренцiєю мiж рiвновагою

газ-рiдина i рiвновагою рiдина-рiдина. Шляхом поєднання теоретичних середньо-

польових розрахункiв i комп’ютерного моделювання Монте Карло, Вайлдiнг зi

спiвавторами [112] визначили три типи фазових дiаграм для симетричної бiнар-

ної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю квадратної ями. Аналогiчнi три типи фа-

зових дiаграм були виявленi в бiнарнiй симетричнiй сумiшi твердих сфер з вза-

ємодiєю Юкави за допомогою самоузгодженого наближення Орнштейна-Цернiке

(СУНОЦ) i комп’ютерного моделювання методом Монте Карло [113, 114]. У той

же час,за допомогою наближення СУНОЦ було виявлено також фазову дiаграму

четвертого типу [117]. Зовсiм недавно, для вивчення фазової поведiнки бiнарної

сумiшi асиметричних по розмiрах твердих сфер з взаємодiєю Юкави, було засто-

совано термодинамiчну теорiю збурень першого порядку [115].

У дослiдженнi, яке представлено в даному роздiлi, увага зосереджена на ви-

вченнi фазової поведiнки бiнарної сумiшi твердих сфер з взаємодiєюЮкави i, крiм

того, з додатковою сферично-симетричною асоцiативною взаємодiєю, яка описує-

ться квадратною потенцiальною ямою, що зосереджена всерединi твердосферної

областi. Ця додаткова взаємодiя дiє тiльки мiж частинками рiзних сортiв. Твер-

досферна версiя моделi була розвинена та вивчена Каммiнгсом iз Стеллом [118]

та Калюжним [119]. Оригiнально ця версiя моделi була використана як проста мо-

дель гамiльтонiана хiмiчної реакцiї [118]. З iншого боку, модель такого типу можна

розглядати, як огрублену версiю моделi для стерично чи зарядово стабiлiзованих

колоїдних дисперсiй, розчинiв бiлкiв, зiркових полiмерних рiдин, тощо [120–122].
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Ефективна взаємодiя мiж макрочастинками таких систем має притягальну потен-

цiальну яму на коротких вiдстанях та вiдштовхувальний потенцiальний горб на

середнiх вiдстанях. Фазовi дiаграми, що включають двофазнi дiаграми газ-рiдина

та рiдина-рiдина i трифазнi дiаграми газ-незмiшувана рiдина, були розрахованi

за допомогою термодинамiчної теорiї збурень для асоцiативного потенцiалу типу

центральних сил [123–125].

Подiбна фазова поведiнка, яка розглядається в даному роздiлi, вивчалася

ранiше Джексоном [126]. Його модель була представлена бiнарною сумiшшю твер-

дих сфер з притягальною взаємодiєю типу середнього поля, яка дiє тiльки мiж

частинками однакового сорту, та орiєнрацiйно залежною асоцiативною взаємо-

дiєю, яка дiє мiж частинками рiзних сортiв. Асоцiативна взаємодiя з’являється

завдяки сайтам, якi розмiщенi на поверхнi твердих сфер. Ця модель була вико-

ристана як загальна модель для опису фазової поведiнки бiнарних сумiшей з мо-

жливiстю утворення водневих зв’язкiв мiж частинками рiзних сортiв. Поєднуючи

термодинамiчну теорiю збурень Вертхайма для асоцiативних рiдин та наближе-

ння середнього поля, Джексон змiг показати, що для певного вибору параметрiв

моделi в системi з’являється фазовий перехiд рiдина-рiдина iз замкнутою обла-

стю незмiшування з верхньою та нижньою критичними температурами. Зробле-

но висновок, що замкнена область спiвiснування з’являється внаслiдок наявностi

сильного анiзотропного притягання мiж сайтами.

В даному роздiлi продемонстровано, що в системi з сферично-симетричною

взаємодiєю також з’являється фазовий перехiд рiдина-рiдина iз замкнутою обла-

стю незмiшування. Цей роздiл органiзований таким чином. В пiдроздiлi 2.2 описа-

на модель, яка розглядається. В пiдроздiлi 2.3 передставлено i обговорено деталi

термодинамiчної теорiї збурень типу центральних сил. Нашi результати обгово-

ренi в пiдроздiлi 2.4, а висновки представленi в 2.5.
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2.2. Модель

Розглядається симетрична бiнарна сумiш твердих сфер з взаємодiєюЮкави,

i з додатковою асоцiативною взаємодiєю мiж частинками рiзних сортiв. Загальний

парний потенцiал моделi Uij(r) представлений як сума твердосферного потенцiалу

Юкави UHSY
ij (r) i асоцiативного потенцiалу Uass(r), тобто:

Uij(r) = UHSY
ij (r) + (1− δij)Uass(r), (2.1)

де нижнi iндекси i, j позначають сорти частинок, а δij є дельта символ Кронекера.

В нашiй симетричнiй бiнарнiй системi взаємодiя Юкави мiж частинками одного i

того ж сорту є однакова, тобто UHSY
11 (r) = UHSY

22 (r), а взаємодiя мiж частинками

рiзних сортiв регулюється параметром α (0 < α < 1), тобто UHSY
12 (r) = αUHSY

11 (r).

Маємо:

UHSY
ii (r) =

{
∞ , r ≤ dii
−ε0

r
Aii

zn
e−zn(r−dii) , r > dii,

(2.2)

UHSY
12 (r) = UHSY

21 (r) =


∞, r < L− ω/2
A0, L− ω/2 < r < d12
−ε0

r
A12

zn
e−zn(r−d12), r > d12,

(2.3)

де A11 = A22 = dzn, A12 = A21 = αA11, zn i ε0 довжина екранування та сила

взаємодiї потенцiалу Юкави, вiдповiдно, dij = (di + dj)/2, di є дiаметр твердої

сфери сорту i. Розглядається система твердих сфер однакового розмiру, тобто

d1 = d2 = d. В (2.1)

Uass(r) =

 0 , r < L− ω/2
−εass − A0 , L− ω/2 < r < L+ ω/2
0 , r > L+ ω/2,

(2.4)

де L вiдстань зв’язування, ω i εass є ширина i глибина потенцiалу прямокутної ями,

вiдповiдно. Надалi твердосферний потенцал Юкави (2.2) i (2.3) розглядається в

границi A0 → ∞, а асоцiативний потенцiал (2.4) — в границi липкої взаємодiї

за умови, що другий вiрiальний коефiцiєнт залишається незмiнним. В цiй гра-

ницi функцiя Майєра для асоцiативного потенцiалу fass(r) = exp [−βUass(r)] − 1
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замiнюється на дельта=функцiю Дiрака, тобто e(HSY )
12 (r)fass(r) → Bδ(r − L), де

e
(HSY )
12 (r) = exp [−βU (HSY )

12 (r)] i

B = L−2
∫
r2e

(HSY )
12 (r)fass(r) dr. (2.5)

Типи кластерiв, якi утворюються в системi завдяки асоцiацiї залежать вiд

значення довжини зв’язування L [119, 123]. Для значень вiдстанi L в iнтервалi

(0, d/2) в системi можуть утворюватися тiльки димери. Коли d/2 < L <
√

3d, то

можливим є утворення ланцюгiв. Подальше зростання L призводить до зростання

максимального числа частинок типу 1 (чи 2), якi можуть одночасно асоцiювати з

частинками типу 2 (чи 1), i виникає можливiсть утворення розгалужених ланцю-

гiв.

Сумiш характеризується температурою T (чи β = (kBT )−1, де kB є стала

Больцмана), загальною густиною ρ, i фракцiєю x сорту 1 (x = x1); густини ком-

понент визначаються як ρ1 = xρ and ρ2 = (1 − x)ρ. В подальшому вводяться

приведенi безрозмiрнi величини, ρ∗ = ρd3, T ∗ = kBT/ε0 та ε∗ass = εass/ε0.

2.3. Теорiя

Для того, щоб описати термодинамiчнi властивостi моделi тут застосовує-

ться термодинамiчна теорiя збурень для асоцiативного потенцiалу типу централь-

них сил (ТТЗ-ЦС) [123–125]. Згiдно з ТТЗ-ЦС, вiльна енергiя Гельмгольца систе-

ми A може бути записана як сума двох доданкiв: вiльна енергiя базисної системи

Aref i доданок, який описує вклад у вiльну енергiю завдяки асоцiацiям Aass:

A = Aref + Aass = AHSY + Aass. (2.6)

Тут Aref = AHSY , де AHSY є вiльна енергiя рiдини твердих сфер iз взаємодiєю

Юкави. Для того, щоб порахувати AHSY використовується високотемпературне

наближення. Всi iншi термодинамiчнi величини отримуються з виразу для вiльної

енергiї Гельмгольца (2.6) та стандартних термодинамiчних спiввiдношень, тобто
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шляхом диференцiювання вiльної енергiї A по густинi отримується вираз для хi-

мiчного потенцiалу:

βµk =
∂

∂ρk

(
βA

V

)
, (2.7)

а вираз для тиску системи P розраховується за допомогою наступного загального

спiввiдношення:

βP = β
∑
k

ρkµk −
βA

V
. (2.8)

2.3.1. Високотемпературне наближення

Вираз для високотемпературного наближення є:

βAHSY

V
=
βAHS

V
+ 2πβ

∑
i

∑
j

ρiρj

∞∫
0

drr2UHSY
ij (r)gHS(r), (2.9)

де AHS є вiльна енергiя Гельмгольца твердих сфер, а gHS(r) є радiальна функцiя

розподiлу твердих сфер. Пiдставляючи в (2.9) вирази для потенцiалу (2.2) i (2.3),

буде
βAHSY

V
=
βAHS

V
− 2πβε0

zn
G̃HS(zn)

∑
i

∑
j

ρiρjAij, (2.10)

де G̃HS(zn) є образ Лапласа радiальної функцiї розподiлу твердих сфер

G̃HS(zn) = ezndij

∞∫
0

drre−znrgHS(r). (2.11)

Тут для G̃HS(zn) використано вираз Перкуса-Євiка, тобто

G̃(HS)(zn) =
[λ2 + zn(λ1 + λ2)]

z2nD̃
(n)
0

, (2.12)

де

λ1 = −3

2

η

(1− η)2
, λ2 =

1 + 2η

(1− η)2
, (2.13)

D̃
(n)
0 =

{
1− 12η

[
λ1 + λ2
z2n

(1− znd− e−znd) +
λ2
z3n

(
1− znd+

z2n
2
− e−znd

)]}
(2.14)
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i η = π(ρ1 + ρ2)d
3/6.

Диференцiюючи вираз для вiльної енергiї Гельмгольца (2.9) по густинi,

отримуємо наступний вираз для хiмiчного потенцiалу:

βµ
(HSY )
k =

∂

∂ρk

(
βAHSY

V

)
= βµ

(HS)
k + β∆µ

(HSY )
k , (2.15)

де µHSYk є хiмiчний потенцiал системи твердих сфер, i

β∆µ
(HSY )
k = −2πβε0

zn

(
∂G̃HS(zn)

∂ρk

∑
i

∑
j

ρiρjAij + 2G̃HS(zn)
∑
i

ρiAik

)
. (2.16)

Тиск системи PHSY розраховується за допомогою наступного загального спiввiд-

ношення:

βPHSY = β
∑
k

ρkµ
(HSY )
k − βAHSY

V
. (2.17)

Вище згданi вирази для AHS i µ(HS)k розраховуються за допомогою набли-

ження Карнагана-Старлiнга [127].

2.3.2. Термодинамiчна теорiя збурень

Згiдно з ТТЗ-ЦС, для асоцiативної частини вiльної енергiї Aass буде:

βAass

V
=
∑
k

[
ρk ln

(
σ
(0)
k

ρk

)
+

1

2
σ
(m−1)
k

σ
(1)
k − σ

(0)
k

σ
(0)
k

]
, (2.18)

де

σ
(l)
k = σ

(0)
k

l∑
n=0

1

n!

(
σ
(1)
k − σ

(0)
k

σ
(0)
k

)n
for l = 2, ...m. (2.19)

Тут m є максимальне число асоцiативних зв’язкiв на частинку (максимальне чи-

сло частинок, якi можуть одночасно зв’язуватися з даною частинкою), σ(l)k =∑
l ρ

(l)
k , ρk =

∑
l ρ

(l)
k i ρ(l)k є густина l-разiв зв’язаних частинок. Для даної двоком-

понентної сумiшi густиннi параметри σ(0)k i σ(1)k задовiльняють наступну систему
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рiвнянь: 

σ
(1)
1 −σ

(0)
1

σ
(0)
1

=

[
ρ2 − 1

m!
(σ

(1)
2 −σ

(0)
2 )m

(σ
(0)
2 )m−1

]
K

ρ1(σ
(0)
1 )m−1 =

∑m
k=0

(σ
(0)
1 )k

(m−k)!(σ
(1)
1 − σ

(0)
1 )m−k

σ
(1)
2 −σ

(0)
2

σ
(0)
2

=

[
ρ1 − 1

m!
(σ

(1)
1 −σ

(0)
1 )m

(σ
(0)
1 )m−1

]
K

ρ2(σ
(0)
2 )m−1 =

∑m
k=0

(σ
(0)
2 )k

(m−k)!(σ
(1)
2 − σ

(0)
2 )m−k,

(2.20)

де

K = 4π

∫
y
(00)
12 (r)e(HSY )(r)fass(r)r

2dr = 4πBL2y
(00)
12 (L), (2.21)

y
(00)
12 (r) представляє порожнинну функцiю розподiлу мiж двома твердими сфера-

ми з взаємодiєю Юкави сортiв 1 i 2, якi нескiнченно розведенi в оригiнальнiй роз-

глядуванiй асоцiативнiй рiдинi. Зазвичай ця функцiя апроксимується порожнин-

ною кореляцiйною функцiєю твердих сфер з взаємодiєю Юкави y(HSY )
12 (r, η), яка

розрахована для упаковки η. Це виявляється хорошим наближенням для моделей

з довжиною зв’язування L ≈ d, оскiльки в цьому випадку y(00)12 (r) слабо залежить

вiд ступеня асоцiацiї системи. Однак для L < d фактична (ефективна) упаков-

ка ηeff , отже i y(00)12 (r) сильно залежать вiд ступеня асоцiацiї системи, i звичайнi

наближення стають недоцiльними. В даному дослiдженнi функцiю y
(00)
12 (r) запро-

поновано апроксимувати порожнинною кореляцiйною функцiєю твердих сфер з

взаємодiєю Юкави y
(HSY )
12 (r, ηeff), яка розраховується для ефективної упаковки

ηeff , тобто

ηeff =
πd3

6

∑
k

ρkX
(0)
k +

m∑
n=1

(
πd3

6
− nVexc

)∑
k

ρkX
(0)
k

n!

(
X

(1)
k

X
(0)
k

)n
, (2.22)

де Vexc є виключений об’єм:

Vexc =
π

24
(d− L)2(2d+ L). (2.23)

X
(0)
k = ρ

(0)
k /ρk i X(1)

k = ρ
(1)
k /ρk. Вiдповiдно до цього виразу ηeff (i отже y(HSY )

12 (r))

залежить вiд ступеня асоцiацiї системи, що представлена фракцiями вiльних X(0)
k

та один раз (однократно) зв’язаних X(1)
k частинок.
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В даному дослiдженнi розв’язок цього рiвняння отримується за допомогою

чисельного iтерацiйного методу. На кожному кроцi iтерацiї розраховується но-

ва оцiнка для фракцiй X
(l)
k,new (l = 0, 1) шляхом розв’язання наступної системи

рiвнянь: 

X
(1)
1,new

X
(0)
1,new

=

[
1− 1

m!

(X
(1)
2,new)

m

(X
(0)
2,new)

m−1

]
ρ2K(ηeff(Xold))

(X
(0)
1,new)m−1 =

∑m
n=0

(X
(0)
1,new)

n

(m−n)! (X
(1)
1,new)m−n

X
(1)
2,new

X
(0)
2,new

=

[
1− 1

m!

(X
(1)
1,new)

m

(X
(0)
1,new)

m−1

]
ρ1K(ηeff(Xold))

(X
(0)
2,new)m−1 =

∑m
n=0

(X
(0)
2,new)

n

(m−n)! (X
(1)
2,new)m−n,

(2.24)

якi отримуються з системи рiвнянь (2.20). Тут Xold є значення X, яке розрахова-

не пiд час попереднього iтерацiйного кроку. Наш iтерацiйний цикл складається з

двох етапiв. На першому кроцi поточне значення ηeff використовується для розра-

хунку нових значень X(l)
k за допомогою системи рiвнянь (2.24). На другому кроцi,

для того щоб отримати нову оцiнку для ηeff , ми вставляємо цi значення X(l)
k в

праву сторону спiввiдношення (2.22). Цей iтерацiйний цикл повторюється до того

часу, поки задовiльниться наступна умова:

|ηeff,new − ηeff,old|
ηeff,new + ηeff,old

≤ 10−8. (2.25)

Для початкового наближення було використано значення ηeff = η.

2.3.3. Порожнинна кореляцiйна функцiя для рiдини твердих

сфер з взаємодiєю Юкави

Порожнинна кореляцiйна функцiя y
(HSY )
12 (r), яка необхiдна для того, щоб

розв’язати систему рiвнянь для фракцiй X(l)
k (2.24) розраховується за допомогою

наближення типу базисного гiперланцюжкового

y
(HSY )
ij (r) = y

(HS)
ij (r) exp

[
δh

(HSY )
ij (r)− δc(HSY )

ij (r)
]
, (2.26)

де y
(HS)
ij (r) є твердосферна порожнинна кореляцiйна функцiя , δh(HSY )

ij (r) =

h
(HSY )
ij (r)− h(HS)ij (r) i δc(HSY )

ij (r) = c
(HSY )
ij (r)− c(HS)ij (r). Тут верхнi iндекси (HS) i
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(HSY ) позначають твердосферну i юкавiвську твердосферну величини, вiдповiд-

но, i h та c позначають парну та пряму кореляцiйнi функцiї, вiдповiдно. В обла-

стi твердого кору δh(HSY )
ij (r) = 0 i для δc(HSY )

ij (r) було використано вираз, який

був отриманий в рамках середньосферичного наближення першого порядку [128].

Твердосферна порожнинна кореляцiйна функцiя y(HS)ij (r) була розрахована за до-

помогою наближення Грундке-Хендерсона [129]. Повна аналiтична форма виразiв

для δc(HSY )
ij (r) i y(HS)ij (r) представлена в додатках А i Б.

2.3.4. Розрахунок фазових дiаграм

Для того, щоб розрахувати фазовi дiаграми, ми слiдуємо за схемою, яка

була запропонована в [113]. Вона базується на розв’язку системи рiвнянь, що слi-

дують з умов фазової рiвноваги, тобто рiвностi хiмiчних потенцiалiв i тискiв в

спiвiснуючих фазах при данiй температурi. Спiвiснуючi фази характеризуються

(ρ, x) i (ρ′, x′). Вiдповiдно до правил фаз Гiббса, очiкується поява до чотирьох

фаз, тобто газ (V), змiшувана рiдина (MF), i двi (симетричнi) фази незмiшуваної

рiдини (DF).

Перехiд V-MF отримується шляхом розв’язання системи рiвнянь:

µi(ρ, T, x = 1/2) ≡ µ(ρ, T, x = 1/2) = µ(ρ′, T, x = 1/2), (2.27)

P (ρ, T, x = 1/2) = P (ρ′, T, x = 1/2). (2.28)

Переходи V-MF та MF-DF отримуються в два кроки: спершу визначається фа-

зова дiаграма переходiв незмiшування, тобто дивлячись при данiй температурi

T для двох спiвiснуючих станiв з одною i тою ж густиною рiдини, але рiзними

композицiями шляхом фiксування ρ = ρ′ i визначання концентрiцiй x i x′ = 1− x
спiвiснуючих фаз. Умова рiвноваги для тискiв автоматично виконується, тодi як

умова рiвноваги для хiмiчних потенцiалiв при заданих T i ρ стає

µ(ρ, T, x) = µ(ρ, T, x), (2.29)

яка визначає лiнiю x(ρ) переходу другого порядку.
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На другому кроцi, розв’язок двох рiвнянь

µ[ρ, T, x = 1/2] = µ[ρ′, T, x(ρ′)], (2.30)

P [ρ, T, x = 1/2] = P [ρ′, T, x(ρ′)] (2.31)

дає густину ρ газу (V) чи змiшуваної рiдини (MF) i густину незмiшуваної рiдини

(DF) з концентрацiями x(ρ′) та 1− x(ρ′), в рiвновазi.

2.4. Результати та обговорення

В цiй частинi пiдроздiлу представлено нашi чисельнi результати для фазо-

вої поведiнки розглядуваної моделi. Всi розрахунки проведено при довжинi екра-

нування потенцiалу Юкави znd = 1.8 i ширинi прямокутної потенцiальної ями

ω = 0.0000404981.

Згiдно з попереднiми дослiдженнями [119], передбачення нашої теорiї для

термодинамiчних влативостей моделi з Aij = 0 добре узгоджуються з результата-

ми комп’ютерного моделювання. Для оцiнки точностi теорiї для моделi з ε∗ass = 0,

ми порiвняли теоретичнi передбачення з результатами комп’ютерного моделюва-

ння для фазової поведiнки системи. На рисунку 2.1 показано фазовi дiаграми

системи при ε∗ass = 0 i трьох значеннях α, тобто α = 0.65, 0.7, 0.75. Це параметри

системи, для яких було iдентифiковано три типи фазових дiаграм [112, 113], якi

залежать вiд розташування точки перетину λ-лiнiї, яка представляє перехiд незмi-

шування другого порядку, з бiнодалями фазового переходу рiдина-газ (LV). Крiм

того, на тому самому малюнку для порiвняння представлено вiдповiднi результа-

ти комп’ютерного моделювання. В загальному, спостерiгається дуже добре якiсне

узгодження мiж теоретичними передбаченнями i результатами комп’ютерного мо-

делювання. Теоретичнi передбачення в областi критичної точки газ-рiдина є при-

близно на 6% вищими, нiж результати комп’ютерного моделювання. Як наслiдок,

у той час як типи фазових дiаграм I i II (згiдно з термiнологiєю, яка була за-

пропонована в роботах [112, 113]) є теоретично вiдтворенi для набору параметрiв

потенцiалу моделi, якi використовуються для моделювання фазових дiаграм типу
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III, теоретичнi розрахунки ще показують дiаграму типу II з невеликою частиною

стiйких бiнодалей в околi критичної точки газ-рiдина. Проте цiлком очевидно, що

мале зменшення α призведе до змiни теоретичної фазової дiаграми вiд типу II до

типу III. Це можна побачити на рисунку 2.2 (верхня панель), де представленi нашi

результати для α = 0.63. На фазовiй дiаграмi типу I спiвiснування газ-рiдина є

нестабiльним по вiдношенню до трифазного спiвiснування мiж змiшуваною рiди-

ною (MF) i незмiшуваною рiдиною (DF), а λ-лiнiя закiнчується в трикритичнiй

точцi. На фазовiй дiаграмi типу II λ-лiнiя також закiнчується в трикритичнiй

точцi, однак, частина фазової дiаграми газ-рiдина (VL) є стабiльною в дiапазонi

мiж критичною температурою та температурою потрiйної точки, де при ниж-

чих густинах можна спостерiгати спiвiснування газ-рiдина (VL). В дiапазонi мiж

трикритичною температурою та температурою потрiйної точки спостерiгається

трифазне спiвiснування змiшувана рiдина-незмiшувана рiдина. В потрiйнiй точцi

спiвiснують чотири фази: газ, змiшувана рiдина i незмiшувана рiдина. У випадку

фазової дiаграми типу II, λ-лiнiя перетинає рiдинну бiнодаль при темпуратурi,

яка є трохи нижчою вiд критичної температури. На фазовiй дiаграмi типу III

λ-лiнiя перетинає рiдинну бiнодаль при темпуратурi, яка є значно нижчою вiд

критичної температури. Тут ми можемо бачити кiнцеву критичну точку, нижче

якої є трифазне спiвiснування газ-незмiшувана рiдина (V-DF) i вище якої (аж

до критичної температури газ-рiдина (VL)) є спiвiснування газ-рiдина (VL). На

фазовiй дiаграмi типу IV λ-лiнiя перетинає рiдинну бiнодаль газ-рiдина (VL) при

густинах, якi є нижчими вiд критичних густин газ-рiдина (VL) [117]. Це трапляє-

ться при α = 0. Ми також визначили такий тип фазових дiаграм в рамках даного

наближення, проте, тут не показуємо цi результати.

Далi ми перейдемо до обговорення фазових дiаграм для ненульвого значе-

ння сили асоцiативної взаємодiї ε∗ = 5.2, 6.0, 6.5 при α = 0.63 (рисунки 2.3- 2.5).

На жаль, результатiв комп’ютерного моделювання для фазової поведiнки такої

моделi немає. Однак, беручи до уваги коректний опис теорiї для двох обгово-

рених вище граничних випадкiв (Aij = 0 та ε0 = 0), ми очiкуємо, що точнiсть

теорiї для повної версiї розглядуваної моделi також буде задовiльною. На ри-
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Рис. 2.1. Фазова дiаграма бiнарної симетричної асоцiативної сумiшi твердих сфер
з взаємодiєю Юкави в координатах ρ∗ vs T ∗ для ε∗ = 0 i α = 0.65 (верх-
ня панель), α = 0.7 (середня панель) i α = 0.75 (нижня панель). Лiнiї
представляють результати даної теорiї, а символи позначають резуль-
тати комп’ютерного моделювання методом Монте Карло [117]. Штри-
хова лiнiя тут позначає λ-лiнiї, а пунктирна — метастабiльнi бiнодалi
газ-рiдина.
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Рис. 2.2. Фазова дiаграма бiнарної симетричної асоцiативної сумiшi твердих сфер
з взаємодiєю Юкави в координатах ρ∗ vs T ∗ (верхня панель) i в коорди-
натах x vs T ∗ для рiзних значень густиини ρ∗ (нижня панель) при ε∗ = 0
i α = 0.63. Штриховою лiнiєю позначено λ-лiнiю, а суцiльна i пунктирна
лiнiї представляють стабiльну i нестабiльну частини спiвiснуючих густин
(верхня панель) i спiвiснуючi фракцiї (нижня панель), вiдповiдно.
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сунках 2.3- 2.5 ми зображаємо фазовi дiаграми в координатах ρ∗ vs T ∗ (верхнi

панелi) i в координатах x vs T ∗ при рiзних значеннях густини (нижнi панелi).

Для ε = 0 i α = 0.63 також показанi фазовi дiарами для рiзних густин в пло-

щинi концентрацiя-температура, якi складаються з рiзних частин (рисунок 2.2,

нижня панель). В цьому випадку тiльки верхнi частини вiдповiдних кривих спiв-

iснування для ρ∗ = 0.55, 0.6 є стабiльними. Нижнi частини цих кривих i кривi

незмiшування для ρ∗ = 0.5, 0.45 є нестабiльними по вiдношенню до трифазного

спiвiснування змiшувана-незмiшувана рiдина (MF-DF). Iз зниженням темпера-

тури зростає вiдмiннiсть мiж композицiями спiвiснуючих рiдин. Iз збiльшенням

сили асоцiацiї ε∗ топологiя фазових дiаграм в координатах T ∗ vs ρ∗ змiнюється

вiд типу III (рисунок 2.2) до типу II при ε∗ = 5.2 (рисунок 2.3) i далi до типу

I при ε∗ = 6.0 (рисунок 2.4). У той же час можна спостерiгати появу кривих

незмiшування рiдина-рiдина у виглядi замкненої петлi з верхньою стабiльною i

нижньою нестабiльною критичними точками змiшування (рисунки 2.3 i 2.4). Iз

зростанням сили асоцiативної взаємодiї, стабiльна частина кривих збiльшується.

I накiнець, для ε∗ = 6.5 кривi спiвiснування незмiшування рiдина-рiдина у виглядi

замкненених петель стають стабiльними (рисунок 2.5, нижня панель). Це вiдпо-

вiдає ситуацiї, коли не iснує перетину мiж бiнодалями газ-рiдина (LV) i λ-лiнiєю

(рисунок 2.5, верхня панель). Таким чином, для цих значень параметрiв потен-

цiалу моделi, на додаток до вже визначених чотирьох типiв фазових дiаграм, ми

виявили ще одну, яку ми називаємо фазовою дiаграмою типу V топологiї фазо-

вих дiаграм двокомпонентної сумiшi. У майбутньому ми плануємо розширити та

застосувати наш пiдхiд до вивчення впливу зовнiшнього поля [130] та пористого

середовища [96–98, 131] на фазову поведiнку даної моделi.

2.5. Висновки

В даному роздiлi, для дослiдження фазової поведiнки двокомпонентної си-

метричної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави, якi асоцiюють завдяки сфе-

рично симетричнiй взаємодiї, використано термодинамiчну теорiю збурень для
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Рис. 2.3. Те саме, що i на рисунку 2.2, але при ε∗ = 5.2 та α = 0.63.
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асоцiативного потенцiалу типу центральних сил. Нашi теоретичнi передбачен-

ня для фазових дiаграм моделi за вiдсутностi асоцiацiї показують задовiльне

кiлькiсне узгодження з вiдповiдними результатами комп’ютерного моделюван-

ня, яке було проведено методом Монте-Карло [114]. Для моделi з ненульовим

асоцiативним потенцiалом, крiм вже вiдомих чотирьох типiв топологiй фазових

дiаграм [112, 113, 117], ми змогли визначити V тип фазової дiаграми. Цей тип

характеризується вiдсутнiстю перетину λ-лiнiї, яка представляє собою спiвiсну-

вання незмiшування, з бiнодалями газ-рiдина (LV). В результатi, при великих

значеннях густини i температури спостерiгаються стабiльнi кривi незмiшування

рiдина-рiдина у виглядi замкненої петлi з верхньою i нижньою критичними точка-

ми змiшування. Таким чином, незмiшування рiдина-рiдина у виглядi замкненої

петлi, яке спостерiгалося ранiше для бiнарних систем з сильно спрямованими си-

лами притягання [126], також можна спостерiгати для бiнарних рiдин з сферично-

симетричною взаємодiєю.
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РОЗДIЛ 3

ВПЛИВ ПОЛIДИСПЕРСНОСТI НА ФАЗОВУ
ПОВЕДIНКУ КОЛОЇДНИХ СИСТЕМ. ДВО- ТА

ТРИФАЗНЕ СПIВIСНУВАННЯ

3.1. Термодинамiчна теорiя збурень
Баркера-Хендерсона другого порядку.
Дослiдження фазової поведiнки полiдисперсної
сумiшi твердих сфер з притягальною взаємодiєю
типу Морзе

Запропоновано застосування термодинамiчної теорiї збурень Баркера-

Хендерсона другого порядку для дослiдження полiдисперсної сумiшi твердих

сфер Морзе. Для перевiрки точностi порiвнюються результати цiєї теорiї для гра-

ничного випадку монодисперсної системи з результатами дуже точного базисного

гiперланцюжкового наближення. Теорiя використовується для опису фазової по-

ведiнки газ-рiдина для сумiшi з рiзними типами та рiзними ступенями полiдис-

персностi. Окрiм звичайної критичної точки газ-рiдина, ми спостерiгаємо появу

другої критичної точки, яка є зумовлена полiдисперснiстю. Iз збiльшенням полi-

дисперсностi цi двi критичнi точки зливаються i, нарештi, зникають. Вiдповiднi

кривi хмари та тiнi представленi замкненими кривими з гiлками рiдина та газ,

для кривої хмари вони майже збiгаються для вищих значень полiдисперсностi.

При подальшому збiльшеннi полiдисперсностi кривi хмари та тiнi скорочуються

i, нарештi, зникають. Нашi результати узгоджуються з результатами попереднiх

дослiджень, якi були проведенi на якiсному рiвнi опису ван дер Ваальса.
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3.1.1. Вступ

Шляхом звернення до, так званих, моделей з обрiзаною вiльною енергiєю

(ОВЕ) i їх поєднання з можливiвстю їх аналiтичного опису пiшли у рядi нещодав-

них дослiджень. Зокрема, з використанням аналiтичних розв’язкiв, отриманих за

допомогою середньосферичного наближення (ССН) [9, 11, 15, 16] та високотем-

пературного наближення (ВТН) [20] було дослiджено фазову поведiнку для полi-

дисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави та для полiдисперсної сумiшi

заряджених твердих сфер. Зовсiм недавно ВТН i димерна термодинамiчна теорiя

збурень для асоцiативних рiдин у поєднаннi з полiмерним ССН були використанi

для дослiдження фазової поведiнки полiдисперсної сумiшi ланцюгових молекул з

взаємодiєю Юкави [24, 132]. Пiдходи, якi грунтуються на аналiтичному розв’язку

ССН, є досить точними. З iншого боку, теоретичнi описи, якi базуються на основi

ВТН, будучи менш точними, є набагато гнучкiшими i можуть бути застосованими

до значно бiльшої кiлькостi рiзноманiтних потенцiальних моделей [20]. Як спробу

покращення точностi пiдходiв, якi базуються на ВТН, ми представляємо узагаль-

нення та застосування теорiї збурень другого порядку Баркера-Хендерсона для

опису фазової поведiнки полiдисперсної сумiшi твердих сфер Морзе.

Даний пiдроздiл органiзований таким чином: В 3.1.2 ми представляємо мо-

дель, в 3.1.3 ми представляємо вiдповiдне узагальнення теорiї збурень Баркера-

Хендерсона другого порядку. Нашi чисельнi результати для фазової поведiнки

Морзе версiї моделi представлено i обговорено в 3.1.4, а в 3.1.5 ми приводимо

висновки.

3.1.2. Модель

Ми розглядаємо сумiш з парним потенцiалом мiжчастинкової взаємодiї,

який представлений узагальненим потенцiалом твердих сфер типу Морзе

UHSM(ξ, ξ′; r) =

{
∞ , r ≤ σ(ξ, ξ′)

−ε0
∑NM

n=1

∑M
m=1(−1)m−1Anm(ξ)Anm(ξ′)e−zn[r−σ(ξ,ξ

′)] , r > σ(ξ, ξ′),
(3.1)
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де ξ є атрибут полiдисперсностi, тобто неперервна версiя iндекса сорту, σ(ξ) є

дiаметр твердосферної частинки сорту ξ, σ(ξ, ξ′) = [σ(ξ) + σ(ξ′)]/2, zn та ε0 є дов-

жина екранування та сила взаємодiї потенцiалу Морзе, вiдповiдно. Запропонована

форма потенцiалу типу Морзе (3.1) є подiбною до форми, яка була використана

ранiше для потенцiалу Юкави [20]. Така форма є дуже зручна, оскiльки шляхом

вiдповiдного вибору коефiцiєнтiв Anm(ξ) та zn може бути використана для моде-

лювання багатьох рiзноманiтних реалiстичних потенцiалiв. Зокрема, в роботi [20]

в такий спосiб iмiтується полiдисперсна сумiш з взаємодiєю Леннарда-Джонса.

Тут, NM позначає число хвостiв потенцiалу Морзе, а M – число доданкiв в сумi

для одного хвоста Морзе. Зауважимо, що оригiнальний потенцiал Морзе мiстить

два доданки, тобто один є притягальний, а iнший вiдштовхувальний. В нашому

твердосферному потенцiалi Морзе, вiдштовхувальний доданок замiнений твердо-

сферним доданком.

Сумiш характеризується температурою T (чи β = (kBT )−1, де kB є стала

Больцмана), загальною густиною ρ i функцiєю розподiлу f(ξ) (
∫
f(ξ)dξ = 1).

3.1.3. Теорiя

3.1.3.1. Термодинамiчна теорiя збурень Баркера-Хендерсона другого
порядку

Для опису термодинамiчних властивостей полiдисперсної сумiшi твердих

сфер Морзе ми тут використовуємо термодинамiчну теорiю збурень Баркера-

Хендерсона другого порядку (ТТЗ-БХ2). Згiдно з цiєю теорiєю, вiльна енергiя

Гельмгольца системи A може бути записана як сума трьох доданкiв: вiльна енер-

гiя базисної системи (Aref) плюс два доданки, якi виникають за рахунок збурення

i описують внесок вiльної енергiї вiд потенцiалу Морзе (A1, A2) :

A = Aref + A1 + A2 = AHS + A1 + A2. (3.2)
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Тут Aref = AHS, де AHS є вiльна енергiя твердосферної рiдини. Доданок, який

описує перший порядок теорiї збурень є:

βA1

V
= 2πβ

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)

∞∫
0

drr2UHSM(ξ, ξ′; r)g(HS)(ξ, ξ
′; r), (3.3)

де g(HS)(ξ, ξ′; r) є радiальна функцiя розподiлу твердих сфер. Для доданку, який

враховує другий порядок теорiї збурень ми використали наближення макроскопi-

чної стисливостi:

βA2

V
= −πβ2

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)

∞∫
0

drr2
(
∂ρ

∂p

)
HS

[UHSM(ξ, ξ′; r)]2g(HS)(ξ, ξ
′; r),

(3.4)

де
(
∂ρ
∂p

)
HS

= κHS є iзотермiчна стисливiсть базисної твердосферної рiдини, яка

отримується з рiвняння Карнагана-Старлiнга i має наступний вигляд

κHS =
(1− η)4

1 + 4η + 4η2 − 4η3 + η4
, (3.5)

де упаковка η визначається як η = π
6

∫
dξρ(ξ)σ3(ξ). Пiдставляючи в (3.3) i (3.4)

вираз для потенцiалу (3.1) маємо

βA1

V
= −2πβε0

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)

NM∑
n=1

M∑
m=1

(−1)m−1Anm(ξ)Anm(ξ′)

×
[
σ(ξ, ξ′)G̃(HS)(ξ, ξ′; zn)−

∂G̃(HS)(ξ, ξ′; zn)

∂zn

]
, (3.6)

βA2

V
= −πβ2ε20κ

HS

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)

NM∑
n=1

M∑
m=1

[Anm(ξ)Anm(ξ′)]2

×
[
σ(ξ, ξ′)G̃(HS)(ξ, ξ′; 2zn)−

∂G̃(HS)(ξ, ξ′; 2zn)

∂(2zn)

]
, (3.7)

де G̃(HS)(ξ, ξ′; zn) є образ Лапласа радiальної функцiї розподiлу твердих сфер.

G̃(HS)(ξ, ξ′; zn) = eznσ(ξ,ξ
′)

∞∫
0

drre−znrg(HS)(ξ, ξ
′; r). (3.8)
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Для радiальної функцiї розподiлу тут ми використовуємо наближення Перкуса-

Євiка, оскiльки є вiдомий аналiтичний вираз для її образу Лапласа. Всi iншi тер-

модинамiчнi величини можуть бути отриманi з виразу для вiльної енергiї Гельм-

гольца (3.2) та стандартних термодинамiчних спiввiдношень, тобто диференцiю-

ючи A ми отримуємо вираз для хiмiчного потенцiалу:

βµ(ξ) =
δ

δρ(ξ)

(
βA

V

)
, (3.9)

а вираз для тиску системи P може бути розрахований на пiдставi наступного

загального спiввiдношення:

βP = β

∫
dξρ(ξ)µ(ξ)− βA

V
. (3.10)

В вище згаданих виразах AHS та µ(ξ)(HS) розраховуються за допомогою вiдповiд-

них виразiв Мансурi-Карнахана-Старлiнга-Леланда-Бублика [133].

В рамках пiдходу ТТЗ-БХ2 наша модель належить до класу моделей з обрi-

заною вiльною енергiєю, тобто моделей, термодинамiчнi властивостi яких визна-

чаються обмеженим числом узагальнених моментiв функцiї розподiлу. В данiй

роботi ми маємо наступнi моменти:

ml =

∫
dξρ(ξ)ml(ξ)f(ξ) , ml(ξ) = σl , (3.11)

m
(n)
l =

∫
dξρ(ξ)m

(n)
l (ξ)f(ξ) , m

(n)
l (ξ) = σlϕ(zn, σ) ,

ϕ(zn, σ) =
1

z2n
(1− znσ − e−znσ), (3.12)

m̃
(n)
l =

∫
dξρ(ξ)m̃

(n)
l (ξ)f(ξ) , m̃

(n)
l (ξ) = σlϕ(2zn, σ) ,

ϕ(2zn, σ) =
1

(2zn)2
(1− 2znσ − e−2znσ), (3.13)

ḿ
(n)
l =

∫
dξρ(ξ)ḿ

(n)
l (ξ)f(ξ) , ḿ

(n)
l (ξ) = σlkϕ1(zn, σ) , ϕ1(zn, σ) = e−znσ,

(3.14)˜́m(n)

l =

∫
dξρ(ξ) ˜́m(n)

l (ξ)f(ξ) , ˜́m(n)

l (ξ) = σlkϕ1(2zn, σ) , ϕ1(2zn, σ) = e−2znσ,

(3.15)
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m
(nm)
l =

∫
dξρ(ξ)m

(nm)
l (ξ)f(ξ) , m

(nm)
l (ξ) = σlA(nm), (3.16)

m̃
(nm)
l =

∫
dξρ(ξ)m̃

(nm)
l (ξ)f(ξ) , m̃

(nm)
l (ξ) = σl(A(nm))2. (3.17)

Далi ми представляємо остаточнi аналiтичнi вирази для термодинамiчних

властивостей системи (вiльної енергiї Гельмгольца, хiмiчного потенцiалу та тиску)

в термiнах узагальнених моментiв (3.11)–(3.17).

3.1.3.2. Термодинамiчнi властивостi полiдисперсної сумiшi твердих
сфер Морзе в рамках моделi з обрiзаною вiльною енергiєю

Тут ми представляємо аналiтичнi вирази для термодинамiчних властиво-

стей в термiнах моментiв (3.11)-(3.17). Ми маємо:

βA1

V
= −2πβε0

{
Q

(nm)
1 (zn)

z2nD
(n)
0 (zn)

− ∂
∂zn

[
Q

(nm)
0 (zn)

z2nD
(n)
0 (zn)

]}
= − 2πβε0

z2nD
(n)
0 (zn)

{
Q

(nm)
1 (zn)

−∂Q
(nm)
0 (zn)
∂zn

+Q
(nm)
0 (zn)

(
2
zn

+ 1

D
(n)
0 (zn)

∂D
(n)
0 (zn)
∂zn

)}
, (3.18)

βA2

V
= −πβ2ε20κ

HS

{
Q̃

(nm)
1 (2zn)

z2nD̃
(n)
0 (2zn)

− ∂
∂(2zn)

[
Q̃

(nm)
0 (2zn)

(2zn)2D̃
(n)
0 (2zn)

]}
= − πβ2ε20κ

HS

4z2nD̃
(n)
0 (2zn){

Q̃
(nm)
1 (2zn)− ∂Q̃

(nm)
0 (2zn)
∂(2zn)

+ Q̃
(nm)
0 (2zn)

(
1
zn

+ 1

D̃
(n)
0 (2zn)

∂D̃
(n)
0 (2zn)
∂(2zn)

)}
, (3.19)

де

D
(n)
0 (zn) = ∆2 − 2π

zn
(∆ +

πm3

2
)(m

(n)
0 +

m2

2
)− 2π{∆m(n)

1 +
π

4
[m

(n)
2 (m2 +

+2m
(n)
0 )− 2(m

(n)
1 )2]}, ∆ = 1− πm3

6
(3.20)

Q
(nm)
0 (zn) =

{
∆(m

(nm)
0 )2 +

π

2

[
(m3 + znm

(n)
2 )(m

(nm)
0 )2

+

(
zn
2
m2 + znm

(n)
0

)
(m

(nm)
1 )2

]
+ zn(∆− πm(n)

1 )m
(nm)
1 m

(nm)
0

}
, (3.21)

Q
(nm)
1 (zn) =

{
∆m

(nm)
0 m

(nm)
1 +

π

2

[
(m3 + znm

(n)
2 )m

(nm)
0 m

(nm)
1
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+

(
zn
2
m2 + znm

(n)
0

)
m

(nm)
1 m

(nm)
2

]
+ zn(∆− πm(n)

1 )(m
(nm)
1 )2

}
, (3.22)

∂Q
(nm)
0 (zn)

∂zn
=
π

2

[(
zn
∂m

(n)
2

∂zn
+m

(n)
2

)
(m

(nm)
0 )2 +

(
m2

2
+ zn

∂m
(n)
0

∂zn
+m

(n)
0

)
×(m

(nm)
1 )2

]
+

(
∆− πm(n)

1 − πzn
∂m

(n)
1

∂zn

)
m

(nm)
1 m

(nm)
0 , (3.23)

∂D
(n)
0 (zn)

∂zn
=

2π

z2n

(
∆ +

πm3

2

)(
m

(n)
0 +

m2

2

)
− 2π

zn

(
∆ +

πm3

2

)
∂m

(n)
0

∂zn

−2π

{
∆
∂m

(n)
1

∂zn
+
π

4

[
∂m

(n)
2

∂zn
(m2 + 2m

(n)
0 ) + 2m

(n)
2

∂m
(n)
0

∂zn
− 4m

(n)
1

∂m
(n)
1

∂zn

]}
, (3.24)

m
(n)
l =

1

z2n
(ml − znml+1 − ḿ(n)

l ), m
(n)
l (ξ) =

1

z2n
(ml(ξ)− znml+1(ξ)− ḿ(n)

l (ξ)),(3.25)

∂m
(n)
l

∂zn
=

1

z3n
(−2ml + znml+1 + 2ḿ

(n)
l + znḿ

(n)
l+1). (3.26)

Вирази для D̃(n)
0 (2zn), Q̃

(nm)
0 (2zn), Q̃

(nm)
1 (2zn),

∂Q̃
(nm)
0 (2zn)
∂(2zn)

, ∂D̃
(n)
0 (2zn)
∂(2zn)

в доданку для

вiльної енергiї Гельмгольца, що враховує другий порядок ТТЗ, отримуються в

результатi замiни zn, m
(n)
l , ḿ(n)

l , m(nm)
l в виразах (3.20)–(3.26) на 2zn, m̃

(n)
l , ˜́m(n)

l ,

m̃
(nm)
l , вiдповiдно. Диференцiюючи βA1

V по густинi, ми отримуємо вираз для хiмi-

чного потенцiалу βµ1(ξ):

βµ1(ξ) = − 2πβε0

z2nD
(n)
0 (zn)

{
δQ

(nm)
1 (zn)

δρ(ξ)
− δ

δρ(ξ)

(
∂Q

(nm)
0 (zn)

∂zn

)
+

(
δQ

(nm)
0 (zn)

δρ(ξ)
− Q

(nm)
0 (zn)

D
(n)
0 (zn)

δD
(n)
0 (zn)

δρ(ξ)

)(
2

zn
+

1

D
(n)
0 (zn)

∂D
(n)
0 (zn)

∂zn

)
+
Q

(nm)
0 (zn)

D
(n)
0 (zn)

[
δ

δρ(ξ)

(
∂D

(n)
0 (zn)

∂zn

)
− 1

D
(n)
0 (zn)

δD
(n)
0 (zn)

δρ(ξ)

∂D
(n)
0 (zn)

∂zn

]
−Q

(nm)
1 (zn)

D
(n)
0 (zn)

δD
(n)
0 (zn)

δρ(ξ)
+

1

D
(n)
0 (zn)

δD
(n)
0 (zn)

δρ(ξ)

∂Q
(nm)
0 (zn)

∂zn

}
, (3.27)
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βµ2(ξ) = − πβ2ε20

(2zn)2D̃
(n)
0 (2zn)

[
κHS

{
δQ̃

(nm)
1 (2zn)

δρ(ξ)
− δ

δρ(ξ)

(
∂Q̃

(nm)
0 (2zn)

∂(2zn)

)
+

(
δQ̃

(nm)
0 (2zn)

δρ(ξ)
− Q̃

(nm)
0 (2zn)

D̃
(n)
0 (2zn)

δD̃
(n)
0 (2zn)

δρ(ξ)

)(
1

zn
+

1

D̃
(n)
0 (2zn)

∂D̃
(n)
0 (2zn)

∂(2zn)

)
+
Q̃

(nm)
0 (2zn)

D̃
(n)
0 (2zn)

[
δ

δρ(ξ)

(
∂D̃

(n)
0 (2zn)

∂(2zn)

)
− 1

D̃
(n)
0 (2zn)

δD̃
(n)
0 (2zn)

δρ(ξ)

∂D̃
(n)
0 (2zn)

∂(2zn)

]
−Q̃

(nm)
1 (2zn)

D̃
(n)
0 (2zn)

δD̃
(n)
0 (2zn)

δρ(ξ)
+

1

D̃
(n)
0 (2zn)

δD̃
(n)
0 (2zn)

δρ(ξ)

∂Q̃
(nm)
0 (2zn)

∂(2zn)

}
+
δκHS

δρ(ξ)

×
{
Q̃

(nm)
1 (2zn)−

∂Q̃
(nm)
0 (2zn)

∂(2zn)
+ Q̃

(nm)
0 (2zn)

(
1

zn
+

1

D̃
(n)
0 (2zn)

∂D̃
(n)
0 (2zn)

∂(2zn)

)}]
,(3.28)

де

δQ
(nm)
0 (zn)

δρ(ξ)
=

{
π

(
m3(ξ)

3
+
znm

(n)
2 (ξ)

2

)
(m

(nm)
0 )2 + (2∆ + πm3 + πznm

(n)
2 )

×m(nm)
0 m

(nm)
0 (ξ) + πzn

[
1

2

(
m2(ξ)

2
+m

(n)
0 (ξ)

)
(m

(nm)
1 )2 +

(
m2

2
+m

(n)
0

)
×m(nm)

1 m
(nm)
1 (ξ)−

(
m3(ξ)

6
+m

(n)
1 (ξ)

)
m

(nm)
0 m

(nm)
1

+

(
∆

π
−m(n)

1

)(
m

(nm)
0 m

(nm)
1 (ξ) +m

(nm)
1 m

(nm)
0 (ξ)

)]}
, (3.29)

δQ
(nm)
1 (zn)

δρ(ξ)
=

{
π

(
m3(ξ)

3
+
znm

(n)
2 (ξ)

2

)
m

(nm)
0 m

(nm)
1 +

(
∆ +

πm3

2
+
πznm

(n)
2

2

)
(
m

(nm)
0 m

(nm)
1 (ξ) +m

(nm)
1 m

(nm)
0 (ξ)

)
+ πzn

[
1

2

(
m2(ξ)

2
+m

(n)
0 (ξ)

)
m

(nm)
1 m

(nm)
2

+
1

2

(
m2

2
+m

(n)
0

)(
m

(nm)
1 m

(nm)
2 (ξ) +m

(nm)
2 m

(nm)
1 (ξ)

)
−
(
m3(ξ)

6
+m

(n)
1 (ξ)

)
(m

(nm)
1 )2 +

(
∆

π
−m(n)

1

)
2m

(nm)
1 m

(nm)
1 (ξ)

]}
,(3.30)

δD
(n)
0 (zn)

δρ(ξ)
= 2π

{
1

3
πm3(ξ)

[
1

2
m

(n)
1 −

1

zn

(
m

(n)
0 +

1

2
m2

)]
−∆

(
1

6
m3(ξ) + +m

(n)
1 (ξ)

)
−
(

1

2
m2(ξ) +m

(n)
0 (ξ)

)[
1

zn

(
∆ +

1

2
πm3

)
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+
1

2
πm

(n)
2

]
− 1

4
πm

(n)
2 (ξ)(m2 + 2m

(n)
0 ) + πm

(n)
1 m

(n)
1 (ξ)

}
, (3.31)

δ

δρ(ξ)

(
∂Q

(nm)
0 (zn)

∂zn

)
=
π

2

[(
zn

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
2

∂zn

)
+m

(n)
2 (ξ)

)
(m

(nm)
0 )2

+

(
zn
∂m

(n)
2

∂zn
+m

(n)
2

)
2m

(nm)
0 m

(nm)
0 (ξ) +

(
m2(ξ)

2
+ zn

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
0

∂zn

)
+m

(n)
0 (ξ)

)
(m

(nm)
1 )2 +

(
m2

2
+ zn

∂m
(n)
0

∂zn
+m

(n)
0

)
2m

(nm)
1 m

(nm)
1 (ξ)

]
−
(
πm3(ξ)

6
+ πm

(n)
1 (ξ) + πzn

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
1

∂zn

))
m

(nm)
1 m

(nm)
0

+

(
∆− πm(n)

1 − πzn
∂m

(n)
1

∂zn

)(
m

(nm)
1 m

(nm)
0 (ξ) +m

(nm)
1 (ξ)m

(nm)
0

)
, (3.32)

δ

δρ(ξ)

(
∂D

(n)
0 (zn)

∂zn

)
=

2π

z2n

[
πm3(ξ)

3

(
m

(n)
0 +

m2

2

)
+

(
∆ +

πm3

2

)
×
(
m

(n)
0 (ξ) +

m2(ξ)

2

)]
− 2π

zn

[
πm3(ξ)

3

∂m
(n)
0

∂zn
+

(
∆ +

πm3

2

)
δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
0

∂zn

)]
−2π

{
− πm3(ξ)

6

∂m
(n)
1

∂zn
+ ∆

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
1

∂zn

)
+
π

4

[
∂m

(n)
2

∂zn

×(m2(ξ) + 2m
(n)
0 (ξ)) + (m2 + 2m

(n)
0 )

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
2

∂zn

)
+ 2m

(n)
2 (ξ)

∂m
(n)
0

∂zn

+2m
(n)
2

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
0

∂zn

)
− 4m

(n)
1 (ξ)

∂m
(n)
1

∂zn
− 4m

(n)
1

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
1

∂zn

)]}
,(3.33)

δ

δρ(ξ)

(
∂m

(n)
l

∂zn

)
=

1

z3n
(−2ml(ξ) + znml+1(ξ) + 2ḿ

(n)
l (ξ) + znḿ

(n)
l+1(ξ)). (3.34)

δκHS

δρ(ξ)
= −2πm3(ξ)

3

{
(1− η)3

1 + 4η + 4η2 − 4η3 + η4
+

(1 + 2η − 3η2 + η3)(1− η)4

(1 + 4η + 4η2 − 4η3 + η4)2

}
,(3.35)

Вирази для δD̃
(n)
0 (2zn)
δρ(ξ) , δQ̃

(nm)
0 (2zn)
δρ(ξ) , δQ̃

(nm)
1 (2zn)
δρ(ξ) , δ

δρ(ξ)

(
∂Q̃

(nm)
0 (2zn)
∂(2zn)

)
, δ
δρ(ξ)

(
∂D̃

(n)
0 (2zn)
∂(2zn)

)
в до-

данку для хiмiчного потенцiалу, який враховує другий порядок ТТЗ (3.28) отри-

муються в результатi замiни zn, m
(n)
l , m(n)

l (ξ), ḿ(n)
l , ḿ(n)

l (ξ), m(nm)
l , m(nm)

l (ξ) в
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виразах (3.29)–(3.34) на 2zn, m̃
(n)
l , m̃(n)

l (ξ), ˜́m(n)

l , ˜́m(n)

l (ξ), m̃(nm)
l , m̃(nm)

l (ξ), вiдповiд-

но.

3.1.3.3. Умови фазової рiвноваги

Основною перешкодою в теоретичних дослiдженнях фазової поведiнки полi-

дисперсних систем є той факт, що доводиться мати справу з нескiнченною кiлькi-

стю рiвнянь для спiвiснуючих фаз. Однак, для даної моделi з обрiзаною вiльною

енергiєю цi рiвняння можуть бути написанi як система скiнченної кiлькiстi рiв-

нянь для вiдповiдних узагальнених моментiв функцiї розподiлу f(ξ) [4].

Ми припускаємо, що при певнiй температурi T система, яка характеризує-

ться материнською густиною ρ(0) функцiєю розподiлу материнської фази f (0)(ξ)

вiдокремлюється на q нових дочiрнiх фаз з густинами ρ(1), ρ(2), ... , ρ(q), i з q

новими дочiрнiми розподiлами f (1)(ξ), f (2)(ξ), ... , f (q)(ξ). Всi умови фазової рiв-

новаги для полiдисперсної системи можуть бути отриманi шляхом узагальнення

з багатокомпонентного випадку, тобто замiни ρi → ρf(ξ)dξ. Завдяки такiй замiнi,

термодинамiчнi властивостi системи (вiльна енергiя Гельмгольца, хiмiчний по-

тенцiал, тиск) стають функцiоналами вiд функцiї розподiлу f(ξ). Термодинамiчнi

умови фазової рiвноваги означають рiвнiсть тискiв,

P (1)(T, [f (1)(ξ)]) = P (2)(T, [f (2)(ξ)]) = ... = P (q)(T, [f (q)(ξ)]), (3.36)

i хiмiчних потенцiалiв для кожного сорту ξ.

µ(1)(ξ, T, [f (1)(ξ)]) = µ(2)(ξ, T, [f (2)(ξ)]) = ... = µ(q)(ξ, T, [f (q)(ξ)]). (3.37)

Фазове розшарування обмежується збереженням загального числа частинок ко-

жного сорту ξ,

f (0)(ξ) =

q∑
α=1

f (α)(ξ)x(α), (3.38)

де x(α) = N (α)/N (0) є вiдношення загального числа частинок, N (α), в фазi α до за-

гального числа частинок в материнськiй фазi N (0). Збереження загального об’єму,
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який займає материнська фаза:

υ0 =

q∑
α=1

υ(α)x(α), (3.39)

де υ(α) = 1/ρ(α), (α = 1, 2, 3, ..., q). I нарештi умова нормування для f (α)(ξ)∫
f (α)(ξ)dξ = 1 (3.40)

рiвняння (3.38) означає збереження загального числа частинок:

1 =

q∑
α=1

x(α). (3.41)

В данiй частинi роздiлу ми розглядаємо двофазне фракцiонування полiдис-

персної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Морзе (α = 1, 2). Ми припускаємо,

що термодинамiчнi властивостi моделi залежать вiд K узагальнених моментiв

m0,m1,m2, ...,mK , якi визначаються наступним спiввiдношенням:

mk = ρ

∫
mk(ξ)f(ξ)dξ, k 6= 0, (3.42)

i m0 = ρ. Для випадку двофазної рiвноваги (α = 1, 2), умови (3.36)–(3.41) приво-

дять до наступної системи рiвнянь:

P (1)(T, {m(1)
k }) = P (2)(T, {m(2)

k }), (3.43)

∫
f (α)(ξ)dξ = 1, for α = 1 or α = 2, (3.44)

i

m
(1)
k = m

(1)
0

∫
m

(1)
k (ξ)f (0)(ξ)H(ξ, T,m

(2)
0 , {m(1)}{m(0)})dξ, k 6= 0, (3.45)

де

H(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)}) =

(ρ(1) − ρ(2))A12(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)})

(ρ(1)ρ(2)/ρ(0) − ρ(2)) + (ρ(1) − ρ(1)ρ(2)/ρ(0))A12(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)})

, (3.46)
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A12(ξ, T, {m(1)}{m(2)}) =
ρ(2)

ρ(1)
exp[µ(2)ex (ξ, T, {m(2)})− µ(1)ex (ξ, T, {m(1)})] (3.47)

i µ(1)ex є надлишкове (вiд iдеального газу) значення хiмiчного потенцiалу в фазi 1.

Розв’язок системи рiвнянь (3.43)–(3.45), для даної температури T , для густини

материнської фази ρ(0), i для материнської функцiї розподiлу по сортах f (0)(ξ)

дає спiвiснуючi густини ρ(α) двох нових дочiрнiх фаз i вiдповiднi функцiї розподi-

лу по сортах f (α)(ξ), α = 1, 2. Спiвiснуючi густини для рiзних температур дають

бiнодалi, якi закiнчуються при температурi, для якої густина однiєї з фаз є рiв-

на густинi материнської фази ρ(0). Цi кiнцевi точки утворюють спiвiснуючi кривi

хмари та тiнi, якi перетинаються в критичнiй точцi, яка характеризується кри-

тичною температурою Tcr та критичною густиною ρcr = ρ(1) = ρ(2) = ρ(0). Кривi

хмари та тiнi можна отримати як спецiальний розв’язок загальної задачi на спiв-

iснування, коли властивостi однiєї фази дорiвнюють властивостям материнської

фази: припускаючи, що фаза 2 є фаза хмари, тобто, ρ(2) = ρ(0), i слiдуючи вище

описанiй схемi ми прийдемо до такої самої системи рiвнянь, але з ρ(2) та f (2)(ξ)

замiненими на ρ(0) i f (0)(ξ), вiдповiдно.

3.1.4. Результати i обговорення

В цiй частинi даного роздiлу ми представляємо чисельнi результати для

фазової поведiнки полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю типу Морзе.

Для функцiї розподiлу по сортах f(ξ) ми вибрали логарифмiчний розподiл, тобто

f (LN)(ξ) =
I√

2π ln I
exp

{
− ln2[I3/2ξ]

2 ln I

}
, (3.48)

де I є iндекс полiдисперсностi. Логарифмiчний розподiл часто зустрiчається в

колоїдних та полiмерних системах [5]. Зазначимо, що в монодисперснiй границi

(I = 1), цей розподiл є дельта-функцiєю Дiрака, δ(ξ−1). I навпаки, коли I стає ду-

же великим (I � 1), такий розподiл стає дуже широким, збiльшуючи тим самим

важливiсть частинок з великим значенням ξ. Всi розрахунки були провденi для

парного потенцiалу типу Морзе (3.1) з NM = 1, M = 1, з z1 = 1.8σ0. Ми розгляда-
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ємо два типи полiдисперсностi моделi: полiдисперснiсть тiльки по енергiї взаємодiї

парного потенцiалу A11(ξ) i полiдисперснiсть як по енергiї взаємодiї A11(ξ), так

i по розмiру твердої сфери σ(ξ). У першому випадку ми вибрали A11(ξ) = A0ξ

та σ(ξ) = σ0, а в другому випадку A11(ξ) = A0ξ та σ(ξ) = σ0ξ
1/4. Тут A0 = 1

i σ0 є розмiр твердої сфери для монодисперсної версiї моделi при I = 1, який

використовується як одиниця довжини. В подальшому густина ρ i температура T

представленi в безрозмiрних одиницях, тобто ρ∗ = ρσ30 та T ∗ = kBT/ε0.

Використовуючи вище згадану версiю теорiї збурень Баркера-Хендерсона

другого порядку i базисне гiперланцюжкове наближення з мiстковою функцiєю

Верле [134, 135], як перший крок нашого чисельного даслiдження, ми провели

розрахунок термодинамiчних властивостей монодисперсної версiї моделi, тобто

для для I = 1. Вiдомо, що остання теорiя є дуже точною для передбачення вла-

стивостей простих рiдин [135]. Порiвняння результатiв обох теорiй для тиску i

хiмiчного потенцiалу (рисунок 3.1) при трьох рiзних температурах показує, що

теорiя Баркера-Хендерсона здатна дати вiдносно точнi результати при малих i

середнiх густинах. При високих значеннях густин передбачення теорiї Баркера-

Хендерсона є дещо менш точними.

Далi ми виконуємо розрахунки для фазових дiаграм полiдисперсної версiї

моделi при рiзних значеннях iндекса полiдисперсностi I. Нашi результати для мо-

делi з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї представленi на рисунку 3.2,

а для моделi з полiдисперснiстю як по енергiї взаємодiї, так i по розмiру твердої

сфери показанi на рисунку 3.3. Коли I = 1, фазова дiаграма мiстить звичай-

не закiнчення бiнодалi в критичнiй точцi. В цьому випадку кривi хмари та тiнi

збiгаються, а критична точка знаходиться в їх максимумi. А для полiдисперсної

системи (I 6= 1), для кожної густини материнської фази ρ(0), є рiзнi бiнодалi. Ко-

жна бiнодаль є обрiзана при максимальнiй температурi з вiдповiдними густинами,

ρ(1) та ρ(2), якi лежать на кривих хмари та тiнi, вiдповiдно. Для критичного зна-

чення ρ(0), ρ(0) = ρcr, вiдповiдна бiнодаль проходить через перетин кривих хмари

та тiнi. Це вiдбувається при T = Tcr i, оскiльки ρcr = ρ(1) = ρ(2) = ρ(0), то точка

(ρcr, Tcr) є критичною точкою, де двi спiвiснуючi фази, (1) та (2), стають iденти-
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Рис. 3.1. Тиск як функцiя вiд густини (верхня панель) та хiмiчний потенцiал як
функцiя вiд густини (нижня панель) вздовж трьох iзотерм; набiр верхнiх
кривих вiдповiдає температурi T ∗ = 2.5, набiр середнiх кривих вiдповiд-
ає температурi T ∗ = 2 i нижнi кривi належать температурi T ∗ = 1.5.
Хрестиками позначено результати базисного гiперланцюжкового набли-
ження, а суцiльнi лiнiї вiдповiдають результатам теорiї збурень Баркера-
Хендерсона другого порядку.
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чними. Нас цiкавить фазова поведiнка системи при вiдносно великих значеннях

полiдисперсностi. При малiй полiдисперсностi система має тiльки одну критичну

точку [9, 11, 15, 16, 20], яка є наслiдком звичайної критичної точки фазового пе-

реходу газ-рiдина (ГР) вiдповiдної версiї монодисперсної системи. Iз збiльшенням

полiдисперсностi системи виникає додаткова критична точка, яка зумовлена по-

лiдисперснiстю. Цей ефект на якiсному рiвнi опису ван дер Ваальса спостерiгався

Беллiер-Кастеллою та спiвавторами [4, 7]. Друга критична точка, яку ми позна-

чаємо як полiдисперсну (П) критичну точку, знаходиться при бiльших значеннях

густини та при нижчих значеннях температури. Така ситуацiя спостерiгається для

обох дослiджуваних типiв полiдисперсностi (рисунки 3.2 та 3.3). Iз збiльшенням

полiдисперсностi, обидвi, РГ та П, критичнi точки рухаються одна до одної i, при

певному граничному значеннi полiдисперсностi вони зливаються в одну точку.

При бiльшому значеннi полiдисперсностi вiд цього граничного значення не iснує

критичних точок (рисунок 3.2, нижня панель). З подальшим збiльшенням полi-

дисперсностi i при нижчих температурах ми очiкуємо, що двофазне спiвiснування

стане нестабiльним i з’явиться область трифазного спiвiснування. Для дослiджу-

ваних тут, вiдносно високих, значень полiдисперсностi ми спостерiгаємо досить

незвичайну форму для кривих хмари та тiнi. Для обох типiв полiдисперсностi

вони представленi замкненими кривими елiпсоїдальної та ∆-подiбної форми для

кривих тiнi, якi наведенi на рисунку 3.2 та рисунку 3.3, вiдповiдно, та замкнени-

ми кривими лiнiйної форми для кривих хмари (рисунки 3.2 та 3.3). В останньому

випадку рiдинна та газова вiтки кривих хмари майже збiгаються для великих

значень полiдисперсностi ( 3.2 i 3.3, нижнi панелi). З подальшим зростанням по-

лiдисперсностi кривi хмари та тiнi скорочуються i остаточно зникають.

Накiнець, на рисунку 3.4 ми зображаємо функцiї розподiлу полiдисперсної

сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Морзе i з полiдисперснiстю по розмiрах та енер-

гiї взаємодiї при двох значеннях температури, одне з яких є вище, а друге нижче

вiд температури другої критичної точки (П), тобто, T ∗ = 1.9 i T ∗ = 1.4, вiдповiд-

но. Ми представляємо функцiї розподiлу спiвiснуючих фаз на критичнiй бiнодалi

при T ∗ = 1.4 (рисунок 3.4, верхня панель) i на спiвiснуючих кривих хмари та



80

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

 2.2

 2.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Τ∗

ρ∗

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

 2.2

 2.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Τ∗

ρ∗

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

 2.2

 2.4

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Τ∗

ρ∗

Рис. 3.2. Фазовi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю
Морзе i з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї в координатах
(ρ∗, T ∗) для трьох рiзних значень iндекса полiдисперсностi I, I = 1.02967
(верхня панель), I = 1.034 (середня панель) та I = 1.035 (нижня панель),
якi отриманi за допомогою теорiї збурень Баркера-Хендерсона другого
порядку. I якi включають в себе кривi хмари (суцiльна лiнiя) та тiнi
(пунктирна лiнiя), двi критичнi точки та критичнi бiнодалi (штриховi
лiнiї). Жирними точками позначено розташування критичних точок.
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Рис. 3.3. Фазовi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю
Морзе i з полiдисперснiстю як по розмiрах частинок, так i по енергiї
взаємодiї в координатах (ρ∗, T ∗) для трьох рiзних значень iндекса полi-
дисперсностi I, I = 1.035 (верхня панель), I = 1.045 (середня панель)
та I = 1.055 (нижня панель), якi отриманi за допомогою теорiї збу-
рень Баркера-Хендерсона другого порядку. I якi включають в себе кривi
хмари (суцiльна лiнiя) та тiнi (пунктирна лiнiя), двi критичнi точки та
критичнi бiнодалi (штриховi лiнiї). Жирними точками позначено розта-
шування критичних точок.
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тiнi при T ∗ = 1.4 (рисунок 3.4, середня панель) та T ∗ = 1.9 (рисунок 3.4, нижня

панель). Як вiдомо з [9, 11, 15, 16], на бiнодалi частинки з бiльшими значеннями

ξ фракцiонують в рiдку фазу, а частинки з меншими значеннями ξ фракцiону-

ють в газову фазу. Фракцiонування частинок до фази тiнi дослiджуваної моделi

залежить вiд температури. Для температури вищої вiд критичної температури,

яка зумовленою полiдисперснiстю (П), ми спостерiгаємо фракцiонування звичай-

ного типу, тобто рiдинна фаза тiнi мiстить частинки з бiльшим значенням ξ, нiж

(вiдповiдна спiвiснуюча з нею) газова фаза хмари, у той час як газова фаза тi-

нi мiстить частинки з меншим значенням ξ, нiж (вiдповiдна спiвiснуюча з нею)

рiдка фаза хмари (рисунок 3.4, нижня панель). Зазначимо, що функцiї розподiлу

для газової i рiдинної фаз хмари є завжди однаковi i спiвпадають з функцiєю

розподiлу материнської фази. Ситуацiя змiнюється при температурах нижчих вiд

температури другої критичної точки (рисунок 3.4, середня панель). В цьому ви-

падку як рiдинна, так i газова фази тiнi мiстять частинки з меншим значенням

ξ, нiж рiдинна i газова фази хмари. У той же час рiдинна фаза тiнi має частинки

з бiльшим значенням ξ, нiж газова фаза тiнi. Така поведiнка моделi пов’язана з

тим, що при температурах, якi є нижчими вiд температури другої критичної то-

чки, обидвi вiтки кривої тiнi розташованi злiва вiд обох вiток кривої хмари. Тобто,

густина фаз тiнi є завжди нижча вiд густини фаз хмари.

3.1.5. Висновки

В цьому пiдроздiлi представлено узагальнення термодинамiчної теорiї збу-

рень Баркера-Хендерсона другого порядку для опису фазової поведiнки полiдис-

персної сумiшi твердих сфер, мiжчастинкова взаємодiя якої описується потенцi-

алом типу Морзе. Для перевiрки точностi теорiї, ми порiвнюємо її передбачення

для граничного випадку монодисперсної системи з передбаченнями дуже точного

базисного гiперланцюжкового наближення. Теорiя використана для опису фазо-

вої поведiнки газ-рiдина сумiшi з рiзними типами та ступенями полiдисперсностi.

В узгодженнi з попереднiми дослiдженнями [4, 7], якi були проведенi на якiсно-
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Рис. 3.4. На верхнiй панелi зображено материнську f (0)(ξ) (суцiльна лiнiя) та до-
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рiдиннiй фазi, пунктирна лiнiя) функцiї розподiлу для критичної бiно-
далi при I = 1.055 та T ∗ = 1.4. На середнiй панелi показано f (1)(ξ)
(вiдповiдає газовiй тiнi, штрихова лiнiя), f (2)(ξ) = f (0)(ξ) (вiдповiдає рi-
диннiй i газовiй хмарi, суцiльна лiнiя) та f (1)(ξ) (вiдповiдає рiдиннiй тiнi,
пунктирна лiнiя) функцiї розподiлу при I = 1.055 та T ∗ = 1.4. На нижнiй
панелi показано те саме, що i на середнiй панелi, тiльки при T ∗ = 1.9.
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му рiвнi опису ван дер Ваальса, ми спостерiгаємо появу другої критичної точки,

яка зумовлена полiдисперснiстю. Iз збiльшенням полiдисперсностi цi двi крити-

чнi точки зливаються, i врештi-решт зникають. Тобто для полiдисперсностi, яка

є бiльшою за деяке певне порогове значення, немає критичних точок. Вiдповiднi

кривi хмари та тiнi представленi замкненими кривими з газовими та рiдинни-

ми вiтками кривих хмари, якi майже збiгаються з збiльшенням полiдисперсностi.

З подальшим зростанням полiдисперсностi кривi хмари та тiнi скорочуються i

врештi-решт зникають.

3.2. Двофазна та трифазна рiвновага в полiдисперснiй
сумiшi юкавiвських твердих сфер.
Високотемпературне та середньосферичне
наближення

Використовуючи високотемпературне(ВТН) та середньосферичне наближе-

ння(ССН) дослiджено фазову поведiнку полiдисперсної сумiшi юкавiвських твер-

дих сфер при високих ступенях полiдисперсностi. Застосовано схему, яка була роз-

винена для обчислення фазових дiаграм полiдисперсних сумiшей, якi описуються

моделями обрiзаної вiльної енергiї, тобто моделями, вiльна енергiя Гельмгольца

яких визначається обмеженим числом узагальнених моментiв функцiї розподiлу.

В топологiї двофазних дiаграм при високому ступенi полiдисперсностi спостерi-

гаються деякi новi властивостi: кривi хмари та тiнi перетинаються двiчi, i кожна

з них утворює замкнену петлю елiпсоїдальної форми, причому рiдинна i газова

вiтки кривої хмари майже збiгаються. При певному граничному значеннi iнде-

кса полiдисперсностi кривi хмари та тiнi скорочуються i зникають. Вище, нiж це

граничне, значення iндекса полiдисперсностi при нижчих температурах зумов-

лює появу трифазної рiвноваги. Представлено i проаналiзовано вiдповiднi фазовi

дiаграми разом з функцiями розподiлу трьох спiвiснуючих фаз. Спостерiгається

загалом добре узгодження мiж результатами двох рiзних теоретичних методiв,

тобто ВТН i ССН. Нашi результати пiдтверджують якiснi передбачення для три-
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фазного спiвiснування, якi були отриманi ранiше в рамках наближення ван дер

Ваальса.

3.2.1. Вступ

Недавно, викристовуючи схему, яка грунтується на наближеннi ван дер Ва-

альса, було описано трифазну рiвновагу в полiдисперснiй колоїднiй сумiшi з висо-

ким ступенем полiдисперсностi [7]. В даному пiдроздiлi ми пропонуємо в рамках

ВТН та ССН вiдповiдне узагальнення схеми, яка була використана в [7]. Ми ви-

користовуємо схему, яка була розвинена для вивчення двофазної та трифазної

рiвноваги в колоїднiй сумiшi з високим ступенем полiдисперсностi. Даний пiдроз-

дiл органiзований таким чином: у наступнiй секцiї 3.2.2 ми описуємо модель, в

секцiї 3.2.3 ми представляємо аналiтичнi вирази для термодинамiчних властиво-

стей розглядуваної моделi, якi отриманi за допомогою ВТН та ССН i обговорюємо

схему, яка необхiдна для розрахунку двофазних та трифазних дiаграм. У секцiї

3.2.4 ми представляємо i обговорюємо результати цих обчислень. Нашi висновки

представленi в секцiї 3.2.5.

3.2.2. Модель

Ми розглядаємо рiдину з мiжчастинковою взаємодiєю, яка представлена

наступним потенцiалом твердих сфер Юкави

UHSY (ξ, ξ′; r) =

{
∞ , r ≤ σ(ξ, ξ′)

−ε0
r
A(ξ)A(ξ′)

z e−z[r−σ(ξ,ξ
′)] , r > σ(ξ, ξ′),

(3.49)

де ξ є атрибут полiдисперсностi, тобто неперервний варiант (неперервна вер-

сiя) iндексу сорту, σ(ξ) є дiаметр твердосферної частинки сорту ξ, σ(ξ, ξ′) =

[σ(ξ) + σ(ξ′)]/2, zn та ε0 є довжина екранування та сила взаємодiї потенцiалу

Юкави, вiдовiдно. Рiдина характеризується температурою T (чи β = (kBT )−1, де

kB є стала Больцмана), загальною густиною ρ, та функцiєю розподiлу сортiв f(ξ)

(
∫
f(ξ)dξ = 1).
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3.2.3. Теорiя

Використовуючи ВТН та ССН ми тут описуємо термодинамiчнi властивостi

розглядуваної моделi. Обидвi теорiї були використанi ранiше [9, 20] для вивчен-

ня фазової поведiнки полiдисперсних колоїдних сумiшей з парним потенцiалом

вище згаданого типу (3.49). Тому тут ми представимо тiльки кiнцевi вирази для

величин, якi необхiднi для розрахункiв наших фазових дiаграм. Для детальної

iнформацiї про пiдходи ВТН та ССН ми посилаємося на оригiнальнi публiкацiї.

3.2.3.1. Високотемпературне наближення

Вiдповiдно до ВТН, вiльна енергiя Гельмгольца A може бути записана як

сума двох доданкiв: вiльної енергiї базисної системи (Aref) та доданку, який описує

внесок потенцiалу Юкави до вiльної енергiї (A1):

A = Aref + A1 = AHS + A1. (3.50)

Тут Aref = AHS, де AHS є вiльна енергiя твердосферної рiдини, а для A1 ми

маємо:

βA1

V
= −2πβε0

z

∫
dξ

∫
dξ′ρ(ξ)ρ(ξ′)A(ξ)A(ξ′)G̃(HS)(ξ, ξ′; z), (3.51)

де G̃(HS)(ξ, ξ′; z) є образ Лапласа радiальної функцiї розподiлу твердих сфер

G̃(HS)(ξ, ξ′; z) = ezσ(ξ,ξ
′)

∞∫
0

drre−zrg(HS)(ξ, ξ
′; r). (3.52)

Для радiальної функцiї розподiлу тут ми використовуємо наближення Перкуса-

Євiка, оскiльки є вiдомий аналiтичний вираз для її образу Лапласа. Всi iншi тер-

модинамiчнi величини можуть бути отриманi з використання виразу для вiльної

енергiї Гельмгольца (3.50) та стандартних термодинамiчних спiввiдношень, тобто

диференцiюючи A по густинi, ми отримуємо вираз для хiмiчного потенцiалу:

βµ(ξ) =
δ

δρ(ξ)

(
βA

V

)
, (3.53)
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а вираз для тиску системи P може бути розрахований на пiдставi наступного

загального спiввiдношення:

βP = β

∫
dξρ(ξ)µ(ξ)− βA

V
. (3.54)

В вище ззгаданих виразах AHS та µ(ξ)(HS) розраховуються за допомогою вiдпо-

вiдних виразiв Мансурi-Карнахана-Старлiнга-Леланда-Бублика [133].

В рамках пiдходу ВТН наша модель належить до класу ’моделей з обрiза-

ною вiльною енергiєю’, тобто моделей, термодинамiчнi властивостi (вiльна енер-

гiя Гельмгольца, хiмiчний потенцiал, тиск) яких визначаються обмеженим числом

узагальнених моментiв функцiї розподiлу. В данiй роботi (пiдроздiлi, другiй ча-

стинi даного роздiлу) ми маємо наступнi моменти:

ml,0 =

∫
dξρ(ξ)ml,0(ξ)f(ξ) , ml,0(ξ) = σl(ξ) , (3.55)

ml,ϕ =

∫
dξρ(ξ)ml,ϕ(ξ)f(ξ) ,

ml,ϕ(ξ) = σl(ξ)ϕ(z, σ(ξ)) , ϕ(z, σ(ξ)) =
1

z2
(1− zσ(ξ)− e−zσ(ξ)), (3.56)

ml,A =

∫
dξρ(ξ)ml,A(ξ)f(ξ) , ml,A(ξ) = σl(ξ)A(ξ). (3.57)

Далi, ми тут представляємо остаточнi аналiтичнi вирази для термодинамi-

чних властивостей (вiльної енергiї Гельмгольца, хiмiчного потенцiалу та тиску),

якi вираженi через узагальненi моменти (3.55)-(3.57). Для вiльної енергiї Гельм-

гольца маємо:

βA1

V
= −2πβε0

Q0,A(z)

z3D0(z)
, (3.58)

де

D0(z) = ∆2 − 2π

z

(
∆ +

πm3,0

2

)(
m0,ϕ +

m2,0

2

)
− 2π

{
∆m1,ϕ

+
π

4

[
m2,ϕ

(
m2,0 + +2m0,ϕ

)
− 2

(
m1,ϕ

)2]}
, ∆ = 1− πm3,0

6
, (3.59)



88

Q0,A(z) =

{
∆

(
m0,A

)2

+
π

2

[(
m3,0 + zm2,ϕ

)(
m0,A

)2

+

(
z

2
m2,0 + zm0,ϕ

)(
m1,A

)2]
+ z

(
∆− πm1,ϕ

)
m1,Am0,A

}
. (3.60)

Диференцiюючи βA1

V по густинi, ми отримуємо вираз для хiмiчного потенцiалу

βµ1(ξ):

βµ1(ξ) = − 2πβε0
z3D0(z)

(
δQ0,A(z)

δρ(ξ)
− Q0,A(z)

D0(z)

δD0(z)

δρ(ξ)

)
, (3.61)

де

δQ0,A(z)

δρ(ξ)
=

{
π

(
m3,0(ξ)

3
+
zm2,ϕ(ξ)

2

)(
m0,A

)2

+

(
2∆ + πm3,0 + πzm2,ϕ

)
m0,Am0,A(ξ) + πz

[
1

2

(
m2,0(ξ)

2
+m0,ϕ(ξ)

)(
m1,A

)2

+

(
m2,0

2
+m0,ϕ

)
m1,Am1,A(ξ)−

(
m3,0(ξ)

6
+m1,ϕ(ξ)

)
m0,Am1,A

+

(
∆

π
−m1,ϕ

)(
m0,Am1,A(ξ) +m1,Am0,A(ξ)

)]}
,(3.62)

δD0(z)

δρ(ξ)
= 2π

{
1

3
πm3,0(ξ)

[
1

2
m1,ϕ −

1

z

(
m0,ϕ +

1

2
m2,0

)]
−∆

(
1

6
m3,0(ξ)

+m1,ϕ(ξ)

)
−
(

1

2
m2,0(ξ) +m0,ϕ(ξ)

)[
1

z

(
∆ +

1

2
πm3,0

)
+

1

2
πm2,ϕ

]
−1

4
πm2,ϕ(ξ)

(
m2,0 + 2m0,ϕ

)
+ πm1,ϕm1,ϕ(ξ)

}
. (3.63)

3.2.3.2. Середньосферичне наближення

Теорiя ССН включає в себе рiвняння Орнштейна-Цернiке

h(r12; ξ1, ξ2) = c(r12; ξ1, ξ2) + ρ

∞∫
0

dξ3f(ξ3)

∫
dr3c(r13; ξ1, ξ3)h(r32; ξ3, ξ2), (3.64)

та наступнi спiввiдношення замикання:

{
c(r12; ξ1, ξ2) = βε0

r12

A(ξ1)A(ξ2)
z e−z[r12−σ(ξ1,ξ2)] , r12 > σ(ξ1, ξ2),

h(r12; ξ1, ξ2) = −1, r12 ≤ σ(ξ1, ξ2)
(3.65)
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Для багатокомпонентної версiї моделi, розв’язок цiєї системи рiвнянь зво-

диться до розв’язку одного нелiнiйного алгебраїчного рiвняння для параметру

масштабування Γ [136]. В результатi цього, всi термодинамiчнi властивостi моделi

можуть бути вираженi через цей параметр масштабування [136]. Зовсiм недав-

но цi вирази були представленi в формi, яка придатна для розрахункiв фазової

поведiнки полiдисперсної версiї розглядуваної моделi [9]. Слiдуючи [9] маємо:

β(A− AHS) = βEY +
Γ2

3π

(
Γ +

3

2
z

)
, (3.66)

EY та Γ визначаються наступним чином:

βEY = K

{
ρΓ

∞∫
0

dξf(ξ)A(ξ)λ(ξ) +
π

2∆

[λ1]
2

1 + φ1
+ ∆N(λ0 + λ1EN)

}
, (3.67)

де K = −βε0, ∆ = 1− η, η є упаковка i

EN =
z

2
+ Γ− π

2∆

η1
1 + φ1

, (3.68)

β(P − PHS) = −Γ2

3π

(
Γ +

3

2
z

)
+
πK

2∆2
PN

(
PN +

2z∆

π
∆N

)
, (3.69)

з

PN =
λ1 − η1∆N

1 + φ1
− z∆

π
∆N . (3.70)

Вклад потенцiалу Юкави до хiмiчного потенцiалу:

ρβ

K
µ
(ex)
Y U (ξ) = ρλ(ξ)[A(ξ)Γ + ∆N(1 + σEN)] +

δ{∆N}
δ{f(ξ)}

(λ0 + λ1EN) +
πρ

2∆

×σ(ξ)λ1
1 + φ1

{
(λ1 −∆Nη1)

(
π

6∆
σ2(ξ)− φ(ξ)

)
λ1 −∆Nη1

1 + φ1
+ 2λ(ξ)−∆Nη(ξ)

}
. (3.71)

Γ задовольняє наступне нелiнiйне алгебраїчне рiвняння:

Γ2 + zΓ = −πKD, (3.72)

з

D = ρ

∞∫
0

dξf(ξ)[X(ξ)]2, (3.73)
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та

X(ξ) = λσ(ξ)− λ1φ(ξ)

1 + φ1
−∆N

(
η(ξ)− η1φ(ξ)

1 + φ1

)
, (3.74)

де ∆N , λ(ξ), λ0, λ1, φ(ξ), φ0, φ1, η(ξ), η0, η1 мають такий вигляд:

∆N =
2π∆N [λ]

z2∆(1 + φ(1)) + 2π∆N [η]
,

∆N [χ] = χ1

(
φ0 −

z

2
− Γ− πm2,0

2∆

)
− χ0(1 + φ1), (3.75)

де χl ставиться як для λl, так i для ηl.

φl = ρ

∞∫
0

dξf(ξ)σl(ξ)φ(ξ) , φ(ξ) =
π

2∆

σ2(ξ)Φ0(zσ)

1 + Φ0(zσ)σ(ξ)Γ
, (3.76)

ηl = ρ

∞∫
0

dξf(ξ)σl(ξ)η(ξ) , η(ξ) =
z2σ3(ξ)Ψ1(zσ)

1 + Φ0(zσ)σ(ξ)Γ
, (3.77)

λl = ρ

∞∫
0

dξf(ξ)σl(ξ)λ(ξ) , λ(ξ) =
A(ξ)

1 + Φ0(zσ)σ(ξ)Γ
, (3.78)

ml,0 = ρ

∞∫
0

dξf(ξ)σl(ξ) ,
π

6
m3,0 = η. (3.79)

В вище записаних виразах було введено такi функцiї:

Φ0(x) =
1

x
(1− e−x) , Ψ1(x) =

1

x2

[
− 1 +

(
1 +

x

2

)
Φ0(x)

]
. (3.80)

Також хiмiчний потенцiал включає в себе такi функцiональнi похiднi:

δ{∆N}
δ{f(ξ)}

=
2π

z2∆(1 + φ1) + 2π∆N [η]

[
δ{∆N [λ]}
δ{f(ξ)}

−∆N

{
δ{∆N [η]}
δ{f(ξ)}

−
(
σ2(ξ)

12
− ∆

2π
φ(ξ)

)
z2σ(ξ)ρ

}]
, (3.81)
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та

1

ρ

δ{∆N [χ]}
δ{f(ξ)}

=

{
σ(ξ)

(
φ0 −

z

2
− Γ− πm2,0

2∆

)
− φ1 − 1

}
χ(ξ) +

{
φ(ξ)

+
π

2∆
σ2(ξ)

[
σ(ξ)

(
1

3
φ0 −

πm2,0

6∆

)
− 1

]}
χ1 −

{
φ(ξ) +

π

6∆
σ2(ξ)φ1

}
σ(ξ)χ0, (3.82)

i тут знову χ ставляться як для {λ0, λ1, λ(ξ)} з рiвняння (3.78), так i для

{η0, η1, η(ξ)} з рiвняння (3.77).

3.2.3.3. Умови фазової рiвноваги

Ми припускаємо, що при певнiй температурi T , система, яка характеризує-

ться материнською густиною ρ(0) i функцiєю розподiлу материнської фази f (0)(ξ)

роздiляється на q дочiрнiх фаз з густинами ρ(1), ρ(2), ... , ρ(q), i q дочiрнiми фун-

кцiями розподiлу f (1)(ξ), f (2)(ξ), ... , f (q)(ξ). Умови фазової рiвноваги означають

рiвнiсть тиску P та хiмiчного потенцiалу µ(ξ) в кожнiй з q фаз, тобто

P (1)(T, [f (1)(ξ)]) = P (2)(T, [f (2)(ξ)]) = ... = P (q)(T, [f (q)(ξ)]), (3.83)

та

µ(1)(ξ, T, [f (1)(ξ)]) = µ(2)(ξ, T, [f (2)(ξ)]) = ... = µ(q)(ξ, T, [f (q)(ξ)]). (3.84)

Тут [f(ξ)] позначає функцiональну залежнiсть вiдповiдної величини вiд функцiї

розподiлу f(ξ). Фазовий подiл обмежується збереженням загального числа части-

нок кожного сорту ξ та збереженням загального об’єму, який зайнятий материн-

ською фазою, тобто,

f (0)(ξ) =

q∑
α

f (α)(ξ)x(α), (3.85)

та

υ0 =

q∑
α

υ(α)x(α), (3.86)

де x(α) = N (α)/N (0) є вiдношення загального числа частинок в фазi α до загально-

го числа частинок в материнськiй фазi, υ(α) = 1/ρ(α), (α = 1, 2, 3, ..., q). Накiнець,
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умова нормування функцiї розподiлу f (α)(ξ)∫
f (α)(ξ)dξ = 1 (3.87)

в рiвняннi (3.85) означає збереження загального числа частинок:

1 =

q∑
α

x(α). (3.88)

Розв’язок системи рiвнянь (3.83)-(3.88) дає густини спiвiснуючих фаз ρ(q)

i їхнi функцiї розподiлу f (q)(ξ). Однак, через функцiональну залежнiсть вiльної

енергiї Гельмгольца системи вiд функцiї розподiлу f(ξ), розв’язання цiєї системи

рiвнянь без подальшого спрощення є майже неможливим. Проте, для моделей з

ОВЕ iнує значне спрощення. Для цього класу моделей, система функцiональних

рiвнянь (3.83)-(3.88) може бути записана як система рiвнянь для узагальнених

моментiв функцiї розподiлу f(ξ) [4, 5, 7, 8]. В данiй частинi роботи ми дотриму-

ємося схеми, яка була розвинена Ксю та Баусом [4, 7, 8] i представляємо систему

рiвнянь (3.83)-(3.88) для двофазної та трифазної рiвноваги в термiнах узагаль-

нених моментiв (3.55)-(3.57). Для полiдисперсної сумiшi твердих сфер Юкави, з

полiдисперснiстю по розмiрах та по енергiї, в рамках ВТН, термодинамiка систе-

ми описується набором з дев’яти узагальнених моментiв (3.55)-(3.57) та набором

з десяти узагальнених моментiв (3.76)-(3.79) i параметра масштабування Γ в рам-

ках ССН. Далi ми умовно позначимо цi моменти mk i використаємо наступне

означення:

mk = ρ

∫
mk(ξ)f(ξ)dξ. (3.89)

Зазначимо, що цей набiр також включає загальну густину системи, тобто m0(ξ) =

1 i m0 = ρ.

3.2.3.4. Двофазне спiвiснування

У випадку двофазної рiвноваги (α = 1, 2) умови (3.83)–(3.88) приводять до

наступної системи, рiвняння якої виражаються через узагальненi моменти mk:

P (1)(T, {m(1)
k }) = P (2)(T, {m(2)

k }), (3.90)
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m
(1)
k = m

(1)
0

∫
m

(1)
k (ξ)f (0)(ξ)H(ξ, T,m

(2)
0 , {m(1)}{m(0)})dξ, k 6= 0, (3.91)

m
(2)
k = m

(2)
0

∫
m

(2)
k (ξ)f (0)(ξ)

×
[
v2 − v1
v0 − v1

+
v2 − v0
v1 − v0

H(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)})

]
dξ, k 6= 0. (3.92)

∫
f (α)(ξ)dξ = 1, for α = 1 or α = 2, (3.93)

з k = 1 . . . 8 для ВТН i k = 1 . . . 9 для ССН. В останньому випадку ця система

рiвнянь доповнюється наступними двома рiвняннями для параметрiв масштабу-

вання Γ(1) i Γ(2).

Γ(α) = −πKD
(α)

z + Γ(α)
, α = 1, 2 (3.94)

Тут
{
m(q)

}
позначає набiр всiх моментiв в фазi q,

f (1)(ξ) = f (0)(ξ)H(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)}), (3.95)

f (2)(ξ) =
v2 − v1
v0 − v1

f (0)(ξ) +
v2 − v0
v1 − v0

f (1)(ξ), (3.96)

H(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)}) =

(ρ(1) − ρ(2))A12(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)})

(ρ(1)ρ(2)/ρ(0) − ρ(2)) + (ρ(1) − ρ(1)ρ(2)/ρ(0))A12(ξ, T,m
(2)
0 , {m(1)}{m(0)})

, (3.97)

A12(ξ, T, {m(1)}{m(2)}) =
ρ(2)

ρ(1)
exp[µ(2)ex (ξ, T, {m(2)})− µ(1)ex (ξ, T, {m(1)})], (3.98)

а µ(q)ex є надлишкове (вiд iдеального газу) значення хiмiчного потенцiалу в фазi

q. Розв’язок цiєї двофазної задачi (рiвняння 3.90),(3.93) та (3.91),(3.92), для даної

температури T , для густини материнської фази ρ(0), i для материнської функцiї

розподiлу сортiв f (0)(ξ) дає спiвiснуючi густини ρ(α) двох нових (дочiрнiх) фаз i

вiдповiднi функцiї розподiлу по сортах в кожнiй дочiрнiй фазi f (α)(ξ), α = 1, 2.
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Спiвiснуючi густини для рiзних температур дають бiнодалi, якi закiнчую-

ться при температурi, для якої густина однiєї з фаз є рiвна густинi материнської

фази ρ(0). Цi кiнцевi точки утворюють спiвiснуючi кривi хмари та тiнi, якi перети-

наються в критичнiй точцi, яка характеризується критичною температурою Tcr та

критичною густиною ρcr = ρ(1) = ρ(2) = ρ(0). Кривi хмари та тiнi можна отрима-

ти як спецiальний розв’язок загальної задачi на спiвiснування, коли властивостi

однiєї фази дорiвнюють властивостям материнської фази: припускаючи, що фаза

2 є фаза хмари, тобто, ρ(2) = ρ(0), i слiдуючи вище описанiй схемi ми прийдемо

до такої самої системи рiвнянь, але з ρ(2) та f (2)(ξ) замiненими на ρ(0) i f (0)(ξ),

вiдповiдно.

3.2.3.5. Трифазне спiвiснування

В випадку трифазної рiвноваги, умови фазової рiвноваги (3.83)–(3.88) при-

водять до наступної системи рiвнянь:

P (1)(T, {m(1)
k }) = P (2)(T, {m(2)

k }) = P (3)(T, {m(3)
k }), (3.99)∫

f (1)(ξ)dξ = 1,

∫
f (2)(ξ)dξ = 1, (3.100)

m
(α)
k = m

(α)
0

∫
m

(α)
k (ξ)f (0)(ξ)Hα(ξ)dξ, k 6= 0, α = 1, 2, 3. (3.101)

з k = 1 . . . 8 для ВТН та k = 1 . . . 9 для ССН. В останньому випадку ця система

рiвнянь доповнюється наступними трьома рiвняннями для параметрiв масштабу-

вання Γ(1), Γ(2) та Γ(3).

Γ(α) = −πKD
(α)

z + Γ(α)
, α = 1, 2, 3 (3.102)

Тут

f (1)(ξ) = f (0)(ξ)H1(ξ), H1(ξ) =
A13(ξ)

x1A13(ξ) + x2A23(ξ) + x3
, (3.103)

f (2)(ξ) = f (0)(ξ)H2(ξ), H2(ξ) =
A23(ξ)

x1A13(ξ) + x2A23(ξ) + x3
, (3.104)
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f (3)(ξ) = f (0)(ξ)H3(ξ), H3(ξ) =
1

x1A13(ξ) + x2A23(ξ) + x3
. (3.105)

A13(ξ) =
ρ(3)

ρ(1)
exp[µ(3)ex (ξ, T, {m(3)})− µ(1)ex (ξ, T, {m(1)})], (3.106)

A23(ξ) =
ρ(3)

ρ(2)
exp[µ(3)ex (ξ, T, {m(3)})− µ(2)ex (ξ, T, {m(2)})], (3.107)

x1 = 1− x3 −
v0 − v1 + x3(v1 − v3)

v2 − v1
, x2 =

v0 − v1 + x3(v1 − v3)
v2 − v1

. (3.108)

Розв’язок цiєї системи рiвнянь для даної температури T , густини материн-

ської фази ρ(0), i материнської функцiї розподiлу f (0)(ξ) дає спiвiснуючi густини

ρ(α) трьох нових (дочiрнiх) фаз i вiдповiднi функцiї розподiлу по сортах в кожнiй

фазi f (α)(ξ), α = 1, 2, 3.

3.2.4. Результати i обговорення

В цiй частинi ми представляємо чисельнi результати для фазової поведiнки

полiдисперсної сумiшi твердих сфер Юкави. Для того, щоб закiнчити опис си-

стеми, ми вибрали логарифмiчний (log-normal) розподiл для функцiї розподiлу

сортiв f(ξ) в материнськiй фазi, тобто

f (LN)(ξ) =
I√

2π ln I
exp

{
− ln2[I3/2ξ]

2 ln I

}
, (3.109)

де I є iндекс полiдисперсностi. В граничному, монодисперсному випадку (I =

1), цей розподiл являє собою дельта-функцiю Дiрака, δ(ξ − 1). I навпаки, коли

I стає дуже великим (I � 1), вище записаний розподiл стає дуже широким,

збiльшуючи при цьому вклад частинок з великим значенням ξ в фазову поведiнку.

Всi обчислення були проведенi для випадку парного потенцiалу Юкави (3.49)

iз z = 1.8σ0. Ми тут розглядаємо полiдисперснiсть тiльки по енергiї взаємодiї

парного потенцiалу A11(ξ). В цьому випадку ми вибрали A11(ξ) = A0ξ i σ(ξ) = σ0.



96

Тут, A0 = 1 i σ0 є розмiр твердої сфери для монодисперсної версiї моделi при

I = 1, який використовується як одиниця довжини. В подальшому густина ρ i

температура T є представленi в безрозмiрних величинах, тобто ρ∗ = ρσ30 i T ∗ =

kBT/ε0.

3.2.4.1. Двофазне спiвiснування

Використовуючи ВТН та ССН, ми порахували фазовi дiаграми для полiдис-

персної сумiшi твердих сфер Юкави при рiзних значеннях iндекса полiдисперсно-

стi. На рисунку 3.5 (верхня панель), ми показуємо фазову дiаграму газ-рiдина для

системи в граничному випадку, коли I = 1. В цьому випадку система є монодис-

персна i вiдповiднi кривi хмари та тiнi збiгаються з бiнодалями, а критична точка

розташована в їхньому максимумi. Крiм того, на цьому ж малюнку, ми представ-

ляємо фазову дiаграму, яка отримана за допомогою методу комп’ютерного мо-

делювання [137, 138]. Як можна було б очiкувати, узгодження мiж результатами

комп’ютерного моделювання i теоретичними результатами є достанньо хорошими,

а передбачення ССН є дещо точнiшими порiвняно з передбаченнями ВТН.

На рисунку 3.5 (нижнi панелi), ми демонструємо фазовi дiаграми для роз-

глядуваної моделi при низькому та середньому ступенях полiдисперсностi (I =

1.01 та I = 1.02). Тепер кривi хмари та тiнi є роздiленими, а положення бiно-

далей залежить вiд значення загальної густини материнської фази ρ(0). Кожна з

бiнодалей закiнчується на кривих хмари та тiнi. Вiдповiднi пари кiнцевих точок

вiдображають двi фази в рiвновазi з нескiнченно малою кiлькiстю фази, яка роз-

ташована на кривiй тiнi. Критична точка знаходиться на перетинi кривих хмари

та тiнi, а також бiнодалi з критичним значенням материнської загальної густини.

Такий тип фазової поведiнки є, швидше за все, стандартний i спостерiгався в рядi

попереднiх дослiджень [9, 20]. Проте при подальшому збiльшеннi полiдисперсно-

стi з’являються деякi новi властивостi. При малiй полiдисперсностi система має

тiльки одну критичну точку [9, 11, 15, 16, 20], яка є наслiдком звичайної крити-

чної точки переходу газ-рiдина (ГР) вiдповiдної версiї монодисперсної системи.

Iз зростанням полiдисперсностi з’являється додаткова критична точка, яка є зу-
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Рис. 3.5. Фазовi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю
Юкави i з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї в координатах
(ρ∗, T ∗) при низькому (I = 1.01, лiва нижня панель) та середньому
(I = 1.02, права нижня панель) ступенях полiдисперсностi, якi отри-
манi за допомогою ВТН (червонi i фiолетовi лiнiї) та ССН (чорнi та синi
лiнiї), i якi включають в себе кривi хмари (суцiльна лiнiя) та тiнi (пун-
ктирна лiнiя), двi критичнi точки та критичнi бiнодалi (штриховi лiнiї).
Жирними точками позначено розташування критичних точок. На верх-
нiй панелi продемонстровано фазовi дiаграми типу рiдина—газ для мо-
нодисперсної системи (I = 1), якi отриманi за допомогою ВТН (суцiльна
червона лiнiя), ССН (суцiльна чорна лiнiя) i результати комп’ютерного
моделювання (синi трикутники).
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Рис. 3.6. Фазовi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю
Юкави i з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї в координатах
(ρ∗, T ∗) для трьох рiзних значень iндекса полiдисперсностi I, I = 1.024
(лiва верхня панель),I = 1.028 (права верхня панель), I = 1.031 (лiва
нижня панель) та I = 1.032 (права нижня панель), якi отриманi за до-
помогою ВТН (червонi i фiолетовi лiнiї) та ССН (чорнi та синi лiнiї), i
якi включають в себе кривi хмари (суцiльна лiнiя) та тiнi (пунктирна лi-
нiя), двi критичнi точки та критичнi бiнодалi (штриховi лiнiї). Жирними
точками позначено розташування критичних точок.
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мовлена полiдисперснiстю (рисунок 3.6). Цей ефект на якiсному рiвнi опису ван

дер Ваальса був спостережений Беллiер-Кастеллою та спiвавторами [4, 7]. Друга

критична точка, яку ми позначаємо як полiдисперсну (П) критичну точка, знахо-

диться при бiльших значеннях густини i при нижчих значеннях температури. З

появою другої критичної точки кривi хмари та тiнi перетинаються двiчi i кожна

з них утворює замкнену петлю елiпсоїдальної форми. Iз зростанням полiдиспер-

сностi рiдинна i газова вiтки кривої хмари наближаються одна до одної.

Табл. 3.1. Параметри критичних точок, якi отриманi за допомогою ВТН (HTA)
та ССН (MSA) для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю
Юкави i з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї при трьох рiзних
значеннях iндекса полiдисперсностi I. При I = 1.032 критичнi точки
вiдсутнi.

I=1.024 I=1.028 I=1.031

HTA ρ∗cr,HTA
LG 0.405 0.44 0.49
P 0.77 0.684 0.603

HTA T ∗cr,HTA
LG 1.349 1.339 1.304
P 0.872 1.02 1.157

MSA ρ∗cr,MSA

LG 0.425 0.461 0.518
P 0.776 0.695 0.609

MSA T ∗cr,MSA

LG 1.298 1.288 1.247
P 0.85 0.993 1.133

На рисунку 3.6 зображено фазовi дiаграми, якi отриманi за допомогою ВТН

та ССН i якi включають двi критичнi точки, критичнi бiнодалi та кривi хмари та

тiнi. На лiвiй верхнiй панелi ми показуємо результати для iндексу полiдисперсно-

стi I = 1.024. В таблицi 3.1 приведено значення критичної густини i критичної

температури, якi отриманi за допомою ВТН та ССН при трьох рiзних iндексах

полiдисперсностi. На правiй верхнiй панелi (рисунок 3.6) ми показуємо резуль-

тати для iндекса полiдисперсностi I = 1.028. Iз збiльшенням полiдисперсностi

(I = 1.031), критичнi точки ГР та П рухаються одна до одної (рисунок 3.6, лi-

ва нижня панель), а вiдповiднi кривi хмари та тiнi скорочуються. При певному

граничному значеннi полiдисперсностi (I = 1.032) вони зливаються. Вище цього
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критичного значення немає критичних точок (рисунок 3.6, нижня права панель).

”Рiдинна” i ”газова” вiтки кривих хмари при великiй полiдисперсностi майже збi-

гаються (рисунок 3.6, нижня права панель). При подальшому зростаннi полiдис-

персностi кривi хмари та тiнi скорочуються i, врештi-решт, остаточно зникають.

Обидва теоретичнi наближення забезпечують кiлькiсно близькi передбаче-

ння для фазової поведiнки моделi. Полiдисперснiсть не суттєво змiнює спiввiд-

ношення мiж результатами ВТН та ССН, тобто, ВТН передбачає трохи вищу

критичну температуру i трохи нижчу критичну густину. Ми припускаємо, що так

само, як i в монодисперсному випадку (рисунок 3.5), ВТН є менш точним нiж

ССН. Зазначимо, що ВТН описує кореляцiї мiж частинками на рiвнi базисної си-

стеми (в даному випадку системи твердих сфер), нехтуючи при цьому внеском до

структури вiд притягувальної частини потенцiалу.

3.2.4.2. Трифазне фракцiонування

Як видно з попередньої частини пiдроздiлу, при вiдносно великих значеннях

iндекса полiдисперсностi I в фазовiй поведiнцi нашої системи з’являються деякi

новi властивостi, якi вiдсутнi при малих значеннях полiдисперсностi. Зокрема, при

граничному значеннi I (I = 1.032), критичнi точки зникають. Це є ознакою мо-

жливостi появи трифазної рiвноваги. При граничному значеннi полiдисперсностi

I = 1.032, iз зростанням температури i при певному її значеннi, система фракцiо-

нує в три спiвiснуючi фази. Ми вивчили цi переходи при трьох значеннях iндекса

полiдисперсностi I, тобто при I = 1.032, 1.036, 1.039. На рисунку 3.7 ми показує-

мо фазовi дiаграми системи при рiзних значеннях I, якi отриманi за допомогою

ВТН (суцiльна лiнiя) та ССН (пунктирна лiнiя). T ∗(1)(I) поначає граничну лiнiю мiж

однофазною i двофазною областями при iндексi полiдисперсностi I, а T ∗(2)(I) є гра-

нична лiнiя мiж двофазною та трифазною областями. Як видно на рисунку 3.7,

ССН змiщує граничну лiнiю T
∗(1)
(I),HTA, яка була отримана за допомогою ВТН, до

значно вищих значень, а T ∗(2)(I),HTA — до трохи нижчих значень. В таблицi 3.2 ми

представляємо результати для T ∗(1)(I) та I, а T ∗(2)(I) , якi отриманi за допомогою ВТН

та ССН при трьох рiзних значеннях iндекса полiдисперсностi I. Iз зростанням
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полiдисперсностi, двофазна область розширюється до бiльш ширшого дiапазону

температур. Це можна побачити на рисунку 3.7 i в таблицi 3.2. Зазначимо, що

в той час як на верхнiй панелi нова (третя фаза) є низькогустинна фаза, то на

нижнiй панелi новою фазою є середньогустинна фаза.

Табл. 3.2. Граничнi лiнiї, що обмежують дво- та трифазнi областi, якi отриманi
за допомогою ВТН та ССН для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з
взаємодiєю Юкави i з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї при
трьох рiзних значеннях iндекса полiдисперсностi I.

I=1.032 I=1.036 I=1.039

ВТН
T
∗(1)
(I) 1.373 1.486 1.577
T
∗(2)
(I) 1.251 1.244 1.242

ССН
T
∗(1)
(I) 2.414 2.823 3.160
T
∗(2)
(I) 1.217 1.220 1.218

Як зазначолось вище, полiдисперсну систему можна розглядати як суму не-

скiнченної кiлькостi компонент, кожна з яких характеризується неперервною змiн-

ною ξ. Таким чином, правило фаз Гiббса дозволяє фазове фракцiонування, скажi-

мо, у q фаз. Нехай полiдисперсна система фракцiонує на (q − 1)- фазову область

з визначеними граничними лiнiями (лiнiями, якi обмежують кожну область)

T
∗(1)
(I) > T

∗(2)
(I) > T

∗(3)
(I) > ... > T

∗(q−2)
(I) . Iз зростанням, як iндекса полiдисперсно-

стi I, так i q, при зниженнi температури T ∗(q−1)(I) , система фракцiонує в (q)-фазну

область. Варто зазначити, що в граничному, монодисперсному випадку (I = 1)

наша система має тiльки однофазну область (для T ∗ > T ∗cr) i двофазну область

(для T ∗ < T ∗cr). Коли I = 1, всi цi температури (T ∗(1)(I) , T
∗(2)
(I) , T

∗(3)
(I) , ..., T

∗(q−1)
(I) ) будуть

рiвними критичнiй температурi T ∗(1)(1) = T ∗cr.

Ми показуємо, як початковий логарифмiчний розподiл материнської фази,

f (0)(ξ), фракцiонує на три новi (дочiрнi) фази. Ступiнь фракцiонування зале-

жить вiд температури, i цi три новi (дочiрнi) функцiї розподiлу f (1)(ξ), f (2)(ξ)

i f (3)(ξ) змiнюються в залежностi вiд температури вздовж кривої спiвiснування.
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Рис. 3.7. Фазовi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю
Юкави i з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї для I = 1.032
(верхня панель), I = 1.036 (середня панель), I = 1.039 (нижня понель)
для ρ∗0 = 0.5365, якi отриманi за допомогою ВТН (суцiльна червона
лiнiя) та ССН (пунктирна чорна лiнiя).
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Рис. 3.8. Трифазне спiвiснування (верхнi панелi) для I = 1.039 та ρ∗0 = 0.5365,
яке отримано за допомогою ВТН (лiвий стовпець) та ССН (правий стов-
пець), i вiдповiднi спiвiснуючi функцiї розподiлу (по енергiї взаємодiї)
при T ∗ = 1.05 (середнi панелi) i T ∗ = 0.35 (нижнi панелi). Суцiльна
товста лiнiя показує материнську функцiю розподiлу f (0)(ξ), пунктирна
фаза вiдповiдає низькогустиннiй фазi, штрихова лiнiя вiдповiдає сере-
дньогустиннiй фазi, а суцiльна тонка лiнiя позначє високогустинну фазу.
Зеленi штриховi лiнiї позначають логарифмiчнi (log-normal) розподiли,
якi отримiнi з вiдповiдних дочiрнiх функцiй розподiлу (як зазначено у
текстi).
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На рисунку 3.8 показанi функцiї розподiлу полiдисперсної рiдини твердих сфер,

взаємодiя яких описується потенцiаломЮкави, з полiдисперснiстю по енергiї мiж-

частинкової взаємодiї при двох значеннях температури. Лiва колонка вiдповiдає

результатам, якi отриманi за допомогою ВТН, а права колонка вiдповiдає ре-

зультатам ССН. На верхнiх панелях зображено фазовi дiаграми при I = 1.039

i ρ∗0 = 0.5365. Також ми представляємо функцiї розподiлу спiвiснуючих фаз на

спiвiснуючих кривих трьох фаз при T ∗ = 1.05 (Рис. 3.8, середнi панелi) i T ∗ = 0.35

(Рис. 3.8, нижнi панелi). Подiбно, як i в випадку двофазної рiвноваги, частинки

з бiльшими значеннями ξ (сильнiше взаємодiючi частинки) фракцiонують в ви-

сокогустинну (рiдку) фазу, а частинки з меншими значеннями ξ фракцiонують в

низькогустинну (газову) фазу. Зi зниженням температури всi функцiї розподiлу

стають вужчими, а їхнi максимуми збiльшуються.

Також проаналiзовано форму дочiрнiх функцiй розподiлу f (1)(ξ), f (2)(ξ),

f (3)(ξ). Дослiджено на скiльки дочiрнi функцiї розподiлу вiдтворюють лога-

рифмiчнi (log-normal) розподiли. Щоб отримати iндекс полiдисперсностi, I =

m
(α)
2 /(m

(α)
1 )2, α = 1, 2, 3, з дочiрнiх функцiй розподiлу, використовуючи рiвня-

ння (3.103)–(3.105), було пораховано перших два моменти, m(α)
1 and m(α)

2 . З цих

моментiв, з використанням рiвняння (3.109), визначено логарифмiчнi (log-normal)

функцiї розподiлу для трьох дочiрнiх фаз (Рис. 3.8, зеленi пунктирнi лiнiї). Як

видно з рисунку 3.8, дочiрнi розподiли досить добре апроксимуються логарифмi-

чними (log-normal) розподiлами. Бiльшi вiдмiнностi спостерiгаються для низьких

температур.

Загалом, як ВТН, так i ССН дають дуже близькi передбачення для трифа-

зної поведiнки розглядуваної моделi. Єдина помiтна рiзниця пов’язана з верхнiм

значенням температурного дiапазону стабiльностi двофазної рiвноваги.

3.2.5. Висновки

В цiй частинi пiдроздiлу, використовуючи два теоретичнi методи, ВТН та

ССН, було дослiджено фазову поведiнку полiдисперсної сумiшi, взаємодiючих за
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допомогою потенцiалу Юкави, твердих сфер при високому ступенi полiдисперсно-

стi. Пiдтверджено появу другої критичної точки, яка зумовлена полiдисперснiстю

i спостерiгалася в попереднiх дослiдженнях, якi були проведенi на якiсному рiвнi

опису ван дер Ваальса [4, 7]. З подальшим збiльшенням полiдисперсностi у топо-

логiї двофазних дiаграм з’являються деякi новi властивостi: кривi хмари та тiнi

перетинаються двiчi, i кожна з них утворює замкнену петлю елiпсоїдальної фор-

ми, причому газова та рiдинна вiтки кривої хмари майже збiгаються. Наближаю-

чись до певного граничного значення iндексу полiдисперсностi I (I = 1.032), кривi

хмари та тiнi зменшуються i зникають. Дослiджено фазову поведiнку моделi при

полiдисперсностях, якi є бiльшими вiд цього граничного значення. При низьких

значеннях температури i при I ≥ 1.032, полiдисперснiсть зумовлює фракцiонува-

ння системи на три спiвiснуючi фази з рiзними густинами: низькою, середньою

та високою. Представлено та проаналiзовано вiдповiднi фазовi дiаграми разом iз

функцiями розподiлу трьох спiвiснуючих фаз. Взагальному спостерiгається добре

узгодження мiж передбаченнями двох рiзних теоретичних методiв, тобто ВТН та

ССН. Нашi результати пiдтверджують попереднi якiснi передбачення для три-

фазного спiвiснування, якi були отриманi в рамках наближення ван дер Ваальса

[7].



106

РОЗДIЛ 4

ВПЛИВ ПОРИСТОГО СЕРЕДОВИЩА НА
ФАЗОВУ ПОВЕДIНКУ ПОЛIДИСПЕРСНИХ
КОЛОЇДНИХ ТА ПОЛIМЕРНИХ СИСТЕМ

4.1. Двофазна та трифазна рiвновага полiдисперсної
сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави в
невпорядкованому пористому середовищi:
високотемпературне наближення та теорiя
масштабної частинки

Використовуючи узагальнення та комбiнацiю високотемпературного набли-

ження та теорiї масштабної частинки, дослiджено фазову поведiнку полiдиспер-

сної сумiшi твердих сфер Юкави в невпорядкованому пористому середовищi. По-

ристе середовище представлене матрицею, яка складається випадково розмiще-

них твердосферних перешкод. Пористе середовище значно пiдсилює ефекти по-

лiдисперсностi. При середньому ступенi полiдисперсностi i при низьких густинах

матрицi, спостерiгається двофазне спiвiснування з двома критичними точками,

а також кривi хмари та тiнi, якi утворюють замкненi петлi елiпсоїдальної фор-

ми. Iз зростанням густини матрицi i при сталому значеннi полiдисперсностi цi

двi критичнi точки зливаються i зникають, а при нижчих температурах система

фракцiонує в три спiвiснуючi фази. Подiбна фазова поведiнка спостерiгалася в

попередньому роздiлi за вiдсутностi пористого середовища i була зумовлена зро-

станням полiдисперсностi.
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4.1.1. Вступ

Дослiдження, якi були проведенi в попередньому роздiлi, зосередженi на

описi фазової поведiнки полiдисперсних систем в об’ємi. Основна цiль роботи, що

представлена в даному роздiлi — дослiдити фазову поведiнку полiдисперсної сумi-

шi в невпорядкованому пористому середовищi, яке представлене матрицею твер-

дих сфер, якi розмiщенi випадковим чином i замороженi в станi рiвноваги [83]. То-

му ми узагальнюємо i застосовуємо викокотемпературне наближення в поєднаннi

з теорiєю масштабної частинки. В серiї публiкацiй [99, 100, 104, 105, 107] ТМЧ бу-

ла узагальнена, щоб описати властивостi плину твердих сфер, який помiщений у

невпорядковану матрицю твердих сфер. Важливою перевагою теорiй, заснованих

на пiдходi ТМЧ, є доступнiсть простого аналiтичного опису для термодинамi-

чних властивостей вiдповiдної базисної системи твердих сфер. Недавно, шляхом

поєднання теорiї збурень Баркера-Хендерсона i узагальнення ТМЧ, згаданої ви-

ще [100], було дослiджено фазову поведiнку газ-рiдина плину Леннарда-Джонса

в невпорядкованому пористому середовищi твердих сфер. В цьому дослiдженнi,

в рамках ТМЧ ми пропонуємо аналiтичну схему, яка дозволяє розрахувати ра-

дiальнi функцiї розподiлу для плину твердих сфер в твердосфернiй матрицi. Цi

функцiї використовуютьсмя в наших розрахунках фазової поведiнки полiдиспер-

сного плину твердих сфер з взаємодiєю Юкави в твердосфернiй матрицi.

4.1.2. Модель

Ми розглядаємо полiдисперсний плин твердих сфер з мiжчастинковою вза-

ємодiєю Юкави в твердосфернiй матрицi. Така модель плину представляється

плином твердих сфер дiаметру σ, де мiжчастинкова взаємодiя задається потенцi-

алом твердих сфер Юкави у такiй формi

UHSY (ξ, ξ′; r) =

{
∞ , r ≤ σ

−ε0
r
A(ξ)A(ξ′)

z e−z[r−σ] , r > σ ,
(4.1)

де ξ є атрибут полiдисперсностi, тобто неперервна версiя iндексу сорту, а z та

ε0 є довжина екранування та сила взаємодiї потенцiалу Юкави, вiдповiдно. Всi
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розрахунки були проведенi для zσ = 1.8 i A(ξ) = ξ. Для функцiї розподiлу сортiв

материнської фази f(ξ) було використано логарифмiчний (log-normal) розподiл

f (LN)(ξ) =
I√

2π ln I
exp

{
− ln2[I3/2ξ]

2 ln I

}
, (4.2)

де I є iндекс полiдисперсностi. В монодисперснiй границi (I = 1) цей розподiл

прямує до дельта-функцiї Дiрака, δ(ξ−1). З iншої сторони, коли I набуває великих

значень (I � 1), такий розподiл стає дуже широким, збiльшуючи при цьому вклад

в фазову поведiнку системи частинок з великими значеннями ξ. Згiдно з нашими

попереднiми розрахунками, немає якiсної рiзницi в фазовiй поведiнцi сумiшi з

iншим вибором функцiї розподiлу (розподiлу Шульца чи бета розподiлу).

Розглядається модель з полiдисперснiстю тiльки по енергiї взаємодiї парного

потенцiалу A(ξ). Фазова поведiнка такої сумiшi в об’ємному середовищi є якiсно

подiбною до фазової поведiнки системи ще з додатковою полiдисперснiстю по

розмiрах частинок [4, 7].

Також сумiш характеризується температурою T (чи β = (kBT )−1, де kB є

стала Больцмана) i загальною густиною ρ (чи упаковкою η = πρσ3/6). Матри-

ця характеризується стацiонарними твердосферними перешкодами дiаметру σ0 i

загальною густиною ρ0 (чи упаковкою η0 = πρ0σ
3
0/6).

4.1.3. Теорiя

Для опису термодинамiчних властивостей тут використано високотемпера-

турне наближення. Згiдно з ВТН, вiльну енергiю Гельмольца системи A можна

записати як суму двох доданкiв: вiльну енергiю базисної системи (Aref) i вiльної

енергiї, яка описує вклад вiд потенцiалу Юкави (A1):

A = Aref + A1 = AHS + A1 . (4.3)

Тут Aref = AHS, де AHS є вiльна енергiя твердосферної рiдини в твердосфернiй

матрицi. Використовуючи нещодавно запропоновану версiю методу масштабної

частинки [99, 104, 105], розраховано термодинамiчнi властивостi базисної системи.
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Використовуючи, так зване, наближення SPT2b1, отримано вiдповiднi вирази для

вiльної енергiї Гельмгольца AHS, тиску PHS, i хiмiчного потенцiалу µHS [99, 100,

107](див. Додаток В). Для A1 маємо:

βA1

V
= −2πβε0

z
ρ2
∫
dξdξ′A(ξ)A(ξ′)f(ξ)f(ξ′)G̃HS(z, η, η0) , (4.4)

де G̃HS(z, η, η0) є образ Лапласа радiальної функцiї розподiлу твердих сфер

gHS(r, η, η0) в матрицi.

G̃HS(z, η, η0) = ezσ
∞∫
0

dr re−zrgHS(r, η, η0) . (4.5)

Для радiальної функцiї розподiлу твердих сфер тут використано наближення

Перкуса-Євiка. Оскiльки розглядається рiдина твердих сфер, мiжчастинкова вза-

ємодiя яких описується потенцiалом Юкави, в матрицi, то тут припускається, що

радiальна функцiя розподiлу i її образ Лапласа залежать вiд деякої ефективної

упаковки рiдини ηeff , яка, в свою чергу, залежить вiд характеристик матрицi,

тобто

gHS(r, η, η0) = g
(PY )
HS (r, ηeff). (4.6)

Оскiльки контактне значення радiальної функцiї розподiлу твердосферної рiдини

в матрицi g(SPT )HS (σ+, η, η0) є вiдоме [107], тобто

g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0) =

1

φ0 − η
+

3

2

(η + η0τ)

(φ0 − η)2
, (4.7)

то ефективну упаковку можна отримати з рiвностi контактних значень, тобто ко-

тактного значення радiальної функцiї розподiлу твердосферної рiдини в об’ємi,

яка отримана в рамках наближення Перкуса-Євiка та контактного значення радi-

альної функцiї розподiлу твердосферної рiдини в матрицi, яка ортимана в рамках

теорiї масштабної частинки:

g
(PY )
HS (σ+, ηeff) = g

(SPT )
HS (σ+, η, η0) . (4.8)

де τ = σ/σ0 i для твердосферної матрицi φ0 = 1 − η0. Варто зазначити, що для

плину в об’ємi (φ0 = 1, η0 = 0) вираз (4.7) переходить до вiдповiдного виразу для
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контактного значення, яке отримується в рамках наближення Перкуса-Євiка, а

ηeff переходить в η.

В рамках високотемпературного наближення розглядувана модель нале-

жить до класу ’моделей з обрiзаною вiльною енергiєю’, тобто моделей, термо-

динамiчнi властивостi (вiльна енергiя Гельмгольца, хiмiчний потенцiал та тиск)

яких визначаються обмеженою кiлькiстю моментiв функцiї розподiлу по сортах.

Термодинамiчнi властивостi даної моделi описуються наступними моментами:

m0,0 = ρ

∫
dξf(ξ) = ρ, m0,A = ρ

∫
dξA(ξ)f(ξ) . (4.9)

Беручи до уваги вище згаданi припущення, вираз для вiльної енергiї Гельм-

гольца буде мати наступний вигляд:

βA1

V
= −2πβε0

z
(m0,A)2G̃

(PY )
HS (z, ηeff [m0,0]) , (4.10)

де

G̃
(PY )
HS (z, ηeff [m0,0]) =

[λ2 + zσ(λ1 + λ2)]

z2D̃0

, (4.11)

λ1 = −3

2

ηeff
(1− ηeff)2

, λ2 =
1 + 2ηeff

(1− ηeff)2
, (4.12)

D̃0 =

{
1− 12ηeff

[
λ1 + λ2
(zσ)2

(1− zσ − e−zσ) +

λ2
(zσ)3

(
1− zσ +

(zσ)2

2
− e−zσ

)]}
, (4.13)

ηeff = 1 +
1

4g
(SPT )
HS (σ+, η, η0)

[
1−

√
1 + 24g

(SPT )
HS (σ+, η, η0)

]
, (4.14)

та η = πm0,0σ
3/6.

Всi iншi термодинамiчнi величини отримуються з виразу для вiльної енергiї

Гельмгольца (4.10) i стандартних термодинамiчних спiввiдношень, тобто шляхом

диференцiювання A1 по густинi отримується вираз для хiмiчного потенцiалу:

βµ1(ξ) =
δ

δρ(ξ)

(
βA1

V

)
=



111

−2πβε0
z

[
2m0,AA(ξ)G̃

(PY )
HS (z, ηeff [m0,0]) + (m0,A)2

δG̃
(PY )
HS (z, ηeff [m0,0])

δρ(ξ)

]
, (4.15)

а вираз для тиску P1 системи може бути розрахований за допомогою наступного

загального спiввiдношення :

βP1 = β

∫
dξρ(ξ)µ1(ξ)−

βA1

V
. (4.16)

Далi представляємо аналiтичнi вирази для δG̃(PY )
HS (z, ηeff [m0,0])/δρ(ξ):

∂G̃(HS)(z, ηeff [m0,0])

∂ρ
=
∂G̃(HS)

∂ηeff

∂ηeff
∂η

∂η

∂ρ
, (4.17)

∂G̃(HS)

∂ηeff
=

1

z2D̃0

[
∂λ2
∂ηeff

+ z

(
∂λ1
∂ηeff

+
∂λ2
∂ηeff

)]
− [λ2 + z(λ1 + λ2)]

z2D̃2
0

∂D̃0

∂ηeff
, (4.18)

∂D̃0

∂ηeff
= −12

{[
λ1 + λ2
z2

(
1− zσ − e−zσ

)
+
λ2
z3

(
1− zσ +

z2

2
− e−zσ

)]
+ηeff

[
1

z2
(
1− zσ − e−zσ

)( ∂λ1
∂ηeff

+
∂λ2
∂ηeff

)
+

1

z3

(
1− zσ +

z2

2
− e−zσ

)
∂λ2
∂ηeff

]}
, (4.19)

∂λ1
∂ηeff

= −3

2

(1 + ηeff)

(1− ηeff)3
,

∂λ2
∂ηeff

=
2(2 + ηeff)

(1− ηeff)3
, (4.20)

∂ηeff
∂η

= − 1

g
(SPT )
(HS) (σ+, η)

[1−
√

1 + 24g
(SPT )
(HS) (σ+, η)

4g
(SPT )
(HS) (σ+, η)

+
3√

1 + 24g
(SPT )
(HS) (σ+, η)

]
∂g

(SPT )
(HS) (σ+, η)

∂η
, (4.21)

∂g
(SPT )
(HS) (σ+, η)

∂η
=

5

2

1

(φ0 − η)2
+

3(η + η0τ)

(φ0 − η)3
, (4.22)

i ∂η∂ρ = πσ3

6 .
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4.1.3.1. Умови фазової рiвноваги

Основною перешкодою для теоретичного опису фазової поведiнки полiдис-

персних систем є функцiональна залежнiсть вiльної енергiї Гельмгольца системи

A вд функцiї розподiлу f(ξ). Як наслiдок, умови фазової рiвноваги формулю-

ються системою нескiнченної кiлькостi рiвнянь, тобто хiмiчний потенцiал µ(ξ)

для кожного значення неперервного iндексу сорту ξ повинен бути однаковий в

кожнiй iз спiвiснуючих фаз. Проте, в данiй роботi є можливiсть подолати цю

проблему, оскiльки розглядувана модель належить до ’моделей з обрiзаною вiль-

ною енергiєю’. Термодинамiчнi властивостi (вiльна енергiя Гельмгольца, хiмiчний

потенцiал та тиск) даної системи виражаються скiнченною кiлькiстю узагальне-

них моментiв функцiї розподiлу f(ξ). Як наслiдок, нескiнченна кiлькiсть рiвнянь

для умов фазової рiвноваги представляється системою скiнченної кiлькостi рiв-

нянь для цих моментiв [4, 5, 7]. Щоб розв’язати вiдповiдну систему рiвнянь для

двофазної та трифазної рiвноваги ми слiдуємо за схемою, яка була розроблена

Беллiер-Кастеллою та спiвавторами [4, 7]. Детальний опис цiєї схеми, зокрема

для моделi твердих сфер з мiжчастинковою взаємодiєю Юкави включно, пред-

ставлено в попередньому роздiлi i в попереднiх наших роботах [20, 26, 27].

4.1.4. Результати i обговорення

В данiй частинi пiдроздiлу представлено чисельнi результати для фазової

поведiнки полiдисперсної рiдини твердих сфер, взаємодiя мiж якими описується

потенцiалом Юкави, в невпорядкованому пористому середовищi. В подальшому

густина рiдини ρ, густина матрицi ρ0 i температура T представленi в безрозмiрних

одиницях, тобто ρ∗ = ρσ3, ρ∗0 = ρ0σ
3
0 i T ∗ = kBT/ε0.

4.1.4.1. Радiальна функцiя розподiлу твердих сфер в твердосфернiй ма-
трицi

Для перевiрки точностi наших теоретичних передбачень для структурних

властивостей базисної системи (радiальної функцiї розподiлу g(PY )
HS (r, ηeff) твер-
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Рис. 4.1. Теоретичнi результати (лiнiї) та результати комп’ютерного моделювання
(трикутники) для g(HS)(r, ηeff) vs r для плину твердих сфер в твердо-
сфернiй матрицi при (верхня панель, a) τ = 1, ρ∗0 = 0.20203 i рiзних
густинах рiдини: ρ∗ = 0.193173 (чорнi лiнiї i трикутники), ρ∗ = 0.316215
(синi лiнiї i трикутники), та ρ∗ = 0.419580 (червонi лiнiї i трикутники),
i при (нижня панель, b) τ = 1/2, ρ∗0 = 0.421232 i при рiзних густинах
густини рiдини: ρ∗ = 0.175895 (чорнi лiнiї i трикутники), ρ∗ = 0.282529
(синi лiнiї i трикутники), ρ∗ = 0.371116 (червонi лiнiї i трикутники), and
ρ∗ = 0.471468 (зеленi лiнiї i трикутники).
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дих сфер для монодисперсної твердосферної рiдини в твердосфернiй матрицi)

проведено їх порiвняння з даними комп’ютерного моделювання, якi отриманi за

допомогою методу Монте Карло (детальнiше див. посилання [107]). Порiвняння

теоретичних результатiв з даними комп’ютерного моделювання для рiзних гу-

стин рiдини та рiзних характеристик пористого середовища (густин матрицi та

дiаметрiв твердосферних перешкод) представленi на рисунку ( 4.1). В загально-

му, спостерiгається добре узгодження теорiї з результатами моделювання. Тобто

дуже добре, коли частинки рiдини i матрицi є однаковими (τ = 1), та трохи менш

точними є теоретичнi результати для рiзних розмiрiв частинок рiдини i матрицi

(τ = 1/2).

4.1.4.2. Фазова поведiнка

Далi проведено розрахунки фазових дiаграм моделi. На жаль, через тру-

днощi з комп’ютерним моделюванням фазової поведiнки полiдисперсного плину в

невпорядкованому пористому середовищi, вiдповiднi результати є вiдсутнi i немає

можливостi безпосередньо перевiрити точнiсть теоретичних передбачень. Однак,

беручи до уваги прийнятну ефективнiсть теорiї масштабної частинки та висо-

котемпературного наближення, є сподiвання, що теоретичнi результати є, при-

наймнi, якiсно корректними. Розраховано фазовi дiаграми при рiзних значеннях

iндекса полiдисперсностi (I) i при рiзних характеристиках пористого середовища

(ρ∗0 та σ0). Варто зауважити, що при виборi спiввiдношення мiж атрибутом по-

лiдисперсностi ξ та енергiєю мiжчастинкової взаємодiї A(ξ) навiть вiдносно мале

вiдхилення I вiд одиницi (до декiлькох вiдсоткiв), може суттєво вплинути на фа-

зову поведiнку розглядуваної моделi. Для такої ж моделi, тiльки в об’ємi (описано

в попередньому роздiлi), як середньосферичне, так i високотемпературне набли-

ження передбачають трифазне спiвiснування для I = 1.032 [27].

При низьких та середнiх ступенях полiдисперсностi i за вiдсутностi матрицi,

фазова поведiнка була вивчена в рядi попереднiх робiт [4, 9, 20]. При малiй полi-

дисперсностi система має тiльки одну критичну точку, яка є наслiдком звичайної

критичної точки газ-рiдина (ГР) вiдповiдної монодисперсної системи. Iз зростан-
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Рис. 4.2. Дво- та трифазнi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з
взаємодiєю Юкави в невпорядкованому пористому середовищi в коор-
динатах (ρ∗,T ∗) при iндексi полiдисперсностi I = 1.024, дiаметрi твер-
досферних матричних частинок σ0 = 1 i при рiзних значеннях густини
матрицi ρ∗0, якi включають кривi хмари (суцiльнi чорнi лiнiї) та тiнi (пун-
ктирнi синi лiнiї), двi критичнi точки i критичнi бiнодалi (штриховi чор-
нi лiнiї). Жирними точками позначено розташування критичних точок.
Пунктирнi червонi лiнiї вiдповiдають монодисперснiй системi I = 1, су-
цiльнi товстi червонi лiнiї показують трифазне спiвiснування, а суцiльнi
тонкi горизонтальнi червонi лiнiї (панель d) роздiляють областi з рiзною
кiлькiстю спiвiснуючих фаз.
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ням полiдисперсностi з’являється додаткова критична точка, яка спричинена по-

лiдисперснiстю. Друга критична точка, яку ми позначаємо як полiдисперсну (П)

критичну точку, розмiщена при бiльших значеннях густини та при нижчих зна-

ченнях температури. З появою другої критичної точки, кривi хмари та тiнi двiчi

перетинаються, i кожна з них утворює замкнену петлю елiпсоїдальної форми. Для

того, щоб показати як пористе середовище впливає на фазову поведiнку, на ри-

сунку 4.2 показано фазовi дiаграми для чотирьох рiзних значень густини матрицi

(ρ∗0 = 0, 0.046, 0.15, 0.3) при τ = 1 i вiдносно високому ступенi полiдисперсностi

I = 1.024. Представлено критичнi бiнодалi та кривi хмари та тiнi. Для порiвняння

також показано бiнодалi для монодисперсної версiї моделi. При такому значеннi

полiдисперсностi можна побачити появу двох критичних точок з гiлками "газ"та

"рiдина"кривих хмари, якi розташованi близько одна до одної (Рис. 4.2 a). Iз зро-

станням густини матрицi, тобто ρ∗0 = 0.046 (Рис. 4.2 b) i ρ∗0 = 0.15 (Рис. 4.2 c),

двi критичнi точки, як ГР, так i П, i кривi ’хмара-тiнь’ рухаються одна до одної,

i при певному значеннi густини матрицi вони зливаються. Для бiльших значень

густини матрицi немає критичних точок, i при нижчих температурах система роз-

дiляється на три спiвiснуючi фази (Рис. 4.2 d). Спiвiснуюча гiлка нової фази роз-

ташована при низьких значеннях густини. Така поведiнка полiдисперсної рiдини є

дуже подiбна до тiєї, що спостерiгається за вiдсутностi пористого середовища [27],

i була проаналiзована в попередньому роздiлi дисертацiї. Варто зауважити, що за

вiдсутностi пористого середовища такий ефект був спричинений зростанням сту-

пеня полiдисперсностi. Таким чином, наявнiсть матрицi дiє в подiбний спосiб, як

i зростання полiдисперсностi. Щоб побачити цей ефект при бiльших значеннях

полiдисперсностi, на рисунку 4.3 представлено фазовi дiаграми моделi з τ = 1

при I = 1.028 i при двох рiзних значеннях густини матрицi, тобто ρ∗0 = 0.046 та

ρ∗0 = 0.15. Цi значення густини є такими самими, як i на рисунках 4.2 b i 4.2

c. Зростання полiдисперсностi вiд I = 1.024 (рисунки 4.2 b i 4.2 c) до I = 1.028

(рисунки 4.3 a i 4.3 b) спричиняє такий же ефект, як i для моделi за вiдсутно-

стi матрицi [26, 27]. Проте тепер, завдяки наявностi матрицi, цей ефект iстотно

посилюється, i при ρ∗0 = 0.15 система вже фракцiонує на три фази при низьких
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Рис. 4.3. Дво- та трифазнi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з
взаємодiєю Юкави в невпорядкованому пористому середовищi в коор-
динатах (ρ∗, T ∗) при iндексi полiдисперсностi I = 1.028, дiаметрi твер-
досферних матричних частинок σ0 = 1 i при рiзних значеннях густини
матрицi ρ∗0. Позначення такi самi, як i на Рис. 4.2.

температурах(Рис. 4.3 b). На рисунку 4.4 показано фазовi дiаграми для моделi

з τ = 1/2, ρ∗0 = 0.368 при двох значеннях iндекса полiдисперсностi, I = 1.024

та I = 1.028. Тут полiдисперснiсть має такий же ефект, як i в випадку моделi з

τ = 1, тобто зростання полiдисперсностi спричиняє систему до фракцiонування

на велику кiлькiсть фаз. Проте, цей ефект стає меншим iз збiльшенням розмiрiв

твердих сфер матричних частинок: у той час як модель з τ = 1 при I = 1.024 i

ρ∗0 = 0.3 роздiляється на три фази (рисунок 4.2 d), модель з τ = 1/2 при такому

ж значеннi iндекса полiдисперсностi I i при бiльших значеннях густини матрицi

ρ∗0 = 0.368 досi показує лише двофазне спiвiснування.

Також представлено функцiї розподiлу двох свiвiснуючих фаз моделi при
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Рис. 4.4. Дво- та трифазнi дiаграми для полiдисперсної сумiшi твердих сфер з
взаємодiєю Юкави в невпорядкованому пористому середовищi в коорди-
натах (ρ∗, T ∗) при густинi матрицi ρ∗0 = 0.368, дiаметрi твердосферних
матричних частинок σ0 = 2 i при рiзних значеннях iндекса полiдиспер-
сностi I. Позначення такi самi, як i на Рис. 4.2.
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I = 1.028, ρ∗0 = 0.046 та σ0 = σ = 1 (Рис. 4.3 a) на критичнiй бiнодалi (Рис. 4.5)

та в спiвiснуючих фазах хмари та тiнi (Рис. 4.6) при двох рiзних значеннях тем-

ператури, одне з яких є вище, а друге нижче вiд температури другої критичної

точки, тобто T ∗ = 1.1 (панель b) та T ∗ = 0.8 (панель a), вiдповiдно. Зазви-

чай [9, 20], на бiнодалi частинки з бiльшими значеннями ξ фракцiонують в рiдку

фазу, а частинки з меншими значеннями ξ — в газову. Ситуацiя дещо вiдрiзня-

ється при фракцiонування частинок мiж фазами хмари та тiнi (Рис. 4.6). У той

час як функцiї розподiлу для рiдинної i газової фаз хмари є завжди однаковими

i рiвними функцiї розподiлу материнської фази, функцiї розподiлу для газової

i рiдинної фаз тiнi залежать вiд температури. Для температур, якi є бiльшими

нiж температура критичної точки, що зумовлена полiдисперснiстю, (T ∗ = 1.1),

спостерiгається фракцiонування звичайного типу, тобто рiдка фаза тiнi мiстить

частинки з бiльшими значеннями ξ, нiж газова фаза хмари, а газова фаза тiнi

мiстить частинки з меншими ξ, нiж рiдка фаза хмари (Рис. 4.6 b). Ситуацiя стає

дещо iншою при температурах, якi є нижчими (T ∗ = 0.8) нiж температура другої

критичної точки (Рис. 4.6 a). В цьому випадку як рiдка, так i газова фази тiнi

мiстять частинки з меншими значеннями ξ нiж рiдка i газова фази хмари. В цей

час, рiдка фаза тiнi мiстить частинки з бiльшим значенням ξ, нiж газова фаза

тiнi. Така поведiнка моделi пов’язана з тим, що при температурах, якi є нижчи-

ми нiж температура другої критичної точки, обидвi вiтки кривої тiнi знаходяться

злiва вiд обидвох вiток кривої хмари, тобто густини фаз тiнi є завжди меншими

вiд густин фаз хмари (Рис. 4.3 a). На рисунку 4.7 представлено функцiї розподiлу

трьох спiвiснуючих фаз на кривих трифазного спiвiснування для полiдисперсної

сумiшi твердих сфер з мiжчастинковою взаємодiєю Юкави в невпорядкованому

пористому середовищi (I = 1.028, ρ∗0 = 0.15, σ0 = σ = 1, вiдповiдає рисунку 4.3

b) при нижчiй, T ∗ = 0.3 (Рис. 4.7 a) та вищiй, T ∗ = 0.8 (Рис. 4.7 b) температурах.

Як можна побачити на рисунку 4.7, початковий логарифмiчний (log-normal) роз-

подiл материнської фази, f (0)(ξ), фракцiонує на три новi (дочiрнi) фази, причому

ступiнь фракцiонування залежить вiд температури, i цi три новi (дочiрнi) роз-

подiли, f (1)(ξ), f (2)(ξ) та f (3)(ξ) мiняються iз змiною температури вздовж кривої
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Рис. 4.5. Двофазнi (I = 1.028, ρ∗0 = 0.046, τ = 1) спiвiснуючi розподiли для полi-
дисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави в невпорядковано-
му пористому середовищi на критичних бiнодалях при нижчiй (T ∗ = 0.8,
панель a) i вищiй (T ∗ = 1.1, панель b) температурах. Чорною товстою
лiнiєю показано материнський розподiл f (0)(ξ), чорна тонка суцiльна лi-
нiя вiдповiдає дочiрнiм розподiлам, якi отриманi з теорiї, а червоними
штриховими лiнiями позначено логарифмiчнi (log-normal) розподiли, якi
отриманi з дочiрнiх розподiлiв (як зазначено у текстi).

спiвiснування. Подiбно, як i в випадку двофазної рiвноваги, частинки з бiльши-

ми значеннями ξ (сильно взаємодiючi частинки) фракцiонують в високогустинну

(рiдинну) фазу, а частинки з меншими значеннями ξ (слабо взаємодiючi частин-

ки) фракцiонують в низькогустинну (газову фазу). При зниженнi температури всi

розподiли стають вужчими, а їх максимуми зростають.

Також проаналiзовано форму дочiрнiх функцiй розподiлу, f (1)(ξ), f (2)(ξ),

f (3)(ξ). Дослiджено, як дочiрнi функцiї розподiлу вiдтворюють логарифмiчний

розподiл. Щоб розрахувати iндекс полiдисперсностi, I = m
(α)
2 /(m

(α)
1 )2, α = 1, 2, 3,

з дочiрнiх функцiй розподiлу було пораховано перших два моменти, m(α)
1 та m(α)

2 .
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Рис. 4.6. Двофазнi (I = 1.028, ρ∗0 = 0.046, τ = 1) спiвiснуючi розподiли для по-
лiдисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєю Юкави в невпорядкова-
ному пористому середовищi на спiвiснуючих кривих хмари та тiнi при
нижчiй (T ∗ = 0.8, панель a) i вищiй (T ∗ = 1.1, панель b) температурах.
Позначення такi самi, як i на Рис. 4.5

Використавши цi моменти i значення iндекса полiдисперсностi, з рiвняння (4.2)

можна визначити логарифмiчнi (log-normal) функцiї розподiлу для двох i трьох

дочiрнiх фаз (рисунки 4.5, 4.6, i 4.7, червонi пунктирнi лiнiї). Як можна побачи-

ти на рисунках 4.5, 4.6, i 4.7, дочiрнi розподiли дастатньо добре апроксимуються

логарифмiчним (log-normal) розподiлом, тобто це наближення є дуже точним для

спiвiснуючих розподiлiв хмари та тiнi, i менш точним для двофазних та трифа-

зних спiвiснуючих розподiлiв на критичних кривих при низьких температурах.
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Рис. 4.7. Трифазнi (I = 1.028, ρ∗0 = 0.15, τ = 1) спiвiснуючi розподiли для полi-
дисперсної сумiшi твердих сфер з взаємодiєюЮкави в невпорядкованому
пористому середовищi на трифазних кривих спiвiснування при нижчiй
(T ∗ = 0.3, панель a) i вищiй (T ∗ = 0.8, панель b) температурах. Позна-
чення такi самi, як i на Рис. 4.5
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4.1.5. Висновки

В данiй частинi роздiлу вивчено фазову поведiнку полiдисперсної сумiшi

твердих сфер, мiжчастинкова взаємодiя яких описується потенцiалом Юкави, в

невпорядкованому пористому середовищi, яке представлене матрицею твердих

сфер. Дослiдження проведено на основi узагальнення i поєднання високотемпе-

ратурного наближення i теорiї масштабної частинки. Запропоновано аналiтичний

вираз для радiальної функцiї розподiлу твердосферної рiдини в твердосфернiй

матрицi. Якiснi характеристики фазової поведiнки моделi не сильно змiнюються

внаслiдок помiщення системи в пористе середовище. Проте пористе середовище

iстотно посилює ефекти фракцiонування, тобто збiльшення густини матрицi при

фiксованому ступенi полiдисперсностi спричиняє роздiлення системи на три фази.

Таким чином, збiльшення густини матрицi впливає на систему подiбно до збiль-

шення полiдисперсностi.

4.2. Фазова рiвновага полiдисперсного плину
твердосферних ланцюгових молекул з додатковою
взаємодiєю мiж мономерами типу квадратної ями
в невпорядкованому пористому середовищi:
термодинамiчна теорiя збурень Вертхайма та
теорiя масштабної частинки

Проведено дослiдження фазової поведiнки газ-рiдина полiдисперсного пли-

ну ланцюгових молекул в невпорядкованому пористому середовищi. Взаємодiя мо-

номерiв полiмерного ланцюга описується потенцiалом твердих сфер в квадратнiй

потенцiальнiй ямi. Для розрахунку фазових дiаграм запропоновано i застосовано

узагальнення термодинамiчної теорiї збурень Вертхайма та її поєднання з теорi-

єю масштабної частинки. Термодинамiчнi властивостi базисної системи, яка пред-

ставлена плином взаємодiючих за допомогою потенцiалу квадратної ями твердих

сфер в пористому середовищi, пораховано за допомогою термодинамiчної теорiї

збурень Баркера-Хендерсона другого порядку. Дослiджено вплив полiдисперсно-
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стi та пористого середовища на фазову поведiнку такої системи. Виявляється, що

фазова поведiнка системи визначається конкуренцiєю мiж цими двома ефектами.

У той час як полiдисперснiсть зумовлює збiльшення областi фазового спiвiснува-

ння за рахунок збiльшення критичної температури, пористе середовище зменшує

значення як критичної температури, так i критичної густини, роблячи область

фазового спiвiснування меншою. Iз збiльшенням вiдношення розмiрiв частинок

рiдини до розмiрiв частинок матрицi цей ефект посилюється. Також збiльшення

середньої довжини ланцюга при фiксованих значеннях полiдисперсностi та густи-

ни матрицi змiщує критичну точку до вищого значення температури та трохи

меншої густини.

4.2.1. Вступ

Основна мета даної роботи — узагальнити i застосувати схему, розвинену в

нашому попередньому дослiдженнi [108] (i яке було представлене в першiй частинi

даного роздiлу) для опису фазової поведiнки полiдисперсного плину твердосфе-

ричних ланцюжкiв з потенцiалом квадратної ями, помiщеної у невпорядковане

пористе середовище. Ми розглянемо полiдисперснiсть за довжиною ланцюга. По-

ристе середовище представлене матрицею випадково розподiлених твердих сфер,

а властивостi базисної системи описуються з допомогою розвиненої в останнi роки

[99, 104–106] теорiї масштабної частинки [101–103]. Властивостi плину ланцюжкiв

описанi з допомогою теорiї збурень Баркера-Хендерсона другого порядку i тер-

модинамiчної теорiї збурень Вертхайма першого порядку для асоцiативних рiдин.

В рамках викладеної теорiї, наша модель належить до класу моделей з "обрi-

заною вiльною енергiєю"[5], оскiльки вiльна енергiя Гельмгольца нашої системи

визначається скiнченним числом моментiв функцiї розподiлу за довжиною лан-

цюжка. Ця особливiсть моделi дає нам можливiсть слiдувати методу, який був

розроблений ранiше [4, 7, 24] i сформулювати умови фазової рiвноваги в термiнах

цих моментiв. Розраховано i представлено повнi фазовi дiаграми моделi (включа-

ючи бiнодалi, кривi хмари та тiнi [4, 5], а також функцiї розподiлу за довжинами
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ланцюгiв у вiдповiдних фазах). Також проаналiзовано їх поведiнку вiдповiдно до

змiн полiдисперсностi, густини матрицi, вiдношення розмiрiв частинок рiдини i

матрицi. Робота органiзовна наступним чином: у наступних двох секцiях 4.2.2 та

4.2.3 представлено модель i вiдповiднi узагальнення термодинамiчної теорiї збу-

рень Вертхайма та теорiї збурень Баркера-Хендерсона. Чисельнi результати для

фазової поведiнки представленi та обговорюються в секцiї 4.2.4, а в останнiй секцiї

4.2.5 представленi висновки.

4.2.2. Модель

Розглядається полiдисперсна плин, який складається з ланцюгових моле-

кул, взаємодiя мiж мономерами яких описується потенцiалом квадратної потенцi-

альної ями, в матрицi з твердосферними перешкодами. Невпорядковане пористе

середовище представлене моделлю Маддена-Гландта [83, 84], тобто матриця пред-

ставлена твердосферним плином, замороженим в рiвновазi. Розглядається плин

з повнiстю гнучких тангенцiальних ланцюжкiв. Молекули плину складаються з

ланцюжкiв, що мiстять m тангенцiально зв’язаних притягальних твердосферних

мономерних сегментiв дiаметру σ, якi взаємодiють через наступний мiжчастин-

ковий парний потенцiал

UM(r) =

 ∞ , 0 < r ≤ σ
−ε , σ < r ≤ λσ

0 , r > λσ ,
(4.23)

де ε є глибина квадратної потенцiальної ями, а λ є параметр, який ви-

значає дiапазон притягальної частини потенцiалу. Розглядається плин ланцюго-

вих молекул з полiдисперснiстю по довжинi ланцюга m i припускається насту-

пна форма функцiї розподiлу довжини ланцюга в материнськiй фазi f (0)(m) =

F (0)(m)/
∑

l F
(0)(l), де для F (0)(m) вибрано розподiл Шульца–Зiмма [2, 3],

F (0)(m) =
1

α!

(
α + 1

m0

)α+1

mα exp

[
−
(
α + 1

m0

)
m

]
. (4.24)

Тут m0 є середня довжина ланцюга, а α є параметр контролю полiдисперсностi,
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I = 1 + 1/α, де I є iндекс полiдисперсностi. Завдяки такому вибору функцiї

розподiлу, f (0)(m) вона є нормована, тобто∑
m

f (0)(m) = 1. (4.25)

Плин характеризується температурою (чи β = (kBT )−1, де kB є стала Больцма-

на) i загальною молекулярною густиною ρ. Варто зазначити, що упаковка η =

πρσ3
∑

mmf(m)/6 представляє безрозмiрну густину сегментiв ρs = ρ
∑

mmf(m).

Матриця характеризується твердосферними перешкодами дiаметру σ0 i загаль-

ною густиною ρ0 (чи упаковкою η0 = πρ0σ
3
0/6).

4.2.3. Теорiя

Для опису термодинамiчних властивостей моделi використано термодина-

мiчну теорiю збурень Вертхейма. Вiльна енергiя Гельмгольца A для ланцюгових

молекул в рамках теорiї Вертхейма буде мати вигляд [71, 72, 139–141]

βA

V
=
βAid

V
+
βAM

V
+
βAchain

V
. (4.26)

Тут
βAid

V
= ρ

{[∑
m

f(m) ln(ρ(m)Λ3(m))

]
− 1

}
, (4.27)

є вiльна енергiя Гельмгольца iдеального газу сумiшi, ρ(m) = ρf(m) є густина

ланцюгових молекул довжини m, i Λ(m) є довжина теплової хвилi де Бройля

сорту m, AM надлишкова вiльна енергiя мономерних сегментiв i Achain є вклад

завдяки утворенню ланцюгiв з мономерiв.

Для розрахунку решти термодинамiчних властивостей системи використано

стандартнi термодинамiчнi спiввiдношення. Наприклад, диференцiюванням вiль-

ної енергiї Гельмгольца A (4.26) по густинi отримується вираз для хiмiчного по-

тенцiалу

βµ(m) =
∂

∂ρ(m)

(
βA

V

)
, (4.28)
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а вираз для тиску P системи може бути розрахований використовуючи наступне

загальне спiввiдношення:

βP = β
∑
m

ρ(m)µ(m)− βA

V
. (4.29)

4.2.3.1. Вклад мономерiв

Для розрахунку термодинамiчних властивостей рiдини мономерних сегмен-

тiв в невпорядкованому пористому середовищi використовується поєднання тер-

модинамiчної теорiї збурень Баркера-Хендерсона другого порядку [63–66] та ме-

тоду масштабної частинки [99, 100, 107]. Вiдповiдно до теорiї збурень Баркера-

Хендерсона другого порядку, вiльна енергiя Гельмгольца для твердосферного

плину з додатковою мiжчастинковою взаємодiєю, що описується потенцiалом ква-

дратної ями в матрицi буде

βAM

V
=
βAHS

V
+
βA1

V
+
βA2

V
, (4.30)

де AHS є вiльна енергiя твердосферного плину в твердосфернiй матрицi. Вiдповiд-

нi вирази для вiльної енергiї Гельмгольца AHS, тиску PHS, та хiмiчного потенцiалу

µHS отримуються з використанням нещодавно запропонованої розширеної версiї

методу масштабної частинки, так званого, наближення SPT2b1 [99, 100, 107]. A1

та A2 представляють вклад до вiльної енергiї твердих сфер завдяки взаємодiї

потенцiалу квадратної ями. Для A1 маємо

βA1

V
= −2πρ2βε

∑
m

∑
m′

mf(m)m′f(m′)

λσ∫
σ

gHS(r, η, η0)r
2dr , (4.31)

де gHS(r, η, η0) є радiальна функцiя розподiлу твердих сфер в матрицi. Викори-

стовуючи радiальну функцiю розподiлу з наближення Перкуса-Євiка для твер-

досферного плину [142] при деякому ефективному значеннi упаковки ηeff (див.

Додаток Г), яке залежить вiд характеристик матрицi, ми апроксимуємо радiальну

функцiю розподiлу gHS(r, η, η0).

gHS(r, η, η0) = g
(PY )
HS (r, ηeff). (4.32)
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Далi використовується схема, яка була розроблена в нашiй попереднiй робо-

тi [108] (i описана в першiй частинi даного роздiлу), тобто використовуючи спiв-

вiдношення (4.32) при r = σ, розраховується ηeff . Значення радiальної функцiї

розподiлу твердих сфер gHS(σ, η, η0) отримується за допомогою методу масшта-

бної частинки [107].

ηeff = 1 +
1

4g
(SPT )
HS (σ+, η, η0)

[
1−

√
1 + 24g

(SPT )
HS (σ+, η, η0)

]
. (4.33)

Тут

g
(SPT )
HS (σ+, η, η0) =

1

φ0 − η
+

3

2

(η + η0τ)

(φ0 − η)2
, (4.34)

є контактне значення радiальної функцiї розподiлу твердосферного плину в ма-

трицi, яке отримане в рамках теорiї масштабної частинки [107], де τ = σ/σ0 i для

твердосферної матрицi φ0 = 1 − η0. Наближення (4.32), яке було запропоноване

для gHS(r, η, η0), виявляється досить точним [108].

Для доданку, який враховує другий порядок теорiї збурень Баркера-

Хендерсона A2, тут використовується наближення макроскопiчної стисливостi

[63–66]

βA2

V
= −πρ2β2ε2KHS

∑
m

∑
m′

mf(m)m′f(m′)

λσ∫
σ

g
(PY )
HS (r, ηeff)r

2dr , (4.35)

деKHS = [∂ρs/∂(βPHS)]T є iзотермiчна стисливiсть твердосферного плину в твер-

досфернiй матрицi, яка отримується з теорiї масштабної частинки:

KHS =

[
1

1− η/φ0
+

η/φ

(1− η/φ0)2
+ a

η/φ0
(1− η/φ0)3

+ 2b
(η/φ0)

2

(1− η/φ0)4

]−1
. (4.36)

Тут вирази для φ i для коєфiцiєнтiв a та b, якi визначають структуру пористого

середовища представленi в додатку В.
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В рамках теорiї збурень Баркера-Хендерсона другого порядку, термодинамi-

чнi властивостi розглядуваної моделi визначаються обмеженою кiлькiстю момен-

тiв функцiї розподiлу f(m). В даному випадку використано наступнi моменти:

L0 = ρ
∑
m

f(m) = ρ, L1 = ρ
∑
m

mf(m) = ρs , (4.37)

якi представляють загальну молекулярну густину та густину сегментiв, вiдповiд-

но. Беручи до уваги вище описанi припущення, вирази для вiльної енергiї (4.31)

та (4.35) будуть мати вигляд

βA1

V
= −2πL2

1βε

λσ∫
σ

g
(PY )
HS (r, ηeff [L1])r

2dr, (4.38)

βA2

V
= −πL2

1β
2ε2KHS

λσ∫
σ

g
(PY )
HS (r, ηeff [L1])r

2dr . (4.39)

Пiсля iнтегрування, вирази для вiльної енергiї Гельмгольца (4.38) та (4.39)

набувають такого вигляду

βA1

V
= −2πL2

1βεGHS(ηeff [L1]) , (4.40)

βA2

V
= −πL2

1β
2ε2KHSGHS(ηeff [L1]) , (4.41)

де

GHS(ηeff [L1]) =
1

3

1

(1− ηeff)2
2∑
l=0

2∑
k=0

Hkj
kl∆S̃l(ηeff [L1]) , (4.42)

∆S̃l(ηeff [L1]) = S̃l(λσ, ηeff [L1])− S̃l(σ, ηeff [L1]) , (4.43)

S̃l(r, ηeff [L1]) =
etl(r−1)

t2l
(tlr − 1) . (4.44)

Диференцiюючи вирази для вiльної енергiї Гельмгольца (4.40) та (4.41) по густинi,

ми отримуємо вирази для хiмiчних потенцiалiв

βµ1(m) = −2πβεmL1

[
2GHS(ηeff [L1]) + η

∂ηeff
∂η

∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff

]
, (4.45)
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βµ2(m) = −πβ2ε2mL1

{
GHS(ηeff [L1])η

∂KHS

∂η

+KHS

[
2GHS(ηeff [L1]) + η

∂ηeff
∂η

∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff

]}
, (4.46)

де

∂ηeff
∂η

= − 1

g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

[1−
√

1 + 24g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

4g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

+
3√

1 + 24g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

]
∂g

(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

∂η
, (4.47)

∂g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

∂η
=

5

2

1

(φ0 − η)2
+

3(η + η0τ)

(φ0 − η)3
, (4.48)

∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff
=

1

3(1− ηeff)2

{
6(1− ηeff)GHS(ηeff [L1])

+
2∑
l=0

2∑
k=0

jkl
[
∂Hk

∂ηeff
∆S̃l(ηeff [L1]) +Hk

∂∆S̃l(ηeff [L1])

∂ηeff

]}
, (4.49)

∂H0

∂ηeff
=

1

2
, (4.50)

∂H1

∂ηeff
= − H1

ηeff
− qH1

q2 + 1
8

∂q

∂ηeff
− 1

4ηeff

1√
q2 + 1

8

[
2x−(1− 3ηeff

−4η2eff)
∂x−
∂ηeff

− x2− (3 + 8ηeff) +

(
1− 5

2
η2eff

)
∂x+
∂ηeff

− 5ηeffx+

]
, (4.51)

∂H2

∂ηeff
= − H2

ηeff
− qH2

q2 + 1
8

∂q

∂ηeff
+

1

4ηeff

1√
q2 + 1

8

[
2x+(1− 3ηeff

−4η2eff)
∂x+
∂ηeff

− x2+ (3 + 8ηeff) +

(
1− 5

2
η2eff

)
∂x−
∂ηeff

− 5ηeffx−

]
, (4.52)

∂x±
∂ηeff

=
1

3

(
q ±

√
q2 +

1

8

)− 2
3

1± q√
q2 + 1

8

 ∂q

∂ηeff
, (4.53)
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∂q

∂ηeff
= −3

4

ηeff + 2

η3eff
, (4.54)

∂S̃l(r, ηeff [L1])

∂ηeff
=
etl(r−1)

t3l

[
t2l (r

2 − r)− tl(2r − 1) + 2
] ∂tl
∂ηeff

, (4.55)

∂tl
∂ηeff

=
2
[
−1 + x+j

l + x−j
−l]

(1− ηeff)2
+

2ηeff
1− ηeff

[
∂x+
∂ηeff

jl +
∂x−
∂ηeff

j−l
]
, (4.56)

та

∂KHS

∂η
=

−
[

1/φ0 + 1/φ

(1− η/φ0)2
+

2η/φφ0
(1− η/φ0)3

+ a
2η/φ20 + 1/φ0
(1− η/φ0)4

+ 4b
η/φ20 + η2/φ30
(1− η/φ0)5

]
(KHS)2 .(4.57)

Використовуючи вище згадуване загальне спiввiдношення 4.29, ми рахуємо вирази

для тискiв

βP1 = −2πβεL2
1

[
GHS(ηeff [L1]) + η

∂ηeff
∂η

∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff

]
, (4.58)

βP2 = −πβ2ε2L2
1

{
GHS(ηeff [L1])η

∂KHS

∂η

+KHS

[
GHS(ηeff [L1]) + η

∂ηeff
∂η

∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff

]}
. (4.59)

Отже, загальний хiмiчний потенцiал i тиск для внеску мономерiв, якi представ-

ляють собою твердi сфери з взаємодiєю квадратної ями в матрицi будуть

βµM(m) ≡ βµSW (m) = βµSPT2b1HS (m) + βµ1(m) + βµ2(m) , (4.60)

βPM ≡ βP SW = βP SPT2b1
HS + βP1 + βP2 . (4.61)

4.2.3.2. Вклад ланцюгiв

На основi термодинамiчної теорiї збурень Вертхайма [69–72], Чапман iз спiв-

авторами [140, 141] отримали вираз для вкладу вiльної енергiї, що виникає за

рахунок утворення ланцюга з m мономерiв. Згiдно цього виразу, вiльна енергiя
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Гельмгольца виражається через контактне значення радiальної функцiї розподiлу

базисної системи. Беручи до уваги, що в нашому випадку базисна система пред-

ставлена плином твердих сфер, мiжчастинкова взаємодiя мiж якими описується

потенцiалом квадратної ями в матрицi, то вираз для вiльної енергiї буде мати

наступний вигляд:

βAchain

V
= −ρ

∑
m

f(m)(m− 1) ln(ySW (σ, ηeff)) . (4.62)

В рамках термодинамiчної теорiї збурень Вертхейма така модель також належить

до класу моделей з обрiзаною вiльною енергiєю, i вираз для вiльної енергiї Гельм-

гольца (4.62) можна записати через моменти функцiї розподiлу

βAchain

V
= −(L1 − L0) ln(ySW (σ, ηeff [L1])) , (4.63)

де ySW (σ, ηeff [L1]) є контактне значення порожнинної парної кореляцiйної функцiї

для системи мономерiв, взаємодiя мiж якими описується потенцiалом квадратної

ями в матрицi.

ySW (σ, ηeff [L1]) = gSW (σ, ηeff [L1])e
−βε . (4.64)

Тут gSW (σ, ηeff [L1]) отримується використовуючи перший порядок високотемпе-

ратурного розкладу вiдносно базисної системи твердих сфер в матрицi [66]:

gSW (σ, ηeff [L1]) = g
(PY )
HS (σ, ηeff [L1]) + βεg

(PY )
1 (σ, ηeff [L1]) , (4.65)

що в випадку твердих сфер, взаємодiючих за допомогою потенцiалу квадратної

ями, в матрицi можна переписати в такому виглядi

gSW (σ, ηeff [L1]) = g
(PY )
HS (σ, ηeff [L1]) +

β

4

[
∂aSW1
∂η

− λ

3η

∂aSW1
∂λ

]
, (4.66)

де

aSW1 = 2πρs

λσ∫
σ

USW (r)g
(PY )
HS (r, ηeff [L1])r

2dr = −2πL1ε

λσ∫
σ

g
(PY )
HS (r, ηeff [L1])r

2dr .(4.67)

Таким чином, пiдставляючи вираз для контактного значення порожнинної пар-

ної кореляцiйної функцiї (4.64) в вираз для вiльної енергiї Гельмгольца (4.62) чи
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(4.63), ми отримуємо вираз для вiльної енергiї полiдисперсних ланцюгових мо-

лекул в матрицi. Далi ми представляємо аналiтичнi вирази для gSW (σ, ηeff [L1]),

βµchain(m) та βP chain.

Подiбно, як i для термодинамiчних властивостей мономерiв, диференцiючи

вираз для вiльної енергiї 4.63 по густинi та використовуючи загальне спiввiдноше-

ння 4.29, ми розраховуємо вирази для хiмiчного потенцiалу та тиску вiд вкладу

ланцюгiв:

βµchain(m) = −(m− 1) ln(ySW (σ, ηeff [L1]))

−(L1 − L0)
mπσ3

6gSW (σ, ηeff [L1])

∂gSW (σ, ηeff [L1])

∂η
, (4.68)

βP chain = −(L1 − L0)
η

gSW (σ, ηeff [L1])

∂gSW (σ, ηeff [L1])

∂η
. (4.69)

Контактне значення радiальної функцiї розподiлу мономерiв gSW (σ, ηeff [L1])

отримується за допомогою рiвняння 4.66:

gSW (σ, ηeff [L1]) = gHS(σ, ηeff [L1]) + βε

[
λ3gHS(λσ, ηeff [L1])

− 3

σ3

{
GHS(ηeff [L1]) + η

∂ηeff
∂η

∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff

}]
, (4.70)

i для ∂gSW (σ, ηeff [L1])/∂η маємо:

∂gSW (σ, ηeff [L1])

∂η
=
∂gHS(σ, ηeff [L1])

∂ηeff

∂ηeff
∂η

+ βε

[
λ3
∂gHS(λσ, ηeff [L1])

∂ηeff

∂ηeff
∂η
− 3

σ3

×
{

2
∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff

∂ηeff
∂η

+η

(
∂ηeff
∂η

)2
∂2GHS(ηeff [L1])

∂η2eff
+η

∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff

∂2ηeff
∂η2

}]
.

(4.71)

Тут у вирази (4.70) та (4.71) ми пiдставляємо спiввiдношення, якi були отриманi

в попередньому пунктi, i також наступнi:

∂gHS(r, ηeff [L1])

∂ηeff
=

1

3r(1− ηeff)2

{
6r(1− ηeff)gHS(r, ηeff [L1])
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+
2∑
l=0

2∑
k=0

jkl
[
etl(r−1)

∂Hk

∂ηeff
+Hk(r − 1)etl(r−1)

∂tl
∂ηeff

]}
, (4.72)

∂2ηeff
∂η2

=

[(
∂g

(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

∂η

)−2∂2g(SPT )(HS) (σ+, η, η0)

∂η2

− 2

g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

]
∂g

(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

∂η

∂ηeff
∂η

+
1

g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

×
(
∂g

(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

∂η

)2
36

(1 + 24g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0))

3
2

, (4.73)

∂2g
(SPT )
(HS) (σ+, η, η0)

∂η2
=

8

(φ0 − η)3
+

9(η + η0τ)

(φ0 − η)4
, (4.74)

∂2GHS(ηeff [L1])

∂η2eff
=

4

1− ηeff
∂GHS(ηeff [L1])

∂ηeff
− 1

3(1− ηeff)2

{
6GHS(ηeff [L1])

−
2∑
l=0

2∑
k=0

jkl
[
∂2Hk

∂η2eff
∆S̃l(ηeff [L1]) + 2

∂Hk

∂ηeff

∂∆S̃l(ηeff [L1])

∂ηeff

+Hk
∂2∆S̃l(ηeff [L1])

∂η2eff

]}
,(4.75)

∂2H0

∂η2eff
= 0 , (4.76)

∂2H1

∂η2eff
= −

(
1

ηeff
+

q

q2 + 1
8

∂q

∂ηeff

){
2
∂H1

∂ηeff
+H1

[
1

ηeff
+

q

q2 + 1
8

∂q

∂ηeff

]}
−H1

{
1

q2 + 1
8

[
q
∂2q

∂η2eff
+

(
1− 2q2

q2 + 1
8

)(
∂q

∂ηeff

)2
]
− 1

η2eff

}

− 1

4ηeff

1√
q2 + 1

8

{
2
(
1− 3ηeff − 4η2eff

) [( ∂x−
∂ηeff

)2

+ x−
∂2x−
∂η2eff

]
− 8x2−

−4x− (3 + 8ηeff)
∂x−
∂ηeff

− 10ηeff
∂x+
∂ηeff

+

(
1− 5

2
η2eff

)
∂2x+
∂η2eff

− 5x+

}
, (4.77)
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∂2H2

∂η2eff
= −

(
1

ηeff
+

q

q2 + 1
8

∂q

∂ηeff

){
2
∂H2

∂ηeff
+H2

[
1

ηeff
+

q

q2 + 1
8

∂q

∂ηeff

]}
−H2

{
1

q2 + 1
8

[
q
∂2q

∂η2eff
+

(
1− 2q2

q2 + 1
8

)(
∂q

∂ηeff

)2
]
− 1

η2eff

}

+
1

4ηeff

1√
q2 + 1

8

{
2
(
1− 3ηeff − 4η2eff

) [( ∂x+
∂ηeff

)2

+ x+
∂2x+
∂η2eff

]
− 8x2+

−4x+ (3 + 8ηeff)
∂x+
∂ηeff

− 10ηeff
∂x−
∂ηeff

+

(
1− 5

2
η2eff

)
∂2x−
∂η2eff

− 5x−

}
, (4.78)

∂2x±
∂η2eff

= −2
9

(
q ±

√
q2 + 1

8

)− 5
3

[
1± q√

q2+ 1
8

]2 (
∂q

∂ηeff

)2
+ 1

3

(
q ±

√
q2 + 1

8

)− 2
3

×
{[

1± q√
q2+ 1

8

]
∂2q
∂η2eff

± 1√
q2+ 1

8

[
1− q2

q2+ 1
8

] (
∂q

∂ηeff

)2}
, (4.79)

∂2q

∂η2eff
=

3

2

ηeff + 3

η4eff
, (4.80)

∂2S̃l(r, ηeff [L1])

∂η2eff
=
etl(r−1)

t3l

[
2tl(r

2 − r)− 2r + 1
]( ∂tl

∂ηeff

)2

+

[
∂2tl
∂η2eff

+

(
r − 1− 3

tl

)(
∂tl
∂ηeff

)2
](

∂tl
∂ηeff

)−1
∂S̃l(r, ηeff [L1])

∂ηeff
, (4.81)

∂2tl
∂η2eff

=
4
[
−1 + x+j

l + x−j
−l]

(1− ηeff)3
+

4

(1− ηeff)2

[
∂x+
∂ηeff

jl

+
∂x−
∂ηeff

j−l
]

+
2ηeff

1− ηeff

[
∂2x+
∂η2eff

jl +
∂2x−
∂η2eff

j−l

]
. (4.82)

4.2.3.3. Умови фазової рiвноваги

Розглядається полiдисперсний плин ланцюгових молекул з полiдисперснi-

стю по довжинi ланцюга в невпорядкованому пористому середовищi, який ха-

рактеризується материнською густиною ρ(0) i функцiєю розподiлу материнської
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фази f (0)(m). Припускається, що при певнiй температурi T , система роздiляється

на двi дочiрнi фази з густинами ρ(1), ρ(2) i двома дочiрнiми розподiлами f (1)(m),

f (2)(m). Збереження загального числа частинок, загального числа частинок ко-

жного сорту m i умова нормування для функцiї розподiлу разом з рiвнiстю тискiв

i хiмiчних потенцiалiв частинок однакового сорту m в спiвiснуючих фазах фор-

мують умови фазової рiвноваги.

Беручи до уваги, що наша модель належить до класу моделей з ’обрiза-

ною вiльною енергiєю’ i використовуючи схему, яка згадувалася ранiше, цi умови

можуть бути вираженi через скiнченну систему рiвнянь для моментiв функцiї

розподiлу довжин ланцюгiв в спiвiснуючих фазах

L
(γ)
1 = ρ(γ)

∑
m

mf (0)(m)W (γ)(m,T, ρ(0), ρ(1), ρ(2), L
(1)
1 , L

(2)
1 ) , γ = 1 , 2 , (4.83)

де γ позначає фазу i

ρ(γ)W (γ)(m,T, ρ(0), ρ(1), ρ(2), L
(1)
1 , L

(2)
1 ) =

ρ(0)(ρ(2) − ρ(1))[1− δ1γ + δ1γ exp(β∆µ12)]

(ρ(0) − ρ(1))− (ρ(0) − ρ(2)) exp(β∆µ12)
, (4.84)

β∆µ12 = β[µ(2)ex (m,T, ρ(2), L
(2)
1 )− µ(1)ex (m,T, ρ(1), L

(1)
1 )]. (4.85)

Тут µ(γ)ex (m,T, ρ(γ), L
(γ)
1 ) є надлишкове значення (по вiдношенню до iдеальної ча-

стини) хiмiчного потенцiалу молекули довжини m в фазi γ. I ще два рiвняння

отримуються з рiвностi тискiв в спiвiснуючих фазах:

P (1)(T, ρ(1), L
(1)
1 ) = P (2)(T, ρ(2), L

(2)
1 ), (4.86)

та з умови нормування для функцiї розподiлу в першiй чи другiй фазi:∑
m

f (0)(m)W (γ)(m,T, ρ(0), ρ(1), ρ(2), L
(1)
1 , L

(2)
1 ) = 1 , γ = 1 or γ = 2 . (4.87)

Варто зазначити, що функцiя розподiлу в фазi γ є

f (γ)(m) = f (0)(m)W (γ)(m,T, ρ(0), ρ(1), ρ(2), L
(1)
1 , L

(2)
1 ). (4.88)

Докладний опис цiєї схеми зроблений в оригiнальних публiкацiях [4, 7, 24]

та детально описаний в попередньому роздiлi.



137

4.2.4. Результати та обговорення

В цiй частинi пiдроздiлу представлено нашi чисельнi розрахунки.

4.2.4.1. Монодисперсна рiдина мономерiв в матрицi

Для перевiрки точностi теоретичних передбачень для базисної системи, яка

представлена монодисперсним плином твердих сфер, мiжчастинкова взаємодiя

яких описується потенцiалом квадратної ями, порiвнюються теоретичнi фазовi дi-

аграми в об’ємi та у пористому середовищi з даними комп’ютерного моделювання

, якi були отриманi за допомогою методiв Монте Карло — Gibbs ensemble Monte

Carlo (GE-MC) [143] та grand-canonical transition matrix MC (GC-TMMC) [92],

вiдповiдно. На рисунку 4.8 представлено фазовi дiаграми для монодисперсного

плину твердих сфер з взаємодiєю квадратної потенцiальної ями в об’ємi (панель

a) та в невпорядкованому пористому середовищi при двох рiзних упаковках ма-

трицi (η0 = 0.05 i η0 = 0.1, панелi b i c , вiдповiдно) i при трьох рiзних ширинах

потенцiальної ями (λ = 1.5; 1.75; 2). Тут густина мономерiв та температура ви-

раженi в безрозмiрних величинах, тобто ρ∗ = ρσ3/(1 − η0) i T ∗ = kBT/ε. Тут

розглядається випадок, коли мономери ланцюга i частинки матрицi є однаковими

за розмiрами, тобто τ = 1. В загальному, узгодження мiж теорiєю та результа-

тами комп’ютерного моделювання є добрим для системи в об’ємi i трохи менш

точними є результати теорiї в пористому середовищi. Це зменшення точностi для

фазових дiаграм обумовлене дещо менш точними передбаченнями для структур-

них та термодинамiчних властивостей базисного твердосферного плину в матри-

цi. У всiх випадках передбачення пiдходу Баркера-Хендерсона другого порядку є

бiльш точним нiж першого порядку. Тут, iз згодою з експериментальними дослi-

дженнями [80–82], зростання упаковки матрицi вiд η0 = 0 до η0 = 0.1 призводить

до зменшення областi фазового спiвiснування, рухаючи її в напрямку нижчих

температур i нижчих густин. Зауважимо, що точнiсть теоретичних передбачень

для структури i термодинамiки базисної системи (твердосферного плину в твер-

досфернiй матрицi), якi необхiднi для розрахунку властивостей базисної системи,
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було протестовано в нашiй попереднiй роботi [108] (та було описано в першiй ча-

стинi даного роздiлу) i в [99, 104, 105], вiдповiдно. Порiвняння теоретичних ре-

зультатiв iз даними комп’ютерного моделювання для gHS(r, ηeff) показали, що

узгодження мiж теорiєю i моделюванням є добрим для випадку, коли мономе-

ри ланцюга i частинки матрицi є однаковими (τ = 1), i трохи менш точним для

рiзних розмiрiв мономерiв i матричних частинок (τ = 1/2).
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Рис. 4.8. Фазовi дiаграми газ-рiдина для монодисперсного плину твердих сфер з
взаємодiєю квадратної ями в координатах T ∗ vs ρ∗ = ρσ3/(1 − η0) при
рiзних упаковках матрицi η0 i рiзних параметрах λ, якi отриманi за допо-
могою ТТЗ БХ першого порядку (пунктирнi синi лiнiї), ТТЗ БХ другого
порядку (суцiльнi чорнi лiнiї), GE-MC [143] (червонi залитi кружечки, лi-
ва панель) i GC-TMMC [92] (червонi залитi кружечки, середня та права
панелi)

4.2.4.2. Полiдисперсна рiдина ланцюгових молекул в матрицi

Тут представлено фазовi дiаграми для полiдисперсного плину ланцюгових

молекул, якi утворюються з твердих сфер що взаємодiють мiж собою через потен-

цiал квадратної ями в матрицi. Цi результати представленi на рисунках 4.9, 4.10

та 4.11. У всiх дослiджених випадках розглядалася модель з iндексом полiдиспер-

сностi I = 8.1, шириною квадратної ями λ = 1.5 i обмеженою функцiєю розподiлу

по сортах довжини ланцюга при m = 100. Використання обмежень при бiльших

довжинах ланцюга не змiнює отриманих результатiв. На рисунках 4.9 i 4.10 пока-
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зано фазовi дiаграми для моделi з трьома рiзними значеннями середньої довжини

ланцюга, тобто m0 = 4, 8, 16 (панелi a, b i c, вiдповiдно) i при трьох рiзних значен-

нях упаковки матрицi, тобто η0 = 0, 0.1, 0.2 (рисунок 4.9) i двох рiзних вiдношень

розмiрiв частинок рiдини до частинок матрицi, тобто τ = 2/3, 1/2 (рисунок 4.10)

для η0 = 0.1. Крiм того, на кожнiй панелi наведено порiвняння фазових дiаграм

для монодисперсного плину ланцюгових молекул з довжиною m0 = 4 (панель

a), m0 = 8 (панель b) and m0 = 16 (панель c) в об’мному середовищi,якi були

отриманi за допомргою запропонованої теорiї i методу комп’ютерного моделюван-

ня [144]. Загалом нашi теоретичнi результати добре узгоджуються з результатами

комп’ютерного моделювання [144, 145].

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

η0=0.1

η0=0.2

η0=0

η0=0

I=1

(a)

Τ∗

η

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

η0=0.1

η0=0I=1

(b)

η0=0.2

η0=0

Τ∗

η

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

η0=0.1

η0=0I=1

(c)

η0=0.2

η0=0

Τ∗

η

Рис. 4.9. Фазовi дiаграми газ-рiдина для полiдисперсного плину ланцюжкiв з вза-
ємодiєю квадратної ями з полiдисперснiстю по довжинi ланцюга в не-
впорядкованому пористому середовищi в координатах T ∗ vs ρ∗ = η при
iндексi полiдисперсностi I=8.1, вiдношеннi розмiрiв частинок рiдини до
розмiрiв частинок матрицi τ = 1 i рiзних значеннях упаковки матрицi
η0 для рiзних середнiх довжин ланцюга m0 = 4, 8, 16 (a, b i c панелi вiд-
повiдно). Фазовi дiаграми включають в себе кривi хмари (суцiльнi чорнi
лiнiї) та тiнi (пунктирнi синi лiнiї), двi критичнi точки i критичнi бiно-
далi (штриховi чорнi лiнiї). Великими заповненими кружками позначено
розташування критичних точок. Малi червонi заповненi кружки i пун-
ктирна червона лiнiя вiдповiдають GE-MC [144] та нашим теоретичним
результатам для монодисперсної системи I = 1, вiдповiдно.

Для системи в об’ємi (η0 = 0) зростання iндексу полiдисперсностi вiд I = 1
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Рис. 4.10. Фазовi дiаграми газ-рiдина для полiдисперсного плину ланцюжкiв з
взаємодiєю квадратної ями з полiдисперснiстю по довжинi ланцюга в
невпорядкованому пористому середовищi в координатах T ∗ vs ρ∗ = η
при iндексi полiдисперсностi I=8.1, рiзних вiдношеннях розмiрiв части-
нок рiдини до розмiрiв частинок матрицi (τ = 2/3 та τ = 1/2) i рiзних
значеннях упаковки матрицi η0 для рiзних середнiх довжин ланцюга
m0 = 4, 8, 16 (a, b i c панелi вiдповiдно). Фазовi дiаграми включають
кривi хмари та тiнi i критичнi бiнодалi. Позначення такi самi, як i на
рисунку 4.9.
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до I = 8.1 зсуває критичну точку до вищої температури i трохи нижчої густини

мономерiв (чи меншої упаковки). Подiбнi ефекти спостерiгалися для полiдиспер-

сного плину ланцюгових молекул, якi утворюються з твердих сфер з мiжчастин-

ковою взаємодiєю Юкави [24]. Варто зауважити, що тепер, на вiдмiну вiд моно-

дисперсного випадку, фазовi дiаграми представленi кривими хмари та тiнi, якi

не збiгаються з бiнодалями [4, 5]. Також представлено критичнi бiнодалi, якi в

критичнiй точцi перетинаються з кривими хмари та тiнi. Система iз однаковими

ступенями полiдисперсностi (I = 8.1), але в пористому середовищi з упаковками

матрицi η0 = 0.1 та η0 = 0.2, має iстотно меншу область спiвiснування, а кри-

тична точка прямує до нижчих значень температури i упаковки при зростаннi

упаковки матрицi (рисунок 4.9). Зменшення вiдношення розмiрiв частинок рiди-

ни та матрицi вiд τ = 1 до τ = 2/3 i, тим бiльше, до τ = 1/2 (чи збiльшення

розмiрiв частинок матрицi) для η0 = 0.1 робить цi ефекти ще бiльш вираженими,

тобто вiдповiднi фазовi дiаграми зсунутi до областi ще нижчих температур та

менших упаковок рiдини (рисунок 4.10). Таким чином, фазова поведiнка розгля-

дуваної тут моделi визначається конкуренцiєю мiж ефектами полiдисперсностi та

ефектами пористого середовища, тобто полiдисперснiсть збiльшує область фазо-

вого спiвiснування, а пористе середовище призводить її до зменшення. Порiвняння

фазових дiаграм для моделей з рiзними значеннями середньої довжини ланцюга

показує, що полiдисперснiсть має тенденцiю домiнувати при бiльших значеннях

m0, тобто збiльшення m0 зумовлює їх зсув в напрямку вищих температур та трох

нижчих густин.

Накiнець, на рисунку 4.11 представлено функцiї розподiлу довжин ланцю-

гiв в спiвiнуючих та материнськiй фазах при I = 8.1 та m0 = 8 в об’ємномi та

у пористому середовищi з рiзними значеннями τ для точок, якi розташованi на

критичнiй бiнодалi при двох значеннях температури: T ∗1 and T ∗2 (T ∗1 > T ∗2 ). У всiх

випадках T ∗cr− T ∗1 ≈ 0.06, i ∆T ∗ = T ∗1 − T ∗2 = 0.25. Подiбно, як i у випадку плинiв

в об’ємi [9, 20], при обох значеннях температури бiльшi молекули фракцiонують в

рiдку фазу, а меншi — в газову. Цей ефект бiльш виражений при нижчих темпе-

ратурах i посилюється для плину в матрицi з бiльшими розмiрами твердосферних
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Рис. 4.11. Двофазнi спiвiснуючi функцiї розподiлу по довжинi ланцюга для полi-
дисперсного плину ланцюжкiв з взаємодiєю квадратної ями з полiдис-
перснiстю по довжинi ланцюга (I = 8.1, m0 = 8) на критичнiй бiнодалi
в об’ємi (η0 = 0, панель a) при нижчiй (T ∗2 = 2.2, синi лiнiї) i вищiй
(T ∗1 = 2.45, червонi лiнiї) температурах та в невпорядкованому пори-
стому середовищi (η0 = 0.1) для τ = 1 (панель b) при нижчiй (T ∗2 = 1.3,
синi лiнiї) i вищiй (T ∗1 = 1.55, червонi лiнiї) температурах, i для τ = 2/3
(панель c) при нижчiй (T ∗2 = 0.9, синi лiнiї) i вищiй (T ∗1 = 1.15, червонi
лiнiї) температурах. Чорнi товстi суцiльнi лiнiї показують материнський
розподiл f (0)(m), тонкi суцiльнi лiнiї вiдповiдають рiдинним фазам, а
пунктирнi лiнiї позначають газовi фази.
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частинок.

4.2.5. Висновки

В другiй частинi четвертого роздiлу дослiджено фазову поведiнку полiдис-

персного плину ланцюгових молекул, що утворюються з твердосферних моно-

мерiв, взаємодiя мiж якими описується потенцiалом квадратної ями з полiдис-

перснiстю по довжинi ланцюга в невпорядкованому пористому середовищi. Для

цього, використовуючи вiдповiднi узагальнення термодинамiчної теорiї збурень

Баркера-Хендерсона другого порядку та її поєднання з теорiєю масштабної ча-

стинки, запропоновано та застосовано узагальнення термодинамiчної теорiї збу-

рень Вертхайма першого порядку. Для моделi пористого середовища використано

версiю моделi Маддена-Гландта, тобто матриця представляється замороженою в

станi рiвноваги твердосферним плином. Для оцiнки точностi наших теоретичних

результатiв для фазових дiаграм, проведено їх порiвняння з вiдповiдними даними

комп’ютерного моделювання в двох граничних випадках. Зокрема розглянуто мо-

нодисперсний плин твердих сфер, взаємодiя мiж якими описується потенцiалом

квадратної ями в невпорядкованому пористому середовищi i монодисперсний плин

ланцюгових молекул, якi утворенi з твердосферних мономерiв, взаємодiя мiж яки-

ми описується потенцiалом квадратної ями в об’ємi. В загальному, нашi теорети-

чнi передбачення показують добру узгодженiсть з результатами комп’ютерного

моделювання.

Дослiджено ефекти полiдисперсностi по довжинi ланцюга, пористого сере-

довища та середньої довжини ланцюга на фазову поведiнку моделi. Отримано

критичнi бiнодалi, кривi хмари та тiнi при рiзних ступенях полiдисперсностi, рi-

зних густинах матрицi та рiзних середнiх довжинах ланцюга. Зростання середньої

довжини ланцюга i/чи полiдисперсностi зумовлює зростання критичної темпера-

тури i незначне зменшення критичної густини. Iз зростанням густини матрицi

знижуються як критична температура, так i критична густина, а область фазово-

го спiвiснування зменшується. Зростання вiдношення розмiрiв частинок матрицi
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до частинок рiдини посилює цей ефект. Ця конкуренцiя мiж ефектами полiдис-

персностi та ефектами пористого середовища визначає фазову поведiнку системи,

тобто полiдисперснiсть збiльшує область фазового спiвiснування, а пористе сере-

довище призводить до її зменшення.

Визначено функцiї розподiлу спiвiснуючих фаз на критичнiй бiнодалi для

рiзних параметрiв пористого середовища при вищiй i нижчiй температурах. У всiх

випадках бiльшi молекули фракцiонують в рiдку фазу, а меншi – в газову.
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ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi дослiджено фазову поведiнку полiдисперсних коло-

їдних та полiмерних систем в об’ємi та у пористому середовищi, а також ефекти

фракцiонування частинок мiж рiзними фазами. Для цього було узагальнено та

застосовано сучаснi методи теорiї рiдкого стану, зокрема ТТЗ для асоцiативного

потенцiалу типу центральних сил, ВТН, ТТЗ-БХ2, ТТЗ Вертхайма, ССН i ТМЧ.

Також було запропоновано оригiнальний метод аналiтичного розрахунку радiаль-

ної функцiї розподiлу рiдини твердих сфер в твердосфернiй матрицi. Поставлену

в роботi мету виконано i, як пiдсумок отриманих результатiв, можна навести на-

ступнi висновки:

1. Бiнарна сумiш асоцiативних частинок з сферично-симетричною взаємодiєю

може мати фазове спiвiснування типу рiдина-рiдина з замкнутою фазовою

дiаграмою.

2. На додаток до вже вiдомих типiв фазових дiаграм для бiнарних сумiшей

виявлено нову фазову дiаграму, яка характеризується вiдсутнiстю перетину

лямбда-лiнiї з бiнодалями рiдина-газ.

3. В колоїдних сумiшах (якi представленi твердими сферами з додатковими

взаємодiями типу Морзе i Юкави) в об’ємi при великих полiдисперсностях

на додаток до звичайної критичної точки фазового переходу газ-рiдина,

з’являється ще i друга критична точка, яка зумовлена полiдисперснiстю,

а такi особливостi фазової дiаграми як кривi хмари та тiнi — утворюють за-

мкненi петлi. При подальшому збiльшеннi полiдисперсностi, в областi ниж-

чих температур, появляється третя фаза.

4. При збiльшеннi полiдисперсностi в розглянутих колоїдних системах крити-
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чна густина завжди зменшується, а критична температура спочатку збiль-

шується, а при дуже великих полiдисперсностях — зменшується.

5. В полiдисперсних колоїдних сумiшах в невпорядкованому пористому середо-

вищi при вiдносно великiй полiдисперсностi також, як i в об’ємi, iснує друга

критична точка, яка зумовлена полiдисперснiстю. Також вперше показано,

що пористе середовище при середнiх полiдисперсностях конкурує, а при ве-

ликих — пiдсилює ефект полiдисперсностi, зокрема при збiльшеннi густини

матрицi при сталiй великiй полiдисперсностi в областi нижчих температур

з’являється трифазне спiвiснування.

6. В полiмернiй системi, що представлена полiдисперсною по довжинi ланцю-

га сумiшшю ланцюгових молекул з додатковою взаємодiєю квадратної ями,

в невпорядкованому пористому середовищi фазова поведiнка визначається

конкуренцiєю мiж полiдисперснiстю та пористим середовищем. У той час

як полiдисперснiсть зумовлює розширення областi фазового спiвiснування

за рахунок пiдвищення критичної температури, збiльшення густини матри-

цi зменшує значення як критичної температури, так i критичної густини,

роблячи область фазового спiвiснування вужчою. Зi збiльшенням вiдноше-

ння розмiрiв частинок рiдини до розмiрiв частинок матрицi цей ефект по-

силюється. Також збiльшення середньої довжини ланцюга при фiксованих

значеннях полiдисперсностi та густини матрицi змiщує критичну точку до

вищого значення температури та трохи меншої густини.

7. В розглянутих полiдисперсних колоїдних та полiмерних систем як в об’ємi,

так i у пористому середовищi ступiнь фракцiонування залежить вiд темпе-

ратури. У всiх випадках частинки з бiльшими значеннями атрибуту полiдис-

персностi (розмiру, енергiї взаємодiї чи довжини ланцюга) фракцiонують в

високогустинну (рiдку) фазу, а частинки з меншими значеннями — фракцiо-

нують в низькогустинну (газову) фазу.



147

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Salacuse J., Stell G. Polydisperse systems: Statistical thermodynamics, with

applications to several models including hard and permeable spheres // J.

Chem. Phys. 1982. Vol. 77, no. 7. P. 3714–3725.

2. Hunter R. J. Foundations of Colloid Science. Oxford : Clarendon, 1993.

3. Elias H.-G. An Introduction to Polymer Science. Weinheim : VCH, 1997.

4. Bellier-Castella L., Xu H., Baus M. Phase diagrams of polydisperse van der

Waals fluids // J. Chem. Phys. 2000. Vol. 113, no. 18. P. 8337–8347.

5. Sollich P. Predicting phase equilibria in polydisperse systems // J. Phys.: Con-

dens. Matter . 2002. Vol. 14, no. 3. P. R79–R117.

6. Koningsveld R. Phase relationship and fractionation in multicomponent poly-

mer solutions // Pure Appl. Chem. 1969. Vol. 20, no. 3. P. 271–308.

7. Bellier-Castella L., Baus M., Xu H. Three-phase fractionation of polydisperse

fluids // J. Chem. Phys. 2001. Vol. 115, no. 7. P. 3381–3386.

8. Xu H., Bellier-Castella L., Baus M. Density functional theory of soft matter //

J. Phys.: Condens. Matter . 2002. Vol. 14, no. 46. P. 12147–12158.

9. Kalyuzhnyi Y. V., Kahl G. Phase coexistence in polydisperse liquid mixtures:

Beyond the van der Waals approximation // J. Chem. Phys. 2003. Vol. 119,

no. 14. P. 7335–7343.

10. Wilding N. B., Fasolo M., Sollich P. Liquid-gas coexistence and critical point

shifts in size-disperse fluids // J. Chem. Phys. 2004. Vol. 121, no. 14. P. 6887–

6899.

11. Kalyuzhnyi Y. V., Kahl G., Cummings P. T. Phase coexistence in polydisperse

charged hard-sphere fluids: Mean spherical approximation // J. Chem. Phys.

2004. Vol. 120, no. 21. P. 10133–10145.

http://dx.doi.org/10.1063/1.444274
http://dx.doi.org/10.1063/1.444274
http://dx.doi.org/10.1063/1.1316007
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/14/3/201
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/14/3/201
http://dx.doi.org/10.1351/pac196920030271
http://dx.doi.org/10.1063/1.1386905
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/14/46/318
http://dx.doi.org/10.1063/1.1607952
http://dx.doi.org/10.1063/1.1788632
http://dx.doi.org/10.1063/1.1737291


148

12. Effect of polymer chain-length polydispersity on the phase behavior of model

athermal mixtures of colloids and flexible self-excluding polymers / P. Paricaud,

S. Varga, P. T. Cummings, G. Jackson // Chem. Phys. Lett. 2004. Vol. 398,

no. 4–6. P. 489–494.

13. Fasolo M., Sollich P. Effects of colloid polydispersity on the phase behavior of

colloid-polymer mixtures // J. Chem. Phys. 2005. Vol. 122, no. 7. P. 074904.

14. Wilding N. B., Sollich P., Fasolo M. Finite-size scaling and particle-size cut-

off effects in phase-separating polydisperse fluids // Phys. Rev. Lett. 2005.

Vol. 95, no. 15. P. 155701.

15. Kalyuzhnyi Y. V., Kahl G., Cummings P. T. Towards the phase diagram of a

polydisperse mixture of charged hard spheres // Europhys. Lett. 2005. Vol. 72,

no. 1. P. 96–102.

16. Kalyuzhnyi Y. V., Kahl G., Cummings P. T. Phase coexistence in a polydis-

perse charged hard-sphere fluid: Polymer mean spherical approximation // J.

Chem. Phys. 2005. Vol. 123, no. 12. P. 124501.

17. Gazzillo D., Fantoni R., Giacometti A. Phase behaviour of polydisperse sticky

hard spheres: analytical solutions and perturbation theory // Mol. Phys. 2006.

Vol. 104, no. 22-24. P. 3451–3459.

18. Phase behavior of weakly polydisperse sticky hard spheres: Perturbation the-

ory for the Percus-Yevick solution / R. Fantoni, D. Gazzillo, A. Giacometti,

P. Sollich // J. Chem. Phys. 2006. Vol. 125, no. 16. P. 164504.

19. Phase behavior and particle size cutoff effects in polydisperse fluids /

N. B. Wilding, P. Sollich, M. Fasolo, M. Buzzacchi // J. Chem. Phys. 2006.

Vol. 125, no. 1. P. 014908.

20. Kalyuzhnyi Y. V., Hlushak S. P. Phase coexistence in polydisperse multi-

Yukawa hard-sphere fluid: High temperature approximation // J. Chem. Phys.

2006. Vol. 125, no. 3. P. 034501.

21. Kalyuzhnyi Y. V., Cummings P. T. Phase coexistence in polydisperse mixture

of hard-sphere colloidal and flexible chain particles // Chem. Phys. Lett. 2007.

Vol. 443, no. 4–6. P. 243–247.

http://dx.doi.org/10.1016/j.cplett.2004.09.071
http://dx.doi.org/10.1063/1.1851978
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.95.155701
http://dx.doi.org/10.1209/epl/i2005-10202-4
http://dx.doi.org/10.1063/1.2042347
http://dx.doi.org/10.1063/1.2042347
http://dx.doi.org/10.1080/00268970601050892
http://dx.doi.org/10.1063/1.2358136
http://dx.doi.org/10.1063/1.2208358
http://dx.doi.org/10.1063/1.2212419
http://dx.doi.org/10.1016/j.cplett.2007.06.052


149

22. Hlushak S. P., Kalyuzhnyi Y. V. Phase coexistence in the hard-sphere Yukawa

chain fluid with chain length polydispersity: High temperature approxima-

tion // Chem. Phys. Lett. 2007. Vol. 446, no. 4–6. P. 285–291.

23. Hlushak S. P., Kalyuzhnyi Y. V., Cummings P. T. Phase coexistence in poly-

disperse athermal polymer-colloidal mixture // J. Chem. Phys. 2008. Vol.

128, no. 15. P. 154907.

24. Hlushak S. P., Kalyuzhnyi Y. V. Phase coexistence in the hard-sphere Yukawa

chain fluid with chain length polydispersity: Dimer thermodynamic perturba-

tion theory // J. Chem. Phys. 2008. Vol. 129, no. 22. P. 224901.

25. Kalyuzhnyi Y. V., Hlushak S., Cummings P. Liquid-gas phase behavior of

polydisperse dipolar hard-sphere fluid: Extended thermodynamic perturbation

theory for central force associating potential // Condens. Matter Phys. 2012.

Vol. 15, no. 2. P. 23605.

26. Hvozd T. V., Kalyuzhnyi Y. V. Second-order Barker-Henderson perturbation

theory for the phase behavior of polydisperse Morse hard-sphere mixture //

Condens. Matter Phys. 2015. Vol. 18, no. 1. P. 13605.

27. Hvozd T. V., Kalyuzhnyi Y. V. Two- and three-phase equilibria in polydisperse

Yukawa hard-sphere mixture. High temperature and mean spherical approxi-

mations // Condens. Matter Phys. 2016. Vol. 19, no. 2. P. 23603.

28. Bellier-Castella L., Xu H., Baus M. Interfaces of polydisperse fluids: Surface

tension and adsorption properties // Phys. Rev. E . 2002. Vol. 65, no. 2.

P. 021503.

29. Baus M., Bellier-Castella L., Xu H. Density functional theory of polydisperse

fluid interfaces // J. Phys.: Condens. Matter . 2002. Vol. 14, no. 40. P. 9255.

30. Bellier-Castella L., Xu H. Sedimentation profiles of polydisperse fluids // J.

Phys.: Condens. Matter . 2003. Vol. 15, no. 32. P. 5417.

31. Busbee B. D., Obare S. O., Murphy C. J. An improved synthesis of high-aspect-

ratio gold nanorods // Adv. Mater. 2003. Vol. 15, no. 5. P. 414–416.

32. Daniel M.-C., Astruc D. Gold nanoparticles: assembly, supramolecular chem-

istry, quantum-size-related properties, and applications toward biology, catal-

http://dx.doi.org/10.1016/j.cplett.2007.07.052
http://dx.doi.org/10.1063/1.2907723
http://dx.doi.org/10.1063/1.3028044
http://dx.doi.org/10.5488/CMP.15.23605
http://dx.doi.org/10.5488/CMP.18.13605
http://dx.doi.org/10.5488/CMP.19.23603
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.65.021503
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/14/40/315
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/15/32/303
http://dx.doi.org/10.1088/0953-8984/15/32/303
http://dx.doi.org/10.1002/adma.200390095


150

ysis, and nanotechnology // Chem. Rev. 2004. Vol. 104, no. 1. P. 293–346.

33. Gold nanorods: synthesis, characterization and applications / J. Pérez-Juste,
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ДОДАТОК А

НАБЛИЖЕННЯ ГРУНДКЕ-ХЕНДЕРСОНА

Для розрахунку порожнинної кореляцiйної функцiї системи твердих сфер

y
(HS)
ij (r) ми використали наближення Грундке-Хендерсона [129]. Для r < d маємо:

ln y
(HS)
ij (r) =

3∑
n=0

anr
n, (А.1)

де a0 i a1 визначаються з (А.2) та (А.3), вiдповiдно, а a2 i a3 визначаються за

умови, що y(HS)ij (r) та ∂y
(HS)
ij (r)

∂r мають бути неперервними при r = d ((А.4) i (А.5)).

ln y
(HS)
ij (0) =

8η − 9η2 + 3η3

(1− η)3
, (А.2)

(
∂ ln y

(HS)
ij (r)

∂r

)
(r=0)

= −3η
2− η

(1− η)3
, (А.3)

y
(HS)
ij (d) =

4− 2η

4(1− η)3
, (А.4)

(
∂y

(HS)
ij (r)

∂r

)
(r=d)

=
5η2 − 9/2η

(1− η)3
. (А.5)

Таким чином, a0, a1, a2, a3 ми отримуємо шляхом поєднання рiвнянь (А.1), (А.2),

(А.3), (А.4) та (А.5):

a0 =
8η − 9η2 + 3η3

(1− η)3
, a1 = −3η

2− η
(1− η)3

,

a2 =
1

d2

[
− (3a0 + 2a1d) + 3 ln

(
4− 2η

4(1− η)3

)
+

9η + 10η2

2− η

]
,

a3 =
1

d3

[
2a0 + a1d− 2 ln

(
4− 2η

4(1− η)3

)
− 9η + 10η2

2− η

]
. (А.6)
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ДОДАТОК Б

СЕРЕДНЬОСФЕРИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Використовуючи середньосферичне наближення першого порядку [128] , для

r < 1 маємо:

δc
(HSY )
ij (r) = β

ε0
r

Aij

zn
e−zn(r−d) − βε0

r

Aij

zn

1

(1− η)4z6nQ
2
0(zn)

×

{S2(zn)e
−zn(r−d) + 144η2L2(zn)e

zn(r−d) + 24ηS(zn)L(zn)

−12η2[(1 + 2η)2z4n + (1− η)(1 + 2η)z5n]r
4

+12η[S(zn)L(zn)z
2
n − (1− η)2(1 + η/2)z6n]r

2

−24η[(1 + 2η)2z4n + (1− η)(1 + 2η)z5n]r}, (Б.1)

де

Q0(zn) =
S(zn) + 12ηL(zn)e

−zn

(1− η)2z3n
, (Б.2)

S(zn) = (1− η)2z3n + 6η(1− η)z2n + 18η2zn − 12η(1 + 2η), (Б.3)

L(zn) =

(
1 +

η

2

)
zn + 1 + 2η. (Б.4)
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ДОДАТОК В

ТЕРМОДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОСТI
ТВЕРДОСФЕРНОЇ РIДИНИ В

ТВЕРДОСФЕРНIЙ МАТРИЦI З
НАБЛИЖЕННЯ SPT2B1

βASPT2b1
HS

N
= βµSPT2b1HS − βP SPT2b1

HS

ρ
, (В.1)

βµSPT2b1HS = ln(Λ3ρ) + βµ
(ex)
1 − ln(1− η/φ0) + (1 + a)

η/φ0
1− η/φ0

+
η(φ0 − φ)

φ0φ(1− η/φ0)
+

(a+ 2b)

2

(η/φ0)
2

(1− η/φ0)2
+

2b

3

(η/φ0)
3

(1− η/φ0)3
, (В.2)

βP SPT2b1
HS

ρ
=

1

1− η/φ0
φ0
φ

+

(
φ0
φ
− 1

)
φ0
η

ln

(
1− η

φ0

)
+
a

2

η/φ0
(1− η/φ0)2

+
2b

3

(η/φ0)
2

(1− η/φ0)3
, (В.3)

i φ = exp(−βµ(ex)1 ), де коефiцiєнти a i b визначають структуру пористого сере-

довища i для твердосферної рiдини в твердосфернiй матрицi будуть мати такi

вирази:

a = 6 +
3η0τ(τ + 4)

1− η0
+

9η20τ
2

(1− η0)2
, (В.4)

b =
9

2

(
1 +

τη0
1− η0

)2

, τ =
σ

σ0
, (В.5)
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βµ
(ex)
1 = − ln(1− η0) +

9η20
2(1− η0)2

− η0Z0 + η0Z0(1 + τ)3

+

[
3η0Z0 −

3η0(1 + 2η0)

(1− η0)2

]
(1 + τ)−

[
3η0Z0 −

3η0(2 + η0)

2(1− η0)2

]
(1 + τ)2 , (В.6)

та

Z0 =
(1 + η0 + η20)

(1− η0)3
. (В.7)
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ДОДАТОК Г

РАДIАЛЬНА ФУНКЦIЯ РОЗПОДIЛУ
ПЕРКУСА-ЄВIКА ТВЕРДОСФЕРНОЇ РIДИНИ

В ТВЕРДОСФЕРНIЙ МАТРИЦI

Тут ми представляємо аналiтичнi вирази для зонного розкладу радiальної

функцiї розподiлу твердих сфер, яка була отримана Вертхеймом з наближення

Перкуса-Євiка [142] i нами узагальнена для твердосферної рiдини в невпорядко-

ваному пористому середовищi. Зокрема, для першої зони 1 < r ≤ 2 буде

gHS(r, ηeff [L1]) =
1

3r

1

(1− ηeff)2
2∑
l=0

2∑
k=0

Hkj
kl exp [tl(r − 1)] , (Г.1)

де

H0 = 1 +
1

2
ηeff , (Г.2)

H1 = − 1

4ηeff

1√
q2 + 1

8

[
x2−
(
1− 3ηeff − 4η2eff

)
+ x+

(
1− 5

2
η2eff

)]
, (Г.3)

H2 =
1

4ηeff

1√
q2 + 1

8

[
x2+
(
1− 3ηeff − 4η2eff

)
+ x−

(
1− 5

2
η2eff

)]
, (Г.4)

tl =
2ηeff

1− ηeff
[
−1 + x+j

l + x−j
−l] , j = exp

(
2

3
πi

)
, (Г.5)

x± =
3

√
q ±

√
q2 +

1

8
, q =

3 + 3ηeff − η2eff
4η2eff

. (Г.6)
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