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Актуальнiсть теми. Дослiдження фазових перетворень у рiзноманiтних
фiзичних системах вже довгий час є одним iз прiоритетних завдань фiзики. Те-
орiя фазових перетворень охоплює величезну рiзноманiтнiсть фiзичних об’єк-
тiв i явищ. Мiкроскопiчнi теоретичнi моделi, якi описуються цi системи, мо-
жуть мiстити як неперервнi, так i дискретнi величини. До останнiх вiднося-
ться, примiром, ґратковi спiновi моделi Iзинґового типу, в яких спiновi змiннi
у вузлах ґратки набувають дискретних значень. Саме такi моделi й розгля-
нуто в дисертацiї. Спiновi моделi вперше виникли в теорiї магнетизму, однак
згодом їх стали використовувати й у багатьох iнших галузях фiзики, назива-
ючи псевдоспiновими. Попри те, що в дисертацiї розглянуто рiзнi об’єкти –
ланцюжки апексних атомiв кисню у високотемпературному надпровiдниковi
YBa2Cu3O7−δ, шаруватi iнтеркальованi кристали, двовимiрнi магнетики, се-
гнетоелектрики тощо, всiх їх об’єднує те, що їхню фазову поведiнку можна
описати спiновими (псевдоспiновими) або ж псевдоспiн-електронними моде-
лями. Однак застосування цих моделей не обмежується розглянутими в ди-
сертацiї об’єктами. Наприклад, дiяграми основного стану узагальненої моделi
Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на рiзних ґратках будуть корисними всiм, хто матиме
справу з фiзичними системами, що описуються такою моделлю. Псевдоспiн-
електроннi моделi складнi i досi недостатньо ще вивченi, тому заслуговує на
увагу розглянута в дисертацiї спрощена модель iнтеркальованого шарувато-
го кристалу, в якiй вплив електронної пiдсистеми можна врахувати точно.
Розроблену в останньому роздiлi оригiнальну методику дослiдження фазової
поведiнки спiнових моделей в наближеннi середнього поля можна використати
в iнших подiбних задачах. Про актуальнiсть дослiдження основних станiв сис-
теми Гайзенбергових класичних спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi свiд-
чить вже те, що вiдповiдна стаття опублiкована у “Physical Review B (Rapid
Communications)” i процитована в оглядi в “Review of Modern Physics”.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами. Дисер-
тацiйна робота виконувалась в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН
України згiдно з планами робiт за темами: “Термодинамiка та кiнетика псевдо-
спiн-електронних моделей локально ангармонiчних кристалiчних i молекуляр-
них систем з сильними хаббардiвськими кореляцiями” (1999-2001 рр., шифр
теми БТ 00199, номер держреєстрацiї 0199U000670); “Дослiдження колектив-
них iонних та електрон-iонних процесiв у твердих тiлах на основi фермiонних
граткових моделей” (2002-2004 рр., шифр теми БТ 00602, номер держреєстрацiї
0102U000217); “Розвиток аналiтичних методiв теорiї енергетичного спектру та
динамiки сильнокорельованих систем частинок” (2005-2007 рр., номер держре-
єстрацiї 0105U002085); “Моделювання фiзичних властивостей квантових гра-
ткових систем з багаточастинковими кореляцiями” (2008-2012 рр.); “Квантовi
багаточастинковi гратковi системи: динамiчний вiдгук i ефекти сильних коре-
ляцiй” (2013-2017 рр., номер держреєстрацiї 0112U007761), “Сильнi кореляцiї
i конкуренцiї взаємодiй у класичних i квантових граткових системах рiзної
вимiрностi” (2018-2022 рр., номер держреєстрацiї 0118U003010).
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Мета дисертацiйної роботи — вивчення фазової поведiнки деяких псев-
доспiнових та псевдоспiн-електронних моделей i застосування їх до опису фа-
зових перетворень в iнтеркальованих кристалах i сегнетоелектриках. У роботi
було розглянуто такi задачi:

• дослiдити вплив тунелювання на фазовi переходи першого роду в псевдо-
спiн-електроннiй моделi, яка описує фазову поведiнку апексних атомiв
кисню у високотемпературних надпровiдниках типу YBa2Cu3O7−δ; ви-
вчити коливнi спектри ланцюжкiв скiнченної довжини цих атомiв,

• побудувати дiяграми основних станiв узагальненої моделi Блюма-Емерi-
Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках, а також на трикутнiй ґратцi та
ґратцi кагоме;

• дослiдити конфiгурацiї основного стану для системи класичних Гайзен-
бергових спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi,

• у наближеннi середнього поля дослiдити фазову поведiнку псевдоспiн-
електронної моделi на основi спiнової моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса i
проаналiзувати вплив на цю поведiнку електронної пiдсистеми,

• у наближеннi середнього поля дослiдити фазову поведiнку моделi Мiцуї
у теорiї сегнетоелектрикiв.

Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є ланцюжки апексних ато-
мiв кисню у високотемпературних надпровiдниках типу YBa2Cu3O7−δ, iнтер-
кальованi шаруватi кристали, сегнетоелектрики, магнетики з нефрустровани-
ми ґратками, а також трикутною ґраткою i ґраткою кагоме.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є фазовi дiяграми псевдо-
спiн-електронних моделей i моделi Мiцуї у псевдоспiновому формулюваннi, дi-
яграми основного стану моделей Iзинґового типу на нефрустрованих ґратках,
а також трикутнiй ґратцi та ґратцi кагоме, упорядковання системи класичних
Гайзенбергових спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi.

Методи дослiдження. Застосовано як аналiтичнi так i числовi, як точнi
(метод точної дiягоналiзацiї), так i наближенi (метод середнього поля) методи
дослiджень.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати, описанi у ди-
сертацiї — новi. Зокрема, вперше показано, що поперечне поле (тунелювання)
у псевдоспiн-електроннiй моделi не тiльки виконує роль “квантової темпера-
тури”, але й призводить до виникнення фазових переходiв першого роду, якi
iснують, якою б великою не була величина поперечного поля.

У дисертацiї вперше систематично дослiджено основнi стани узагальненої
моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках, а також на трику-
тнiй ґратцi та ґратцi кагоме. Також вперше розглянуто псевдоспiн-електронну
модель на основi спiнової моделi зi спiном S = 1 i дослiджено вплив електрон-
ної пiдсистеми на фазову поведiнку такої моделi.

Можна вказати на кiлька головних аспектiв практичного i наукового

значення одержаних результатiв. У роботах, представлених у дисерта-
цiї, розвинуто технiку дослiдження фазової поведiнки класичних та кванто-



3

вих псевдоспiнових та псевдоспiн-електронних моделей, яку можна викори-
стовувати для дослiдження iнших моделей такого типу. У дисертацiї зокрема
показано, що тунелювання в ангармонiчних потенцiяльних ямах призводить
до виникнення фазових переходiв першого роду. Цей результат має важливе
значення, бо спонукає до пошукiв фазових переходiв такої природи в iнших
системах з тунелюванням. Дiяграми основного стану для узагальненої моделi
Блюма-Емерi-Ґрiффiтса на рiзного типу ґратках практично важливi, тому що
цю модель використовують i будуть використовувати для опису рiзних фiзи-
чних явищ. Доказом тому є те, що стаття, в якiй вони наведенi, має бiльше
десяти цитувань, в тому числi кiлька за останнi роки.

Особистий внесок здобувача. Завдання, висвiтленi в усiх роздiлах ди-
сертацiї, крiм третього, сформулював науковий керiвник дисертанта член-коре-
спондент НАН України доктор фiз.-мат. наук професор I. В. Стасюк. Все ре-
шта, окрiм матерiялу, викладеного у статтi [1], — особистий внесок здобувача.
У статтi [1] здобувач обчислив спектри та iнтенсивностi переходiв.

Апробацiя роботи. Результати дисертацiї були оприлюдненi на таких кон-
ференцiях:

The 18-th IUPAP international conference on statistical physics, Berlin, August
2–8, 1992,

Workshop “Modern problems of soft matter theory”, Lviv, August 27-31, 2000,
“Dimensionality Effects and Non-linearity in Ferroics”, Lviv, October 19-22,

2004,
“Statistical Physics 2005: Modern Problems and New Applications”, Lviv,

August 28-30, 2005,
“VIII Ukrainian-Polish and III East-European Meeting on Ferroelectrics Physi-

cs”, Lviv, September 4-7, 2006,
“Рiздвянi дискусiї”, Львiв, 10–11 сiчня 2019, а також на семiнарах IФКС

НАН України.
Результати, викладенi в дисертацiї, опублiкованi в шести статтях i одно-

му препринтi, а також у шести тезах конференцiй.
Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, роз-

дiлу з оглядом лiтератури та чотирьох основних роздiлiв, де викладено ре-
зультати дослiджень дисертанта, а також висновкiв та списку використаних
джерел. Робота викладена на 119 сторiнках (разом з лiтературою i додатками
— 129 сторiнок), бiблiографiчний список мiстить 70 найменувань публiкацiй у
вiтчизняних та закордонних виданнях.

ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi висвiтлено актуальнiсть обраної теми, сформульовано мету i зав-
дання дослiдження, вiдзначено наукову новизну i практичне значення одер-
жаних результатiв, визначено особистий внесок здобувача та наведено iнфор-
мацiю щодо апробацiї результатiв дисертацiї.
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У першому роздiлi наведено стислий огляд лiтератури про лан-
цюжки апексних йонiв кисню у високотемпературних надпровiдниках типу
YBa2Cu3O7−δ, вказано зокрема статтi Мюллера, де запропоновано псевдоспi-
новий формалiзм опису їхньої поведiнки.

Коротко описано iсторiю дослiдження й використання моделi Iзинґового
типу зi спiном S = 1, так званої моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса, i наголошено
на вiдсутностi (до нашої публiкацiї) ґрунтовних робiт з основних станiв цiєї
моделi на рiзного типу ґратках. Наведено стислий опис iсторiї виникнення
iдеї про спiнову рiдину, вказано статтi, де йдеться про її iснування навiть у
сполуках зi спiном S = 1, i пов’язано з тими сполуками проблему основних
станiв класичних Гайзенбергових спiнових моделей на анiзотропнiй трикутнiй
ґратцi.

Наведено невеликий огляд робiт з iнтеркаляцiї в шаруватi кристали, зокре-
ма тi статтi, де йдеться про iнтеркаляцiю частинок, що можуть перебувати у
двох рiзних станах на вузлi, а отже описуються моделями з псевдоспiном S = 1.

Завершує огляд лiтератури iсторiя появи й дослiдження псевдоспiнової мо-
делi Мiцуї, вiдомої у теорiї сегнетоелектрикiв.

У другому роздiлi розглянуто псевдоспiн-електронну модель з попере-
чним полем, яка описує поведiнку ланцюжкiв апексних йонiв кисню у високо-
температурному надпровiдниковi YBa2Cu3O7−δ. Вона має вигляд

H =
∑

i

Hi −
1

2

∑

ij

JijS
z
i S

z
j , (1)

де
Hi = Uni↓ni↑ − µ(ni↓ + ni↑) + g(ni↓ + ni↑)S

z
i − hSz

i − ΩSx
i (2)

однокомiрковий гамiльтонiян. Тут Jij – параметр прямої взаємодiї мiж псев-
доспiнами Sz

i та Sz
j , U – Хаббардова кореляцiя, µ – хемiчний потенцiял, g –

константа псевдоспiн-електронної взаємодiї, h – поздовжнє зовнiшнє поле, або
асиметрiя локального ангармонiчного потенцiялу, Ω – поперечне поле.

У наближеннi середнього поля гамiльтонiян має вигляд:

H =
∑

H̃i +
N

2
Jη2, (3)

де

H̃i = Uni↓ni↑ − µ(ni↓ + ni↑) + g(ni↓ + ni↑)− (h+ Jη)Sz
i − ΩSx

i , (4)

J =
∑

i

Jij =
∑

j

Jij , η = 〈Sz
i 〉.
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Вектори |ni↑, ni↓, S
z
i 〉 утворюють повну базу для гамiльтонiяна H̃i:

|1〉 = |0, 0, 1/2〉, |1̃〉 = |0, 0,−1/2〉,
|2〉 = |1, 1, 1/2〉, |2̃〉 = |1, 1,−1/2〉,
|3〉 = |0, 1, 1/2〉, |3̃〉 = |0, 1,−1/2〉,
|4〉 = |1, 0, 1/2〉, |4̃〉 = |1, 0,−1/2〉.

(5)

У цiй базi гамiльтонiян H̃i недiягональний, але легко перейти до бази, в якiй
вiн буде дiягональним. У результатi одержимо такий набiр власних значень:

λ1,1̃ = ∓
1

2

√

h̃2 +Ω2,

λ2,2̃ = −2µ+ U ∓
1

2

√

(h̃− 2g)2 +Ω2,

λ3,3̃ = −µ∓
1

2

√

(h̃− g)2 +Ω2 = λ4,4̃, (6)

Рис. 1: Параметер порядку η як фун-
кцiя поля h (суцiльна лiнiя) та кривi
ηi(h) (пунктирнi лiнiї). T = 0, J = 1,
µ = −0.01, U = 0.1, g = 0.28, Ω = 0.55.
Потовщенi лiнiї вiдповiдають термоди-
намiчно стiйким станам.

де h̃ = h+ Jη.
Статистична сума для однiєї ко-

мiрки

Zi =
∑

r

(

e−βλr + e−βλr̃
)

e−β
Jη2

2 . (7)

Загальна статистична сума

Z = ZN
i . (8)

Термодинамiчний потенцiял на
одну комiрку

ω = −Θ ln
∑

r

(

e−βλr + e−βλr̃
)

+
1

2
Jη2.

(9)
З умови рiвноваги в режимi µ =

const
(

∂ω

∂η

)

T,µ,h

= 0 (10)

одержуємо рiвняння для середнього
значення η, що вiдiграє роль параметра порядку:

η=
1

∑

r

(e−βλr+e−βλr̃ )

{

h̃

2
√

h̃2+Ω2

(

e−βλ1−e−βλ
1̃

)

+ (11)

+
h̃−2g

2

√

(h̃−2g)2+Ω2

(

e−βλ2−e−βλ
2̃

)

+
h̃−g

√

(h̃−g)2+Ω2

(

e−βλ3−e−βλ
3̃

)







.
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Середнє число електронiв на комiрку знайдемо, продиференцiювавши за µ
вираз (9):

n = 2− 2 ·
e−βλ1 + e−βλ

1̃ + e−βλ3 + e−βλ
3̃

∑

r

(e−βλr + e−βλr̃ )
. (12)

Рис. 2: Каскад фазових переходiв. По-
товщенi лiнiї вiдповiдають термодина-
мiчно стiйким станам, а пунктирними
лiнiями зображено “незреалiзованi” дi-
лянки кривих ηi(h). Буквами a, b, c, d
та f позначено рiзнi фази. a) T = 0,
J = 1, µ = −0.106, U = 0.22, g = 0.28,
Ω = 0.47; b) T = 0, J = 1, µ = 0.11,
U = 0.22, g = 0.28, Ω = 0.47.

Вирази для середнього значення
η та n дають змогу дослiдити фазову
поведiнку моделi. Вона стає зрозумi-
ла, коли спочатку розглянути фазовi
переходи в границi нульової темпера-
тури в режимi µ = const (див. рис. 1),
що можна зробити аналiтично. Вияв-
лено два типи фазових переходiв пер-
шого роду: 1) фазовi переходи з кри-
вої 2 на криву 3 або з кривої 3 на кри-
ву 1 i 2) тi, якi вiдповiдають стрибкам
iз кривої 2 на криву 1 або вiдбува-
ються в межах однiєї кривої. Першi зi
збiльшенням температури зникають
значно швидше, нiж другi. Зi збiль-
шенням Ω критична температура ко-
жного переходу спадає. При Ω = J/2
переходи першого типу зникають, а
другого — залишаються, яким би ве-
ликим не було Ω. Тож поперечне по-
ле не просто зменшує критичну тем-
пературу фазових переходiв першого
роду, а й за певних µ i досить низь-
кої температури призводить до появи
одного або й двох додаткових фазо-
вих переходiв, якi, на вiдмiну вiд ви-
падку g = 0, не зникають, яким би
великим не було Ω. За нульової тем-
ператури нестабiльнiсть щодо розша-
рування фаз iснує не в обмеженiй (як
при Ω = 0), а в усiй областi значень
параметра асиметрiї h.

Для аналiзу динамiки ланцюжкiв
CuO скiнченної довжини в кристалах

типу YBa2Cu3O7−δ використано псевдоспiнову модель без електронної пiдсис-
теми i поля h. Коливнi спектри коротких ланцюжкiв знайдено як функцiї па-
раметрiв теорiї. В низькоенергетичнiй частинi спектру вiдбувається перехiд з
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основного стану; енергiя цього переходу меншає з бiльшанням довжини лан-
цюжка. Обчислено iнтенсивностi переходiв мiж рiвнями.
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h

J  K C

(J K)/4 C/2C
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J  K  0
C (J K)/2

Рис. 3: Дiяграми основного стану для
моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випадку
J > 0, C > 0 для нефрустрованих ґра-
ток. Потовщенi лiнiї вiдповiдають фа-
зовим переходам першого роду.

У третьому роздiлi йдеться про
основнi стани найзагальнiшої моделi
Iзинґа зi спiном S = 1. Побудова-
но фазовi дiяграми основного стану.
Найзагальнiший гамiльтонiян моделi
Iзинґа зi спiном S = 1 має вигляд

H∗ = −J∗
∑

〈ij〉

sisj −K∗
∑

〈ij〉

si
2sj

2

− C∗
∑

〈ij〉

(

si
2sj + sisj

2
)

+
∑

i

(

−hsi +∆si
2
)

, (13)

де si — спiнова змiнна на i-му вузлi
— набуває значень −1, 0, +1,

∑

〈ij〉

означає суму за парами найближчих
сусiдiв, J∗, K∗ i C∗ характеризують
бiлiнiйну, бiквадратну та мiшану вза-
ємодiї мiж найближчими сусiдами,
вiдповiдно; h i ∆ — “поля”.

У гамiльтонiянi (13) можна замi-
нити суму за вузлами сумою за зв’яз-

ками. Розглядаємо лише ґратки з однаковою кiлькiстю зв’язкiв навколо ко-
жного вузла. Одновузлову енергiю розподiляємо рiвномiрно по z зв’язках, якi
оточують i-тий вузол, i замiсть гамiльтонiяну (13) розглядаємо гамiльтонiян
H = zH∗:

H = −J
∑

〈ij〉

sisj −K
∑

〈ij〉

si
2sj

2 − C
∑

〈ij〉

(

si
2sj + sisj

2
)

+
∑

〈ij〉

[

−h (si + sj) + ∆
(

s2i + s2j
)]

, (14)

де запроваджено такi позначення: H = zH∗, J = zJ∗, K = zK∗ i C = zC∗.
Дiяграми основного стану однаковi для обох гамiльтонiянiв.

Розглянувши двовузловi блоки та їхнi енергiї, легко будуємо дiяграми
основного стану для нефрустрованих ґраток. Вони наведенi на рис. 3 i 4.

Подiбним чином, порiвнюючи енергiї тривузлових блокiв, ми побудували
дiяграми основного стану для трикутної ґратки та ґратки кагоме.

У цьому роздiлi дослiджено також основнi стани системи класичних Гайзен-
бергових спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi. Гамiльтонiян такої системи
можна записати у виглядi суми за трикутними плакетками з класичними спi-
нами (одиничними 3-векторами) у їхнiх вершинах i парними лiнiйними (K, L
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i M) та бiквадратичними (A, B i C) взаємодiями мiж спiнами (в розрахунку
на одну плакетку):

H =
∑

△i

[

K~Si1 · ~Si2 + L~Si2 · ~Si3 +M~Si1 · ~Si3

−A(~Si1 · ~Si2)
2 −B(~Si2 · ~Si3)

2 − C(~Si1 · ~Si3)
2
]

, (15)

де ~Si1, ~Si2 i ~Si3 — спiни в трьох вершинах i-ї трикутної плакетки.
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Рис. 4: Дiяграми основного стану для
моделi Iзинґа зi спiном S = 1 у випадку
J < 0, C > 0 для нефрустрованих ґра-
ток. Потовщенi лiнiї вiдповiдають фа-
зовим переходам першого роду.

Якщо мiнiмiзацiя енергiї плаке-
тки призводить до трьох рiзних ку-
тiв мiж парами спiнiв у її вершинах,
то iснує три типи спiнових упоряд-
ковань: звичайна спiральна конiчна
структура, а також дво- та чотири-
пiдґратковi спiральнi конiчнi струк-
тури. Найцiкавiша з них — чотири-
пiдґраткова структура, яка має ви-
гляд вкладених одна в одну чоти-
рьох звичайних спiральних структур
(рис. 5). Подiбну структуру спостерi-
гали експериментально С. Накацуї та
iншi (Nakatsuji, S. et al. Spin Disorder
on a Triangular Lattice // Science. –
2005. – Vol. 309. – P. 1697).

У четвертому роздiлi розгля-
нуто псевдоспiн-електронну модель
iнтеркаляцiї дипольних частинок у
шаруватi кристали.

Гамiльтонiян такої моделi можна
записати, використавши псевдоспiно-
вий формалiзм:

H = Hs +Hse +He. (16)

Тут

Hs = −
1

2

∑

ij

JijS
z
i S

z
j

−
1

2

∑

ij

KijS
z
i
2Sz

j
2 +

∑

i

(−hSz
i + E0S

z
i
2) (17)

— гамiльтонiян псевдоспiнової моделi з псевдоспiном S = 1 (гамiльтонiян БЕҐ).
Його бiлiнiйний доданок описує залежну, а бiквадратний — незалежну вiд
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орiєнтацiї ефективну взаємодiю мiж псевдоспiнами, тобто взаємодiї диполь-
диполь i заряд-заряд мiж iнтеркальованими частинками. Вважатимемо, що
обидвi цi взаємодiї мають характер притягання. −hSz

i — це енергiя псевдо-
спiна у зовнiшньому полi, а E0 — однойонна анiзотропiя. −E0 — це хемiчний
потенцiял iнтеркальованих частинок.

Рис. 5: Чотирипiдґраткова спiнова кон-
фiгурацiя. У межах кожної пiдґратки
спiнова структура — звичайна спiраль-
на конiчна, але на трикутнiй ґратцi з
удвiчi бiльшими сталими ґратки.

Електронну пiдсистему описує га-
мiльтонiян He:

He =
U

2

∑

i

nei(nei − 1)− µ
∑

i

nei,

(18)
де U — Габбардова кореляцiя еле-
ктронiв на вузлi, а µ — хемiчний по-
тенцiял електронiв. Гамiльтонiян Hse

пов’язує псевдоспiнову та електрон-
ну пiдсистеми:

Hse = g
∑

i

neiS
z
i +ρ

∑

i

neiS
z
i
2, (19)

де g — залежна, а ρ — незале-
жна вiд орiєнтацiї псевдоспiна енер-

гiя псевдоспiн-електронної взаємодiї. Гамiльтонiян (16) можна записати у ви-
глядi суми двовузлових та одновузлових гамiльтонiянiв:

H =
∑

ij

Hij +
∑

i

Hi. (20)

Запровадивши позначення

r = 1 + e−β(2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(g+ρ−µ),

t = 1 + e−β(−2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(−g+ρ−µ),

s = 1 + e−β(U−2µ) + 2eβµ, (21)

h̃ = h+
1

2β
ln

r

t

= h+
1

2β
ln

r

s
−

1

2β
ln

t

s
,

Ẽ0 = E0 −
1

2β
ln

r

t
−

1

β
ln

t

s

= E0 −
1

2β
ln

r

s
−

1

2β
ln

t

s
, (22)
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великий термодинамiчний потенцiял системи на один вузол можна записати у
виглядi:

ω = −
1

βN
lnZ (23)

= −
1

β
ln s−

1

βN
ln
∑

km





∑

〈km〉

e
−β

∑

ij

Hij



 e−βẼ0(k+m)eβh̃(k−m),

де 〈km〉 означає, що пiдсумовування йде за станами з k i m псевдоспiнами
вверх i вниз вiдповiдно.

Вираз для середнього числа електронiв на вузол:

ne = 2− c1(n+ η)− c2(n− η)− 2c3(1 − n). (24)

Тут запроваджено такi позначення:

ne = −
∂ω

∂µ
, n = 〈Sz

i
2〉 =

∂ω

∂Ẽ0

, η = 〈Sz
i 〉 = −

∂ω

∂h̃
;

c1 =
1 + e−β(g+ρ−µ)

1 + e−β(2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(g+ρ−µ)
,

c2 =
1 + e−β(−g+ρ−µ)

1 + e−β(−2g+2ρ+U−2µ) + 2e−β(−g+ρ−µ)
, (25)

c3 =
1 + eβµ

1 + e−β(U−2µ) + 2eβµ
.

Рiвняння (22) – (25) дають змогу дослiдити фазову дiяграму моделi (20). Вона
звелася до моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса:

Hs = −J
∑

〈ij〉

Sz
i S

z
j −K

∑

〈ij〉

Sz
i
2Sz

j
2 +

∑

i

(

−h̃Sz
i + Ẽ0S

z
i
2
)

, (26)

де 〈ij〉 означає суму за парами найближчих сусiдiв, а J i K — вiдповiдно
бiлiнiйна та бiкваратна взаємодiї.

Цю модель ми дослiдили точно для нульової температури i в наближеннi
середнього поля для вiдмiнної вiд нуля температури. Знайшли мультикритичнi
точки та лiнiї на фазовiй дiяграмi. Побудували приклади фазових дiяграм у
координатах (h̃, Ẽ0, θ), а також (h,E0, θ) (рис. 6).

Основний результат наших дослiджень полягає в тому, що за фiксованої
температури електронна пiдсистема призводить до змiщення фазової дiяграми
в координатах (h,E0), але це змiщення, як видно з рiвнянь (22), залежать
не лише вiд параметрiв електронної та псевдоспiн-електронної взаємодiй, а й
вiд температури. Тому дiяграма в координатах (h,E0, θ) “викривлюється”. У
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Рис. 6: Приклад фазової дiяграми моделi БЕҐ (злiва) та вiдповiдної
псевдоспiн-електронної моделi (справа). J = 0.2, K = 1.0, g = 1.15, ρ = 1.0,
U = 0.2, µ = −0.1.

випадку фiксованого ne i/або n вiдбувається розшарування на фази з рiзними
концентрацiями електронiв i частинок.

У п’ятому роздiлi дослiджено фазову поведiнку моделi Мiцуї, вiдомої
в теорiї сегнетоелектрикiв. Гамiльтонiян моделi Мiцуї (без зовнiшнього поля)
має вигляд

H = −
1

2

∑

ij

Jij
(

SzA
i SzA

j + SzB
i SzB

j

)

−
∑

ij

KijS
zA
i SzB

j

−∆
∑

i

(

SzA
i − SzB

i

)

− Ω
∑

i

(

SxA
i + SxB

i

)

. (27)

Тут iндекси A i B вiдповiдають двом рiзним пiдґраткам, SαA
i – α-компонента

псевдоспiна на i-му вузлi пiдґратки A, Jij – взаємодiя мiж псевдоспiнами однiєї
пiдґратки, Kij – взаємодiя мiж псевдоспiнами рiзних пiдґраток, ∆ – асиметрiя
ангармонiчного потенцiялу, поперечне поле Ω описує тунелювання мiж двома
пiд’ямами двомiнiмумного потенцiялу.

Замiна SzB
i → −SzB

i , Kij → −Kij перетворює гамiльтонiян (27) у гамiль-
тонiян двопiдґраткової моделi iз поздовжнiм полем ∆ (однаковим на обох пiд-
ґратках) та поперечним полем Ω. Тому обидвi моделi еквiвалентнi.

В наближеннi середнього поля гамiльтонiян (27) має вигляд

H =
N

2

{

Kη
A
η
B
+

J

2

(

η2
A
+ η2

B

)

}

+
∑

i

(

HA
i +HB

i

)

, (28)

де запровадженi такi позначення:

HA
i = − (∆ +Kη

B
+ Jη

A
)SzA

i − ΩSxA
i , (29)
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Рис. 7: Областi iснування сегнетофази (див. також наступний рисунок). Штри-
ховану лiнiю – продовження лiнiї, яка обмежує область V – наведено тiльки
для порiвняння з дiяграмою iз монографiї В.Г. Вакса (Вакс В.Г. Введение в
микроскопическую теорию сегнетоелектриков. Москва: Наука, 1973).

Рис. 8: Параметри сегнетоелектричного та антисегнетоелектричного впоряд-
кування для рiзних областей iснування сегнетофази. Зображено тiльки термо-
динамiчно стiйкi стани. a = 0.36, далi по стрiчках зверху вниз: I) γ = 0.337; II)
γ = 0.3375; III) γ = 0.338; IV) γ = 0.339. V) a = 0.36, γ = 0.34; VI) a = −0.4,
γ = 0.14; VII) a = 0.36, γ = 0.35. Для области III кружечками вказано фазовий
перехiд першого роду в межах сегнетофази.



13

HB
i = − (−∆+Kη

A
+ Jη

B
)SzB

i − ΩSxB
i , (30)

K =
∑

i

Kij =
∑

j

Kij , J =
∑

i

Jij =
∑

j

Jij , (31)

Рис. 9: Параметри сегнетоелектри-
чного та антисегнетоелектричного
впорядкування для рiзних областей
iснування сегнетофази. ω = 0.1.
Зображено тiльки термодинамiчно
стiйкi стани. По стрiчках зверху
вниз: VIII) a = 0.65, γ = 0.4035; IX)
a = 0.66, γ = 0.4065; X) a = 0.667,
γ = 0.4085; XI) a = 0.2, γ =
0.2912765. Кружечками вказано фа-
зовий перехiд першого роду в межах
сегнетофази.

ηA = 〈SzA
i 〉, ηB = 〈SzB

i 〉 — середнi
значення псевдоспiнiв на пiдґратках, а
N – загальна кiлькiсть псевдоспiнiв.

Зручно запровадити новi змiннi: ξ =
η
A

+ η
B

– параметер сегнетоелект-
ричного впорядкування, та σ = η

A
− η

B

– параметер антисегнетоелектричного
впорядкування, а також такi позначен-
ня:

a =
K − J

K + J
, γ =

∆

K + J
, t =

θ

K + J
,

ω =
Ω

K + J
, f =

F

K + J
, (32)

перейшовши таким чином до безрозмiр-
них величин.

Рiвняння самоузгодження для ви-
падку ω = 0 мають вигляд

eξ/t =
(1 + ξ)2 − σ2

(1− ξ)2 − σ2
,

e−aσ/t = e−2γ/t (1 + σ)2 − ξ2

(1− σ)2 − ξ2
,

(33)

а вираз для вiльної енергiї на одну ко-
мiрку такий:

f =
1

4

(

ξ2 − aσ2
)

+
t

2
ln{[1− (ξ + σ)2]

× [1− (ξ − σ)2]}

− 2t ln 2. (34)

Рiвняння самоузгодження та вираз
для вiльної енергiї дають змогу дослi-
дити фазовi переходи першого i друго-
го родiв i побудувати фазову дiяграму
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моделi Мiцуї. Нетривiяльна картина фазових переходiв спостерiгається тiльки
у випадку K ≥ 0, J ≥ 0, тому лише цей випадок розглянуто в дисертацiї. До-
слiджено, що в площинi (γ, a) (γ ≥ 0, a ≥ 0) є сiм областей з рiзними типами
температурної поведiнки параметрiв ξ i σ. Цi областi показано на рис. 7, а при-
клади температурної залежности параметрiв порядку для кожної iз областей
наведено на рис. 8.

Знайдено також аналiтичний вираз для трикритичної температури та умо-
ву її iснування:

ttc =
1

3
+

1

6(a− 1)
, a ≤

1

4
. (35)

Аналогiчне дослiдження провено для випадку ω 6= 0 i виявлено ще чотири
типи температурної поведiнки параметрiв порядку (див. рис. 9).

Основнi результати та висновки

1. У наближеннi середнього поля дослiджено фазову поведiнку псевдоспiн-
електронної моделi з прямою взаємодiєю псевдоспiнiв та поперечним по-
лем Ω. Показано, що поперечне поле не просто зменшує критичну темпе-
ратуру фазових переходiв першого роду, а й за певних значень хемiчно-
го потенцiялу µ i досить низької температури приводить до виникнення
одного або й двох додаткових фазових переходiв, якi, на вiдмiну вiд ви-
падку g = 0 (g – псевдоспiн-електронна взаємодiя), не зникають, яким би
великим не було поздовжнє поле h. За нульової температури нестабiль-
нiсть щодо розшарування фаз iснує не в обмеженiй (як у випадку Ω = 0),
а в усiй областi значень параметра h.
Псевдоспiнова модель без електронної пiдсистеми i поля h дала змогу
провести аналiз динамiки ланцюжкiв CuO скiнченної довжини в криста-
лах типу YBa2Cu3O7−δ. Знайдено коливнi спектри коротких ланцюжкiв i
показано, що в низькоенергетичнiй частинi спектру вiдбувається перехiд
з основного стану; енергiя цього переходу меншає з бiльшанням довжини
ланцюжка. Результати опублiковано у статтях [1,2].

2. Побудовано дiяграми основного стану для узагальненої моделi Блюма-
Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках та на двох фрустрованих:
трикутнiй ґратцi та ґратцi кагоме. Зроблено аналiз основних станiв на
межах повновимiрних областей i знайдено межi, де мають мiсце фазо-
вi переходи першого роду. Показано, що трикутна ґратка в бiльшiй мiрi
“пiдтримує” фазовi переходи першого роду, нiж ґратка кагоме. Результа-
ти опублiковано у статтi [3] та препринтi [7].

3. Показано, що сновний стан системи класичних спiнiв на анiзотропнiй три-
кутнiй ґратцi можна побудувати, мiнiмiзуючи енергiю взаємодiї в межах
однiєї елементарної трикутної плакетки, якщо взаємодiї мiж спiнами не
виходять за межi плакетки. Якщо усi три кути мiж парами спiнiв пла-
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кетки рiзнi, iснує три рiзнi типи глобальних структур основного стану.
Найскладнiший iз них — несумiрне спiральне чотирипiдґраткове впоряд-
ковання. Подiбний тип упорядковання спостерiгали у сполуках NiGa2S4

та FeGa2S4. Спiновий безлад у цих сполуках може бути результатом скла-
дної доменної структури, у якiй є домени усiх трьох типiв, бо усi цi струк-
тури основного стану мають однакову енергiю. Результати опублiковано
у статтi [6].

4. Запропоновано псевдоспiн-електронну модель на основi моделi БЕҐ для
опису iнтеркаляцiї частинок у шаруватi кристали з двома станами ча-
стинки на вузлi. Завдяки одновузловому характеру електрон-електронної
i псевдоспiн-електронної взаємодiї в моделi, вплив електронної пiдсисте-
ми враховано точно. Поле в ефективнiй псевдоспiновiй системi змiщене й
залежить вiд температури та параметрiв, пов’язаних з електронами. Для
взаємодiї найближчих сусiдiв побудовано точну фазову дiяграму основ-
них станiв псевдоспiнової системи, що дало змогу вивчити фазовi пере-
ходи й роздiлення фаз у моделi за нульової температури, не використо-
вуючи нiяких наближень. За фiксованої температури вплив електронiв
призводить до змiщення лiнiй спiвiснування фаз вдовж осей h та E0, тому
поверхня спiвiснування фаз деформується, i якщо псевдоспiн-електронна
взаємодiя вiдмiнна вiд нуля, то фазова дiяграма вже не симетрична вiд-
носно поля h. Роздiлення на фази з рiзною концентрацiєю частинок зу-
мовлене сталiстю числа електронiв, якi взаємодiють з частинками, навiть
якщо число iнтеркальованих частинок не фiксоване. Результати опублi-
ковано у статтi [4].

5. Встановлено взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж моделлю Мiцуї i мо-
деллю двопiдґраткового метамагнетика в зовнiшньому полi. Вперше про-
ведено повний аналiз фазових переходiв у моделi Мiцуї в наближеннi
середнього поля як за нульового, так i за вiдмiнного вiд нуля поперечно-
го поля Ω. Розроблено оригiнальну методику такого аналiзу. За Ω = 0
знайдено аналiтичний вираз для трикритичної температури й умову її
iснування. У цьому випадку iснує сiм рiзних типiв температурної пове-
дiнки параметра порядку – поляризацiї. Їх кiлькiсть зростає за невели-
кого поперечного поля Ω, але, починаючи з деякого його значення, кiль-
кiсть типiв температурної поведiнки параметра порядку меншає, а за
ω = Ω/(K + J) > 1/2 фазових переходiв нема взагалi. За вiдмiнного вiд
нуля Ω фазовi переходи другого роду можливi й за нульової температу-
ри, чого не може бути у випадку Ω = 0. Максимальна кiлькiсть фазових
переходiв за Ω = 0 – чотири (по два кожного роду), а за Ω 6= 0 – п’ять
(три першого i два другого роду). Результати опублiковано у статтi [5].
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АНОТАЦIЯ

Дубленич Ю.I. Фазова поведiнка деяких псевдоспiнових та псевдоспiн-
електронних моделей. — На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.04.02 “Теоретична фiзика” (104 — Фiзика та астроно-
мiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню фазової поведiнки псевдо-
спiнових та псевдоспiн-електронних моделей, що описують ланцюжки апе-
ксних йонiв кисню у високотемпературних надпровiдниках типу YBa2Cu3O7−δ,
шаруватi iнтеркальованi сполуки та деякi сегнетоелектрики.

У наближеннi середнього поля розглянуто псевдоспiн-електронну модель
(S = 1/2) з прямою взаємодiєю псевдоспiнiв та поперечним полем i виявлено
фазовi переходи першого роду двох рiзних типiв. Спрощену псевдоспiнову мо-
дель використано, щоб обчислити спектр ланцюжкiв CuO скiнченної довжини
та iнтенсивностi переходiв мiж рiвнями.

Побудовано фазовi дiяграми основного стану узагальненої моделi Блюма-
Емерi-Ґрiффiтса на нефрустрованих ґратках, трикутнiй ґратцi та ґратцi каго-
ме зi взаємодiєю найближчих сусiдiв. Дослiджено основнi стани системи кла-
сичних Гайзенбергових спiнiв на анiзотропнiй трикутнiй ґратцi i знайдено три
типи спiнових упорядковань.

Псевдоспiн-електронну модель на основi моделi Блюма-Емерi-Ґрiффiтса
застосовано до опису фазових переходiв в iнтеркалатах. Показано, що завдяки
одновузловому характеровi електрон-електронної та псевдоспiн-електронної
взаємодiй, статистична сума моделi розбивається на добуток статистичних сум
незалежних псевдоспiнової та електронної пiдсистем.

Ключовi слова: фазовi переходи, розшарування фаз, iнтеркаляцiя, модель
Iзинґа, псевдоспiн-електронна модель, основнi стани.
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АННОТАЦИЯ

Дубленич Ю.И. Фазовое поведение некоторых псевдоспиновых и псевдо-
спин-электронных моделей. — На правах рукописи.

Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математи-
ческих наук по специальности 01.04.02 “Теоретическая физика” (104 — Физика
и астрономия). — Институт физики конденсированных систем НАН Украины,
Львов, 2021.

В приближении среднего поля рассмотрено псевдоспин-электронную мо-
дель (S = 1/2) с прямым взаимодействием псевдоспинов и поперечным полем
и обнаружено фазовые переходы первого рода двух различных типов. Упро-
щенную псевдоспиновую модель использовано, чтобы вычислить спектр цепо-
чек CuO конечной длины и интенсивности переходов между уровнями.

Построено фазовые диаграммы основного состояния обобщенной модели
Блюма-Эмери-Гриффитса на нефрустрованных решетках, треугольной реше-
тке и решетке Кагоме со взаимодействием ближайших соседей. Исследованы
основные состояния системы классических Гейзенберговых спинов на анизо-
тропной треугольной решетке и найдено три типа спиновых упорядочений.

Псевдоспин-электронную модель на основе модели Блюма-Эмери-Гриф-
фитса применено к описанию фазовых переходов в интеркалатах. Показано,
что благодаря одноузельному характеру электрон-электронного и псевдоспин-
электронного взаимодействий, статистическая сумма модели разбивается на
произведение статистических сумм независимых псевдоспиновой и электрон-
ной подсистем.

Ключевые слова: фазовые переходы, расслоение фаз, интеркаляция, мо-
дель Изинга, псевдоспин-электронная модель, основные состояния.

ABSTRACT

Dublenych Yu.I. Phase behaviour of some pseudospin and pseudospin-electronic
models. — Manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy in Physics and Mathematics on
the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy). —
Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of
Ukraine, Lviv, 2021.

The goal of the dissertation is to study phase transitions and phase separati-
on in spin and pseudospin-electronic models describing behavior of chains of
apex oxygen ions in high-temperature superconductors of the YBa2Cu3O7−δ type,
layered intercalated compounds, and some ferroelectrics.

The pseudospin-electron model with a direct interaction between pseudospins
and with a transverse field is considered in the mean-field approximation. In the
absence of electron transfer, the equilibrium states of the model are studied in
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the mean field approximation. In the µ = const regime, two types of the first
order phase transitions (with jumps of the mean values of pseudospins and average
electron concentration) are revealed. At T → 0, phase transitions of the first type
disappear, on increasing the transverse field, while those of the second type persist
at any large value of the field. The phase transitions of the second type are caused
by simultaneous effect of pseudospin-electron interaction and transverse field. It is
also shown that in the n = const regime at zero temperature, the phase separation
occurs at all values of a longitudinal field h.

Within a simplified pseudospin model (without electrons and longitudinal field)
the spectrum of CuO chains of finite length and intensities of transitions between
levels are calculated. A transition occurs (from the ground state) in the low-energy
part of the spectrum. The energy of this transition decreases with increasing number
of fragments in the chaine.

Ground-state phase diagrams of the generalized Blume-Emery-Griffiths model
on unfrustrated lattices, as well as on triangular and kagome lattices with the
nearest neighbor interaction are constructed.

It is shown that the ground state of a system of classical spins on a anisotropic
triangular lattice with interactions within an elementary triangular plaquette can
be constructed by minimizing the single plaquette energy density function. Even
in the case when all the three angles between pairs of spins on the plaquette are
different, there exist five types of global ground-state configurations. The most
complicated of these is a spiral four sublattice ordering. On the base of this outcome
the experimentally observed spin disorder in NiGa2S4 and FeGa2S4 compounds is
explained.

Some of the results of this study were used in another study where a pseudospin-
electron model based on Blume-Emery-Griffiths model is considered and applied to
describe the phase transitions and phase separations in intercalated crystals. It is
shown that, due to the one-site character of the electron-electron and pseudospin-
electron interactions, the partition function of such a model can be presented as
the product of the partition functions of independent pseudospin with two shifted
parameters and electron subsystems. The phase diagrams of the model as well
as the phase separation diagrams and the dependencies of the concentration of
intercalated particles on their chemical potential are constructed: exactly for zero
temperature and in the mean field approximation for nonzero one. It is shown
that in certain interval of chemical potential values the direct interaction between
intercalated particles and basic layer electrons leads to the separation into phases
with different particle and electron concentrations.

Phase transitions in the Mitsui model without longitudinal field but with a
transverse one are investigated in the mean field approximation. The one-to-one
correspondence has been established between this model and the two-sublattice
Ising-type model with longitudinal and transverse fields. Phase diagrams and di-
agrams of existence of the ferroelectric phase are constructed. In the case Ω = 0 (Ω
is the transverse field), a simple analytical expression for the tricritical temperature
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and the condition of existence of the tricritical point are obtained. For Ω 6= 0,
systems of equations for the tricritical point and for the condition of its existence
are determined.

Keywords: phase transitions, phase separation, intercalation, Ising model,
pseudospin-electronic model, ground states.


