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АНОТАЦIЯ

Красницька М.Б. Колективна поведiнка на складних мережах: фундамен-

тальнi аспекти та застосування. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах руко-

пису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук (доктора наук) за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 — Фiзика

та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,

2025.

Дисертацiйна робота стосується дослiдження колективної поведiнки скла-

дних систем, а саме з’ясування особливостей фазових переходiв у магнетиках з

нетривiальною архiтектурою, явища впорядкування у класичних моделях стати-

стичної фiзики та у їх модифiкацiях на складних мережах. Багато особливостей

колективної поведiнки i впорядкування у багаточастинкових системах можна зро-

зумiти та кiлькiсно описати за допомогою аналiзу конкуренцiї мiж ентропiєю та

енергiєю. Якщо розглянути як приклад магнiтне впорядкування, баланс енергiя-

ентропiя дозволяє пояснити вiдсутнiсть спонтанної намагнiченостi при низьких

вимiрностях простору або вплив структурного (топологiчного) безладу на магнi-

тне впорядкування. Тому багато уваги придiлено аналiзу явищ впорядкування в

багаточастинкових системах шляхом введення моделей, якi дають прямий доступ

до здiйснення кiлькiсного опису ентропiйного впливу на систему.

Було проаналiзовано критичну поведiнку моделi Поттса з невидимими ста-

нами на графах рiзної топологiї. Для цiєї моделi вводять “невидимi” стани r, для

яких спiн, що перебуває у одному з цих станiв, не взаємодiє з iншими спiнами у

системi i r вiдiграє роль параметра, який регулює рiд фазового переходу. У ви-

падку моделi Поттса iз q взаємодiючими (“видимими”) станами перехiд першого

роду вiдбувається починаючи з певного граничного значення rc. Для моделi Пот-

тса з невидими станами при q = 2 ранiше було встановлено, що змiна вiдбувається

при великих r (для d = 2) i значення в межах аналiзу середнього поля становить

3 < rc < 4. Для моделi Поттса на повному графi для q = 2 було отримано точнiшу
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оцiнку граничного значення rc ≃ 3.65(5). Подальший чисельний аналiз стосувався

пошуку точних значень для маргiнальних вимiрностей, що характеризують рiзнi

типи критичної поведiнки для моделi з невидимими станами. Було проаналiзова-

но область значень 1 ≤ q < 2. Було виявлено, що механiзм який змiнює порядок

фазового переходу у цьому випадку є нетривiальним i ранiше не спостерiгався. А

саме: є два граничнi значення, rc1 i rc2, що характеризують температурну поведiн-

ку першої похiдної вiд вiльної енергiї. При rc1 стрибок першої похiдної з’являється

при певнiй температурi t̃ < tc, однак перехiд при tc залишається другого роду. Роз-

рив збiльшується i рухається до tc з подальшим збiльшенням r, i при rc2 досягає

tc: перехiд стає першого роду. Граничнi вимiрностi rc1 i rc2 є функцiями q. Наве-

денi вище спостереження показують iстотну рiзницю в поведiнцi моделi Поттса з

невидимими станами при q = 2 i при 1 ≤ q < 2.

При дослiдженнi моделi Поттса з невидимими станами на вiдпаленiй без-

масштабнiй мережi, де iмовiрнiсть, що випадково обраний вузол має ступiнь k

описується степенево-спадним законом (P (k) ∼ k−λ) результати пiдтверджують,

що q, r та λ вiдiграють роль глобальних параметрiв, що визначають критичну

поведiнку системи. Залежно вiд їх значень, фазова дiаграма складається iз трьох

областей з рiзною критичною поведiнкою. Встановлено, що додавання невидимих

станiв викликає додатковий фазовий перехiд першого роду, який для певного дiа-

пазону r iснує поряд з фазовим переходом, який iснував при r = 0. Це означає, що

топологiчний та ентропiйний ефекти на фазовий перехiд є незалежними. Cлiд за-

уважити, що вплив топологiї, який представлений граничними значеннями λc(q),

домiнує над ентропiйним фактором, що визначається кiлькiстю невидимих станiв

r.

Розглянувши випадок перколяцiї вузлiв (q → 1) для моделi Поттса з не-

видимими станами на повному графi та вiдпаленiй безмасштабнiй мережi проде-

монстровано, що велика кiлькiсть невидимих станiв r змiнює фазовий перехiд на

перехiд першого роду. Таким чином, запропоновано ще один механiзм генерування

перколяцiйного переходу. Цей механiзм вiдрiзняється вiд уже вiдомих механiзмiв

вибухової чи гiбридної перколяцiї.
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В рамках дослiдження критичної поведiнки спiнових моделей на складних

мережах запропоновано нове узагальнення моделi Iзiнга, коли довжина (iнтен-

сивнiсть) окремого спiну S може змiнюватися. Модель призначена для аналiзу

впорядкування в системах, що складаються з агентiв iз бiнарною опозицiєю, а

розподiл довжин спiна пiдкоряється степеневому закону розподiлу q(S) ∼ S−µ,

який регулюється показником µ. Було розглянуто модель на повному графi, графi

Ердоша-Ренi та на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi. Отримано вирази для вiль-

ної енергiї та термодинамiчних функцiй, проаналiзовано фазову поведiнку меделi

й результати пiдсумовано на фазовiй дiаграмi. У випадку моделi на безмасштабнiй

мережi використано наближення вiдпаленої мережi, що призводить до самоусере-

днення термодинамiчних функцiй. Встановлено, що конкуренцiя двох степеневих

законiв значним чином впливає на процеси впорядкування у моделi, а локальнi

характеристики (iнтенсивнiсть спiнової змiнної на вузлi) впливають на критичну

поведiнку рiвнозначно iз глобальними – топологiчними характеристиками мережi.

Для моделi Iзiнга з випадковою довжиною спiна на рiзних типах графiв бу-

ло розраховано унiверсальнi критичнi характеристики фазового переходу другого

роду, а саме: критичнi показники та показники логарифмiчних поправок, знайдено

два новi класи унiверсальностi для логарифмiчних поправок для моделi на вiдпа-

ленiй безмасштабнiй мережi. А також отримано вирази для скейлiнгових функцiй

та вiдношення критичних амплiтуд у рiзних дiапазонах параметрiв. Встановлено,

що критична поведiнка у випадку моделi зi змiнною довжиною на безмасшта-

бнiй мережi визначається меншим iз показникiв загасання функцiй розподiлу для

довжини спiна µ чи ступеня вузла λ.

Вплив структурного безладу на виникнення магнiтного впорядкування в

регулярних (ґраткових) системах становить значний iнтерес. На сьогоднiшнiй

день добре встановлено, що навiть слабке розведення немагнiтними компонен-

тами може призвести до кардинальних змiн у поведiнцi магнiтно-впорядкованих

систем. Наслiдки розведення залежать вiд його характеру. Було розглянуто випа-

док, коли випадковi структурнi дефекти пов’язанi з локальною густиною енергiї.

Структурно-невпорядвованi магнетики переважно описуються як модель iз магнi-



4

тною та немагнiтною (домiшка) компонентами. Вперше показано, що домiшки не

обов’язково повиннi бути немагнiтними, щоб викликати однаковi ефекти в кри-

тичнiй поведiнцi. Ключовим iнгредiєнтом для змiни критичної поведiнки є сам

структурний безлад. Для цього запропоновано застосувати до опису проблеми мо-

дифiковану модель Iзiнга, де спiни можуть набувати рiзної довжини. Для моделi

на тривимiрнiй гратцi отримано представлення для ефективного гамiльтонiана,

а також, застосовуючи теорiю ренормгрупи (РГ), знайдено ефективнi критичнi

показники. Аналiтичнi результати були пiдтвердженi результатами Монте-Карло

симуляцiй для сумiшi зi спiнами двох довжин (L̂ = 1 i L̂ = s) при рiзному наборi

параметрiв, що вiдповiдають рiзнiй поведiнцi скейлiнгових попрaвок отриманих iз

теоретико-польового аналiзу РГ. Базуючись на РГ аналiзi ефективних показникiв

було промодельовано критичну поведiнку для системи з двома наборами параме-

трiв: s = 1, 7 (з концентрацiєю c = 0, 53) i s = 3 (з концентрацiєю c = 0, 79594).

Пiдтверджено, що для опису поведiнки у невпорядкованих системах можна за-

стосовувати моделi з кiлькома магнiтними компонентами, де довжина спiну та

концентрацiя використовуються для налаштування критичних властивостей.

Для тристанової спiнової моделi вперше проаналiзовано поведiнку на повно-

му графi використовуючи формалiзм нулiв статистичної суми. Було розглянуто

модель Блюма-Капеля на повному графi, де спiни можуть приймати значення

±1, 0. На повному графi всi спiни взаємодiють один з одним iз однаковою силою,

що рiвнозначно наближенню середнього поля. Тому в термодинамiчнiй границi

ця задача є точно розв’язуваною. Метод нулiв статистичної суми є альтернати-

вою для аналiзу критичної поведiнки: з аналiзу їх унiверсальних спiввiдношень

та асимптотик можна отримати значення критичних показникiв. Використовую-

чи перетворення Стратоновича-Габбарда було отримано точне представлення для

статистичної суми. Дослiджено нулi розкладеної статистичної суми при компле-

кснiй температурi, комплексному зовнiшньому магнiтному полi (вiдповiдно нулi

Фiшера та Лi-Янга), а також комплексному кристалiчному полi, яке контролює

анiзотропiю. Головний iнтерес становило дослiдження вiдмiнностей критичної та

трикритичної поведiнки для системи скiнченного розмiру i спостереження крос-
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соверу мiж цими двома режимами. Отриманi кути перетину нулiв з дiйсною вiссю

та асимптотики скiнченновимiрного скейлiнґу задовiльняють очiкуванi спiввiдно-

шення для показникiв та критичних амплiтуд.

Дослiдження колективних ефектiв на складних мережах, а також дослiдже-

ння самої структури складних мереж було реалiзовано для декiлькох прикладiв.

Так, було представлено результати застосування теорiї складних мереж для до-

слiдження двох типiв мереж – соцiальної мережi спiвавторства авторiв журна-

лу та семантичної мережi понять. Проаналiзовано спiвпрацю українських авторiв

“Журналу фiзичних дослiджень” (ЖФД) за 1996–2016 роки та побудовано мережi

спiвпрацi мiж авторами з України. Розглянуто основнi мережевi характеристики

такої системи та її еволюцiю. При аналiзi мережi наукових понять, було опра-

цьовано вибiрку, що складається з 36 386 препринтiв, поданих до електронного

сховища arXiv.org протягом 2013 року, якi були вiднесенi до однiєї категорiї пiд

час процесу подання. Для кожного з рукописiв набiр властивих йому понять було

видiлено за допомогою платформи ScienceWISE. Отримана мережа емпiричних

понять складалась з N = 11853 вузлiв, з’єднаних L = 5382448 зв’язками. Во-

на характеризувалася високою щiльнiстю зв’язкiв, дисортативнiстю, розбiжнiстю

мiж транзитивнiстю i середнiм коефiцiєнтом кластерностi, а також асиметричним

розподiлом ступенiв вузлiв. Ймовiрнiсть спiльної появи двох понять складала при-

близно 7,66%, що свiдчить про сильний взаємозв’язок мiж ними. Традицiйнi моде-

лi, як-от граф Ердoша–Ренi та модель Барабашi–Альберта, не змогли вiдтворити

цi властивостi. Тому була запропонована генеративна модель, що враховувала

два механiзни: зростання за блоками та переважний вибiр понять. Вона iмiтує

появу нових понять як групи пов’язаних вузлiв та їх iнтеграцiю в iснуючу мере-

жу. Цей пiдхiд пояснює формування зв’язкiв мiж ранiше незалежними науковими

галузями. Модель успiшно вiдтворює властивостi емпiричних мереж i може бути

корисною для вивчення iнших щiльних мереж понять.

Ключовi слова: складнi мережi, складнi системи, фазовi переходи, крити-

чнi показники, спiновi системи, перколяцiя, нулi статистичноїх суми, структурно-

невпорядкованi магнетики, мережi спiвавторства, семантичнi мережi.
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ABSTRACT

Krasnytska M.B. Collective behavior on complex networks: fundamental aspects and

applications. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Sciences in Physics and mathematics on the

speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and Astronomy). — Institute

for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv,

2025.

The thesis is concerned with the study of the collective behavior of complex

systems, namely the investigation of the features of phase transitions in magnets with

nontrivial architecture, the phenomenon of ordering in classical models of statistical

physics, and in their modifications on complex networks. Many aspects of collective

behavior and ordering in many-body systems can be understood and quantitatively

described by analyzing the competition between entropy and energy. For example,

in the case of magnetic ordering, the energy–entropy balance allows one to explain

the absence of spontaneous magnetization in low spatial dimensions or the influence

of structural (topological) disorder on magnetic ordering. Therefore, much attention

is devoted to analyzing ordering phenomena in many-body systems by introducing

models that provide direct access to a quantitative description of the entropic influence

on the system.

The critical behavior of the Potts model with invisible states on graphs of various

topologies was analyzed. In this model, “invisible” states r are introduced such that a

spin occupying one of these states does not interact with other spins in the system, and

r serves as a parameter that regulates the order of the phase transition. In the case

of the Potts model with interacting (“visible”) states q, a first-order transition occurs

starting from a certain threshold value rc. For the Potts model with invisible states at

q = 2, it was previously established that the change occurs at large r (for d = 2), with

the mean-field analysis yielding a value in the range 3 < rc < 4. For the Potts model

on a complete graph with q = 2, a more precise estimate of the threshold value was

obtained: rc ≃ 3.65(5). Further numerical analysis focused on the initial steps toward
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finding exact values for the marginal dimensions that characterize different types of

critical behavior for the model with invisible states. The range 1 ≤ q < 2 was analyzed

with the aim of better understanding how rc changes with q. It was found that the

mechanism which alters the order of the phase transition in this case is nontrivial and

had not been observed before. Namely, there exist two marginal values, rc1 and rc2,

which characterize the temperature behavior of the first derivative of the free energy.

At rc1 a jump in the first derivative appears at a certain temperature t̃ < tc, while

the transition at tc remains of the second order. The discontinuity increases and shifts

toward tc with further increasing r, and at rc2 it reaches tc: the transition becomes first

order. The marginal dimensions rc1 and rc2 are functions of q. The observations above

demonstrate a significant difference in the behavior of the Potts model with invisible

states at q = 2 compared to 1 ≤ q < 2.

When studying the model on an annealed scale-free network, where the probabi-

lity that a randomly chosen node has degree k is described by a power-law distribution

(P (k) ∼ k−λ), the results confirm that q, r, and λ act as global parameters determini-

ng the critical behavior of the system. Depending on their values, the phase diagram

consists of three regions with different critical behaviors. It was established that the

addition of invisible states induces an additional first-order phase transition, which, for

a certain range of r, coexists with the phase transition that exists at r = 0. This means

that the topological and entropic effects on the phase transition are independent. It

should be noted that the impact of topology, represented by the threshold values λc(q),

dominates over the entropic factor determined by the number of invisible states r.

Considering the case of node percolation (q → 1) for the Potts model with

invisible states on a complete graph and on an annealed scale-free network, it was

demonstrated that a large number of invisible states r changes the phase transition to

a first-order transition. Thus, another mechanism for generating a percolation transi-

tion is proposed. This mechanism is distinct from the already known mechanisms of

explosive or hybrid percolation.

Within the framework of studying the critical behavior of spin models on complex

networks, a new generalization of the Ising model has been proposed in which the length
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(magnitude) S of an individual spin can vary. The model is designed for analyzing

ordering in systems composed of agents with binary opposition, and the distribution

of spin lengths obeys a power-law distribution q(S) ∼ S−µ, which is regulated by the

exponent µ. The model was considered on a complete graph, an Erdős–Rényi graph,

and an annealed scale-free network. Expressions for the free energy and thermodynamic

functions were derived, the phase behavior of the model was analyzed, and the results

were summarized in a phase diagram. In the case of the model on a scale-free network,

an annealed network approximation was used, which leads to self-averaging of the

thermodynamic functions. It was established that the competition between two power

laws significantly affects the ordering processes in the model, and local characteristics

(the intensity of the spin variable at a node) influence the critical behavior on an equal

footing with the global – topological – characteristics of the network or graph.

For the model on different types of graphs, universal critical characteristics of the

second-order phase transition were calculated, namely: critical exponents and logari-

thmic correction exponents; two new universality classes for logarithmic corrections

were found for the model on an annealed scale-free network. In addition, expressions

for the scaling functions of the model and the ratios of critical amplitudes in different

parameter ranges were obtained. It was established that the critical behavior in the

case of the model with variable spin length on a scale-free network is determined by

the smaller of the decay exponents of the distribution functions for the spin length µ

or the node degree λ.

The influence of structural disorder on the emergence of magnetic ordering in

regular (lattice) systems is a primary interest in modern theories of phase transiti-

ons and critical phenomena. It is well established that even weak dilution with non-

magnetic components can lead to dramatic changes in the behavior of magnetically

ordered systems. The consequences of dilution depend on its nature. The case was

considered where random structural imperfections are associated with local energy

density. Structurally disordered magnets are typically described by a model with

magnetic and non-magnetic (impurity) components. For the first time, it was shown

that impurities do not necessarily have to be non-magnetic to induce similar effects
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in the critical behavior. The key ingredient for these modifications is the structural

disorder itself. To address this problem, a modified Ising model was proposed, in whi-

ch spins can acquire different lengths. For the model on a three-dimensional lattice, a

representation for the effective Hamiltonian was obtained, and, using renormalization

group (RG) theory, the effective critical exponents were determined. The analytical

results were confirmed by Monte Carlo simulations for a mixture of spins of two di-

fferent lengths (L̂ = 1 and L̂ = s) for various sets of parameters corresponding to

different behaviors of the scaling corrections obtained from the field-theoretical RG

analysis. Based on the RG analysis of the effective exponents, the critical behavior

for a system with two sets of parameters was modeled: s = 1.7 (with concentration

c = 0.53) and s = 3 (with concentration c = 0.79594). Accordingly, it was confirmed

that to describe the behavior in disordered systems, one can use models with multiple

magnetic components, where both the spin length and concentration are used to tune

the critical properties.

For the three-state spin model, the behavior on a complete graph was analyzed

for the first time using the formalism of partition function zeros. The Blume–Capel

model on a complete graph was considered, where spins can take the values ±1 and

0. On a complete graph, all spins interact with each other with equal strength, whi-

ch is equivalent to the mean-field approximation. Therefore, in the thermodynamic

limit, this problem is exactly solvable. The partition function zeros method is an

alternative for analyzing critical behavior: from the analysis of their universal rati-

os and asymptotics, one can obtain the values of the critical exponents. Using the

Stratonovich-Hubbard transformation, an exact representation for the partition functi-

on of the model was obtained. The expanded partition function zeros were investigated

at complex temperature, complex external magnetic field (corresponding to Fisher and

Lee–Yang zeros, respectively), and complex crystal field, which controls anisotropy. The

main interest was in studying the differences between critical and tricritical behavior

and observing the crossover between these two regimes for a finite-size system. The

obtained intersection angles of the zeros with the real axis and the asymptotics of the

finite-size scaling satisfy the expected relations for the exponents and critical ampli-
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tudes.

The study of collective effects on complex networks, as well as the investigation

of the structure of complex networks themselves, was carried out for several examples.

For instance, results were presented on the application of complex network theory to

study two types of networks – the social co-authorship network of the journal’s authors

and the semantic network of concepts. The collaboration of Ukrainian authors of the

“Journal of Physical Studies” (ЖФД) during the period 1996–2016 was analyzed, and

co-authorship networks among Ukrainian authors were constructed. The main network

characteristics of this system and its evolution were examined. In the analysis of the

network of scientific concepts, a dataset consisting of 36,386 preprints submitted to the

electronic repository arXiv.org during 2013, which were assigned to a single category

during the submission process, was processed. For each manuscript, a set of inherent

concepts was identified using the ScienceWISE platform. The resulting network of

empirical concepts consisted of N = 11853 nodes connected by L = 5382448 links.

It was characterized by a high link density, disassortativity, a discrepancy between

transitivity and the average clustering coefficient, as well as an asymmetric distri-

bution of node degrees. The probability of the co-occurrence of two concepts was

approximately 7.66%, indicating a strong interconnection between them. Traditional

models, such as the Erdős–Rényi graph and the Barabási–Albert model, were unable to

reproduce these properties. Therefore, a generative model was proposed that accounted

for two mechanisms: block growth and preferential selection of concepts. It simulates

the emergence of new concepts as groups of connected nodes and their integration into

the existing network. This approach explains the formation of links between previ-

ously independent scientific fields. The model successfully reproduces the properties of

empirical networks and may be useful for studying other dense conceptual networks.

Key words: complex networks, complex systems, phase transitions, critical

indices, spin systems, percolation, partition function zeros, structurally disordered

magnets, co-authorship networks, semantic networks.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Наука про складнi мережi настiльки тiсно перепле-

лась iз наукою про складнi системи, що часом важко встановити межу, де за-

кiнчується одна й починається iнша. Мережа (чи граф) є впорядкованою парою

G = (V,E), де V — це множина вершин (часом їх називають вузлами), а E —

це множина ребер (зв’язкiв). Теорiя графiв — це роздiл дискретної математики,

що бере свiй початок ще з XVIII столiття. Уже iз самого означення випливає

перспективнiсть i природнiсть застосування формалiзму мереж для опису скла-

дних систем аґентiв, що взаємодiють. При цьому потрiбно ставити у вiдповiднiсть

кожному з аґентiв вершину, а кожнiй iз взаємодiй — ребро. Застосування конце-

пцiї складних мереж виявилося надзвичайно продуктивним для опису складних

систем.

Фiзики почали аналiзувати мережi лише нещодавно – першi статтi дату-

ються кiнцем 1990-их рокiв. Мета дослiджень змiнилася вiд аналiзу невеликих

графiв та властивостей окремих вершин i ребер до розгляду статистичних власти-

востей цих графiв (мереж). Зi змiною мети змiнилися й методи аналiзу. Народже-

ння “науки про мережi” вiдбулося внаслiдок розвитку комп’ютерних технологiй

та засобiв обробки великих масивiв даних. На сьогоднi в мережевому формалi-

змi прийнято описувати взаємодiї, що змiнюються з часом, стохастичнi взаємодiї,

взаємодiї, що виникають на декiлькох рiвнях i не вбудованi в евклiдовий простiр.

Якщо додати можливiсть задавати рiзнi стани для кожного аґента-вузла, то стає

зрозумiлим успiх використання складних мереж як своєрiдної lingua franca науки

про складнi системи [1–5].

Дослiдження ж колективної поведiнки на складних мережах є надзвичайно

важливим для розумiння процесiв у багаточастинкових системах. Застосування
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теорiї колективної поведiнки є широким i охоплює рiзнi галузi: аналiз поширен-

ня iнформацiї, динамiки формування громадської думки у соцiальних мережах;

задачi перколяцiї – дослiдження стiйкостi до атак, поширення епiдемiй; оптимi-

зацiйнi алгоритми, як от пошуку найкоротшого шляху; явища самоорганiзацiї у

бiологiчних системах, тощо. Актуальнiсть вивчення колективної поведiнки зумов-

лена необхiднiстю вирiшення низки фундаментальних та прикладних проблем, якi

виникають у сучасному свiтi. Традицiйнi методи аналiзу складних систем базу-

ються на спрощених припущеннях, часто не здатнi описати складну специфiку i

структуру реальних мереж, чи просто обмеженi застосуванням для однiєї областi

знань i виникає необхiднiсть розвивати новi моделi та пiдходи. Саме тому все ча-

стiше застосувують мiждисциплiнарнi пiдходи та узагальненi моделi для вивчення

складних мереж i виявлення прихованих закономiрностей. Важливим, а часто –

визначальним, елементом у мiждисциплiнарних пiдходах є застосування методiв i

концептуального апарату фiзики, зокрема, статистичної фiзики i фiзики фазових

переходiв [6, 7].

Розробка нових спiнових моделей для дослiдження колективної поведiнки на

складних мережах мотивована прагненням поглибити розумiння складних систем

i явищ впорядкування виходячи за межi традицiйних пiдходiв. Так, наприклад,

нещодавно була запропонована модифiкацiя моделi Iзiнга [8, 9], яка зберiгає її

бiнарну природу, але послаблює обмеження щодо фiксованої довжини спiна на

кожному вузлi. Основною метою цiєї моделi є дослiдження критичної поведiн-

ки на рiзних типах графiв, що дозволяє аналiзувати колективнi явища у скла-

дних мережах. Особливу увагу придiлено вивченню взаємодiї мiж iндивiдуальни-

ми характеристиками спiнiв та глобальними топологiчними властивостями гра-

фа. Впровадження iндивiдуальної сили спiна в модель дозволяє бiльш адекватно

описати складну природу соцiальних мереж i водночас знайти практичне засто-

сування у маркетингу, полiтицi та теорiї iгор. Як приклад мiждисциплiнарного

застосування моделi можна розглядати нейронауку. Вiдомо, що когнiтивнi проце-

си залежать вiд структурної зв’язностi мозку, а нейронна взаємодiя визначається

складною взаємозалежнiстю геометрiї та топологiї мозкових мереж [10, 11].
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Iнше узагальнення моделi статистичної фiзики – модель Поттса з “невиди-

мими” станами [12–14] була розроблена для пояснення розбiжностей мiж теоре-

тичними прогнозами та експериментальними спостереженнями критичної пове-

дiнки систем зi спонтанно порушеною Z3-симетрiєю, де спостерiгаються фазовi

переходи першого роду. Це суперечить стандартним передбаченням для 2D мо-

делi Поттса, яка для q ≤ 4 передбачає фазовi переходи другого роду. Модель з

“невидимими” станами привернула значну увагу завдяки своїй здатностi регулю-

вати iнтенсивнiсть та рiд фазових переходiв шляхом змiни кiлькостi невидимих

станiв, зберiгаючи такi глобальнi характеристики, як вимiрнiсть простору, дiапа-

зон взаємодiї та симетрiю. Гнучкiсть у регулюваннi балансу енергiї та ентропiї

робить цю модель потужним iнструментом для вивчення критичних явищ у рi-

зних за структурою складних системах (див. огляд для моделi [15]). Дослiдження

цiєї моделi на графах [16–18] є особливо важливим через їхню здатнiсть опису-

вати структури, характернi для багатьох природних i штучних систем, таких як

соцiальнi, нейроннi або технологiчнi мережi. Рiзнi властивостi графiв, як-от їхня

топологiя, масштабованiсть або складнiсть зв’язкiв, безпосередньо впливають на

колективну поведiнку системи та її критичнi властивостi. Зокрема, використання

графiв дозволяє моделювати взаємодiї мiж вузлами з рiзною мiцнiстю зв’язкiв та

враховувати нерiвномiрний розподiл станiв, що надає моделi унiверсальностi для

застосування в рiзних галузях – починаючи вiд фiзики до теорiї iгор i когнiтивних

наук.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiйна робота виконана в Iнститутi фiзики конденсованих систем НАН України,

iз науковою тематикою якого пов’язаний вибраний напрямок дослiджень. Поданi

в дисертацiї результати отриманi згiдно проектiв FP7 EU IRSES № IRSES project

№612669 Structure and Evolution of Complex Systems with Applications in Physics

and Life Sciences (STREVCOMS) (2015-2017), IRSES Project № 612707 “Dynamics

of and in Complex Systems” (2014-2018); планiв робiт в рамках бюджетних тем

НАН України “Методи i моделi статистичної фiзики для опису виникнення стру-

ктур та пояснення скейлiнгу у складних системах” (2018-2022 рр., номер держре-
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єстрацiї 0118U003012), а також у рамках тем “Багатомасштабнiсть i структурна

складнiсть конденсованої речовини: теорiя i застосування” (2012-2016 рр., номер

держреєстрацiї 0112U003119), “Новi концепцiї статистичного опису i їх застосу-

вання у теорiї багаточастинкових систем” (2017-2021 рр., номер держреєстрацiї

0117U002093), 2017-2018: Проєкт НФДУ №76/105-2017 “Концепцiя складних ме-

реж у задачах квантової фiзики та космологiї” (0117U003869) (у спiвпрацi з Астро-

номiчною обсерваторiєю та кафедрою теоретичної фiзики Львiвського нацiональ-

ного унiверситету iменi Iвана Франка); гранту вiд Польської АН-НАН України

для короткострокового стажування у Польщi (2018 р.), 2020-2021: Проєкт НФДУ

№2020.01/0338 “Комп’ютерне моделювання та теоретичнi пiдходи до опису по-

ширення iнфекцiї COVID-19: роль просторової неоднорiдностi населення, гетеро-

генностi мережi соцiальних контактiв та соцiальної реакцiї”; Проєкт НАНУ для

молодих вчених №07/01-2022(4) “Макромолекулярнi утворення як складнi сис-

теми: комп’ютерне моделювання та аналiтичнi пiдходи” (2022-2023); Грант для

короткострокового стажування у Францiї PAUSE programme (2022-2023); Проєкт

НФДУ 023.03/0099 “Критичнiсть складних систем: фундаментальнi аспекти та

застосування”.

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiджен-

ня колективної поведiнки багаточастинкових систем, що описуються топологiєю

складних мереж. Зокрема, з’ясування особливостей фазових переходiв у магнети-

ках з нетривiальною архiтектурою, явища впорядкування у класичних моделях

статистичної фiзики та їх модифiкацiях на графах рiзної топологiї, а також фор-

мування соцiальних мереж спiвавторства та семантичних мереж понять.

Завдання роботи:

• дослiдження фазових переходiв для моделi Поттса з невидимими станами

на повному графi та на безмастабнiй мережi;

• дослiдження впорядкування, побудова фазової дiаграми для моделi Iзiнга зi

змiнною довжиною спiна на графах рiзної топологiї;

• пошук скейлiнгових функцiй моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна на
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графах рiзної топологiї;

• пошук функцiонального представлення вiльної енергiї моделi Iзiнга з випад-

ковою довжиною спiна;

• дослiдження впливу структурного безладу на магнiтне впорядкування, чи-

сельнi симуляцiї для структурно-невпорядкованої 3D моделi Iзiнга зi спiнами

двох довжин;

• аналiз нулiв статистичної суми у площинi комплексних значень фiзичних

параметрiв для моделi Блюма-Капеля на повному графi;

• кiлькiсний аналiз мережi спiвавторства ЖФД;

• аналiз динамiки росту семантичної мережi на прикладi мережi понять пре-

принтiв ArXiv.

Предмет дослiдження становлять системи багатьох агентiв iз взаємодiєю

рiзної природи: структурно-невпорядкованi магнетики, мережi спiвавторства та

семантичнi мережi понять.

Об’єкт дослiдження складають класичнi та новi моделi статистичної фiзики

(моделi Iзiнга та Блюма-Капеля, модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiна, модель

Поттса з невидимими станами) на складних мережах.

Методи дослiдження використанi у роботi:

• аналiтичнi – наближення неоднорiдного середнього поля, формалiзм Лi-

Янга-Фiшера для нулiв статистичної суми у комплекснiй площинi, метод

теоретико-польової ренормалiзацiйної групи, асимптотичнi оцiнки iнтегра-

лiв зi степеневими та логарифмiчними розбiжностями;

• чисельнi – наближенi методи обчислення iнтегралiв, методи теорiї складних

мереж, мiнiмiзацiйний метод simulated annealing для пошуку глобального

мiнiмуму функцiї багатьох змiнних;

• Монте-Карло симуляцiї граткових спiнових систем для пошуку ефективних

критичних показникiв.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi

вступу, роздiлу з оглядом лiтературних джерел, що стосуються тематики дисер-

тацiї, шести роздiлiв основної частини, у яких викладенi результати дослiджень

здобувача, загальних висновкiв, списку використаних джерел та двох додаткiв.

Робота викладена на 221 сторiнках (повний обсяг разом з лiтературою та додатка-

ми – 255 сторiнок), бiблiографiчний список мiстить 313 найменувань публiкацiй у

наукових виданнях.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми, сформульовано мету i завдання

дисертацiї, висвiтлено наукову новизну i практичне значення отриманих резуль-

татiв. Також окреслено особистий внесок здобувача та наведено iнформацiю щодо

апробацiї роботи.

У першому роздiлi здiйснено огляд робiт та результатiв з теорiї та емпiри-

чного аналiзу складних мереж. Також наведено короткий опис методiв дослiдже-

ння та характеристик вибраних спiнових моделей на мережах, якi дослiджуються

у дисертацiї.

У другому роздiлi представлено результати дослiдження критичної по-

ведiнки магнетикiв складної структури при наявностi безладу та конкуренцiї ен-

тропiї i енергiї на прикладi q-станової моделi Поттса з r невидимими станами на

графах рiзної топологiї: на повному графi, графi Ердоша-Ренi та вiдпаленiй без-

масштабнiй мережi. Особливу увагу придiлено аналiтичному формулюванню мо-

делi та огляду теоретичних засад її аналiзу. Використовуючи метод неоднорiдного

середнього поля розглянуто критичну поведiнку моделi для рiзних дiапазонiв па-

раметрiв, що дозволяє виявити її особливостi при рiзних умовах.

У третьому роздiлi розглядається запропонована в роботах, що увiйшли

до дисертацiї, модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiна, яка є узагальненням кла-

сичної моделi Iзiнга. Роздiл починається з аналiзу мотивацiї та теоретичних засад

моделi, якi визначають її значення для розумiння критичних явищ. Далi подає-

ться формулювання моделi та її реалiзацiя на графах рiзної топологiї. Основну

увагу придiлено аналiзу термодинамiчних функцiй та побудовi фазової дiаграми.

Отриманi результати сприяють розширенню розумiння фiзичних процесiв у дис-
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кретних системах зi змiнною природою взаємодiй, вiдкриваючи перспективи для

подальшого дослiдження складних мережевих структур.

Скейлiнговi функцiї для класичних моделей статистичної фiзики на гра-

фах рiзної топологiї проаналiзовано у четвертому роздiлi. Спочатку наведено

означення для вiдношень критичних амплiтуд та скейлiнгових функцiй. На осно-

вi отриманих виразiв для вiльної енергiї побудована фазова дiаграма спiнових

моделей на повному графi, графi Ердоша-Ренi та вiдпаленiй безмасштабнiй ме-

режi. Особливий акцент зроблено на отриманих результатах, якi демонструють

специфiку вiдношень критичних амплiтуд i скейлiнгових функцiй у мережах рi-

зної топологiї. У висновках узагальнено основнi результати, пiдкреслено потенцiал

для їх застосування у вивченнi рiзноманiтних природних i техногенних систем iз

топологоєю мережi.

Модель, що включає iндивiдуальну силу спiна, вiдображає складну природу

соцiальних мереж. З iншого боку, для об’єктiв статистичної фiзики модель пропо-

нує розумiння впливу структурного безладу на колективну поведiнку в магнiтних

системах з полiдисперсними елементарними моментами. У п’ятому роздiлi було

вперше отримано представлення для ефективного гамiльтонiану моделi на три-

вимiрнiй гратцi для моделi зi спiнами двох довжин. Використовуючи теоретико-

польовий пiдхiд ренормгрупи для потоку ренормгрупи при рiзних початкових

умовах, обчислено ефективнi критичнi показники. Проiлюстровано, як змiна вла-

стивостей магнiтних компонентiв впливає на ефективнi показники. Показано, що

модель з наявнiстю двох (i бiльше) хiмiчно вiдмiнних магнiтних компонентiв (спi-

нiв рiзної довжини) еквiвалентна розбавленим магнетикам з немагнiтними домi-

шками [19]. Крiм того, було пiдтверджено таку поведiнку за допомогою моделю-

вання Монте-Карло.

Шостий роздiл описує результати отриманi з аналiзу нулiв розкладеної

статистичної суми у площинi комплексних параметрiв як iнструменту для дослi-

дження фазових переходiв на складних мережах. У роздiлi розглянуто модель

Блюма-Капеля на повному графi. Модель є узагальненням моделi Iзiнга на ви-

падок, коли спiнова змiнна може приймати не два (як у моделi Iзiнга), а три
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значення. Аналiз нулiв статистичної суми в комплекснiй площинi є потужним iн-

струментом для визначення критичних та трикритичних точок.

У сьомому роздiлi розглянуто застосуваня теорiї складних мереж для

аналiзу та вiзуалiзацiї соцiальних i наукометричних систем. У цьому роздiлi за

мету було поставлено кiлька завдань. А саме, навести прикладне застосування

теорiї мереж для дослiдження систем реального свiту, показати як механiзми ро-

сту мереж i їх динамiка реалiзуються на практицi i до чого вони призводять, а

також продемонструвати, як реальнi мережi описуються запропонованими моде-

лями. Розглянуто застосуваня теорiї складних мереж для аналiзу та вiзуалiзацiї

соцiальних i наукометричних систем. Перша частина роздiлу присвячена аналiзу

мережi спiвавторства у журналi "Журнал фiзичних дослiджень"(ЖФД) в Укра-

їнi. Друга частина роздiлу фокусується на аналiзi мережi наукових понять, що

базується на даних препринтiв ArXiv. Розглянуто структуру семантичних ме-

реж, їхнi особливостi, а також побудовано модель GBPS (зростання блоками з

переважним приєднанням), яка описує механiзми формування таких мереж. У

висновках пiдсумовано результати, що демонструють цiннiсть пiдходiв складних

мереж для розумiння соцiальних i наукових взаємодiй, а також запропоновано

перспективи їхнього подальшого застосування.

Наукова новизна отриманих результатiв. Для моделi Поттса з невиди-

мими станами виявлено особливий тип критичної поведiнки, що характеризується

двома граничними значеннями числа невидимих станiв, якi вiддiляють рiзнi типи

впорядкувань. Вперше розглянуто модель на повному графi та на безмасштабнiй

мережi у рiзних дiапазонах параметрiв. Показано, що додавання невидимих ста-

нiв змiнює неперервний перехiд у моделi перколяцiї зв’язкiв на фазовий перехiд

першого роду [16–18].

Запропоновано нову спiнову модель – модель Iзiнга зi змiнною довжиною

(силою) спiна [8, 9] що, зберiгаючи симетрiю спiнiв, враховує також можливiсть

рiзної величини елементарного магнiтного моменту. Показано, що впроваджен-

ня спiнiв змiнної довжини значно розширює фазову дiаграму та зумовлює появу

нових класiв унiверсальностi (для провiдних значень критичних показникiв та по-
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казникiв логарифмiчних поправок) у випадку, коли така модель розглядається на

складних мережах (повному графi, графi Ердоша-Ренi та безмасштабнiй мережi).

Запропоновано нову модель структурно-невпорядкованого магнетика, що

належить до класу унiверсальностi моделi Iзiнга з розведеними вузлами. А саме,

модель Iзiнга зi спiнами зi змiнною довжиною, коли структурний безлад зумовлю-

ється введенням не домiшки (немагнiтної компоненти), але iншого магнетика iз

вiдмiнним значенням елементарного магнiтного моменту. Вперше здiйснено опис i

проаналiзовано ефективну критичну поведiнку моделi Iзiнга зi змiнною довжиною

спiна на тривимiрнiй регулярнiй гратцi використовуючи теорiю ренормгрупи [19].

Виконано Монте-Карло симуляцiї [20] для дослiдження ефективної та асимпто-

тичної критичної поведiнки моделi з двома довжинами спiнiв, що пiдтверджують

теоретичнi результати.

Формалiзм Лi-Янга-Фiшера вперше застосовано для аналiзу фазових пере-

ходiв в моделi Блюма-Капеля на повному графi. Знайдено асимптотики координат

нулiв в околi критичної та трикритичної точки для наближеного представлення

статистичної суми [21] в площинi комплексної температури (нулi Фiшера), компле-

ксного кристалiчного поля (нулi кристалiчного поля) та комплексного магнiтного

поля (нулi Лi-Янга).

При аналiзi мереж понять препринтiв arXiv було показано [22, 23], що ши-

роко використовуванi мережевi моделi – Ердоша-Ренi та Барабашi-Альберта – не

можуть згенерувати мережу з бажаними властивостями, як у реальної системи.

Було запропоновано просту генеративну модель, де зростання мережi понять вiд-

бувається не тiльки за рахунок додавання нових вузлiв i приєднання їх до вже

iснуючих у графi, а й за рахунок появи нових зв’язкiв мiж ранiше iснуючими

вузлами. Показано, що для отримання задовiльних результатiв у моделюваннi та-

ких явищ необхiдно враховувати два механiзми: i) зростання за блоками та ii)

переважний вибiр понять.

Практичне значення отриманих результатiв. Модель Поттса з неви-

димими станами була запропонована для пояснення розбiжностей мiж теорiєю та

експериментами в 2D-магнетиках iз Z3-симетрiєю, таких як Bi3Mn4O12(NO3). Мо-
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дель дозволяє налаштовувати iнтенсивнiсть та рiд фазового переходу, зберiгаючи

вимiрнiсть i симетрiю. Було показано, що невидимi стани перетворюють перехiд

у моделi перколяцiї зв’язкiв на фазовий перехiд першого роду. Концепцiя неви-

димих станiв має застосування в теорiї iгор (“нейтральнi стратегiї”) i оптимiзацiї

(“невидимi флуктуацiї”).

Узагальнена модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiнiв дозволяє краще зро-

зумiти критичну поведiнку у складних системах та мережах, враховуючи як iнди-

вiдуальнi властивостi (сила спiна), так i глобальну топологiю (структуру мережi).

Модель може бути застосована для аналiзу задач соцiальної динамiки, таких як

формування думок та маркетинговi стратегiї завдяки здатностi моделювати скла-

днi взаємодiї. У нейронауцi спiновi моделi допомагають вивчати нейроннi мережi

в мозку, де змiнна сила вузлiв вiдображає рiзницю у функцiонуваннi та взаємодiї

нейронiв. Аналiз унiверсальних характеристик (критичних показникiв, скейлiн-

гових функцiй i вiдношень критичних амплiтуд) дозволяє передбачати поведiнку

систем поблизу критичних точок, що сприяє розробцi й оптимiзацiї магнiтних

матерiалiв, макромолекулярних структур та iнших складних систем.

Застосований новий пiдхiд до проблеми впливу структурного безладу на

магнiтнi фазовi переходи дозволяє розширити коло можливих матерiалiв з вла-

стивостями структурно-неоднорiдних магнетикiв. Традицiйнi дослiдження безла-

ду в 3D моделi Iзiнга зазвичай зосереджуються на замороженому безладi з немаг-

нiтними домiшками у вузлах гратки. Запропонована модифiкацiя моделi Iзiнга зi

змiнними довжинами спiнiв моделює безлад для сумiшi двох iзiнгоподiбних ма-

гнетикiв (сумiшi зi спiнами двох рiзних довжин). Такий пiдхiд дозволяє дослiдити

вплив структурного безладу без врахування немагнiтної компоненти. Також у пер-

спективi планується дослiджувати бiльш складнi метерiали для рiзної кiлькостi

магнiтних компонент, їх концентрацiй та законiв розподiлу.

Результати з отриманого аналiзу мережi спiвавторства мiж мiстами України

на базi “Журналу Фiзичних Дослiджень”(ЖФД), дозволяють редакцiйнiй колегiї

оцiнювати динамiку спiвпрацi з авторами та виявляти тенденцiї у публiкацiй-

нiй активностi, розробити стратегiї залучення нових авторiв, а також пiдтримки
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зв’язкiв iз тими, хто ранiше спiвпрацював iз журналом.

Структуру семантичних мереж (систем знань, понять) можна моделюва-

ти рiзними способами, використовуючи одномодовi проєкцiї вiдповiдних багато-

сортних графiв. Семантичний простiр рiзних галузей можна представити у вигля-

дi складної мережi тематично пов’язаних мiток (де вузлами можуть бути як стат-

тi, так i поняття). Важливим завданням є аналiз структури семантичних мереж

у науцi та моделювання процесiв їх еволюцiї. Iз проаналiзованої мережi понять

препринтiв на платформi arXiv, було встановлено, що спостережувана мережа є

щiльною та має складнi характеристики, якi неможливо пояснити простими гене-

ративними моделями, типу випадкового графу Ердоша–Ренi або моделi Бараба-

шi–Альберта. Тому була запропонована модель, яка вiдтворює основнi емпiрично

спостережуванi особливостi, дозволяє згенерувати мережу з властивостями, якi-

сно подiбними до властивостей мережi емпiричних понять, тобто, краще дозволяє

моделювати процеси i структуру емпiричних семантичних систем.

Особистий внесок здобувача. Серед публiкацiй [8, 9, 15–19, 22–26] 1 стат-

тя подана i 1 прийнята до опублiкування [20, 21] (обидвi опублiкованi як преприн-

ти), 1 стаття [26] виконана дисертанткою одноосiбно. У 13 роботах, виконаних

спiльно зi спiвавторами [8, 9, 15–25], здобувачцi належить:

• отримання аналiтичних виразiв для статистичної суми та вiльної енергiї мо-

делi Поттса з невидимими станами на повному графi [16];

• аналiз мережi спiвавторства ЖФД в Українi [24];

• результати роздiлу: Унiверсальнiсть, нулi статистичної суми й порушення

теореми Лi–Янга для моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi [25];

• отримання аналiтичних виразiв статистичної суми та вiльної енергiї моделi

Поттса з невидимими станами на безмасштабнiй мережi [17, 18];

• аналiтичнi розрахунки фазової дiаграми моделi Iзiнга зi змiнною довжиною

спiна [8, 9];

• обговорення особливостей мережi наукових понять на базi препринтiв ArXiv.
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Вiдбiр загальних i специфiчних понять [22, 23];

• написання роздiлiв 1, 2 та 4 у статтi [15];

• отримання функцiонального представлення вiльної енергiї структурно-

невпорядкованого магнетика. Аналiз асимптотичної та ефективної крити-

чної поведiнки замороженої (quenched) сумiшi двох магнетикiв [19];

• вибiр моделi для комп’ютерної симуляцiї феромагнiтного впорядкуван-

ня у випадковiй сумiшi двох магнетикiв. Тестовi симуляцiї структурно-

впорядкованої 3D моделi Iзiнга [20];

• отримання аналiтичних виразiв для точного та розкладеного представлення

статистичної суми моделi Блюма-Капеля на повному графi. Аналiз нулiв для

наближеного представлення статистичної суми у комплекснiй площинi [21].

Здобувачка брала безпосередню участь в обговореннi усiх результатiв, опу-

блiкованих у спiльних дослiдженнях.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiйної ро-

боти доповiдались i обговорювались на таких наукових зустрiчах: MECO41: 42-nd

International Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics

(Lyon, France, 2017); Рiздв’янi дискусiї на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського

нацiонального унiверситету iм. I. Франка (2018, 2019); MECO43: 43-rd Internati-

onal Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics (Kraków,

Poland, 2018); International 11th Workshop on Current Problems in Physics (Lviv,

Ukraine, 2018); IX Scientific Conference “Selected issues of astronomy and astrophysi-

cs” (Lviv, Ukraine, 2018); 5-th Conference on Statistical Physics: Modern Trends

& Applications (Lviv, Ukraine, 2019); MECO45: 45-th International Conference of

the Middle European Cooperation in Statistical Physics (Hungary, online, 2020);

MECO46: 46-th International Conference of the Middle European Cooperation in

Statistical Physics (Latvia, online, 2021); 13th Workshop on Current Problems in

Physics (Lviv, 2021); Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених

зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини, IФКС НАН України,

Львiв (2018, 2021,2023); MECO47: 47-th International Conference of the Middle
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European Cooperation in Statistical Physics ( Sicily, Italy, 2022); Statistical Physi-

cs and Low-Dimensional Systems (Abbaye des Prémontrés - Pont-à-Mousson, France,

2022); PG Meetings 2023 (Dresden, Germany, 2023); MECO48: 48th Conference of the

Middle European Cooperation in Statistical Physics ( Stará Lesná, Slovakia, 2023);

igmaPhi2023 Conference (Chania-Crete, Greece, 2023); Bogolyubov Kyiv Conference

“Problems of Theoretical and Mathematical Physics” (Kyiv, Ukraine, 2024); а також

на семiнарах Групи статистичної фiзики Унiверситету Естремадури (Бадахос,

Iспанiя), Групи статистичної фiзики Унiверситету Лотарингiї (Нансi, Францiя),

Вiддiлу конденсованої речовини Iнституту низьких температур та дослiджень

структури (Вроцлав, Польща), Iнституту теоретичної бiологiї, Унiверситету Гум-

больдта в Берлiнi (Берлiн, Нiмеччина), семiнарах Iнституту фiзики конденсова-

них систем НАН України (Львiв) та семiнарах “Статистична фiзика складних

систем” IФКС НАН України.

Публiкацiї. За матерiалами дисертацiї опублiковано 12 статтей (iз ураху-

ванням квартилiв журналiв: Q2 – 7, Q4 – 5) в наукових журналах, внесених до

перелiку наукових видань, що iндексуються наукометричними базами [8, 9, 15–

19, 22–26], 1 стаття прийнята до друку [20], 1 стаття подана до друку [21] та

опублiкована як препринт, 24 тез конференцiй [27–50].
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Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

I think the next century will be the century of complexity

(Stephen Hawking)

Цей роздiл присвячено короткому аналiзу наукових дослiджень у сферi

складних мереж та застосування спiнових моделей при дослiдженнi колектив-

ної поведiнки на графах. Так у пiдроздiлi 1.1 описано етапи розвитку науки

про мережi – вiд теорiї графiв до сучасних дослiджень. У пiдроздiлi 1.2 та

пiдроздiлi 1.3 розглянуто основнi моделi мереж (випадковi, малi свiти, безмас-

штабнi) та типи мереж, а також наведено основнi характеристики для аналiзу

мереж у пiдроздiлi 1.4. I на завершення, у пiдроздiлi 1.5 розглянуто резуль-

тати отриманi для стандартних спiнових моделей на безмасштабних мережах, а

також огляд нових запропонованих моделей для аналiзу поведiнки систем на гра-

фах, як от модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiна, модель Поттса з невидимим

станами, а також моделi для моделювання безладу та налаштуванням типу фа-

зового переходу. Роздiл формує основу для розумiння складних мереж та їхньої

ролi в теоретичнiй фiзицi.

До цього роздiлу ввiйшли матерiали оглядiв, поданих в статтях включе-

них до дисертацiї [8, 9, 15–26] i також iншого ряду ключових публiкацiй. Бiльш

детальний огляд проблематики буде здiйснено у кожному роздiлi безпосередньо.
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1.1. Коротка хронологiя розвитку науки про складнi

мережi

Топологiя мереж дозволяє описати рiзноманiтнi системи як природного, так

i штучного походження [1–5]. Наука про складнi мережi бере свiй початок iз задачi

про сiм мостiв в Кенiгсберзi, розв’язаної Леонардом Ейлером у 1736 роцi, див. Рис.

1.1 [51]. Через мiсто протiкала рiчка, що дiлила його на чотири частини, сполученi

сiмома мостами. Задача полягала у пошуку такого маршруту, щоб пройти всi

мости лише один раз. Ейлер довiв, що цей маршрут є неможливий. Вважається,

що саме ця робота заклала основи теорiї графiв i ввела фундаментальнi поняття

(вузлiв (вершин) та зв’язкiв (ребер), що їх поєднують).

У 1959 роцi Ердош та Ренi розробили модель випадкових графiв, вiдому як

модель, що передбачає рiвноймовiрне з’єднання вузлiв i ввели важливi поняття

середньої довжини шляху та ступеня вузлiв, що стали ключовими для вивчен-

ня складних мереж [52]. Розумiння мереж як складних систем зробило великий

крок уперед завдяки експерименту “тiсного свiту” (Six Degrees of Separation), про-

веденому Мiлґремом у 1967 роцi [53]. Цей феномен показав, що бiльшiсть вузлiв

у соцiальних мережах з’єднанi через невелику кiлькiсть промiжних крокiв. Цей

A D

C

B

(a) (b)

Рис. 1.1. (a) Мапа Кенiґсберґа в часи Ейлера iз зображенням розташування сiмох
мостiв через рiчку [51]. (b) Найперший граф для iлюстрацiї мапи (а). Тут
вузли (nodes) – це рiзнi частини мiста, що поєднанi мiж собою зв’язками-
мостами (links).
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етап умовно можна вважати класичним, що передував сучасному.

Сучасна наука про складнi мережi бере свiй початок з кiнця 90-тих

рокiв минулого столiття. Саме тодi збiг кiлькох важливих факторiв стимулював

виникнення нових напрямкiв дослiджень i задач. Сучасний розвиток науки про

складнi мережi охоплює мiждисциплiнарний пiдхiд, iнтегруючи меделi i методи

точних наук для дослiдження в галузях соцiологiї, бiологiї, економiцi, тощо. Хо-

тiлося б видiлити першi i основнi роботи. Так у 1998 роцi Дункан Ваттс i Стiвен

Строгац представили модель тiсного свiту, яка описує перехiд мiж регуляр-

ними та випадковими мережами [54]. Ця модель поєднує високу кластеризацiю

з малою середньою довжиною шляху, дозволяючи пояснити як локальнi, так i

глобальнi взаємодiї у мережах. Через рiк, у 1999 роцi, Альберт-Ласло Барабашi

та Река Альберт запропонували модель безмасштабної (scale-free, SF) мережi [55].

Ця модель ґрунтується на принципах зростання та переважного приєднання, коли

новi вузли, що додаються до системи, мають бiльшу iмовiрнiсть поєднатися iз ву-

злами з бiльшою кiлькiстю зв’язкiв. Вона пояснює степеневi розподiли у мережах,

якi вiдомi як безмасштабнi мережi.

Наука про мережi має значний вплив на численнi дисциплiни, про що свiд-

чать метрики цитування. У багатьох галузях статтi про мережi стали найцито-

ванiшими у провiдних журналах. Наприклад, статтi Ватса та Строгатца (1998)

про феномен тiсного свiту [54], а також Барабашi й Альберта (1999) про безмас-

штабнi мережi [55] увiйшли до десятки найцитованiших у фiзицi за десятилiття

пiсля публiкацiї. На Рис. 1.2 показано, як порiвнюються цитування цих ключових

статей науки про мережi та класичних робiт з теорiї складностi (як от теорiї хаосу

(Лоренц, 1963)[56], спiновi стекла (С. Едвардс i Ф. Андерсон, 1975) [57], ренорм-

група (Вiлсон, 1975) [58], нейроннi мережi (Дж. Хопфiлд, 1982) [59], фрактали

(Мандельброт, 1982) [60].

Складнi мережi використовуються для опису складних систем (див., напри-

клад, [5, 61]), якi цiкавi iще й тим, що навiть найменшi змiни параметрiв, можуть

суттєво вплинути на поведiнку системи. Особливо це стає помiтно при аналiзi стiй-

костi таких систем до атак. Як приклад, можна навести випадок каскадного збою
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Рис. 1.2. Вплив (цитованiсть) статей про мережi порiвняно з цитуваннями най-
бiльш цитованих робiт про складнiсть [61].

при знеструмленнi в Пiвнiчнiй Америцi у 2003 роцi (див. Рис. 1.3) [61]. У випадку

незначного збiльшення навантаження у мережi, локальний збiй переносить наван-

таження на iншi вузли (пiдстанцiї) i такий збiй залишається непомiченим. Однак

якщо додаткове навантаження занадто велике для сусiднiх вузлiв, вони також

(a) (b)

Рис. 1.3. Каскаднi вiдключення свiтла (США, 2003). (a) Супутниковий знiмок на
пiвнiчному сходi Сполучених Штатiв 13 серпня 2003 року о 21:29 (за
стандартним часом) за 20 годин до вiдключення електроенергiї. (b) Те
саме через 5 годин пiсля вiдключення свiтла [61].
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Рис. 1.4. Процедура випадкового перез’єднування зв’язкiв мiж регулярною кiль-
цевою ґраткою та випадковою мережею без змiни кiлькостi вершин чи
ребер у графi [54].

перерозподiлять навантаження на своїх сусiдiв. Таким чином виникає каскад, що

поширюється. За супутниковими зобреженнями можна спостерiгати, що у цьому

випадку вiдбувся масштабний збiй, внаслiдок якого мiльйони людей залишились

без електропостачання. Отже, з цiєї ситуацiї випливає два важливi висновки: (1)

важливо розумiти структуру мережi, по якiй поширюється каскад; (2) мати змогу

моделювання динамiчних процесiв на мережах. I тодi ми зможемо проаналiзува-

ти як взаємодiя мiж мережевою структурою та динамiкою впливає на надiйнiсть

усiєї системи.

1.2. Моделi мереж

На Рис. 1.4 зображено запропоновану Ваттсом i Строгатсом процедуру ви-

падкового перез’єднання, що iнтерполює мiж регулярною кiльцевою граткою та

випадковою мережею. Початковою конфiгурацiєю є кiльце з n вершинами, кожна

з яких з’єднана з k найближчими сусiдами (на схемi n = 20, k = 4, але в роботi

[54] використовуються значно бiльшi n i k). Кожне ребро переналаштовують з

iмовiрнiстю p, з’єднуючи з випадковою вершиною кiльця (без дублювання ребер).

Процес повторюється для всiх ребер на рiзних рiвнях близькостi, доки не завер-
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 1.5. Порiвняння мiж рiзними моделями мереж. Iнтенсивнiсть кольору вiд-
ображає кiлькiсть ребер, сумiжних iз вузлом. (a) Граф Ердоша–Ренi, (b)
двовимiрний гратковий граф, (c) граф Ваттса-Строгаца (тiсний свiт), (d)
граф Барабашi-Альберта [62].

шаться k/2 обертiв. На схемi показано реалiзацiї для p = 0, p = 0.5, та p = 1. При

p = 0 граф регулярний, при p = 1 максимально випадковий, а для промiжних p

утворюється мережева структура тiсного свiту: висока кластеризацiя поєднується

з малою довжиною середнього шляху.

Моделювання мереж є ключовим iнструментом для аналiзу складних си-

стем. Рiзнi типи мереж використовуються для дослiдження взаємодiй у фiзичних,

соцiальних та бiологiчних системах. Кожна модель мережi має унiкальнi власти-

востi, якi дозволяють зрозумiти специфiку зв’язкiв мiж вузлами та їхнiй вплив

на динамiку системи. На Рис. 1.5 розглянуто основнi моделi мереж: граф Ердо-
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ша–Ренi, двовимiрний граф, граф Ваттса-Строгаца та граф Барабашi-Альберта

[62]. Кожен з них iлюструє рiзнi пiдходи до генерацiї мереж та їхнi характернi ри-

си. Граф Ердоша–Ренi отриманий шляхом з’єднання кожної пари вузлiв iз ймовiр-

нiстю 13 %. Для двовимiрного граткового графу кожен вузол з’єднаний iз трьома

найближчими сусiдами. Для графа Ваттса-Строгаца кожен вузол з’єднаний iз

чотирма найближчими сусiдами, а потiм 30 % ребер випадково розкиданi. У гра-

фi Барабашi-Альберта новий вузол з’єднується з трьома iснуючими вузлами в

мережi, вiддаючи перевагу тим, що мають вищий ступiнь, тобто за принципом

преважного приєднання. Для побудови мережi Барабашi-Альберта слiд старту-

вати iз невеликого, повнозв’язаного графа iз m0 вузлiв. Поступово додаючи новi

вузли, кожен з яких формує m зв’язкiв з iснуючими, причому вузли з бiльшим

числом зв’язкiв мають бiльшу ймовiрнiсть бути вибраними, тобто,

P (i) =
ki

∑

j kj
.

Процес повторюється, що забезпечує зростання мережi i призводить до появи

степеневого розподiлу вузлiв.

1.3. Типи мереж

Можна видiлити рiзнi класифiкацiї мереж, наприклад:

• За спрямованiстю зв’язкiв (links) : Спрямованi (directed) (Рис. 1.6b)

– зв’язки мають визначений напрямок (наприклад, мережi дорожнього ру-

ху). Неспрямованi (undirected) (Рис. 1.6a, c) – зв’язки не мають напрямку

(наприклад, соцiальнi мережi).

• За випадковiстю зв’язкiв та врахуванням кореляцiй: Скорельованi

(correlated) – враховуються залежностi мiж вузлами (наприклад, мере-

жi з “гомофiлiєю” або “гетерофiлiєю”). Нескорельованi (uncorrelated) –

вiдсутнiсть кореляцiй мiж вузлами.

• За типом взаємодiї: Зваженi (weighted) – кожен зв’язок має вагу (на-

приклад, транспортнi мережi зi швидкiстю руху на маршрутах) (Рис. 1.6c).
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 1.6. Приклади графiв: iз (a) неспрямованими та (b) спрямованими зв’язками
(напрям задається стрiлкою), (c) граф зi зваженими зв’язками (рiзна
товщина лiнiї вiдповiдає рiзнiй вазi зв’язку), (d) дводольний граф (рi-
зними кольорами зображенi вузли рiзних типiв).

Незваженi (unweighted) – зв’язки однаковi за значенням (наприклад, ба-

зовi соцiальнi мережi “друг – ворог”) (Рис. 1.6a, b).

• За вiдмiнностями мiж вузлами: Дводольнi (bipartite) – вузли подi-

ляються на двi групи, зв’язки можливi лише мiж групами (наприклад, ме-

режi авторiв i публiкацiй, Рис. 1.6d). Багатодольнi (multipartite) – ву-

зли розподiленi мiж декiлькома групами. Мережi iз одним типом вузлiв

(single-layer networks) – всi вузли належать до однiєї категорiї (Рис.

1.6a, b, c).

• За кiлькiстю шарiв: Одношаровi (single-layer) – всi вузли й зв’язки

належать до однiєї площини взаємодiї. Мультиплекснi (multiplex) – ме-

режа мiстить кiлька шарiв, кожен з яких представляє окремий тип взаємо-
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дiї (наприклад, мережi соцiальної активностi з шарами “дружба”, “робота”,

“спiльнi iнтереси”). Гiпермережi (hypergraphs) – дозволяють зв’язки мiж

бiльш нiж двома вузлами одночасно.

• За еволюцiєю їх топологiї: Статичнi (static) – мережi з незмiнною

структурою (наприклад, молекулярнi графи). Динамiчнi (dynamic) – ме-

режi, топологiя яких змiнюється з часом (наприклад, мережi цитування).

• За типом розподiлу, структурою мережi: повний граф, випадковий

граф Ердоша-Ренi, мережi тiсного свiту, безмасштабнi мережi, тощо.

• За функцiональнiстю: транспортнi, iнформацiйнi, соцiальнi,

бiологiчнi, семантичнi, тощо.

1.4. Характеристики мереж, що використовують для

аналiзу

Маючи арсенал iнструментiв теорiї складних мереж [1–5], можна ефективно

дослiджувати широкий спектр моделей та систем, оскiльки багато природнiх та

синтетичних структур набагато краще описуються топологiєю мережi, анiж регу-

лярних граток. Для мереж невеликого розмiру є можливiсть зручної вiзуалiзацiї,

що на iнтуїтивному рiвнi покаже структуру. В залежностi вiд конкретної мережi,

що аналiзується, слiд вiдповiдно задати, що вважається вузлами, а що зв’язками.

Так, наприклад, для наукометричного аналiзу публiкацiй вузлами мережi можуть

бути як окремi публiкацiї, так i автори, країни, мiста, а зв’язки мiж ними означати-

муть, скажiмо, наявнiсть спiльного автора в публiкацiї чи спiльної публiкацiї для

авторiв, країни, мiста. Зокрема у Роздiлi 7, використовуючи теорiю складних ме-

реж буде проаналiзовано мережу наукової спiвпрацi та семантичну мережу понять

для препринтiв. Бiльше означень для мережевих характеристик представлено у

пiдроздiлi 7.2.

Основними характеристиками мереж (iз кiлькiстю вузлiв N та L зв’язками),

є наступнi:
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• Для будь-якого графу можна записати матрицю сумiжностi (adjacency

matrix) – де матричнi елементи aij = 1, якщо мiж вузлами i та j iснує

зв’язок, i навпаки. Наприклад, для графiв представлених на Рис. 1.6a-c

матрицi сумiжностi можна записати наступним чином:
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(1.1)

• Ступiнь вузла ki (node degree) – кiлькiсть зв’язкiв, що виходять з цього

вузла або ж кiлькiсть найближчих сусiдiв:

ki =
∑

j

aij

Залежно вiд того, чи в мережi розрiзняють напрямленостi зв’язкiв, до уваги

можуть братися лише тi, що входять до вузла або виходять iз нього. Можна

знайти максимальний ступiнь вузла мережi kmax:

kmax = max
1≤i≤N

ki,

або ж усереднене значення за всiма вузлами ⟨k⟩:

⟨k⟩ =

kmax
∑

k=1

P (k)k.

Тут P (k) – функцiя розподiлу, що характеризує ймовiрнiсть, з якою випад-

ково вибраний вузол має ступiнь k;

• Функцiя розподiлу за ступенем вузлiв (node degree distribution)

P (k) (Рис. 1.7) – iмовiрнiсть того, що вузол має k сусiдiв (зв’язкiв). Най-
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Рис. 1.7. Приклади двох розподiлiв за ступенем вузлiв та типовi структури гра-
фiв, що з них випливають: (a), (b) – розподiл Пуассона, (c), (d) – степе-
невий розподiл. Ступенi вузлiв у випадковiй мережi пiдпорядковуються
розподiлу Пуассона. Тому бiльшiсть вузлiв мають схожi ступенi, а вузли
з великою кiлькiстю зв’язкiв вiдсутнi. Випадкова мережа схожа на на-
цiональну мережу автострад, де вузли — це мiста, а зв’язки — основнi
автостради. У такiй мережi немає мiст iз сотнями автострад, i жодне
мiсто не є iзольованим вiд системи автострад. У мережi зi степеневим
розподiлом ступенiв бiльшiсть вузлiв мають лише кiлька зв’язкiв. Цi чи-
сленнi малi вузли утримуються разом завдяки кiльком високо з’єднаним
вузлам - габам. Прикладом такої мережi може бути мережа аеропортiв,
де вузли — це аеропорти, а зв’язки — це прямi рейси мiж ними. Бiльшiсть
аеропортiв невеликi й мають лише кiлька рейсiв. Однак є кiлька дуже
великих аеропортiв, якi виконують роль основних вузлiв, з’єднуючи мен-
шi мiж собою [61].

бiльш поширеними є: розподiл Пуассона – P (k) = e−<k><k>k

k! ; експоненцiйно-

спадний – P (k) ∼ e−k/<k> (k → ∞); степенево-спадний (power-law distributi-



45

on):

P (k) ∼ 1/kλ, k → ∞. (1.2)

Для широкого класу систем ця функцiя описується саме степеневою пове-

дiнкою, а такi мережi називають безмасштабними (scale-free). Вузли з

великим ступенем називають габами (hubs). Зазвичай саме вони вiдiграють

найважливiшу роль у системi. На Рис. 1.7 наведено приклади двох розподi-

лiв та типовi структури графiв, що з них випливають.

1.5. Спiновi моделi на мережах та їх застосування

Мотивацiя дослiджувати новi спiновi моделi випливає з мети покращити

наше розумiння складних систем i явищ упорядкування, процесiв перколяцiї на

мережах (стiйкiсть, поширення, тощо), що виходить за межi звичайних законiв.

Спiновi моделi виявилися безцiнними iнструментами у вивченнi широкого дiапа-

зону систем, особливо в царинi статистичної механiки. Однак, оскiльки нашi зна-

ння про складнi системи зростають, виникає потреба в нових моделях, якi могли

б краще вiдобразити тонкощi цих сценарiїв.

1.5.1. Стандартнi спiновi моделi (модель Iзiнга, модель Поттса)

на безмасштабнiй мережi

Iснує широкий спектр моделей та графiв, на яких їх дослiджують, однак, у

цьому роздiлi i пiдроздiлi зокрема увагу сфокусовано лише на тих випадках, що

безпосередньо стосуються результатiв дисертацiйного дослiдження. А саме, моде-

лях Iзiнга та Поттса, коли спiни розташовуються на вузлах випадкового графа,

а бiльш конкретно – на безмасштабнiй мережi. На Рис. 1.8 схематично представ-

лено цi моделi. Основна вiдмiннiсть мiж ними – це можлива кiлькiсть напрямкiв

орiєнтацiї спiну. Так модель Iзiнга є частковим випадком моделi Поттса при q = 2.

Однак, саме ця деталь суттєво впливає на критичну поведiнку системи, як буде

показано нижче.
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(a) (b)

Рис. 1.8. (а) Схематичне представлення моделi Iзiнга на графi, де спiни можуть
приймати значення S = ±1. (b) Схематичне представлення q-станової
моделi Поттса на графi (спiни можуть приймати значення S = 1, 2, ..., q).

Перш нiж перейти до результатiв для критичної поведiнки на мережi, можна

коротко навести опис типової поведiнки для моделей на гратках. Так критична

поведiнка моделi Iзiнга на гратцi залежить вiд вимiрностi простору d [63, 64]:

• d = 1 – фазовий перехiд при T > 0 вiдсутнiй;

• d ≥ 2 – ФП 2 роду:

– d = 2: точний розв’язок Онзагера;

– 2 < d < 4: критичнi показники стають d-залежними;

– d = 4: виникають логарифмiчнi поправки до скейлiнгу;

– d > 4: поведiнка середнього поля.

Для моделi Поттса на гратцi критична поведiнка, окрiм вимiрностi просто-

ру d залежить вiд глобального параматера q. Так її зручно продемонструвати на

фазовiй дiаграмi, див. Рис. 1.9 [65]. Вище певного критичного значення qc(d) вiд-

бувається перехiд першого роду для q > 2, а нижче – другого роду iз d-залежними

критичними показниками, при q < 2 – спостерiгається неперервний фазовий пе-

рехiд. Вiдомi точки qc(2) = 4, qc(4) = 2 i qc(6) = 1 позначенi незамкненими круж-

ками. Чорне коло вказує на передбачуваний перехiд першого роду для d = 3,

q = 3.

Однак, для мереж чи графiв, поняття вимiрностi простору неозначене, ва-
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Рис. 1.9. Фазова дiаграма моделi Поттса на гратках рiзної вимiрностi при рiзних
значеннях q [65].

жлива топологiя. Типова критична поведiнка моделi Iзiнга на безмасштабнiй ме-

режi залежить вiд показника λ [66–69]:

• 2<λ ≤ 3 – ФП вiдсутнiй, система впорядкована при будь-якiй скiнченнiй

температурi;

• λ > 3 – ФП 2 роду:

– 3<λ<5: критичнi показники стають λ-залежними;

– λ=5: виникають логарифмiчнi поправки до скейлiнгу;

– λ>5: поведiнка середнього поля.

Для моделi Поттса на безмасштабнiй мережi критичну поведiнку теж зру-

чнiше пiдсумувати на фазовiй дiаграмi (див. Рис. 1.10). Вона виявляється схожою

до поведiнки на гратцi, з основною вiдмiннiстю, що тепер роль глобального па-

раметра, що визначає критичну поведiнку, вiдiграє показник загасання функцiї

розподiлу λ.
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Рис. 1.10. Фазова дiаграма моделi Поттса на безмасштабнiй мережi. Тут β є кри-
тичним показником для параметра порядку: m ∼ τβ [70].

1.5.2. Модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiна

Нещодавно ми запропонували розширення моделi Iзiнга [8, 9]: вона зберiгає

двiйкову природу моделi Iзiнга, одночасно послаблюючи вимогу фiксованої дов-

жини спiна. У нашiй моделi довжина спiну розглядається як випадкова змiнна

вiдповiдно до заданої функцiї розподiлу ймовiрностей q(S) (Smin ≤ S ≤ Smax).

Модель подiбна до iнших спiнових моделей, якi використовуються для вивчення

впливу структурного безладу на колективну поведiнку [71–78].

Нашою основною мотивацiєю було дослiдити критичну поведiнку моделi на

рiзних графах для аналiзу колективної поведiнки на складних мережах [6, 7].

Основна увага була зосереджена на дослiдженнi конкуренцiї iндивiдуальних (спiн)

i глобальних (топологiя графа) властивостей. На Рис.1.11a представлено приклад

моделi для соцiальної мережi. Традицiйнi спiновi моделi часто не можуть поясни-

ти динамiку та формування думки. Ця модель, що включає iндивiдуальну силу

спiна, вiдображає складну природу соцiальних мереж, але також може мати пра-
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(a) (b)

Рис. 1.11. Схематичне зображення моделi [15]. (а) Модель на соцiальнiй мережi.
Кожному окремому вузлу мережi вiдповiдає значення спiнової змiнної.
Наприклад, розглядаючи мережу поширення позитивних i негативних
емоцiй, вузли графа можуть приймати або позитивнi значення спiна
(напрямленi вгору, +S) – зеленi значки, або негативнi (напрямленi вниз,
−S) – червонi. Iнтенсивнiсть кольору вiдповiдає силi спiна (довжинi).
(b) Модель на гратцi. Подiбно до моделi соцiального спiну, магнiтнi си-
стеми мiстять спiни iз бiнарною опозицiєю (позитивнi (вгору) – зелений
i негативнi (вниз) – червоний), якi вiдрiзняються силою (iнтенсивнiсть
кольору або довжина спiна S = 1, 2, 3).

ктичне застосування в маркетингу, полiтицi та теорiї iгор. Як окремий випадок

мiждисциплiнарного застосування моделi можна взяти приклад iз нейронауки.

Пiзнання базується на зв’язних структурах у мозку, а нейроннi зв’язки залежать

вiд взаємодiї мiж мережевою геометрiєю та топологiєю [10, 11]. Змiнна природа

змiнної сили вузла може сприяти моделюванню мережi [79], враховуючи вiдмiн-

ностi в тому, як вузли, визначенi як сукупностi тканин мозку [80], функцiонують

у мережах мозку. Вузли, дiючи як iнтерактивнi одиницi, можуть демонструвати

варiацiї мiцностi, що вiдображає внутрiшнi структури [81] або змiни у функцiо-

нальностi з часом [82].

Основна увага була зосереджена на дослiдженнi конкуренцiї iндивiдуальних

(спiн) i глобальних (топологiя графа) властивостей. Було проаналiзовано крити-

чну поведiнку моделi на рiзних типах графiв. Бiльш детально див. у Роздiлах 3

та 4. З iншого боку, для об’єктiв статистичної фiзики модель пропонує розумiн-

ня впливу структурного безладу на колективну поведiнку в магнiтних системах з

полiдисперсними елементарними моментами [83, 84]. Використовуючи теоретико-
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польовий пiдхiд ренормгрупи для потоку ренормгрупи при рiзних початкових

умовах, обчислено ефективнi критичнi показники. Проiлюстровано, як змiна вла-

стивостей магнiтних компонентiв впливає на ефективнi показники. Показано, що

модель з наявнiстю двох (i бiльше) хiмiчно рiзних магнiтних компонентiв (спi-

нiв рiзної довжини) еквiвалентна розбавленим магнетикам з немагнiтними домi-

шками [19] (див. також схематичне представлення на Рис.1.11b). Крiм того, було

пiдтверджено таку спостережувану поведiнку за допомогою моделювання Монте-

Карло [20]. Бiльш детально див. у Роздiлi 5.

1.5.3. Моделювання безладу

Заморожений структурний безлад неминуче присутнiй у реальних магнi-

тних матерiалах, викликаючи цiкавi особливостi термодинамiчних властивостей,

що вiдрiзняють їх вiд iдеально структурованих аналогiв. Тому невпорядкованi

магнетики стали широко використовуватися для аналiзу кооперативних явищ у

системах iз замороженим безладом, наприклад, поблизу точок фазових переходiв

[85]. Зокрема, дослiдження впливу безладу на критичну поведiнку мають велике

значення не лише з фундаментальної точки зору, але й завдяки новим технологi-

чним застосуванням структурно невпорядкованих матерiалiв [86].

Вплив безладу залежать вiд його природи [87]. У цьому пiдроздiлi розгля-

нуто випадок, коли випадковi структурнi недосконалостi пов’язанi з локальною

густиною енергiї. Критерiй Гаррiса дає якiсну вiдповiдь про можливi змiни кла-

су унiверсальностi пiд впливом такого слабкого замороженого безладу [88]. Вiн

пов’язує змiну класу унiверсальностi структурно невпорядкованої системи з по-

ведiнкою теплоємностi її звичайного (чистого) аналога. Якщо теплоємнiсть ре-

гулярної системи розбiгається, тобто, якщо критичний показник теплоємностi

αreg > 0, то структурний безлад пригнiчує таку розбiжнiсть, що призводить до

нової асимптотики теплоємностi з αdis < 0. Це також викликає змiни в iнших

критичних показниках, вiдношеннях амплiтуд i скейлiнгових функцiях, що при-

зводить до появи нового класу унiверсальностi. Оскiльки з бiльшостi поширених
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O(m)-симетричних магнетикiв лише iзiнгiвськi (m = 1) характеризуються розбi-

жною теплоємнiстю при просторовiй розмiрностi d = 3, основну увагу при аналiзi

виникнення нового класу унiверсальностi було сконцентровано на поведiнцi стру-

ктурно невпорядкованих Iзiнгiвських магнетикiв iз замороженим безладом.

Архетипним прикладом можуть бути розведенi одновiснi магнiтнi сплави

FexZn1−xF2, MnxZn1−xF2, отриманi шляхом замiщенням немагнiтним iзоморфом

ZnF2 його антиферомагнiтного аналогу (FeF2 або MnF2) [89–91]. Хоча вiдомо, що

“випадковi магнетики є матерiалами замiщення шляхом введення безладу, в яких

декiлька видiв магнiтних або немагнiтних iонiв сплавленi разом” [85], найпоши-

ренiшими прикладами магнiтних систем iз локальною температурою випадкового

переходу, що вивчаються в експериментах i при моделюваннi методом Монте-

Карло є розведенi системи магнiтних i немагнiтних компонент, такi як 3D-модель

Iзiнга iз розведенням вузлiв [92–95].

У дисертацiйнiй роботi для дослiдження поведiнки структурно-

невпорядкованих магнетикiв розглядається модель Iзiнга зi змiнною довжиною,

тобто, при наявностi у системi магнетикiв рiзних типiв – спiни зберiгають

симетрiю моделi Iзiнга (спрямованi лише вгору та вниз), але можуть змiнювати

значення довжини спiна. Хоча модель була запропонована у контекстi коле-

ктивної поведiнки на складних системах [8, 9], але її також було застосовано i

для аналiзу магнiтного та фазового переходу для спiнових стекол у магнетиках

[19, 96]. Система взаємодiючих спiнiв випадкової довжини схематично представ-

лена на Рис.1.12a. Очевидно, покладаючи для довжини всiх спiнiв рiвнi 1, ми

отримаємо звичайну 3D-модель Iзiнга, показану на Рис.1.12b. У аналiзi буде

дослiджено випадок показаний на Рис.1.12c, коли вузли гратки зайнятi спiнами

двох рiзних довжин. На Рис. 1.12d – розведена модель Iзiнга, в якiй частина

вузлiв зайнята магнiтними iзiнгiвськими спiнами, а iншi є немагнiтними (або

порожнi). Причому буде показано, що ефективнi Гамiльтонiани двох останнiх

моделей належать до одного класу унiверсальностi.
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 1.12. Схематичне зображення (a) моделi Iзiнга зi змiнною випадковою дов-
жиною спiна, (b) стандартна 3D модель Iзiнга (зi спiнами ±1), (c) окре-
мий випадок моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна: сумiш двох ма-
гнетикiв Iзiнга з двома рiзними довжинами спiнiв, (d) розведена модель
Iзiнга, де деякi вузли (сiрi) зайнятi немагнiтними сполуками або поро-
жнi.

1.5.4. Моделi, що дозволяють регулювати рiд фазового переходу

Були запропонованi рiзнi моделi, щоб пояснити, як порядок фазового пере-

ходу можна змiнити, керуючи рiзними параметрами. Наприклад, моделi Блюма-

Капеля [97, 98] i Блюма-Емерi-Грiфiтса [99] досягають цього шляхом змiни кри-
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Рис. 1.13. (a)-(c): Рiзнi конфiгурацiї спiнiв для моделi (3,2) ISPM. Квадрати та
пунктирнi кола позначають видимi (кольоровi) стани та невидимi стани
вiдповiдно. (а) Основнi стани двоспiнової системи. (b) i (c) Збудженi ста-
ни двоспiнової системи. Обидва (a) i (b) також з’являються у випадку
стандартної феромагнiтної q-станової моделi Поттса тодi як конфiгу-
рацiї, показанi в (c), з’являються лише при наяностi невидимих станiв.
(d) Структура енергетичних рiвнiв двоспiнової системи для (3,2) ISPM.
Кiлькiсть основних i збуджених станiв становить q i q2 − q + 2qr + r2

вiдповiдно. Пунктирнi рамки в (c) i (d) позначають внесок невидимих
станiв [101].

сталiчного поля i хiмiчного потенцiалу. У моделi Вайнфлаша [100] кiлькiсть мi-

кростанiв визначає порядок фазового переходу. Однак жоден iз цих випадкiв не

виходить за межi симетрiї Z2.

Модель Поттса з “невидимими” станами (ISPM)

Модифiкацiя моделi Поттса була сформульована [101, 102] як спроба нала-

штувати iнтенсивнiсть / порядок фазового переходу у випадку симетрiї Zq. Стан

кожного зi спiнiв описується спiновою змiнною Si, яка може приймати (q+r) рiзнi

значення Si = (1, ..., q, q+1, ..., q+r). Тому першi стани q вважаються “видимими”,

а решта r — “невидимими”. У текстi ми будемо називати цю модель (q, r) ISPM

(акронiм вiд Invisible-State Potts Model). Проста iлюстрацiя енергетичних рiвнiв

двоспiнової системи з невидимими станами наведена на рис. 1.13 (вiдтворено з

[101]). На малюнку 1.13a показано три рiзнi комбiнацiї основного стану для (3,2)

ISPM. Рисунок 1.13b-c позначає збудженi стани для (3,2) ISPM моделi. Стани,

зображенi на рис. 1.13 a i b, з’являються в стандартнiй моделi Поттса з ферома-

гнiтним q-станом, тодi як стани, зображенi на рис. 1.13c з’являються лише тодi,
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коли вводяться невидимi стани. На рис. 1.13d показано структуру енергетичних

рiвнiв двоспiнової системи для (q,r) ISPM. Кiлькiсть основних станiв становить

q, а кiлькiсть збуджених станiв — q2 − q + 2qr + r2. Внесок невидимих станiв у

збудженi стани становить 2qr + r2. Ця структура енергетичних рiвнiв вказує на

те, що q-кратна симетрiя порушується в точцi переходу.

Вже через десять рокiв пiсля появи модель Поттса з невидимими ста-

нами привернула значний iнтерес. Вона була проаналiзована як аналiтичними

[16, 17, 103–108], так i чисельними [14, 101, 102] методами для пояснення рiзно-

манiтних явищ у фiзицi та за її межами [109–111]. Значною мiрою цей iнтерес

зумовлений тiєю особливiстю моделi, яка дозволяє змiнювати iнтенсивнiсть та

навiть порядок фазового переходу шляхом постiйного налаштування параметрiв

моделi, зберiгаючи незмiнними iншi глобальнi характеристики, такi як вимiрнiсть

простору, дiапазон взаємодiї та симетрiя. Бiльш детальнi результати для моде-

лi, зокрема оригiнальнi результати, отриманi при дослiдженнi на графах рiзної

топологiї, буде наведено у Роздiлi 2.

Модель Блюма-Капеля та метод аналiзу нулiв статистичної суми

Модель була запропонована як варiацiя моделi Iзiнга для якої спiнова змiн-

на може приймати три значення: Sl = −1, 0, 1. Серед iнших параметрiв, окрiм

температури, якi визначають критичну поведiнку системи, є кристалiчне поле ∆

та зовнiшнє магнiтне поле H. Їх значення в критичнiй та трикритичнiй точцi є

добре вiдомi, так само як i показники середнього поля. А саме [112–114]:

• критична точка (T = 2
3 ,∆ = 0, H = 0): α = 0, β = 1/2, δ = 3;

• трикритична точка (T = 1
3 ,∆ = 2

3 ln 2, H = 0): α = 1/2, β = 1/4, δ = 5.

У дисертацiйнiй роботi завданням було застосовуючи формалiзм нулiв ста-

тистичної суми, дослiдити асимптотики нулiв для розкладених виразiв статисти-

чної суми цiєї моделi на повному графi (в околi критичної та трикритичної точки)

в площинi комплексної температури, комплексного магнiтного поля та компле-

ксного кристалiчного поля. Це питання буде розглянуто бiльш детально у Роздiлi
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6.

Нулi Лi–Янґа розраховують при дiйснiй температурi T в площинi компле-

ксного магнiтного поля H, тодi як нулi Фiшера аналiзують в площинi комплексної

температури. У термодинамiчнiй границi N → ∞ нулi формують неперервнi кри-

вi в комплекснiй (H чи T ) площинi. Аналiзуючи розташування i скейлiнґ нулiв,

у формалiзмi Лi–Янґа–Фiшера здiйснюють альтернативний опис критичної пове-

дiнки всiєї системи i знаходять її унiверсальнi характеристики. Отриманi нами

ранiше результати стосуються аналiзу нулiв Лi–Янґа i Фiшера для моделi Iзiнґа

на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi [115, 116]. Приємно зазначити, що нашi ро-

боти стали першими, у яких такий формалiзм застосовано для аналiзу критичної

поведiнки на безмасштабнiй мережi.

Статистична сума скiнченної системи, як функцiя дiйсних зовнiшнiх пара-

метрiв, не може приймати нульового значення. Однак ситуацiя змiнюється, якщо

фiзичнi параметри (такi як T , H або ∆) вважати комплексними. Можна розгля-

нути статистичну суму вздовж критичної лiнiї, або в комплексному магнiтному

полi H = ReH + iImH (нулi Лi-Янга) при T = Tc, або при H = 0 при ком-

плекснiй температурi T = ReT + iImT (нулi Фiшера). Наприклад, для заданого

виразу статистичної суми, щоб визначити розташування нулiв Фiшера, необхiдно

знайти розв’язок для системи рiвнянь: ReZ(T,H = 0) = 0 i ImZ(T,H = 0) = 0.

Формалiзм нулiв статистичної суми для аналiзу критичної поведiнки є корисним,

особливо тому, що вiн дозволяє дослiджувати широкий спектр систем як аналiти-

чно, [115–122] так i чисельно [123–126]. Метод був вперше запропонований Лi та

Янгом у 1952 роцi для моделi ґраткового газу, а згодом використаний як метод для

розгляду магнiтного поля як комплексної змiнної та дослiдження представлення

статистичної суми як многочлена при вiдповiдному параметрi [127, 128]. Пiзнiше

цей метод був розширений Фiшером для аналiзу нулiв в комплекснiй темпера-

турнiй площинi [129]. Унiверсальнi характеристики можна отримати iз аналiзу

координат нулiв у вiдповiднiй комплекснiй площинi. Цi характеристики пов’язанi

мiж собою через певнi унiверсальнi спiввiдношення з критичними показниками

та амплiтудами. Нулi Фiшера накопичуються в околi критичної точки (яка має
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(a) (b)

Рис. 1.14. Схематичне представлення: (a) нулi Лi-Янга (для комплекcного магнi-
тного поля), (b) нулi Фiшера (для комплекcної температури) [131].

дiйсне значення) Tc вздовж лiнiї та прагнуть перетнути дiйсну вiсь пiд кутом φ.

Iснує спiввiдношення, яке пов’язує кут нулiв Фiшера φ iз критичним показником

теплоємностi α та з унiверсальним вiдношенням амплiтуд теплоємностi A−/A+,

де A+, A− — це амплiтуди при T > Tc, T < Tc [117, 118, 121]:

tan[(2 − α)φ] =
cos(πα) − A−/A+

sin(πα)
. (1.3)

Скейлiнгове спiввiдношення для координат нулiв випливає з загальних мiр-

кувань i для нулiв Лi-Янга та Фiшера має вигляд [116, 118, 121, 130]:

Hj(N, T = Tc) ∼
(

j

N

)gh

, Tj(N,H = 0) ∼
(

j

N

)gt

, (1.4)

gh =
βδ

2 − α
, gt =

1

2 − α
, (1.5)

де мiтка j позначає порядок нуля. Показники степеня gh, gt, якi називаються по-

казниками загасання, оскiльки вони вказують на вiдстань мiж нулем статистичної

суми та дiйсною вiссю. Схематичне представлення для картини нулiв наведено на

Рис. 1.14.

Оскiльки критичнi та трикритичнi особливостi моделi Блюма-Капеля на

повному графi в асимптотичнiй границi N → ∞ керуються показниками сере-
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днього поля, можна вивести на їх основi очiкуванi значення кутiв i показникiв,

якi описують поведiнку нулiв. Цi значення наведенi в таблицi 1.1.

Вiдомi результати MFA [112–114] Трикритична точка (Tt) Критична точка (Tc)
α 1/2 0
β 1/4 1/2
δ 5 3
γ 1 1

A+/A− 0 0
Очiкуванi результати

φ, див Рiв.(1.3) π/3 π/4
gh iз Рiв. (1.4) 5/6 3/4
gt iз Рiв. (1.4) 2/3 1/2

Табл. 1.1. Критичнi показники та очiкуваний скейлiнг для координат та кутiв ну-
лiв моделi Блюма-Капеля в трикритичнiй та критичнiй точках.

Для моделi Блюма-Капеля, крiм нулiв Лi-Янга та Фiшера, можна також

скористатися аналiзом нулiв статистичної суми в площинi комплексного криста-

лiчного поля при нульовому магнiтному полi [125, 132]. Так обираємо точку на

критичнiй лiнiї (див. Рис. 6.1), пiдставляємо ∆ = Re∆ + iIm∆. Стверджується,

що поведiнка цих нулiв кристалiчного поля повинна бути такою ж, як i у випадку

з нулями Фiшера, за винятком того, що скейлiнгове поле, пов’язане з криста-

лiчним полем, чiтко визначене у трикритичнiй точцi та погано визначене, коли

наближається до критичної точки “Iзiнга” при ∆ = 0 [125].

1.6. Висновки

У цьому роздiлi увагу було зосереджено на роботах присвячених розгляду

деяких моментiв колективної поведiнки на складних мережах. Зокрема, на тих ро-

ботах, у яких аналiзуються фазовi переходи i критичнi явища, використовуються

спiновi моделi. Незважаючи на актуальнiсть таких дослiджень i значний доробок

у цiй галузi, чимало питань залишається нез’ясованими. Вони i становитимуть

предмет розгляду у дисертацiї.

Так у наступних оригiнальних роздiлах дисертацiї буде вперше дослiдже-
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но критичну поведiнку моделi Поттса з невидимими станами на безмасштабнiй

мережi i показано як введення невидимих станiв може змiнити рiд фазового пе-

реходу навiть у випадку перколяцiї. Для запропонованого узагальнення моделi

Iзiнга зi змiнною довжиною спiна критична поведiнка буде дослiджуватися на гра-

фах рiзних типiв, а також для пояснення поведiнки та моделювання структурно-

невпорядкованих 3D магнетикiв. Буде застосовано аналiз нулiв статистичної суми

для дослiдження моделi Блюма-Капеля на повному графi. Отримано, асимптоти-

чну поведiнку нулiв для розкладеного виразу статистичної суми. I на завершення,

методами теорiї складних мереж буде проаналiзовано способи побудови та хара-

ктеристики мереж реального свiту на прикладi мережi спiвавторства журналу та

семантичної мережi понять.
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Роздiл 2

МОДЕЛЬ ПОТТСА З НЕВИДИМИМИ
СТАНАМИ НА ГРАФАХ РIЗНОЇ ТОПОЛОГIЇ

У цьому роздiлi представлено результати дослiдження критичної поведiнки

магнетикiв складної структури при наявностi безладу та конкуренцiї ентропiї i

енергiї, а саме – моделi Поттса з невидимими станами на графах рiзної топологiї.

У пiдроздiлi 2.1 описано теоретичнi принципи моделi, мотивацiю та застосува-

ння. У наступному пiдроздiлi 2.2 наведено огляд результатiв дослiджень мо-

делi отриманi iншими групами. Наступнi два пiдроздiли стосуються оригiнальних

дослiджень критичної поведiнки моделi — на повному графi, графi Ердоша-Ренi

(пiдроздiл 2.3) та вiдпаленiй безмасштанiй мережi (пiдроздiл 2.4). У висновках

пiдсумовано основнi результати.

За результатами дослiджень опублiковано 4 статтi [15–18] та тези конферен-

цiй [28, 35, 36, 38, 40, 44, 46–49].

2.1. Огляд, мотивацiя

Модель Поттса з невидимими станами [101, 102] була запропонована, щоб

пояснити розбiжностi мiж теоретичними передбаченнями та експериментальними

спостереженнями особливостей у критичнiй поведiнцi певних 2D систем зi спон-

танно порушеною Z3-симетрiєю. Так, для Bi3Mn4O12(NO3) з магнiтними елемен-

тами, розташованими на стiльниковiй гратцi з Z3-симетрiєю, на експериментi спо-

стерiгали поведiнкау фазового переходу першого роду [133–135]. Це, очевидно, не-

сумiсне з теоретичними прогнозами для стандартної 2D феромагнiтної q-станової

моделi Поттса у якiй хоча для q > 4 спостерiгається фазовий перехiд першого
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роду, але при скiнченiй температурi, коли q ≤ 4 [65] система описується фазовим

переходом другого роду.

Гамiльтонiан моделi Поттса з невидимими станами записується як:

H = −
∑

<i,j>

δSi,Sj

q
∑

α=1

δSi,αδSj ,α, (2.1)

де Si = 1, . . . , q, q + 1, . . . , q + r — поттсiвська спiнова змiнна, δ — дельта-символ

Кронекера, q i r — числа “видимих” i “невидимих” станiв вiдповiдно. Для моделi

Поттса з невидимими станами взаємодiя мiж двома сусiднiми спiнами вносить

вклад в енергiю, лише якщо обидва спiни знаходяться в тому самому “видимо-

му” станi. Перша сума в (2.1) береться за всiма рiзними парами взаємодiючих

частинок, а для другої суми потрiбно, щоб обидва взаємодiючi спiни перебували

в одному станi серед станiв пiдмножини Si ∈ (1, . . . , q). Це i є пiдставою називати

такi стани “видимими”. Як можна побачити з гамiльтонiана (2.1), головна i єдина

вiдмiннiсть вiд звичайної моделi Поттса [65, 136] полягає в тому, що коли спiн зна-

ходиться в одному з q + 1, . . . , q + r “невидимих” станiв, вiн не взаємодiє зi своїми

сусiдами, i, як наслiдок, не вносить вклад в енергiю взаємодiї. Однак їх прису-

тнiсть збiльшує кiлькiсть можливих спiнових конфiгурацiй i, отже, вони роблять

внесок в ентропiю. Очевидно, що змiни параметра r, якi керують кiлькiстю неви-

димих станiв i, таким чином, призводять до змiн ентропiї, зрештою викликають

нову незвичну поведiнку моделi. Слiд зазначити, що кiлькiсть основних станiв

(q, r) ISPM така ж, як i стандартної феромагнiтної q-станової моделi Поттса. Та-

ким чином, (q, r) ISPM демонструє фазовий перехiд iз q-кратним порушенням

симетрiї.

2.2. Формулювання, точнi результати та симуляцiї

Гамiльтонiан ISPM задається рiвнянням (2.1) i при r = 0 зводиться до стан-

дартної моделi Поттса [136]. У [102] було дослiджено феромагнiтний фазовий пе-

рехiд для (q, r) ISPM на квадратнiй гратцi з перiодичними граничними умовами

в наближеннi Брегга-Вiльямса для q = 2, 3, 4, коли теорiєю передбачений другий
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Рис. 2.1. Розподiл енергiї для моделювання (3,25) ISPM на квадратнiй гратцi.
Структура подвiйного пiку, де обидва пiки збiльшуються з розмiром си-
стеми, сигналiзує про iснування фазового переходу першого роду. По-
хибки вiдхилення пропущенi для ясностi, оскiльки вони меншi за розмiр
символу[102].

рiд фазового переходу. Автори також дослiджували природу фазового переходу

(3, 25) ISPM методом моделювання Монте-Карло, використовуючи стандартний

метод Метрополiса. Вони розрахували температуру переходу та проаналiзували

питому теплоємнiсть, намагнiченiсть i щiльнiсть станiв. На рис. 2.1 показано роз-

подiл ймовiрностей внутрiшньої енергiї P (E) iз бiмодальною формою розподiлу,

що свiдчить про типову поведiнку фазового переходу першого роду [102].

У наступнiй статтi [101], використовуючи варiант апроксимацiї середнього

поля Брегга-Вiльямса та моделювання MC, було виявлено, що температура пе-

реходу знижується, а прихована теплота збiльшується зi збiльшенням кiлькостi

невидимих станiв. Залежнiсть прихованої теплоти та температури переходу вiд

кiлькостi невидимих станiв r для ISPM з q = 2, 3 та 4 показано у [101]). Для по-

будови цього графiка припущено, що кожен спiн взаємодiє з z = 4 найближчими

сусiдами. З рис. 2.2 випливає, що фазовий перехiд другого роду має мiсце лише

для (2, 1), (2, 2) i (2, 3) ISPM. Результати моделювання для питомої теплоємностi



62

0

0.5

1

1.5

2

∆E
B
W

0

0.5

1

1.5

10
0

10
1

10
2

10
3

T
cB
W

r

q=2
q=3
q=4

Рис. 2.2. Температура переходу TBW
c i прихована теплота ∆EBW як функцiї кiль-

костi невидимих станiв r для z = 4 в наближеннi Брегга-Вiльямса [101].

та температури переходу, отриманi в [101] пiдсумованi в таблицi 2.1.

Випадкове кластерне представлення ISPM було введено в роботах [103, 104,

109]. Це дозволило авторам, використовуючи аргумент Пирогова-Синая, строго

довести, що коли (q + r) є достатньо великим, система зазнає фазового переходу

першого роду. Цього можна досягти або великою кiлькiстю видимих станiв q, або

Табл. 2.1. Температура переходу та прихована теплота для кiлькох наборiв пара-
метрiв (q,r) [101]. Для випадку r = 0 Tc i ∆E були отриманi точно в
роботi [65].

(q,r) Tc ∆E Симетрiя
(2,0) 1.13459 0 2-fold
(2,30) 0.57837(1) 1.02(2) 2-fold
(2,32) 0.56857(1) 1.23(2) 2-fold
(3,0) 0.994973 0 3-fold
(3,25) 0.59630(1) 0.81(2) 3-fold
(3,27) 0.58513(1) 1.05(2) 3-fold
(4,0) 0.910239 0 4-fold
(4,20) 0.61683(1) 0.68(2) 4-fold
(4,22) 0.60396(1) 0.87(2) 4-fold
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малими значеннями q та для великої кiлькостi невидимих станiв r. Можна пере-

писати статистичну суму для (q, r) ISPM в термiнах статистичної суми r-змiщеної

моделi випадкового кластера. Подiбно до стандартної моделi випадкових класте-

рiв, r-змiщена модель є корельованою моделлю перколяцiї зв’язкiв. Рiзниця мiж

цiєю новою моделлю та оригiнальною моделлю випадкового кластера полягає в

тому, що її одинарно зв’язанi компоненти тут мають ваги q+r, тодi як неодинарнi

зв’язанi компоненти мають вагу q. У границi r → 0 вiдновлюється вихiдне випад-

кове кластерне представлення моделi Поттса. Великi ваги одиничних зв’язаних

компонентiв призводять до збiльшення ентропiї, коли кiлькiсть невидимих станiв

збiльшується. Однак виродження основного стану (тобто, кiлькiсть видимих ста-

нiв) залишається незмiнним. Випадкове кластерне представлення моделi Поттса

дозволяє елегантно сформулювати iнтуїтивнi поняття “порядок” i “безлад” [137].

Кожна конфiгурацiя в цiй моделi розглядається як певне розташування “впоряд-

кованих” i “невпорядкованих” зв’язкiв графа [109]. Тодi стан рiвноваги визнача-

ється нижчою енергiєю, спричиненою взаємодiєю мiж упорядкованими та невпо-

рядкованими кластерами, i вiдбувається фазовий перехiд першого роду, якщо в

точцi переходу є прихована теплота. Однак цей пiдхiд не дозволяє точно знайти

значення rc, при якому вiдбувається перехiд першого роду. Температура переходу

ISPM була асимптотично задана βc ∼ 1
2 log(q + r). Доведення були застосованi

для досить високих значень q та/або r, що змусило припустити, що динамiчнi

властивостi ISPM мають поведiнку, подiбну до того, що вiдбувається у звичайнiй

моделi Поттса [138].

Було дослiджено динамiчнi властивостi плавлення для ISPM на квадратнiй

гратцi при фiксованих температурах вище температури фазового переходу [14].

Для правила еволюцiї часу у Монте-Карло симуляцiях використовувався метод

Метрополiса з одиничним перевертанням спiна (single-spin-flip). Щоб проаналiзу-

вати динамiчнi властивостi моделi, було розглянуто три спостережуванi – пара-

метр порядку ⟨m(t)⟩, щiльнiсть невидимих станiв ⟨ρinv(t)⟩ i внутрiшню енергiю

⟨e(t)⟩ [14]. Тут ⟨...⟩ означає середнє значення по ансамблю. На рис.2.3 цi три

значення для (3,27) ISPM нанесено на графiк у залежностi вiд часу для рiзних
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Рис. 2.3. Часова еволюцiя параметра порядку ⟨m(t)⟩, щiльность невидимих ста-
нiв ⟨ρinv(t)⟩, та внутрiшньої енергiї ⟨e(t)⟩ (⟨...⟩ ISPM (3,27) починаючи з
повнiстю впорядкованого стану для рiзних фiксованих температур. [14]

температур. Зрозумiло, що iснує двоступенева релаксацiя, характерна для систем

з фазовим переходом першого роду, а також для систем типу спiнових стекол. Iн-

шим цiкавим аспектом є поведiнка параметра порядку. Коли температура набли-

жається до температури переходу, плато стає довшим. Характерний час плавле-

ння τmax було знайдено за пiками динамiчної сприйнятливостi. Коли температура

наближається до температури переходу, час плавлення збiльшується. Швидкiсть

зростання τmax залежить вiд енергетичного бар’єру мiж упорядкованим i парама-

гнiтним станами. У ISPM можна контролювати енергетичний бар’єр мiж фазами

без змiни симетрiї, яка порушується в точцi переходу. Щоб дослiдити, як неви-

димi стани впливають на час плавлення, було змодельовано модель (3, 25) ISPM.

Отриманi результати показують, що далеко вiд критичної точки немає нiякого



65

Рис. 2.4. Критична кiлькiсть невидимих станiв rc(z), вище яких (2, r) ISPM вiд-
ображає перехiд першого порядку, нанесена на графiк як функцiя кiль-
костi сусiдiв z на гратцi Бете [139].

впливу на час плавлення, однак поблизу Tc необхiдно враховувати невидимi ста-

ни, оскiльки час плавлення збiльшується з r.

У роботi [139] ISPM розглядалась на гратцi Бете з z сусiдами в окремому ви-

падку q = 2. Показано, що граничне значення rc, що розрiзняє перехiднi режими

другого та першого роду, залежить вiд координацiйного числа z. Використовуючи

вищезгаданий зв’язок iз моделлю Блума-Емерi-Ґрiффiтса, було отримано аналi-

тичний вираз для rc:

rc(z) =
4z

3(z − 1)

(

z − 1

z − 2

)z

. (2.2)

Для конкретних значень z = 3 i z = 4 це дає rc = 16 i rc = 9 вiдповiдно.

Тодi як в границi z → ∞ отримуємо результат середнього поля Брегга-Вiльямса

rc = 4e/3 ≃ 3, 624. Показано залежнiсть rc вiд z на рис. 2.4.

У статтi [106] ISPM використовулася для iлюстрацiї точностi теорiї сере-

днього поля у взаємодiючих системах iз далекодiєю. Для таких класичних спiно-

вих систем з неадитивними дальнiми взаємодiями очiкується, що ентропiя буде

iдентичною вiдповiднiй моделi середнього поля. Цю вiдповiднiсть iнодi назива-
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ють “точнiстю теорiї середнього поля”. Однак було виявлено, що це твердження

не обов’язково вiрне, якщо мiкроканонiчний ансамбль не еквiвалентний канонi-

чному ансамблю в моделi середнього поля. У статтi були проаналiзованi необхiднi

та достатнi умови точностi теорiї середнього поля у випадку ISPM.

Альтернативний пiдхiд середнього поля був запропонований для ISPM на

випадкових графах [105]. Використовуючи 3-регулярнi випадковi графи, автори

розглянули вирадок q = 2 ISPM. Результати показали, що додавання невидимих

станiв змiнює перехiд з другого роду на перший. Однак кiлькiсть невидимих ста-

нiв, необхiдних для здiйснення трансмутацiї для q = 2, становить rc = 17, що

набагато бiльше, нiж у випадку iз застосування методу Брегга-Вiльямса [102] або

значення, отримане для межi z → ∞ на гратцi Бете [139].

2.3. Модель на повному графi

2.3.1. Метод неоднорiдного середнього поля

Гамiльтонiан (q + r)-станової моделi Поттса з невидимим r станами:

H = −
∑

<i,j>

δSi,Sj

q
∑

α=1

δSi,αδSj ,α − h
∑

i

δSi,1, (2.3)

де Si = 1, . . . , q, (q+1), . . . , (q+r) — значення спiнової змiнної на вузлi i = 1, . . . , N ,

δa,b дельта символи Кронекера i h – зовнiшнє магнiтне поле, що дiє на перший

видимий стан. Перша сума охоплює парнi взаємодiї мiж найближчими сусiдами.

Лише стани з Si = 1, . . . , q вносять вклад у взаємодiю в гамiльтонiанi i без втрати

загальностi ми можемо поставити константу зв’язку для повного графа рiвною

1. Решта r станiв не вносять вкладу в енергiю взаємодiї, але вони збiльшують

кiлькiсть доступних конфiгурацiй i, отже, сприяють збiльшенню ентропiї (а також

внутрiшної енергiї). Зовнiшнє поле h зоорiєнтовано вздовж стану Si = 1.

Надалi буде представлено аналiз термодинамiчних властивостей цiєї моде-

лi в наближеннi середнього поля, що вiдповiдає розгляду гамiльтонiану (2.3) на

повному графi, коли всi вузли пов’язанi мiж собою.
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Як згадувалося вище, розрахунок середнього поля типу Брегга-Вiльямса та

моделювання Монте-Карло для двовимiрної гратки призводять до висновку, що

зi збiльшенням r фазовий перехiд у моделi (2.3) стає “рiзкiшим”; перехiд другого

роду змiнюється на перехiд першого. У мiру подальшого збiльшення r прихова-

на теплота та стрибок параметра порядку також збiльшуються в точцi фазового

переходу першого роду [12, 14]. Оскiльки в наближеннi середнього поля перехiд

звичайної q-станової моделi Поттса є першого роду для q > 2, аналiз середнього

поля [12] зосереджений на моделi Iзiнга при q = 2, щоб продемонструвати змiну

роду фазового переходу зi збiльшенням r. Показано, що при r > 3 фазовий пере-

хiд стає переходом першого роду. Однак, було визначено точне значення rc для

q = 2. Такий аналiз було здiйснено вперше у наших роботах. Так було використано

iнший варiант пiдходу середнього поля для отримання точних оцiнок критично-

го значення rc для q = 2, а також для аналiзу всiєї областi 1 ≤ q ≤ 2. Окрiм

випадку моделi Iзiнга, ця область включає ще один часто дослiджуваний фiзи-

чний випадок, а саме – випадок перколяцiї зв’язкiв, q = 1 [65]. Ще одна проблема

полягає в спостереженнi за неперервною змiною граничної вимiрностi rc(q) як че-

рез те, що аналiтичне продовження кiлькостi станiв є невiд’ємною особливiстю

теоретико-польового опису критичних явищ, так i тому, що модель Поттса при

нецiлому q актуальна для опису ряду цiкавих фiзичних явищ. Щоб навести лише

кiлька прикладiв, окрiм перколяцiї зв’язкiв, слiд згадати про межу q → 1, що опи-

сує турбулентнiсть [140, 141]. Унiверсальнi проникаючi дерева (графи Фортуiна-

Кастелейна) описуються q = 0-моделлю Поттса з нульовим станом [142, 143]. Ця

межа пов’язана з моделлю граткового газу [144] та мережами резисторiв [145, 146].

Модель Поттса при q = 1/2 вiдповiдає моделi спiнового скла [147, 148], яку також

можна використовувати для аналiзу еволюцiї синтаксису та мови [149]. Нарештi,

модель Поттса в областi 0 ≤ q < 1 описує процеси гелеутворення та вулканiзацiї

в розгалужених полiмерах [150].
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Табл. 2.2. Низько- та високотемпературна асимптотика для термодинамiчних се-
реднiх (2.4) та для параметрiв порядку (2.23).

β → ∞ µ = 1 ν1 = 0 ν2 = 0 m1 = 1 m2 = 1

β → 0 µ = 1
q+r ν1 = 1

q+r ν2 = 1
q+r m1 = 0 m2 = 0

Щоб продовжити аналiз середнього поля, введемо термодинамiчнi середнi

⟨δSi,α⟩ =







µ , α = 1,
ν1 , α = 2, . . . , q,
ν2 , α = q + 1, . . . , r .

(2.4)

Тут усереднення виконується для гамiльтонiана (2.3):

⟨. . . ⟩ =
1

ZTr (. . . )e−βH, iз Z = Tr e−βH, (2.5)

у термодинамiчнiй границi, де β є оберненою температурою, а усереднення бере-

ться за всiма можливими конфiгурацiями спiна.

Вiдповiдно до (2.4), в рамках наближення середнього поля, припускається,

що середнє значення спiна в даному станi не залежить вiд його координати. Слiд

звернути увагу, що три рiзнi середнi µ, ν1 i ν2 необхiднi для врахування стану

за магнiтним полем i для розрiзнення видимих i невидимих станiв. Їх високо-

та низькотемпературна асимптотика наведена в Табл. 2.2. При високих темпера-

турах всi стани однаково ймовiрнi, тодi як при низьких температурах напрямок

порушення симетрiї визначається напрямком магнiтного поля.

Ця асимптотична поведiнка разом iз очевидною умовою нормування µ+(q−
1)ν1 + rν2 = 1 дозволяє визначити параметри порядку:

m1 = µ− ν1,

m2 = µ− ν2. (2.6)

Параметри порядку m1 i m2 мають стандартну температурну асимптотику, оскiль-

ки вони рiвнi нулю для β → 0 i одиницi при β → ∞, див. Табл. 2.2. Однак, як

буде показано нижче, лише m1 має фiзичну iнтерпретацiю як величина параме-

тра порядку, яка з’являється нижче точки переходу та порушує симетрiю системи.
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Легко показати, що також виконуються такi умови:

µ =
m2r + m1q + 1 −m1

q + r
,

ν1 =
(m2 −m1)r + 1 −m1

q + r
,

ν2 =
(m1 −m2)q + 1 −m1

q + r
. (2.7)

Перший δ символ Кронекера в гамiльтонiанi (2.3) стає зайвим, так що

H = −
∑

<i,j>

q
∑

α=1

δSi,αδα,Sj
− h

∑

i

δSi,1. (2.8)

Щоб отримати гамiльтонiан середнього поля, представляємо кожен дельта-член

Кронекера як суму його середнього значення та вiдхилення вiд цього середнього.

Нехтуючи членами, що мiстять добуток двох таких вiдхилень, отримуємо:

H = −z

2

∑

i

[µ(2δ1,Si
− µ) +

q
∑

α=2

(2δα,Si
− ν1)ν1] − h

∑

i

δSi,1, (2.9)

де z — кiлькiсть найближчих сусiдiв. Для статистичної суми (2.5) можна записати:

Z = e−Nβz(µ2+(q−1)ν21)/2
∏

i

[eβ(h+zµ) + (q − 1)eβzν1 + r].

Для вiльної енергiї на спiн отримуємо:

f(m1,m2) = − 1

βN
logZ =

z

2

(

(m1q −m1 + m2r + 1)2

(q + r)2
+

(q − 1)(−m1r −m1 + m2r + 1)2

(q + r)2

)

−

1

β
log

{

(exp

[

β

(

h +
z(m1q −m1 + m2r + 1)

q + r

)

]

+

(q − 1) exp

[

βz(−m1r −m1 + m2r + 1)

q + r

]

+ r

}

. (2.10)

Для r = 0 можна вiдтворити вiльну енергiю стандартної моделi Поттса як функцiї

одного параметра порядку m1 у наближеннi середнього поля [151–153]. Звичайно,
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параметр m2 не виникає для стандартної моделi Поттса, оскiльки там спостерiга-

ється лише фазовий перехiд другого роду при q ≤ 2. Нас зацiкавило, як наявнiсть

невидимих станiв змiнює порядок цього переходу.

Термодинамiка моделi отримана шляхом мiнiмiзацiї вiльної енергiї по вiдно-

шенню до двох параметрiв m1 i m2 та описується виразом (2.10). Зокрема, система

рiвнянь, яка визначає екстремуми вiльної енергiї, ∂f/∂m1 = ∂f/∂m2 = 0, запише-

ться:

(q + r)
[

eβ(h+m1z) − r − 1
]

eβ(h+m1z) + re
βz(m1r+m1−m2r−1)

q+r + q − 1
= m1[q + r(r + 2)] − r(m2r + 1) , (2.11)

(q + r)
[

eβ(h+m1z) + q − 1
]

eβ(h+m1z) + re
βz(m1r+m1−m2r−1)

q+r + q − 1
= −m1r(q − 1) + m2qr + q . (2.12)

Розв’язки цих рiвнянь m1(T, h), m2(T, h) проаналiзовано нижче, щоб переконати-

ся, що вони вiдповiдають умовi стабiльностi, тобто, вiдповiдають мiнiмуму вiль-

ної енергiї або локальним мiнiмумам в випадку фазового переходу першого ро-

ду. З цих мiркувань i чисельно розв’язуючи систему нелiнiйних рiвнянь (2.11),

(2.12), ми знаходимо два типи розв’язкiв при нульовому зовнiшньому магнiтнно-

му полi та скiнченнiй температурi, а саме (i) m1(T, 0) = 0, m2(T, 0) ̸= 0 та (ii)

m1(T, 0) ̸= 0, m2(T, 0) ̸= 0. Зауважимо, що m2(T, 0) нiколи не рiвне нулевi при

скiнченнiй температурi. Тому лише m1(T, 0) є правильним параметром поряд-

ку, предсталяючи спонтанну намагнiченiсть, яка сигналiзує про фазовий перехiд.

При фiксованому q перехiд вiд (i) до (ii) вiдбувається при скiнченнiй r-залежнiй

температурi Tc(r).

2.3.2. Випадок q = 2

Спочатку розглянемо узагальнення моделi Iзiнга за допомогою невидимих

станiв. На Рис. 2.5 зображено графiк залежностi температури фазового переходу

для q = 2 як функцiї r для z = 4. Критична температура є гладкою функцiєю r

i прямує до нуля, коли r → ∞. Для 2D моделi Поттса з невидимими станами на

квадратнiй гратцi критична температура Tc прямує до нуля для великих (q + r)
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Рис. 2.5. Критична температура моделi Поттса для q = 2, z = 4 як функцiя кiль-
костi невидимих станiв r. Критична температура є гладкою функцiєю r
i прямує до 0 як r → ∞.

як Tc ≈ 2/ ln(q + r)[103].

Як було показано в [12], r = 4 є достатньою кiлькiстю невидимих станiв

для змiни фазового переходу вiд другого до першого роду для 2-станової моделi

Поттса. Це встановлює верхню межу для граничної вимiрностi rc(q = 2) < 4. Ви-

водимо температурну залежнiсть параметрa порядку на Рис. 2.6 для r = 0, 2, 4.

Рис. 2.6. Залежнiсть параметрa порядку m1 вiд приведеної температури t = T/Tc

для r = 0, 2, 4.
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Рис. 2.7. Стрибки в параметрах порядку ∆m1 (помаранчева крива), ∆m2 (чорна
крива) i прихована теплота ∆E (синя крива) моделi Поттса при q = 2
як функцiї кiлькостi невидимих станiв r.

Оскiльки Tc залежить вiд r, використовуємо узагальнену температуру t = T/Tc.

Як зазначалось ранiше, iснує лише один параметр порядку (m1(T )) при r = 0.

Залежно вiд значення r температурна залежнiсть обох параметрiв порядку m1 та

m2 характеризується двома рiзними режимами. Для r = 0, 2 графiки неперерв-

нi, що свiдчить про поведiнку характерну для фазових переходiв другого роду.

Однак, коли r = 4 спостерiгається стрибок при критичнiй температурi.

Щоб знайти граничне значення rc, визначається стрибок у параметрах по-

рядку

∆mj = lim
t→1−

mj(t) − lim
t→1+

mj(t), j = 1, 2, (2.13)

i аналiзується поведiнка ∆mj, як функцiї r. Перша поява ненульового значення

∆mj вiдповiдає початку фазового переходу першого роду. На Рис. 2.7 побудовано

графiк ∆m1 i ∆m2, як функцiй кiлькостi невидимих станiв r. Подiбна поведiнка

спостерiгається i для прихованої теплоти ∆E = −∆S Tc, де ∆S – стрибок ентропiї

у точцi фазового переходу:

∆S = lim
t→1−

S(t) − lim
t→1+

S(t). (2.14)
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Значення rc отриманi iз аналiзу перетворення в нуль ∆m1, ∆m2 i ∆E рiвнi rc =

3, 629(1), rc = 3, 627(2) i rc = 3, 617(3), вiдповiдно. Усереднюючи цi значення, ми

отримуємо rc = 3, 622(8). Ця оцiнка добре узгоджується з випадком для моделi

Поттса з q = 2 видимими i r невидимими станами на гратцi Бете з z найближчими

сусiдами, коли z → ∞ [139]: rc = limz→∞
4z

3(z−1)

(

z−1
z−2

)2

≃ 3.62.

В околi rc можливi стрибки параметра порядку апроксимуються степенево

спадним законом:

∆m1 ∼ (r − rc)
a1, ∆m2 ∼ (r − rc)

a2. (2.15)

Числовi пiдгонки в iнтервалi вiд r = 3, 625 до 4, 0 дають оцiнки показникiв: a1 =

0, 477(10) i a2 = 0, 566(15).

2.3.3. Випадок 1 ≤ q < 2

(a) (b)

Рис. 2.8. Залежностi першого (а) i другого (b) параметрiв порядку вiд приведеної
температури t для r = 4, 5, 6, 7, 8, 9 при q = 1.2. Фазовий перехiд другого
роду перетворюється на перший рiд при rc2 ≃ 8.495(5).

Розглянемо тепер область 1 ≤ q < 2. Типова поведiнка параметрiв порядку

m1(t) i m2(t) для фiксованих значень q показана на рис. 2.8. Побудовано графiк

залежностi цих функцiй для q = 1.2 i r = 4, 5, 6, 7, 8, 9. Для малих значень r

параметри порядку m1(t) i m2(t) є гладкими функцiями t i спостерегiється перехiд

другого роду. Параметр m1(t) лiнiйно прямує до нуля, коли t наближається до
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Табл. 2.3. Граничнi вимiрностi rc1, rc2 для рiзних значень 1 ≤ q ≤ 2.

q rc1 rc2
1 7.334(49) 9.55(35)
1.2 6.834(11) 8.495(5)
1.4 6.268(9) 7.535(5)
1.6 5.658(7) 6.525(5)
1.8 4.914(8) 5.505(5)
2 3.622(8) 3.65(5)

tc = 1 знизу. Це вiдповiдає вiдомому результату середнього поля для критичного

показника перколяцiї β = 1.

Для бiльших значень r, i починаючи з певного значення r = rc1, розриви

в m1(t) i m2(t) з’являються при t̃ < tc. Гранична вимiрнiсть rc1, отримана в ре-

зультатi обнулення цих функцiй – rc1 ≃ 6.834(11). Виникнення цього розриву не

впливає на рiд фазового переходу, що вiдбувається при tc = 1, який для цих зна-

чень r залишається фазовим переходом другого роду, тому що параметри порядку

залишаються там неперервними. Стрибки при t̃ зростають з подальшим збiльше-

нням r i, нарештi, при r = rc2, t̃ i tc збiгаються. Саме в цей момент стає зрозумiло,

що перехiд при tc = 1 стає переходом першого роду. Таким чином значення rc2 є

граничною вимiрнiстю (тобто, це значення r, при якому фазовий перехiд змiнює

свiй рiд). Це визначається умовою

∆m1 > 0 at m1(t → t+c ) = 0 . (2.16)

Виникнення стрибка для параметра порядку при температурi t̃ < tc – нове яви-

ще в теорiї фазових переходiв. Для rc1 < r < rc2 параметр порядку m1 ̸= 0 у

температурному iнтервалi t̃ < t < tc. Немає нового спонтанного порушення си-

метрiї вiдносно m1 при t = t̃. Однак, його стрибок при t = t̃ подiбний до того,

що вiдбувається в звичайному сценарiї фазового переходу першого роду. Подiбна

поведiнка спостерiгається i при t = t̃ для прихованої теплоти ∆E i для параметра

порядку ∆m2.

Значення граничних вимiрностей rc1 та rc2 для рiзних q зiбранi в Табл. 2.3.

Там наведено середнi значення rc1, отриманi чисельно з поведiнки функцiї ∆m1,
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Рис. 2.9. Граничнi вимiрностi rc1 (нижня крива) i rc2 (верхня крива) для моделi
Поттса при 1 ≤ q ≤ 2. При q = 2 обидва rc1 i rc2 збiгаються: rc1 = rc2 ≃
3.65(5).

∆m2 i ∆E. Оцiнку значення для rc2 було отримано з поведiнки m1 при мiнi-

мальному значеннi r, для якого виконується умова (2.16). На рис. 2.9 показано

залежностi rc1 i rc2 вiд q. Для випадку q = 2, де обидвi граничнi вимiрностi rc1 i rc2

мають збiгатися, ми використовуємо оцiнку rc = 3.65(5), оскiльки вона включає

обидва значення, наведенi в таблицi. Варто вiдзначити, що в областi 1 ≤ q ≤ 2

рiзниця мiж граничними вимiрностями добре апроксимується лiнiйною функцiєю:

rc2 − rc1 ≃ 2(2 − q), хоча не має простого пояснення цього спостереження.

У граничному випадку q → 1 iз рiвняння (2.10) отримуємо вiльну енергiю,

що залежить лише вiд другого параметра порядку m2:

lim
q→1

f(m1,m2) =
z (m2r + 1)2

2(r + 1)2
− T log

(

e
h+

z(m2r+1)
r+1
T + r

)

. (2.17)

Мiнiмiзуючи вiльну енергiю вiдносно m2, отримуємо поведiнку m2(T ) вiд темпе-

ратури. У свою чергу, поява розриву в цiй залежностi може бути використана

як умова для визначення граничної вимiрностi r = rc1. Ми оцiнюємо чисельно

граничний показник розмiрностi rc2 у границi limq→1+ rc2(q).
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2.4. Модель на безмасштабнiй мережi

Гамiльтонiан для моделi Поттса з невидимими станами на мережi можна

записати як [16]:

−H(q, r) =
∑

i,j

Jij

q
∑

α=1

δSi,αδα,Sj
+ h

N
∑

i=1

δSi,1. (2.18)

де Si = (1, ..., q, q + 1, ..., q + r) – поттсiвська змiнна, q та r кiлькiсть видимих та

невидимих станiв вiдповiдно, δα,Sj
це дельта-символ Кронекера i зовнiшнє магнiтне

поле h, що спрямоване вздовж першого видимомого стану. Перша сума у (2.18)

береться над усiма парами спiнiв в мережi з N вузлiв, друга сума передбачає,

щоб обидва взаємодiючi спiни були в однаковому видимому станi. Взаємодiю Jij

подаємо у формi матрицi сумiжностi з елементами: Jij = 1, коли вузли i та j

мають зв’язок мiж собою, або Jij = 0 iнакше.

У рамках пiдходу середнього поля ми також припускаємо, що мережа, на

якiй розглядається наша модель, є повнiстю випадковою вiдпаленою мережею

[154]. Елементи матрицi сумiжностi визначаються iмовiрнiстю з’єднання двох ву-

злiв pij. Для вiдпаленої мережi ця ймовiрнiсть лiнiйно пропорцiйна їхнiм ступеням

(кiлькостi найближчих сусiдiв) [154], тому ми отримуємо:

Jij = Jpij = J
kikj

Nk̄
, (2.19)

де ki,k̄ — ступiнь вузла та середнiй ступiнь вузла вiдповiдно.

Ми використовуємо метод неоднорiдного середнього поля (MFA)1 з локаль-

ними змiнними, як запропоновано для стандартної моделi Поттса на мережi [70].

Основна iдея полягає в тому, щоб переписати доданок, що вiдповiдає за взаємодiю

в гамiльтонiанi (2.18) у такий спосiб, що вiн не мiститиме добутку двох спiнових

змiнних. З цiєю метою ми представляємо кожен член дельта символу Кронекера

як суму його середнього значення та вiдхилення вiд цього середнього. Ми вводи-

мо три локальнi термодинамiчнi середнi µi, ν1i, ν2i, щоб виокремити стан, вздовж

1Точнiсть результатiв середнього поля для моделi Поттса з невидимими станами була проаналiзована в роботi
[106].
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якого спрямоване магнiтне поле, а також видимi та невидимi стани:

⟨δSi,α⟩ =







µi , α = 1,
ν1i , α = 2, . . . , q,
ν2i , α = q + 1, . . . , r .

(2.20)

Тут усереднення виконується для гамiльтонiана (2.18)

⟨. . . ⟩ =
1

ZTr (. . . )e−βH, with Z = Tr e−βH, (2.21)

у термодинамiчнiй границi, де β є оберненою температурою, а шпур береться за

всiма можливими конфiгурацiями спiну (враховуючи також невидимi стани). Вве-

денi середнi значення мають передбачувану асимптотику при низьких i високих

температурах, наведену в таблицi 2.4.

Припускаючи, що вiдхилення вiд середнiх значень невеликi, ми нехтуємо

членами квадратичного вiдхилення, отримуємо гамiльтонiан в наближеннi сере-

днього поля:

−H(q, r) =
∑

<i,j>

Jij[µi(2δ1,Sj
− µj) +

q
∑

α=2

(2δα,Si
− ν1i)ν1j] + h

∑

i

δSi,1. (2.22)

З урахуванням умови нормування середнiх величин:

µi + (q − 1)ν1 + rν2 = 1, (2.23)

ми визначаємо два локальнi параметри порядку, якi задовольняють низькотемпе-

ратурну та високотемпературну асимптотики: вони дорiвнюють нулю для β → 0

i дорiвнюють одиницi для β → ∞:

m1i = µi − ν1i, m2i = µi − ν2i. (2.24)

Модель Поттса з невидимими станами на мережi описується двома глобаль-

ними параметрами порядку: m1 i m2. Ми вводимо їх як лiнiйну комбiнацiю локаль-

них параметрiв порядку, заданих на кожному з вузлiв з вагами, пропорцiйними

ступеню цього вузла (див. [17] для бiльш детального розгляду):

m1 =

∑

i kim1i
∑

i ki
, m2 =

∑

i kim2i
∑

i ki
. (2.25)
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Табл. 2.4. Низькотемпературна та високотемпературна асимптотика для термо-
динамiчних середнiх, Рiв. (2.20), i для параметрiв порядку, Рiв. (6).

β → ∞ µi = 1 ν1i = 0 ν2i = 0

β → 0 µi = 1
q+r ν1i = 1

q+r ν2i = 1
q+r

Розглядаючи вiльну енергiю в розрахунку на одну частинку в термодинамi-

чнiй границi (N → ∞), зрештою, для вiльної енергiї ми отримали [17]:

f(m1,m2) =
k̄

(q + r)2

(

(rm2 + 1 + (q − 1)m1)
2 + (q − 1)(rm2 + 1 −

(r + 1)m1)
2
)

− 1

β

∞
∫

2

dkP (k) ln
(

eβ(h+
k

q+r
(m1(q−1)+1+rm2)) +

(q − 1)e
βk
q+r

(m2r+1−(r+1)m1) + r
)

, (2.26)

де P (k) — розподiл ступенiв вузла (1.2), k, k̄ — ступiнь вузла та середнiй сту-

пiнь вузла вiдповiдно2. Отриманий вираз для вiльної енергiї залежить вiд двох

параметрiв глобального порядку m1 i m2, якi описують стан системи та параме-

трiв моделi, таких як кiлькiсть станiв q i r, обернена температура β i показник

загасання функцiї розподiлу за ступенем вузлiв λ, який описує топологiю системи.

В границi r → 0 дана модель зводиться до стандартної моделi Поттса на

безмасштабнiй мережi, яка вже була проаналiзована в рамках наближення сере-

днього поля [66, 67, 70, 156]. При цьому фазова дiаграма в площинi (q, λ)− ха-

рактеризується рiзною критичнiстю в рiзних областях. Для малих λ (2 < λ ≤ 3)

мережа сильно скорельована i залишається впорядкованою при будь-якiй кiнцевiй

температурi через те, що iснує забагато вузлiв з високими ступенями, що робить

мережу занадто корельованою i вiдбувається перехiд в парамагнiтний стан. Для

λ > 3 ми можемо спостерiгати рiзнi сценарiї в залежностi вiд значення q. Область

1 ≤ q ≤ 2 характеризується поведiнкою фазового переходу другого роду, про-

те з трьома рiзними наборами критичних показникiв, що вiдповiдають областям

2Для того, щоб iснувала гiгантська зв’язна компонента для даної безмасштабної мережi, нижня межа iнте-
грування повинна становити kmin = 2 [155].
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Рис. 2.10. Фазова дiаграма стандартної моделi Поттса (r = 0) на безмасштабнiй
мережi. Система описується фазовими переходами першого або другого
роду. При 1 < q ≤ 2 спостерiгається фазовий перехiд другого роду. Тодi
як для q > 2 слiд враховувати критичне значення λc. Для кожного q
при λ > λc(q) вiдбувається фазовий перехiд першого роду, тодi як для
меншого λ ≤ λc(q) – другого роду.

q = 1, 1 < q < 2, q = 2. Iнший випадок q > 2 є найбiльш цiкавим, оскiльки в за-

лежностi вiд значення λ вiдбувається фазовий перехiд другого або першого роду

[66, 67, 70, 156]. Для iлюстрацiї наведено Рис. 2.10, де показано фазову дiаграму

стандартної моделi Поттса.

На вiдмiну вiд моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi, модель Поттса опи-

сується багатшою фазовою дiаграмою. Так, iснує гранична вимiрнiсть λc(q), що

роздiляє областi з рiзною критичнiстю. Метoю було дослiдити вплив параметра

λ i кiлькостi невидимих станiв r на критичну поведiнку моделi Поттса на безмас-

штабнiй мережi в рiзних областях q, r i λ. Оскiльки для звичайної моделi Поттса

(r = 0) критична поведiнка залежить вiд q, очiкувалась така ж сама ситуацiя при

додаваннi невидимих станiв. У даному аналiзi ми не змогли врахувати граничний

випадок q → 1. Тому ми зосередилися на спонтаннiй (h = 0) намагнiченостi в
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трьох областях: 1 < q < 2, q = 2 i q > 2.

Аналiз критичної поведiнки моделi аналiтичними методами є нетривiальним

завданням через те, що вiльна енергiя системи залежить вiд величезної кiлькостi

рiзноманiтних параметрiв. Щоб дослiдити критичну поведiнку, було використано

simulated annealing minimization метод [157]3, щоб чисельно отримати значення

параметрiв порядку m1 та m2, що приводить до найменшої вiльної енергiї. З цiєю

метою ми фiксуємо кiлькiсть видимих q i невидимих r станiв, параметр λ i мiнi-

мiзуємо вираз для вiльної енергiї вiдносно двох глобальних параметрiв порядку

(m1, m2, визначених у (2.25)) пiд час змiни температури. Отриманi температурнi

залежностi параметрiв порядку дозволяють розрiзняти режими фазових перехо-

дiв першого та другого родiв. Однак лише параметр порядку m1 має фiзичну

iнтерпретацiю як величину, яка з’являється нижче точки переходу та порушує

симетрiю системи. Другий параметр порядку m2 зникає за вiдсутностi невидимих

станiв r = 0 [16, 17]. Якщо m1 плавно переходить в нуль iз пiдвищенням темпера-

тури (β зменшується), то говоримо про фазовий перехiд другого роду. I навпаки,

якщо для m1(β) спостерiгаємо стрибок, то система зазнає фазового переходу пер-

шого роду.

2.4.1. Сильно скорельованi мережi: 2 < λ ≤ 3

Аналiз розпочинається iз сильно скорельованих мереж, тобто, для дiапазону

λ < 3. Для звичайної моделi Поттса на безмасштабнiй мережi було показано, що

в цьому випадку система залишається впорядкованою при будь-якiй скiнченнiй

температурi i ми не спостерiгаємо фазового переходу. Це вiдбувається через те, що

розподiл ступенiв вузлiв повiльно загасає, i багато вузлiв у мережi мають високi

ступенi, утворюючи сильно зв’язану та кластерну структуру. Цей тип поведiнки

також спостерiгається в моделi Поттса з невидимими станами: навiть велика кiль-

кiсть невидимих станiв не здатна порушити порядок. Щоб проiлюструвати це, на

3Порiвняно з попереднiм аналiзом у [17] було вдосконалено алгоритм для кращого пошуку глобальних мi-
нiмумiв на межi областi пошуку. Це призвело до покращення пошуку мiнiмумiв при низьких значеннях m1 i,
отже, кращих оцiнок для rc1 i rc2.
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Рис. 2.11 представлено залежнiсть обох параметрiв порядку вiд температури при

великих r. Цi плавнi кривi вказують на вiдсутнiсть фазового переходу для ме-

режi з повiльним спадом функцiй розподiлу за ступенем, подiбним до того, що

спостерiгається для стандартної моделi Поттса.
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Рис. 2.11. Залежнiсть параметрiв порядку (a) m1, (b) m2 вiд температури для
моделi Поттса з q = 2 видимими i r = 50 невидимими станами на без-
масштабнiй мережi з показником загасання λ = 2.9. Обидва параметри
порядку спадають iз температурою, але нiколи не зникають. Це свiд-
чить про вiдсутнiсть фазового переходу.

2.4.2. Дiапазон 1 < q ≤ 2

У цьому пiдроздiлi представлено результати для q = 1.5-станової моделi

Поттса, щоб проiлюструвати, як додавання невидимих станiв впливає на кри-

тичну поведiнку. Цей випадок у багатьох аспектах подiбний до випадку Iзiнга

(q = 2), розглянутого в [17]. Дослiдження розпочинається iз огляду поведiнки

критичної температури. На Рис. 2.12 представлено значення критичної темпера-

тури для рiзних значень q, r i λ. Можна бачити, що додавання невидимих станiв, а

також збiльшення λ знижує критичну температуру. Причина першого ефекту по-

лягає в тому, що кiлькiсть невидимих станiв впливає на ентропiю, тому з бiльшою

ентропiєю легше порушити порядок. Збiльшення λ спричинює появу меншої кiль-

костi габiв (вузлiв з високим ступенем), якi вiдiграють значну роль у зв’язностi
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мережi, а отже, у впорядкуваннi. Це вже могли спостерiгати в попередньому пiд-

роздiлi.
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Рис. 2.12. Критична температура як функцiя кiлькостi невидимих станiв r для
рiзних значень λ та (a) q = 1.5, (b) q = 1.9. Подiбно до випадку q = 2
критична температура знижується зi збiльшенням як r, так i λ. Крiм
того, збiльшення q знижує критичну температуру. Тут наведено лише
значення 3 < λ ≤ 4, однак аналогiчнi тенденцiї спостерiгаються i у
дiапазонi λ > 4.

Як вже згадували, параметр порядку m2 залишається скiнченним для всiх

скiнченних температур i при r = 0 m2 = 0, тому ми маємо лише один параметр

порядку m1. Для виявлення фазового переходу ми будемо спостерiгати за пове-

дiнкою параметра порядку m1. Проте як m1 так i m2 можна використовувати

для розрiзнення поведiнки мiж режимами фазового переходу першого та другого

роду, як показано на графiках.

На рис. 2.13 продемонстовано, як параметр порядку залежить вiд темпера-

тури для двох значень q i рiзних r. Графiки наведенi для λ = 3.5. Ми спостерi-

гаємо таку ж саму поведiнку, про яку вже повiдомлялося у випадку моделi Iзiнга

(q = 2) [17]. Для невеликої кiлькостi невидимих станiв r < rc1 обидва параметри

порядку неперервно залежать вiд температури, що призводить до фазового пере-

ходу другого роду. I навпаки, для великих r > rc2 спостерiгається лише фазовий

перехiд першого роду, коли намагнiченiсть падає до нуля при певнiй температурi.

Нарештi, для промiжних значень rc1 < r < rc2 є два переходи: перехiд першо-

го роду мiж двома (частково) впорядкованими станами та перехiд другого роду,



83

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

τ

m
1

q 1.5, λ 3.5

r 0

r 10

r 30

r 100

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

τ

m
1

q 1.9, λ 3.5

r 0

r 10

r 30

r 100

(a) (b)

Рис. 2.13. Залежнiсть параметра порядку m1 вiд приведеної температури τ =
T/Tc для (a) q = 1.5, (b) q = 1.9. При малих значеннях r система
зазнає фазового переходу другого роду, тодi як при великих r вiдбува-
ється лише перехiд першого роду. Моделi з промiжною кiлькiстю неви-
димих станiв характеризуються двома фазовими переходами: фазовим
переходом першого роду мiж двома частково впорядкованими станами
при нижчiй температурi та переходом другого роду при вищiй темпе-
ратурi.

коли початкова намагнiченiсть зникає. Це призводить до iснування двох грани-

чних значень rc1(q, λ) i rc2(q, λ), якi роздiляють областi з рiзною критичнiстю.

Фазовi дiаграми q = 1.5 моделi Поттса з невидимими станами показано на рис.

2.14. Структура фазової дiаграми подiбна до випадку моделi Iзiнга (q = 2), але

значення граничних вимiрностей rc1(λ) i rc2(λ) бiльшi. Це вiдображає той факт,

що в мiру зменшення q система наближається до випадку перколяцiї q = 1, який

вiдомий як дуже чiтко виражений фазовий перехiд другого роду. Отже, бiльша

кiлькiсть ентропiї або, еквiвалентно, кiлькостi невидимих станiв r, необхiдна для

змiни фазового переходу до першого роду.

2.4.3. Дiапазон q > 2

У цiй областi навiть без наявностi невидимих станiв критична поведiнка

системи характеризується граничним значенням λc(q). При λ вище цього значення

вiдбувається лише фазовий перехiд першого роду для стандартної моделi Поттса

на безмасштабнiй мережi, тодi як для λ < λc(q) iснує лише фазовий перехiд

другого роду [70]. Як i в попередньому пiдроздiлi, ми починаємо з дослiдження
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Рис. 2.14. Фазова дiаграма моделi Поттса з невидимим станами на безмасштабнiй
мережi для (a) q = 1.5, (b) q = 1.9 при рiзних r i λ > 3. Три областi
описують рiзнi режими критичної поведiнки. У випадку малої кiлько-
стi невидимих станiв r < rc1 (синя область) у системi спостерiгається
фазовий перехiд другого роду; у промiжному дiапазонi маргiнальних
вимiрностей rc1 < r < rc2 – ми спостерiгаємо фазовi переходи першого
чи другого роду в залежностi вiд температури; при великих r > rc2 у
верхнiй (помаранчевiй) областi лише фазовий перехiд першого роду.

критичної температури. На рис. 2.15 ми представляємо критичну температуру як

функцiю кiлькостi невидимих станiв r для рiзних значень λ. Як i в областi q ≤ 2,

тут для q > 2 критична температура знижується зi збiльшенням як r, так i λ.

Оскiльки iснує двi рiзнi областi залежно вiд значення λ, ми розглянемо, як

додавання невидимих станiв вплине на критичну поведiнку в обох цих випадках.

0 10 20 30 40 50 60
0

1

2

3

4

5

r

T
c

q=3 λ=3.1

λ=3.2

λ=3.3

λ=3.4

λ=3.5

λ=3.6

λ=3.7

λ=3.8

λ=3.9

λ=4.0

Рис. 2.15. Критична температура як функцiя кiлькостi невидимих станiв r для
рiзних значень λ. Подiбно до випадку q ≤ 2 критична температура
зменшується зi збiльшенням як r, так i λ.
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Рис. 2.16. Залежнiсть параметра порядку вiд приведеної температури τ = T/Tc.
Лiвий графiк (a) iлюструє випадок λ < λc(q) з q = 3, λ = 3.5, тодi
як на правому графiку (b) λ > λc(q) з q = 3, λ = 3.8. Ми бачимо,
що в обох цих випадках поступове збiльшення кiлькостi невидимих ста-
нiв спричиняє виникнення фазового переходу першого роду мiж двома
частково впорядкованими станами, тодi як вихiдний фазовий перехiд
залишається при Tc. Коли кiлькiсть невидимих станiв достатньо вели-
ка, залишається лише один перехiд першого порядку.

На рис. 2.16 показано залежнiсть параметра порядку m1 вiд приведеної темпера-

тури τ = T/Tc для q = 3, r = 0, 5, 15, 25, 100 i двох значень λ, що представляє

областi з рiзною критичною поведiнкою: λ = 3.5 < λc(q = 3) i λ = 3.8 > λc(q = 3).

Подiбно до випадку q ≤ 2, описаного в попередньому пiдроздiлi, ми бачимо, що

мала кiлькiсть невидимих станiв не змiнює порядок фазового переходу, а вели-

ка кiлькiсть невидимих станiв призводить до iснування лише фазового переходу

першого роду. Однак у промiжному регiонi ситуацiя iнша. Показано, що збiль-

шення невидимих станiв r у спiновiй системi з фазовим переходом другого роду

запускає фазовий перехiд першого роду при нижчiй температурi. У попереднiх

роботах передбачалося, що невидимi стани не впливають на iснуючий фазовий

перехiд першого роду [12, 16].

Тут ми бачимо, що в режимi фазового переходу першого роду λ > λc(q)

отримуємо додатковий перехiд першого роду за нижчої температури. З рис. 2.16

може бути незрозумiло, що вiдбувається з початковим фазовим переходом пер-

шого роду, коли додаються невидимi стани, але обидва параметри порядку вiд-

чувають стрибки, що сигналiзує про iснування фазового переходу першого роду.



86

(a) (b)

Рис. 2.17. Залежнiсть першого (a) та другого (b) параметрiв порядку вiд приве-
деної температури τ = T/Tc в околi τ = 1 для q = 3, r = 15 та λ = 3.8.
Обидва параметри порядку мають стрибки поблизу критичної темпе-
ратури, що сигналiзує про iснування фазового переходу першого роду.

Отже, система характеризується двома послiдовними переходами першого роду.

Про такий тип критичної поведiнки ранiше не повiдомлялося для моделi Поттса з

невидимими станами. Це явище спостерiгається лише в обмеженiй областi λ. Оче-

видно, iснує якийсь λu, який обмежує область, де вiдбуваються два послiдовнi

фазовi переходи першого роду. На рис. 2.18 ми демонструємо залежнiсть параме-

тра порядку вiд приведеної температури для q = 3, λ = 4.4 i r в дiапазонi вiд 1

до 6. Ми бачимо, що зi збiльшенням r iснуючий фазовий перехiд першого роду

стає лише рiзкiшим, i нiяких додаткових переходiв не вiдбувається. Для q = 3 ми

встановили, що 4.1 < λu < 4.2.

Узагальнюючи результати на фазовiй дiаграмi (див. рис.2.19), можна зро-

бити висновок, що навiть у випадку q > 2 система все ще характеризується двома

граничними значеннями rc1(λ) i rc2(λ), проте критична поведiнка в областях, на

якi цi граничнi маргiнiльнi вимiрностi роздiляють фазову дiаграму, залежить вiд

λ. Для λ < λc(q) додавання невидимих станiв r має такий самий ефект, як i в

попередньому випадку, тобто, для малих значень r < rc1(λ) iснує лише фазовий

перехiд другого роду; для rc1(λ) ≤ r ≤ rc2(λ) є як фазовi переходи першого, так i

другого роду, що вiдбуваються при рiзних температурах; для r > rc2(λ) залиша-

ється лише перехiд першого роду. Для λc(q) < λ < λu(q) поведiнка дуже схожа
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Рис. 2.18. Залежнiсть параметра порядку вiд приведеної температури τ = T/Tc

для q = 3, λ = 4.4 i r в дiапазонi вiд 0 до 6. Збiльшення кiлькостi
невидимих станiв не викликає додаткового фазовий перехiд першого
роду. Однак це робить перехiд рiзкiшим.

з тiєю лише вiдмiннiстю, що фазовий перехiд другого роду замiнюється фазовим

переходом першого роду, але два граничнi значення rc1(λ) i rc2(λ) залишаються. I,

нарештi, для λu(q) < λ iснує лише фазовий перехiд першого роду зi стрибком па-

раметра порядку, що залежить вiд кiлькостi невидимих станiв. Iснування областi,

де вiдбуваються два фазових переходи першого роду, свiдчить про те, що тополо-

гiчнi та ентропiйнi ефекти на фазовi переходи певною мiрою не залежать один вiд

одного. Невидимi стани iндукують вiдповiдний перехiд першого роду незалежно

вiд природи переходу, що спостерiгається в критичнiй точцi, де параметр порядку

m1 = 0. З iншого боку, коли до моделi додається велика кiлькiсть невидимих ста-

нiв, перехiд у критичнiй точцi завжди є переходом першого роду для всiх значень

λ, де може вiдбутися перехiд.
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Рис. 2.19. Фазова дiаграма моделi Поттса з невидимими станами на безмасшта-
бнiй мережi для q = 3. Для λ < λc(q) при великiй кiлькостi невидимих
станiв r > rc2 (помаранчева область) вiдбувається фазовий перехiд пер-
шого роду; якщо кiлькiсть невидимих станiв невелика, система опису-
ється поведiнкою фазового переходу другого роду (блакитна область),
а мiж ними – бiла область – як фазовi переходи першого, так i другого
роду вiдбуваються при рiзних температурах. Однак, для λ > λc(q) кри-
тична поведiнка iще iнша: вiдбуваються два фазових переходи першого
роду (зелена та темно-жовта областi). В областi λ > λu жодна кiлькiсть
невидимих станiв не може вплинути на критичну поведiнку, вiдбуває-
ться єдиний перехiд першого порядку (свiтло-жовтий).

2.5. Висновки

Було використано пiдхiд середнього поля до нещодавно запропонованої мо-

делi Поттса з невидимими станами [12]. Модель була запропонована як спосiб

вирiшити суперечки мiж теоретичними передбаченнями сценарiю фазового пере-

ходу другого роду i моделювання, що вказував на сценарiй першого роду [133–135].

Дiйсно, кiлькiсть невидимих станiв r введена у модель вiдiграє роль параметра,

який регулює порядок фазового переходу. У моделi Поттса з q взаємодiючих (ви-

димих) станiв, перехiд вiдбувається за типом фазового переходу першого роду,

починаючи з певного граничного значення rc. Для окремому випадку q = 2 вже

було показано, що змiна вiдбувається при великих r (для d = 2) i що 3 < rc < 4
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у режимi середнього поля [12]. Тут була проведена бiльш точна оцiнка значення

для q = 2, а саме отримано, що rc ≃ 3, 65(5). Ця оцiнка чудово узгоджується з

результатом, отриманим для гратки Бете з z найближчими сусiдами, коли z → ∞
[139].

Також було розглянуто область 1 ≤ q < 2 та механiзм, який змiнює порядок

фазового переходу. А саме, є два значення маргiнальних вимiрностей, rc1 i rc2, як

зазначено на Рис. 2.16a, b. Вони характеризують температурну поведiнку перших

похiдних вiльної енергiї – параметрiв порядку. При rc1 розрив з’являється при

певнiй температурi t̃ < tc, однак перехiд при tc все ще залишається другого роду.

Розрив збiльшується i рухається до tc з подальшим збiльшенням r, i, нарештi, при

rc2 досягає tc та вiдбувається стрибок параметра порядку: перехiд стає фазовим

переходом першого роду. Граничнi вимiрностi rc1 i rc2 є функцiями q, вони показанi

на Рис. 2.9b i перерахованi в таблицi 2.3.

Наведенi вище спостереження показують iстотну вiдмiннiсть в поведiнцi мо-

делi Поттса з невидимими станами при q = 2 i при 1 ≤ q < 2. Тодi як у першому

випадку збiльшення r перетворює фазовий перехiд другого роду на слабкий фа-

зовий перехiд першого роду (стрибок в параметрi порядку limr→rc ∆m1 → 0),

в останньому – до рiзкого фазового переходу першого роду, limr→rc2 ∆m1 ̸= 0.

Той самий висновок можна зробити, аналiзуючи приховану теплоту. У цьому вiд-

ношеннi варто нагадати, що розглянутий випадок q = 1 вiдповiдає перколяцiї

зв’язкiв. У свою чергу, наш результат означає що додавання невидимих станiв пе-

ретворює перехiд моделi перколяцiї зв’язкiв в сильний фазовий перехiд першого

роду, що є новим методом на вiдмiну вiд iснуючих теорiй перколяцiї першого роду

[158–160].

Також вперше проведено аналiз критичної поведiнки моделi Поттса з неви-

димими станами на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi. Використовуючи наближе-

ння неоднорiдного середнього поля, пiдтвердили ранiше отриманi результати та

висновки [17, 70, 108], а саме, що кiлькiсть невидимих станiв може змiнити клас

унiверсальностi стандартних моделей на повному графi або навiть i на безмас-

штабнiй мережi [17], коли показник загасання розподiлу вiдiграє подiбну роль.
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Пiсля чисельного аналiзу вiльної енергiї моделi Поттса з невидимими станами

на безмасштабнiй мережi можна зробити висновок, що q, r i λ вiдiграють роль

глобальних параметрiв, якi впливають на критичну поведiнку системи. Ми дослi-

дили взаємодiю параметрiв у рiзних областях q, r, λ i пiдсумували її на фазових

дiаграмах. Залежно вiд q i λ критична поведiнка змiнюється.

Для сильно скорельованої областi мережi 2 < λ ≤ 3 в пiдроздiлi 2.4.1 бу-

ло показано, що жодна велика кiлькiсть невидимих станiв не здатна порушити

порядок, система залишається впорядкованою за будь-якої температури. У пiд-

роздiлi 2.4.2 для 1 < q ≤ 2 отримано фазову дiаграму, подiбну до дiаграми для

випадку моделi Iзiнга (див. рис. 2.14). Фазова дiаграма в площинi (r, λ) роздiлена

двома граничними значеннями rc1(λ) i rc2(λ) на три областi з рiзними критични-

ми характеристиками. У нижнiй областi r < rc1(λ) система зазнає лише фазового

переходу другого роду; в областi мiж лiнiями вiдбуваються як фазовi перехо-

ди першого, так i другого роду при рiзних температурах; для великої кiлькостi

невидимих станiв r > rc2(λ) вiдбувається лише фазовий перехiд першого роду.

Остання область q > 2 є найбiльш цiкавою. У цiй областi з’являються два гра-

ничнi значення λc i λu. Для λ < λc фазова дiаграма (рис. 2.19) подiбна до того,

що спостерiгається для випадку q ≤ 2 на рис. 2.14. В областi λc < λ < λu фазова

дiаграма також характеризується двома граничними значеннями rc1(λ) i rc2(λ).

Для r < rc1(λ) система характеризується такими ж фазовими переходами пер-

шого роду, як i у випадку r = 0. В областi rc1(λ) < r < rc2(λ) вiдбуваються два

фазових переходи першого роду при рiзних температурах. При нижчiй темпера-

турi перехiд вiдбувається мiж двома частково впорядкованими станами, тодi як

при вищiй температурi система стає повнiстю невпорядкованою m1 = 0. Наре-

штi, для r > rc2(λ) iснує лише один перехiд першого роду мiж упорядкованим i

невпорядкованим станами. В областi λ > λu жодна кiлькiсть невидимих станiв

не може вплинути на критичну поведiнку. Iснує лише один перехiд першого роду

незалежно вiд значення r.

Ми помiтили, що додавання невидимих станiв викликає додатковий фазо-

вий перехiд першого роду, який для певного дiапазону r iснує поряд з фазовим
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переходом, який iснував при r = 0. Це означає, що топологiчнi та ентропiйнi ефе-

кти на фазовий перехiд є незалежними. Наявнiсть нецiлочисельних граничних

вимiрностей є повсюдним у критичностi складних систем. Слiд зазначити, що

топологiя, представлена мережевою структурою, яка визначається показником

загасання розподiлу ступеня вузла λ, домiнує над ентропiйним впливом, однак

ефект додаткового фазового переходу першого роду слiд проаналiзувати бiльш

детально.
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Роздiл 3

МОДЕЛЬ IЗIНГА ЗI ЗМIННОЮ ДОВЖИНОЮ
СПIНА НА СКЛАДНИХ МЕРЕЖАХ

У роздiлi наведено результати дослiдження узагальненої моделi Iзiнга – мо-

делi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна, що описується степенево-спадним законом

розподiлу довжин снiна. Були отриманi точнi розв’язки для цiєї моделi на повно-

му графi та графi Ердоша-Ренi, а також – на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi.

Структура цього роздiлу органiзована наступним чином. Спершу y пiдроздiлi

3.1 наведено короткi передумови та мотивацiю, можливi застосування моделi. У

пiдроздiлi 3.2 сформульовано означення моделi та продемонстровано факт са-

моусереднення статистичної суми, отримано представлення виразiв статистичної

суми на рiзних типах графiв. Цей факт iстотно полегшує розрахунки термодина-

мiчних функцiй. В пiдроздiлах 3.3 та 3.4 наведено результати дослiдження

моделi на графах трьох типiв: отримано вирази для вiльної енергiї у рiзних дiа-

пазонах параметрiв, проаналiзовано термодинамiчнi функцiї, знайдено критичнi

показники та побудовано фазову дiаграму моделi. Висновки наведенi в пiдроз-

дiлi 3.5 .

За результатами дослiджень опублiковано 2 статтi [8, 9] та тези конференцiй

[29–32, 34, 39, 41, 42, 45].

3.1. Вступ, мотивацiя

Марно, а мабуть i неможливо вичерпно перераховувати прогрес у розумiннi

рiзних явищ у фiзицi та поза її межами, досягнутий завдяки моделi Iзiнга. Чудовi

огляди столiтньої iсторiї моделi можна переглянути у роботах [161–166]. Особлива
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риса, яка зробила модель Iзiнга такою популярною для опису колективної пове-

дiнки в безлiчi системах – бiнарнiсть. У своїй початковiй формi, представленiй у

дисертацiї Iзiнга, стан агента зображувався як пара бiнарних опозицiй (два про-

тилежнi значення магнiтного моменту). Значною мiрою завдяки цiй особливостi

модель застосовувалася майже в усiх сферах, де бiнарнiсть вiдiграє ключову роль

[6, 167, 168]. Деякi узагальнення моделi Iзiнга втрачають цю особливiсть. Прикла-

дом є q-станова модель Поттса [65, 169], яка зберiгає дискретну симетрiю моделi

Iзiнга, узагальнюючи її вiд Z2 до Zq. В результатi, хоча кожен агент (спiн) може

приймати лише скiнченну кiлькiсть станiв, бiнарнiсть втрачається для будь-якого

q ̸= 2. Ще одне популярне узагальнення – O(m)-симетрична модель [170, 171], що

дозволяє мати нескiнченну кiлькiсть станiв для одного агента, оскiльки симетрiя

неперервна при m ̸= 1.

Тут ми розглядаємо явища впорядкування в системах агентiв, якi не

обов’язково мають фiзичну природу, при цьому особливу роль вiдiграють спiновi

моделi на складних мережах [6, 7]. Нещодавно ми запропонували iнше узагаль-

нення моделi Iзiнга, яке вирiшує такi задачi, зберiгаючи бiнарнiсть моделi Iзiнга,

але пом’якшуючи умову фiксованої довжини спiна на кожному вузлi [8]. У рам-

ках моделi довжина кожного спiну розглядається як випадкова змiнна iз заданою

функцiєю розподiлу, i, отже, спостережуванi величини обчислюються звичайним

усередненням Гiббса за спiновими конфiгурацiями (вгору та вниз), а також за ви-

падковим розподiлом довжини спiна. Модель пов’язана з iншими спiновими моде-

лями (однак вiдрiзняється вiд них), якi використовуються для вивчення впливу

структурного безладу на колективну поведiнку [71–78], i може бути корисною в

аналiзi впорядкування в магнiтних або сегнетоелектричних системах частинок з

полiдисперсними елементарними моментами [83, 84]. Iнша очевидна область засто-

сування цiєї моделi – розумiння особливостей упорядкування процесiв у системах,

що мiстять агентiв, якi, хоча i мають двiйковий характер (‘+’ або ‘-’, ‘вгору’ або

‘вниз’, ‘так’ або ‘нi’), вiдрiзняються силою впливу [172, 173]. Показовий приклад

показано на Рис. 3.1. Структура мережi використовується для моделювання ба-

зових взаємодiй у системi, що представляє iнтерес, незалежно вiд того, чи мають
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Рис. 3.1. Модель Iзiнга зi змiнною довжиною (силою) спiна, як модель для опису
соцiальних явищ. Кожен iндивiд представлений у виглядi вузла складної
мережi iз заданим ступенем ki (тобто, кiлькiсть осiб з якою вiн поєднаний
через соцiальнi зв’язки) i має силу Si. Для такої соцiальної мережi можна
розглядати задачу поширення позитивних (спiни вгору) чи негативних
(спiни вниз) емоцiй.

вони специфiчне хiмiчне, бiологiчне, соцiальне чи економiчне походження.

3.2. Модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiна

Добре вивченi узагальнення моделi Iзiнга включають m-векторну модель

[170, 171] i модель Поттса [65, 169]. Замiсть дискретної скалярної змiнної σi = ±1

перша розглядає класичну векторну змiнну σ⃗i, яка може орiєнтуватися в будь-

якому напрямку в m-вимiрному просторi. З iншого боку, модель Поттса зберiгає

дискретнiсть змiнних, але зменшує кiлькiсть станiв спiна на вузлi. Тут ми розгля-

немо ще одне узагальнення моделi Iзiнга. Нова модель зберiгає бiнарний характер
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спiнових змiнних, але допускає, що вони змiнюють своє абсолютне значення не-

перервним i випадковим чином [8]. Щоб досягти цього, ми надаємо спiнам «силу»

(довжину), яка може змiнюватися як випадкова величина S iз заданою функцiєю

розподiлу ймовiрностей q(S). Нижче ми розглянемо випадок, коли ця функцiя

розподiлу характеризується степенево-спадним законом:

q(S) = cµS−µ, Smin ≤ S ≤ Smax, (3.1)

з константою нормування cµ i µ > 2 для забезпечення скiнченностi середньої сили

спiна ⟨S⟩ при Smax → ∞. Як згадувалося у вступi, модель iмiтує неоднорiдно-

стi в багаточастинкових (багатоагентних) системах рiзної природи, якi можуть

варiюватися вiд полiдисперсних магнетикiв або сегнетоелектрикiв [71–78, 83, 84]

до рiзних складних соцiальних чи економiчних системи [172, 173]. У свою чер-

гу, вибiр функцiї розподiлу у виглядi степеневого закону дозволяє як продовжити

аналiтичнi розрахунки, так i отримати доступ до рiзних режимiв полiдисперсностi

шляхом налаштування показника µ.

Розглядаючи критичну поведiнку спiнової системи на складнiй мережi, осо-

бливу увагу придiлено безмасштабним мережам [1–5, 7], якi характеризуються

степенево-згасним законом розподiлу ступенiв вузла (див. також (1.2)):

p(K) = cλK
−λ, Kmin ≤ K ≤ Kmax, (3.2)

де p(K) — це ймовiрнiсть того, що будь-який заданий вузол має ступiнь (кiль-

кiсть зв’язкiв) K, cλ — константа нормалiзацiї, а λ > 2. Наразi добре встановлено,

що модель Iзiнга на безмасштабнiй мережi має нетривiальну критичну поведiнку:

залежно вiд значення λ вона характеризується рiзними критичними показниками

[66, 68, 174] . Наприклад, коли λ > 5 критичнi показники збiгаються з пока-

зниками середнього поля, якi спостерiгаються для регулярних граток. В областi

3 < λ < 5 показники стають λ-залежними. Коли λ = 5 з’являються логарифмiчнi

поправки до скейлiнгу.
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3.3. Модель на повному графi та графi Ердоша-Ренi

За наявностi однорiдного поля H гамiльтонiан моделi зi змiнною довжиною

запишеться:

H = −
∑

i<j

Jijσiσj −H
∑

i

σi , σi = ±Si. (3.3)

Для стандартної версiї спiн σi приймає значення ±1, i = 1 . . . N i стала взаємо-

дiї Jij становить 1 для найближчих сусiдiв, або 0 iнакше. У соцiофiзицi iндивiди

представленi у виглядi вузлiв з бiнарними спiнами, що представляють рiзнi соцi-

альнi стани, але не всi суспiльнi дiї є простими бiнарничи станами i наша модель

вводить градацiю для особливостi окремого вузла.

Ми надаємо спiну σi “силу”, яка змiнюється вiд вузла до вузла через ви-

падкову змiнну |σi| ≡ Si, отриману з функцiї розподiлу ймовiрностей q(Si). Ми

вибрали степеневий закон розподiлу (3.1). Правильне визначення термодинамi-

чних функцiй включає конфiгурацiйнi усереднення, окрiм звичайного усереднен-

ня Гiббса [175], оскiльки потрiбно враховувати природу випадкової замороженої

змiнної довжини спiна.1

Iснує кiлька очевидних мотивацiй для вибору степеневої форми загасання

довжини спiна. Через природу взаємодiй у моделi Iзiнга, сила спiна впливає на

вузли, з якими взаємодiє даний вузол – чим бiльше значення Si, тим бiльш зара-

зний або переконаний є вузол i. Цей новий елемент наближає модель ближче до

реальних соцiальних мереж. Таким чином введення змiнних спiнiв до стандартної

моделi вiдкриває новi шляхи до мiждисциплiнарностi.

Тут розглянуто три типи графiв для пошуку точних розв’язкiв: повний

граф, граф Ердоша-Ренi та безмасштабну мережу. Як i в моделi Вейса, кожна

пара вузлiв {i, j} пов’язана у випадку повного графа. Iмовiрнiсть зв’язку також є

однакова для кожної пари p = pi,j = c < 1 у другому випадку, але не кожна пара

пов’язана. Для третього випадку, безмасштабної мережi, розподiл ступеня вузла

1Оскiльки довжини спiна є замороженими змiнними, представлена тут модель вiдрiзняється вiд неперерв-
ної спiнової моделi. Її також не слiд плутати з моделями спiнових стекол, або вiдпаленими моделями. Термiн
“вiдпалений” у цьому роздiлi стосується випадкового графа, на якому розв’язується нова модель.
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регулюється степенево-спадним законом (3.2). Матриця сумiжностi запишеться

[116, 154, 176]:

Jij =

{

1, pij ,
0, 1 − pij ,

(3.4)

де pij — iмовiрнiсть зв’язку будь-якої пари вузлiв i та j. Як i в моделi Вейса, у

випадку повного графа кожна пара вузлiв {i, j} пов’язана, тобто, pij = 1. Для

графа Ердоша-Ренi iмовiрнiсть зв’язку також є однакова для кожної пари p =

pi,j = c < 1, але не кожна пара пов’язана. Для третього випадку, вiдпаленої

(annealed) безмасштабної мережi, розподiл ступеня вузла регулюється степенево-

спадним законом, а iмовiрнiсть зв’язку мiж вузлами задається як [154]:

pij =
kikj

Nk
+ O(1/N2) , k =

1

N

∑

l

kl. (3.5)

з k = 1
N

∑

l kl. Очiкуване значення ступеня вузла EKi =
∑

j pij = ki i його розпо-

дiл задається p(K) [116, 176].

Оскiльки добуток спiнiв у (3.3) може приймати лише два значення, ми ви-

користовуємо рiвнiсть

ϕ(Aϵ) =
1

2
[ϕ(A) + ϕ(−A)] +

ϵ

2
[ϕ(A) − ϕ(−A)], ϵ = ±1,

щоб отримати конфiгурацiйно-залежну статистичну суму:

Z({k}, {S}) =
∏

i<j

cijSpσ

(

e
∑

i<j dijσiσj+βH
∑

i Siσi

)

, (3.6)

cij =
√

a2ij − b2ij, dij = ln
aij + bij
aij − bij

. (3.7)

Тут β = T−1 – оберненa температурa, шпур береться за усiма спiнами i ми збе-

рiгаємо σi = ±1, що вiдповiдає значенню спiна σiSi. Коефiцiєнти (3.7) неявно

залежать вiд pij i Si через спiввiдношення

aij = 1 − pij + pij cosh(βJSiSj), bij = pij sinh(βJSiSj). (3.8)
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Для повного графа pij = 1, звiдки cij = 1, dij = 2βSiSj, i з усереднення

за спiнами отримуємо:

Z({S}) =

+∞
∫

0

e
−x2T

2

[

eI
+
µ ( x√

N
) + eI

−
µ ( x√

N
)
]

dx , (3.9)

використавши (3.1) з Smax → ∞ i для малого значення магнiтного поля зберiгаємо

лише провiдний доданок

I±µ (ε) = N
[

cµε
µ−1Iµ(ε) ± S2

T
εH
]

, (3.10)

з

Iµ(ε) =

∞
∫

ε

dz
1

zµ
ln cosh z, (3.11)

та ε = x√
N

. У (3.9) i в усiх вiдповiдних iнтегральних представлення нижче, ми

опускаємо нерелевантнi множники та числовi коефiцiєнти.

З асимптотичної поведiнки iнтегралу Iµ(ε) (3.11) оцiнюється (3.9) в термо-

динамiчнiй границi N → ∞. Для вiльної енергiї на один спiн отримуємо:

f

N
∼























m2 + mµ−1 −mH, 2 < µ < 3 ,
m2 + m2 ln 1

m −mH, µ = 3 ,
τm2 + mµ−1 −mH, 3 < µ < 5 ,
τm2 + m4 ln 1

m −mH, µ = 5 ,
τm2 + m4 −mH, µ > 5 .

(3.12)

Тут m — параметр порядку, а τ = |T−Tc|
Tc

— приведена температура, де Tc позначає

критичну температуру. Форма вiльної енергiї (3.12) аналогiчна тiй, що описує кри-

тичну поведiнку стандартної моделi Iзiнга (де σi = ±1) на вiдпаленiй (annealed)

безмасштабнiй мережi з показником загасання λ (див. Рис. 3.3а) [116]. У нашому

випадку параметр µ вiдiграє подiбну роль (див. Рис. 3.3c). Основнi результати

можна пiдсумувати наступним чином: при µ ≤ 3 система залишається впорядко-

ваною при будь-якiй скiнченнiй температурi; при µ > 3 спостерiгається фазовий

перехiд другого роду; у промiжному дiапазонi 3 < µ < 5 критичнi показники

залежать вiд µ; для µ > 5 поведiнка системи описується критичними показни-

ками середнього поля; у випадку µ = 5 спостерiгаються логарифмiчнi поправки
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[7, 116, 154, 176], якi визначаютьсяся класичними критичними показниками та

задовiльняють стандартнi скейлiнговi спiввiдношення.

У випадку графа Ердоша-Ренi можна замiнити pij = c у (3.18). Це забез-

печує подiбний вираз для статистичної суми (3.17), як i в випадку повного графа

(з точнiстю до перенормованої взаємодiї). Тому критична поведiнка обох моделей

по сутi, еквiвалентна (див. схематичну фазову дiаграму на Рис. 3.3c).

Для вiдпаленої безсмасштабної мережi з iмовiрнiстю pij, що визначає-

ться (3.15), у термодинамiчнiй границi N → ∞ (тобто, з малим pij), застосованим

до (3.18) отримуємо dij ∼ pijβJSiSj. Перетворення Стратоновича-Габбарда забез-

печує усереднення за спiнами в (3.17) i статистична сума має унарну залежнiсть

вiд випадкових величин f(kiSi). Це зручно для переходу вiд пiдсумовування по ву-

злах i до пiдсумовування за випадковими змiнними ki, Si. Випадок безмасштабної

мережi є найбiльш цiкавим, тому його розглянемо бiльш детально у наступному

пiдроздiлi.

3.4. Модель на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi

Використовуючи ранiшi означення для вiдпаленої мережi [115, 116, 154, 176]

ми визначаємо вiдпалену мережу як ансамбль мереж iз N вузлiв iз заданою по-

слiдовнiстю ступенiв вузлiв {K} = (K1, K2, ..., KN), максимально випадковою за

умови заданого розподiлу. Вважається, що зв’язок мiж вузлами змiнюється для

кожної фiксованої послiдовностi {K}. Отже, у дусi концепцiї вiдпаленого безладу

[175] статистичну суму слiд усереднювати з урахуванням цих флуктуацiй. Це вiд-

рiзняється вiд замороженого безладу, коли для кожної фiксованої послiдовностi

{K} мережевi зв’язки також є фiксованими, i тому усереднюється вiльна енергiя.

В цьому останньому випадку конфiгурацiйна модель слугує аналогом вiдпаленої

мережi (див., наприклад, [156]).

Для побудови вiдпаленої мережi з N вузлiв кожному вузлу i присвоюється

випадкова величина (мiтка) ki, взята з розподiлу p(k), а iмовiрнiсть зв’язку мiж

двома вузлами визначається як (3.15).
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При наявностi однорiдного зовнiшнього магнiтного поля H гамiльтонiан

(звичайної) моделi Iзiнга на вiдпаленiй мережi має вигляд:

H = −1

2

∑

i ̸=j

Jijσiσj −H
∑

i

σi , σi = ±1, (3.13)

де друга сума охоплює всi N вузлiв мережi, а перше пiдсумовування ведеться за

усiма їх парами, Jij є матрицею сумiжностi (3.14). Для фiксованої послiдовностi

випадкових величин {k} = (k1, ......, kN) статистична сума отримується усередне-

нням вiдносно випадкових вiдпалених зв’язкiв {J}:

ZN({k}) = ⟨Spσe
−βH⟩{J} , (3.14)

де

Spσ(. . . ) =
∏

i

∑

σi=±1

(. . . ) , (3.15)

β = T−1 є оберненою температурою, а для усереднення див. Рiв. (??):

⟨(. . . )⟩{J} =
∏

i<j

[

(. . . )Jij=Jpij + (. . . )Jij=0(1 − pij)
]

. (3.16)

У свою чергу, отримана пiсля усереднення за випадковими зв’язками ста-

тистична сумма ZN({k}) залежить вiд конкретного вибору послiдовностi випад-

кових величин (мiток) {k}. Нагадаємо, що ця послiдовнiсть була прийнята за

фiксовану, тобто заморожену. Таким чином, спостережувана вiльна енергiя FN

отримується шляхом усереднення послiдовностi вiльних енергiй FN({k}) як:

FN = ⟨FN({k})⟩{k} = −T
∏

i

∑

ki

p(ki) lnZN({k}) . (3.17)

Тут варто згадати ще одну помiтну особливiсть вiдпаленої мережi: статистична

сума ZN({k}) є самоусереднювальною, тобто не залежать вiд конкретного вибору

{k}: ZN({k}) ≡ ZN . Це призводить до очевидного вiдношення

FN = −T
∏

i

∑

ki

p(ki) lnZN = −T lnZN , (3.18)
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що означає, що вiльна енергiя також є самоусередненою величиною i дозволяє

уникнути усереднення логарифма статистичної суми, i це значне полегшення при

розрахунках на вiдпалених мережах.

Модель зi змiнною довжиною спiна послаблює обмеження на фiксовану дов-

жину спiна в гамiльтонiанi (3.13). Подiбно до звичайної моделi Iзiнга, ми збереже-

мо бiнарний характер спiнових змiнних зберiгаючи глобальну Z2 симетрiю всiєї

системи, дозволяючи кожному спiну змiнювати своє абсолютне значення в безпе-

рервному дiапазонi випадкових мод |σi| ≡ Si. Гамiльтонiан моделi:

H = −1

2

∑

i ̸=j

JijSiSj −H
∑

i

Si , Si = ±Si , (3.19)

де всi позначення такi, як у Рiв. (3.13) i Si – незалежнi однаково розподiленi (i.i.d.)

випадковi величини з заданою функцiєю розподiлу q(S). Гамiльтонiан (3.19) мо-

жна переписати в термiнах звичайної модел Iзiнга зi спiнами одиничної довжини

при замiнi змiнних Si = σiSi:

H = −1

2

∑

i ̸=j

JijSiSjσiσj −H
∑

i

Siσi , σi = ±1 , (3.20)

Розглянемо випадок, коли послiдовнiсть {S} = (Smin, ...,Smax) є максималь-

но випадкова за умови, що їх розподiл є заданим. Для фiксованої послiдовностi

випадкових величин {k} (що визначають мережевий зв’язок) i {S} (якi визнача-

ють локальну довжину спiна), статистичну суму отримано шляхом усереднення

з вiдносно випадкових вiдпалених зв’язкiв{J}, див. рiвняння (3.14):

ZN({k}, {S}) = ⟨Spσe
−βH⟩{J} , (3.21)

iз щпуром визначеним у (3.15).

Пiсля усереднення за спiнами статистична сума також залишається зале-

жною вiд (випадково розподiлених) довжин спiна {S}, як явно позначено в (3.21).

Однак у наступному пiдроздiлi ми покажемо, що у випадку вiдпаленої мережi ста-

тистична сума ZN({k}, {S}) є самоусереднювальною величиною як i для вiдносно
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випадкових величин k i S (ZN({k}, {S}) = ZN). Тому для вiльної енергiї анало-

гiчно до (3.18), отримуємо:

FN = −T
∏

i

∑

ki

p(ki)
∑

Si

q(Si) lnZN({k}, {S}) = −T lnZN . (3.22)

Тепер наше завдання полягатиме в тому, щоб продовжити дослiдження статисти-

чної суми моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна S на вiдпаленiй безмасштабнiй

мережi з розподiлами випадкових величин q(S), p(k), що описуються степенево-

спадними законами (3.1), (3.2). У процесi виведення буде пiдтверджено властиво-

стi самоусереднення.

3.4.1. Самоусереднення

Пiдставдяючи в (3.20) матрицю сумiжностi (3.14) i усереднюючи за спiно-

вими конфiгурацiями отримуємо:

ZN({k}, {S}) = Spσ

(

eβH
∑

i Siσi

∏

i<j

(pije
βJ
2

∑

i ̸=j SiSjσiσj + 1 − pij)
)

. (3.23)

Беручи до уваги, що добуток спiнiв у (3.23) може набувати лише два значення

(σiσj = ±1), ми можемо використати рiвнiсть

f(Kε) =
1

2
[f(K) + f(−K)] +

ε

2
[f(K) − f(−K)], ε = ±1, (3.24)

щоб отримати вираз для статистичної суми (3.23) у випадку ε ≡ σiσj, K ≡ βJSiSj:

ZN({k}, {S}) = SpS

(

eβH
∑

i Siσi

∏

i<j

(

[cosh(βJSiSj) + σiσj sinh(βJSiSj)− 1]pij + 1
)

.

(3.25)

Спрощуючи вираз для статистичної суми, можна отримати:

ZN({k}, {S}) = Spσ

(

eβH
∑

i Siσi

∏

i<j

eln(aij+bijσiσj)
)

(3.26)

iз

aij = 1 − pij + pij cosh(βJSiSj), bij = pij sinh(βJSiSj). (3.27)
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Використовуючи рiвнiсть (3.24) для представлення ln(aij + bijσiσj) у (3.26) для

статистичної суми отримуємо:

ZN({k}, {S}) =
∏

i<j

cijSpσ

(

e
1
2

∑

i ̸=j dijσiσj+βH
∑

i Siσi

)

, (3.28)

де

cij =
√

a2ij − b2ij, dij = ln
aij + bij
aij − bij

. (3.29)

Останнi коефiцiєнти неявно залежать вiд pij через (3.27). Пiдставляючи цi зале-

жностi в (3.29) запишемо:

cij =
√

1 − 2pij + 2p2ij + 2(1 − pij) cosh(βJSiSj), (3.30)

dij = ln
1 − pij + pije

βJSiSj

1 − pij + pije−βJSiSj
. (3.31)

Пiдставляючи pij у вираз для статистичної суми (3.28) i оцiнюючи dij (3.31)

у термодинамiчнiй границi N → ∞ (тобто в межi малого pij)

dij = ln
1 − pij + pije

βJSiSj

1 − pij + pije−βJSiSj
≃ pijβJSiSj, (3.32)

отримуємо:

ZN({k}, {S}) = Spσ exp
(

βJ
∑

i<j

kikjSiSjσiσj
N⟨k⟩ + βH

∑

i

Siσi

)

. (3.33)

Тепер доданок взаємодiї в (3.33) набуває роздiльної форми, i можна засто-

сувати перетворення Стратоновича-Габбарда, щоб виконати точно усереднення за

спiнами σi i отримати наступний вираз для статистичної суми:

ZN({k}, {S}) =

+∞
∫

−∞

exp
(−N⟨k⟩Tx2

2J
+
∑

i

ln cosh[Si(xki + H/T )]
)

dx . (3.34)

У цьому та всiх iнших iнтегральних представленнях статистичної суми ми опуска-

ємо передiнтегральнi множники, якi не мають значення для нашого аналiзу. Поки

виконується функцiональна залежнiсть вiд випадкових величин Si, ki i (3.34) має
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унарний тип, зручно перейти вiд суми за вузлами i до суми за випадковими вели-

чинами ki, Si iз заданими функцiями розподiлу p(k), q(S). Розглядаючи випадковi

величини неперервними, приходимо до:

∑

i

f(ki,Si) = N

kmax
∑

kmin

Smax
∑

Smin

p(k)q(S)f(k,S) =

N

kmax
∫

kmin

Smax
∫

Smin

p(k)q(S)f(k,S)dkdS . (3.35)

Для нескiнченної системи ми покладаємо kmax = Smax → ∞ i, не втрачаючи за-

гальностi, вибираємо нижню межу iнтегрування kmin = Smin = 2, а сталу взаємодiї

J = 1. Особливостi критичної поведiнки, яка нас цiкавить спричиненi поведiнкою

при kmax,Smax → ∞. Хоча бiльш природним є вибiр нижньої межi iнтегруван-

ня, рiвної одиницi, але безмасштабнi мережi з kmin = 1 не мають проникаючого

кластера для λ > λc (з λc = 3.48 для дискретного розподiлу ступеня вузла i

λc = 4 для неперервного)[70, 177, 178]. Ми уникаємо цього обмеження, вибира-

ючи kmin = 2. Щоб мати вирази, симетричнi вiдносно k,S, ми також вибираємо

Smin = 2. Тепер легко побачити, що статистична сума ZN({S}, {k}) не залежить

вiд випадкових величин k i S i є самоусереднюваною:

ZN({k}, {S}) ≡ ZN =

+∞
∫

−∞

exp
(−N⟨k⟩Tx2

2
+

N

∞
∫

2

∞
∫

2

p(k)q(S) ln cosh[S(kx + H/T )]dkdS
)

dx . (3.36)

Як видно з рiвняння (3.36), властивiсть самоусереднення є досить загальною

i стосується будь-якої форми розподiлiв p(k), q(S). Нижче ми будемо використо-

вувати цей вираз, щоб аналiзувати термодинамiку у випадку, коли цi розподiли

набувають степеневої форми (3.1), (3.2).
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3.4.2. Асимптотична поведiнка iнтегралiв при малих ε

Зручно перейти в (3.36) до iнтегрування за додатнiми значеннями x та пред-

ставлення статсуми пiсля замiни змiнних:

ZN =

+∞
∫

0

e
−⟨k⟩x2T

2N

[

exp
(

N

∞
∫

2

∞
∫

2

p(k)q(S) ln cosh(
Skx
N

+ SH/T )dkdL
)

+

exp
(

N

∞
∫

2

∞
∫

2

p(k)q(S) ln cosh(
−Skx
N

+ SH/T )dkdS
)]

dx . (3.37)

Цiкавлячись провiдною асимптотикою статистичної суми коли N → ∞ i

зберiгаючи перший провiдний доданок за H, перепишемо вираз (3.37) у такому

виглядi:

ZN =

+∞
∫

0

e
−⟨k⟩x2T

2N

[

exp(I+λ,µ(x)) + exp(I−λ,µ(x))
]

dx , (3.38)

iз

I±λ,µ(x) = N
[

cλcµ

( x

N

)
λ+µ−2

2

Iλ,µ(ε) ± ⟨S2⟩⟨k⟩
TN

xH
]

(3.39)

де

Iλ,µ(ε) =

∞
∫

ε

∞
∫

ε

ln cosh(kS)

kλSµ
dSdk (3.40)

i ми замiнили розподiли q(S), p(k) згiдно розподiлiв (3.1) i (3.2). Нижня межа

iнтегрування ε = 2
√

x
N прямує до нуля, коли N → ∞.

Тут наведено асимптотичнi оцiнки для iнтегралiв, якi входять у формули

(3.39), (3.63). Зокрема, поведiнка при малих значеннях ε для наступних iнтегралiв:

Iµ(ε) =

∞
∫

ε

dx,
1

xµ
ln cosh x, (3.41)

Iλ,µ(ε) =

∞
∫

ε

dx

∞
∫

ε

dy,
1

xλyµ
ln cosh(xy), (3.42)

Розглядаються областi, де λ, µ > 2.
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Рис. 3.2. Залежностi констант iµ у Рiв. (3.43) та (3.48), (3.51) вiд µ.

Iнтеграл Iµ(ε)

Розглянемо спочатку iнтеграл (3.41). Для 2 < µ < 3, вiн не розбiгається при

ε → 0, тому його провiдну поведiнку в цiй границi можна оцiнити за допомогою

числового iнтегрування:

Iµ(ε) = iµ + O(ε), (3.43)

де

iµ =

∞
∫

0

dx,
1

xµ
ln cosh x, 2 < µ < 3, . (3.44)

Числовi значення цiєї та подальших констант iµ зображено як функцiю вiд

µ на Рис. 3.2. При подальшому збiльшеннi µ, спочатку з’являється логарифмiчна

сингулярнiсть при µ = 3. Її можна виокремити:

I3(ε) = − ln ε

2
+ i3 + O(ε2), (3.45)

де i3 = 0.64525.
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Для µ > 3, щоб виокремити провiднi сингулярностi функцiї пiд iнтегралом

при малих x, слiд двiчi проiнтегрувати частинами, що приводить до виразу:

Iµ(ε) = −ε1−µ ln cosh ε

1 − µ
+

ε2−µ th ε

(1 − µ)(2 − µ)
− ε3−µ

(1 − µ)(2 − µ)(3 − µ)
+ iµ(ε), (3.46)

де

iµ(ε) =
1

(µ− 1)(2 − µ)

∞
∫

ε

dx, x2−µ(th x)2. (3.47)

Подальший аналiз залежить вiд значення µ. У межах 3 < µ < 5, iнтеграл з

правої частини рiвняння (3.47) збiгається при ε → 0, i його провiднi асимптотики

можна оцiнити чисельно. Таким чином, зберiгаючи провiдну поведiнку перших

трьох членiв в (3.46), отримуємо:

Iµ(ε) =
ε3−µ

2(µ− 3)
+ iµ + O(ε), 3 < µ < 5, (3.48)

де

iµ =
1

(µ− 1)(2 − µ)

∞
∫

0

dx, x2−µ(th x)2. (3.49)

Логарифмiчна сингулярнiсть з’являється в (3.47) при µ = 5, що призводить

до:

Iµ(ε) = ε−2/4 − (ln ε)/12 + i5 + O(ε), (3.50)

де i5 = −0.11309.

Для бiльших значень µ можна провести аналогiчний аналiз. Зокрема, для

5 < µ < 7, iнтегруючи двiчi частинами, виокремлюється сингулярнiсть з iнтегра-

лу (3.47):

Iµ(ε) =
ε3−µ

2(µ− 3)
− ε5−µ

12(µ− 5)
+ iµ + O(ε), , 5 < µ < 7, (3.51)

де

iµ =
2

(µ− 1)(2 − µ)(3 − µ)

[

∞
∫

0

dx x3−µ(th x)3 −
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1

4 − µ

∞
∫

0

dx x4−µ(th x)2
]

. (3.52)

Пiдсумовуючи вищезазначенi вирази для провiдної поведiнки iнтегралу

(3.41) при малих ε, отримуємо наступну корисну формулу:

Iµ(ε) − iµ ≃























O(ε), 2 < µ < 3 ,
−(ln ε)/2 + O(ε2), µ = 3 ,
ε3−µ/(2(µ− 3)) + O(ε), 3 < µ < 5 ,
ε−2/4 − (ln ε)/12 + O(ε), µ = 5 ,
ε3−µ/(2(µ− 3)) − ε5−µ/(12(µ− 5)) + O(ε), 5 < µ < 7 .

(3.53)

Константи iµ для рiзних значень µ можна обчислити чисельно, використо-

вуючи формули (3.44), (3.49), (3.52). Їхня залежнiсть вiд µ показана на Рис. 3.2.

Також їх можна порiвняти iз аналогiчними константами, обчисленими у роботi

[116] за допомогою рiзних iнтегральних представлень.

Iнтеграл Iλ,µ(ε)

Щоб виокремити провiднi сингулярностi iнтегралу Iλ,µ(ε) при малих ε, по-

трiбно продиференцiювати Рiв. (3.42) по ε i тодi ж отримуємо:

d, Iλ,µ(ε)

d, ε
= −ελ−µ−1Iλ(ε2) − εµ−λ−1Iµ(ε2), , (3.54)

де асимптотична поведiнка iнтегралiв з правої частини рiвняння (3.54) визнача-

ється (3.53), при цьому здiйснюється замiна ε → ε2. Як наслiдок, асимптотична

поведiнка Jλ,µ(ε) отримується шляхом iнтегрування рiвняння (3.54) по ε. Зокрема,

при λ = µ вираз (3.54) спрощується до:

d, Iλ,λ(ε)

d, ε
= −2, ε−1Iλ(ε2), , (3.55)

i одразу ж отримуємо:

Iλ,λ(ε) − iλ,λ + 2iλ ln ε ≃



























O(ε2), 2 < λ < 3 ,
(ln ε)2/2 + O(ε4), λ = 3 ,
ε6−2λ

2(λ−3)2 + O(ε2), 3 < λ < 5 ,

ε−4/8 + (ln ε)2/6 + O(ε2), λ = 5 ,
ε6−2λ

2(λ−3)2 − ε10−2λ

12(λ−5)2 + O(ε2), 5 < λ < 7 .

(3.56)
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Константи iλ визначенi вище i їх чисельнi значення iλ,λ не є важливими при аналiзi

критичної поведiнки, тому не розраховуються у роботi.

Слiд зазначити, що iнтеграл (3.42) є симетричним вiдносно перестановки

iндексiв

Iλ,µ(ε) = Iµ,λ(ε),

а тому легко отримати асимптотики для дiапазону µ > λ. Аналiзуючи попереднi

отриманi вирази для µ < λ тут для µ > λ отримується:

• 2 < λ < 3:

Iλ,µ(ε) − iλ,µ =































iλ
ελ−µ

µ−λ + O(ελ−µ+2), 2 < µ < 3 ,

iλ
ελ−3

3−λ + ln ε
3−λε

3−λ + O(ελ−1), µ = 3 ,

iλ
ελ−µ

µ−λ − ε6−λ−µ

2(6−λ−µ)(µ−3) + O(ελ−µ+2), 3 < µ < 5 ,

iλ
ελ−5

5−λ − ε1−λ

4(1−λ) + O(ελ−3), µ = 5 ,

iλ
ελ−µ

µ−λ − ε6−λ−µ

2(6−λ−µ)(µ−3) + O(ελ−µ+2), 5 < µ < 7 .

(3.57)

• λ = 3:

Iλ,µ(ε) − iλ,µ =











ε3−µ

3−µ ln ε− ε3−µ[ i3
3−µ + 1

2(µ−3)2 ] + O(εµ−1, ε7−µ), 3 < µ < 5 ,

ε−2[i3/2 − 1/8] − ε−2ln ε/2 + O(ε2), µ = 5 ,
ε3−µ

3−µ ln ε− ε3−µ[ i3
3−µ + 1

2(µ−3)2 ] + O(ε7−µ), 5 < µ < 7 .

(3.58)

• 3 < λ < 5:

Iλ,µ(ε) − iλ,µ =























iλ
ελ−µ

µ−λ+ ε6−λ−µ

2(λ−3)(µ−3) + O(ελ−µ+2), 3 < µ < 5 ,

iλ
ελ−5

5−λ + ε1−λ

4(λ−3) + O(ελ−3), µ = 5 ,

iλ
ελ−µ

µ−λ + ε6−λ−µ

2(λ−3)(µ−3)−
ε10−λ−µ

12(10−λ−µ)(µ−5) + O(ελ−µ+2), 5 < µ < 7 .

(3.59)

• λ = 5, 5 < µ < 7:

Iλ,µ(ε)−i5,µ =
ε5−µ

6(5 − µ)
ln ε−ε5−µ[

i5
5 − µ

+
1

12(µ− 5)2
]+

ε1−µ

4(µ− 3)
+O(ε7−µ). (3.60)

• 5 < λ < 7, 5 < µ < 7:
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Iλ,µ(ε) − iλ,µ = iλ
εµ−λ

λ− µ
+

ε6−λ−µ

2(λ− 3)(µ− 3)
− ε10−λ−µ

12(λ− 5)(µ− 5)
+ O(ελ−µ+2). (3.61)

Асимптотичнi оцiнки (3.57)–(3.61) разом iз (3.56) використанi у дослiдженнi

для отримання виразiв вiльної енергiї моделi у рiзних дiапазонах параметрiв.

3.4.3. Фазова дiаграма

Асимптотичнi розклади iнтеграла (3.40) при малих ε (великих N) оцiнено в

3.4.2. Пiдставляючи цi розклади при рiзних значеннях параметрiв λ, µ у рiвняння

(3.38) ми отримуємо вiдповiднi вирази для статистичної суми, яка обчислюється

при великих N методом найшвидшого спуску. Кiнцевий вираз для статистичної

суми виглядає так:

ZN =

+∞
∫

0

e−NΦµ,λ(x) dx (3.62)

де

Φµ,λ(x) =
⟨k⟩x2T

2
− cµcλx

λ+µ−2
2 Iλ,µ(

√
x) − ⟨S2⟩⟨k⟩

T
xH , (3.63)

а лiнiйний за H доданок походить вiд асимптотики при великих N для косинуса

гiперболiчного в рiвняннях (3.38), (3.39).

Тепер легко написати вiльну енергiю Гельмгольца FN(T,H) в розрахунку

на один вузол:

f(T,H) = lim
N→∞

FN(H,T )/N = −T lim
N→∞

lnZN/N = TΦµ,λ(m) (3.64)

де m – координата мiнiмуму функцiї Φµ,λ(x):

d Φµ,λ(x)

d x
|x=m = 0,

d2 Φµ,λ(x)

d x2
|x=m > 0 . (3.65)

Отримана вiльна енергiя є симетричною при замiнi iндексiв µ ↔ λ. Тому ниж-

че наводимо вiдповiднi вирази для двох випадкiв: µ > λ i µ = λ. Для першого

випадку µ > λ, асимптотика вiльної енергiї при малих m визначається меншим



111

значенням з показникiв загасання, тобто λ. Зберiгаючи провiднi доданки розкла-

ду, ми приходимо до:

Φµ,λ(m) +
⟨S2⟩⟨k⟩

T
mH ≃



















































2 < λ < 3 : −cµcλiλ
µ−λ mλ−1 + ⟨k⟩T

2 m2,

λ = 3 :
cµc3

2(µ−3)m
2 ln 1

m + cµc3m
2( i3

3−µ + 1
2(µ−3)2 )+

⟨k⟩T
2 m2,

3 < λ < 5 : ⟨k⟩
2 (T − T0)m

2 − cµcλiλ
µ−λ mλ−1,

λ = 5 : ⟨k⟩
2 (T − T0)m

2 − c5cµ
12(µ−5)m

4 ln 1
m+

c5cµ( 1
12(µ−5)2 − i5

µ−5)m4,

λ > 5 : ⟨k⟩
2 (T − T0)m

2 +
cµcλ

12(λ−5)(µ−5)m
4,

(3.66)

iз

T0 =
cµcλ

⟨k⟩(λ− 3)(µ− 3)
=

⟨k2⟩⟨S2⟩
23−µ23−λ⟨k⟩ , (3.67)

де⟨S2⟩ =
∫∞
2 S2q(S)dS, ⟨k2⟩ =

∫∞
2 k2p(k)dk, а функцiї розподiлу q(S), p(k) заданi

рiвняннями (3.1), (3.2) i ми це врахували для Smin = kmin = 2. Коефiцiєнти iµ

наведенi в 3.4.2, а cµ, cλ — сталi коефiцiєнти функцiй розподiлу (3.1), (3.2).

Для випадку λ = µ провiдна асимптотика при малих m виглядає так:

Φµ,µ(m) +
⟨S2⟩⟨k⟩

T
mH ≃







































2 < µ < 3 : −c2µiµm
µ−1 ln 1

m − c23iµ,µm
µ−1 + ⟨k⟩T

2 m2,

µ = 3 : −i3c
2
3m

2 ln 1
m + [ ⟨k⟩T2 − c23i3,3]m

2,

3 < µ < 5 : ⟨k⟩
2 (T − T0)m

2 − c2µiµm
µ−1 ln 1

m ,

µ = 5 : ⟨k⟩
2 (T − T0)m

2 − c25
24m

4(ln 1
m)2−

i5c
2
5m

4 ln 1
m ,

µ > 5 : ⟨k⟩
2 (T − T0)m

2 +
c2µ

12(µ−5)2m
4 ,

(3.68)

з позначеннями, поясненими вище. Знаки коефiцiєнтiв iµ,λ не мають значення в

нашому аналiзi.

Отриманi вище оцiнки асимптотики вiльної енергiї (3.66), (3.68) дають до-

ступ до термодинамiчних властивостей системи. Як ми побачимо нижче, пара-

метри µ i λ вiдiграють вирiшальну роль у впорядкуваннi та визначають клас

унiверсальностi узагальненої моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi. Перш нiж

приступити до аналiзу цих виразiв, доцiльно нагадати основнi особливостi крити-

чної поведiнки двох моделей, де кожен iз цих параметрiв розглядався окремо: це

модель Iзiнга на безмасштабнiй мережi [66, 68, 179] i узагальнена модель Iзiнга
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зi степеневим законом розподiлу сили спiну (3.1) на повному графi [8]. Як уже

встановлено, модель Iзiнга на безмасштабнiй мережi залишається впорядкованою

при будь-якiй скiнченнiй температурi при малих значеннях показника 2 < λ ≤ 3.

Параметр порядку загасає з температурою як m ∼ T 1/(λ−3) при 2 < µ < 3. Екс-

поненцiйне загасання спостерiгається для λ = 3: m ∼ e−bT . При подальшому

збiльшеннi λ фазовий перехiд другого роду вiдбувається для λ > 3 при T = T0 i

H = 0: m = 0 для високотемпературної фази, тодi як параметр порядку в околi

точки переходу при H = 0 з τ = |T − T0|/T0 виглядає як m ∼ τ 1/(λ−3). Степенева

залежнiсть параметра порядку вiд температури досягає свого звичайного значе-

ння середнього поля m ∼ τ 1/2 лише тодi, коли λ > 5. Логарифмiчнi поправки до

скейлiнгу з’являються при граничному λ = 5: m ∼ τ 1/2| ln τ |−1/2. Фазова дiагра-

ма, описана вище, зображена на рис. 3.3a. Подiбна картина спостерiгається, коли

аналiзується узагальнена модель Iзiнга зi степенево-спадною функцiєю розподiлу

за довжинами спiнiв на повному графi, тобто у дусi моделi Kaца [180–186], коли

кожен вузол поєднаний iз всiма iншими вузлами. Як було продемонстровано в [8],

роль глобального параметра в цьому випадку вiдiграє показник розподiлу дов-

жини спiна µ. У свою чергу, ми пiдсумовуємо степеневi асимптотики параметра

порядку m для рiзних значень µ на рис. 3.3c.

Тепер з асимптотикою вiльної енергiї для узагальненої моделi Iзiнга на без-

масштабнiй мережi (3.66), (3.68) можна проаналiзувати взаємодiю двох параме-

трiв: перший (µ) керує силою окремих спiнiв i другий (λ) регулює зв’язнiсть графу.

Температурна поведiнка параметра порядку та фазова дiаграма, отримана в ре-

зультатi такого аналiзу, показана в Таблиця 3.1 i на рис. 3.3b. Критична поведiнка

контролюється меншим параметром з пари λ - µ. Коли хоча б один iз параметрiв

(λ або µ) менший нiж три, система залишається впорядкованою при будь-якiй

скiнченнiй температурi, а параметр порядку спадає як степенева функцiя T :

m ≃











2 < (µ, λ) < 3; µ > λ : T
1

λ−3 ,

2 < (µ, λ) < 3; µ = λ : T
1

λ−3 ,

2 < (µ, λ) < 3; µ < λ : T
1

µ−3 .

(3.69)

Коли λ або µ рiвнi три, а iнший параметр бiльший за три спостерiгаються екс-
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Рис. 3.3. Фазова дiаграма узагальненої моделi Iзiнга зi степенево спадним законом
розподiлу довжини спiна на безмасштабнiй мережi (рис. b) порiвнюється
моделлю Iзiнга на безмасштабнiй мережi (рис. а) i узагальненою моделлю
Iзiнга зi степенево-спадним законом розподiлу довжини спiна на повному
графi (малюнок c). Асимптотика параметра порядку в рiзних дiапазоних
µ, λ показано явно. Вiдповiдна асимптотика при граничних значеннях
µ, λ (лiнiї та точки на графiку) наведенi в Табл. 3.1.

поненцiйнi асимптотики для m. Фазовий перехiд другого роду вiдбувається, коли

обидва λ, µ > 3. Залежно вiд значення λ, µ параметр порядку характеризується

рiзними асимптотиками. В областi 3 < µ < 5 (µ < λ) критичнi показники є µ-

залежнi, а в областi 3 < λ < 5 (µ > λ) вони λ-залежнi. Логарифмiчнi поправки

з’являються при λ = µ:

m ≃











3 < (µ, λ) < 5; µ > λ : τ
1

λ−3 ,

3 < (µ, λ) < 5; µ = λ : (τ | ln τ |−1)
1

λ−3 ,

3 < (µ, λ) < 5; µ < λ : τ
1

µ−3 .

(3.70)

Логарифмiчнi поправки до скейлiнгу, також з’являються, коли λ = 5 або µ = 5.

Ми обговоримо цi поправки бiльш детально нижче.
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2 < λ < 3 λ = 3 3 < λ < 5 λ = 5 λ > 5

2 < µ < 3 Eq. (3.69) T
1

µ−3 T
1

µ−3 T
1

µ−3 T
1

µ−3

µ = 3 T
1

λ−3 e−bT e−bT e−bT e−bT

3 < µ < 5 T
1

λ−3 e−bT Eq. (3.70) τ
1

µ−3 τ
1

µ−3

µ = 5 T
1

λ−3 e−bT τ
1

λ−3 τ
1
2 | ln τ |−1 τ

1
2 | ln τ |− 1

2

µ > 5 T
1

λ−3 e−bT τ
1

λ−3 τ
1
2 | ln τ |− 1

2 τ
1
2

Табл. 3.1. Температурна поведiнка параметра порядку m при рiзних значеннях
µ i λ. Асимптотика визначається меншим параметром з пари (µ, λ).

Фазова дiаграма на рис. 3.3b вiзуалiзує розглянуту вище поведiнку. Там ми

показуємо рiзнi областi в площинi λ−µ, якi характеризуються рiзною критичною

поведiнкою. Остання регулюється розподiлом iз “жирнiшим” хвостом (менше зна-

чення з пари λ, µ). Можна порiвнювати цю дiаграму з дiаграмами на рис. 3.3 a, c.

Дiйсно, коли один iз показникiв на рис. 3.3b бiльше нiж п’ять (дуже швидке спа-

дання одного з розподiлiв (3.1) або (3.2)), отримана дiаграма бiльше не залежить

вiд цього показника. Таким чином можна говорити про виродженiсть критичної

поведiнки 3.3b до одного з вiдповiдних аналогiв, рис. 3.3a або c. На лiнiях дiа-

грами Рис. 3.3b виникають новi цiкавi явища, якi роздiляють областi з рiзними

асимптотиками для параметра порядку. Зазвичай, змiни в степеневих асимптоти-

ках для термодинамiчних спостережуваних супроводжуються показниками лога-

рифмiчних поправок до скейлiнгу (див. [187] i посилання там). Для d-вимiрних

ґраток такi поправки з’являються при верхнiй критичнiй вимiрностi, а для без-

масштабних мереж вони, як вiдомо, супроводжують провiдну асимптотику при

λ = 5. У нашому аналiзi ми завершуємо картину, спостерiгаючи за лiнiями в пло-

щинi λ− µ, де виникають такi поправки. Крiм того, спостерiгаються новi закони

скейлiнгу на перетинi цих лiнiй.

Щоб продовжити аналiз критичної поведiнки, отримано вирази для iнших

термодинамiчних функцiй в околi фазового переходу другого роду, що вiдбува-

ється для µ, λ > 3 при T = T0, H = 0. Зокрема, крiм параметра порядку,

ми оцiнюємо провiднi критичнi асимптотики для iзотермiчної сприйнятливостi
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χT , питомої теплоємностi cH i магнетокалоричного коефiцiєнту mT , що визнача-

ється як змiшана похiдна вiд вiльної енергiї за магнiтним полем i температурою,

(mT = −T (∂m/∂T )H):

m ∼ τβ, χT ∼ τ−γ, cH ∼ τ−α, mT ∼ τ−ω, at H = 0 . (3.71)

m ∼ H1/δ, χT ∼ H−γc, cH ∼ H−αc, mT ∼ H−ωc, at τ = 0 .

(3.72)

Ми також знаходимо логарифмiчнi члени, якi з’являються при граничних значен-

нях λ, µ i визначаємо показники логарифмiчних поправок для кожної з наведених

вище величин:

A ∼ τΘ| ln τ |Θ̂ , H = 0 . A ∼ HΘc| lnH|Θ̂c , τ = 0 , (3.73)

де A — одна з термодинамiчних функцiй (3.72), Θ — критичний показник, а Θ̂

— вiдповiдний показник логарифмiчної поправки. Значення провiдних критичних

показникiв для термодинамiчних функцiй (3.71) - (3.72) наведено в таблицi 3.2.

Вiдповiднi логарифмiчнi поправки до скейлiнгу пiдсумовано в таблицi 3.3.

α αc γ γc β δ ω ωc

Line 4 (µ = λ) λ−5
λ−3

λ−5
λ−2 1 λ−3

λ−2
1

λ−3 λ− 2 λ−4
λ−3

λ−4
λ−2

Region III λ−5
λ−3

λ−5
λ−2 1 λ−3

λ−2
1

λ−3 λ− 2 λ−4
λ−3

λ−4
λ−2

Region IV µ−5
µ−3

µ−5
µ−2 1 µ−3

µ−2
1

µ−3 µ− 2 µ−4
µ−3

µ−4
µ−2

Region V, Lines 5-6, B 0 0 1 2/3 1/2 3 1/2 1/3

Табл. 3.2. Критичнi показники узагальненої моделi зi степеневим розподiлом дов-
жин спiнiв на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi в рiзних дiапазонах
параметрiв (див. також фазову дiаграму на Рис. 3.3b). Лiнiя 4: 3 <
(λ, µ) < 5, λ = µ; Область III: 3 < µ < 5, µ < λ; Область IV: 3 < λ < 5,
λ < µ; Регiон V:λ, µ ≥ 5.

Подiбно до випадку безмасштабних мереж, логарифмiчнi поправки для

скейлiнгу появляються при λ = 5, µ > 5 i µ = 5, λ > 5, а також уздовж лi-

нiй 5 i 6 на рис. 3.3b. Значення показникiв логарифмiчних поправок збiгаються

зi значеннями для звичайної моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi [66, 68, 174].
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Щоправда, у моделi, що розглядається, виникають два новi класи логарифмiчних

поправок: в областi 3 < (λ = µ) < 5 (рядок 4 на рис. 3.3b), а також при λ = µ = 5

(точка B). Для λ = µ = 5 усi показники логарифмiчних поправок вдвiчi бiльшi

порiвняно з аналогiчними для моделi Iзiнга на безмасштабнiй мережi при λ = 5.

В областi 3 < (λ = µ) < 5 усi показники поправок залежать вiд λ. Усi показники

логарифмiчних поправок задовiльняють скейлiнговi спiввiдношення для логари-

фмiчних поправок [188–190].

α̂ α̂c γ̂ γ̂c β̂ δ̂ ω̂ ω̂c

Line 4 (µ = λ) − 3
λ−2 − 3

λ−2 0 − λ−3
2(λ−2) − 1

λ−3 − 1
λ−2 −λ−4

λ−3 −2λ−4
λ−2

Point B −2 −2 0 −2/3 −1 −2/3 −1 −4/3
Lines 5-6 −1 −1 0 −1/3 −1/2 −1/3 −1/2 −2/3

Табл. 3.3. Показники логарифмiчних поправок для узагальненої моделi Iзiнга зi
степеневим законом розподiлу за довжинами спiнiв на вiдпаленiй без-
масштабнiй мережi в рiзних дiапазонах параметрiв. Показники степеня
для рядкiв 5-6 збiгаються зi знайденими ранiше [66, 68, 174]. Однак є
два набори нових показникiв, якi керують логарифмiчними поправками
– Лiнiя 4 i в точка B.

3.5. Висновки

Узагальнена модель Iзiнга, яку ми розглядаємо тут, послаблює звичайну

умову фiксованої довжини спiна (сили спiна) i розглядає його як заморожену ви-

падкову змiнну iз заданим розподiлом ймовiрностей. У конкретному випадку, коли

ця випадкова змiнна дорiвнює 1 з iмовiрнiстю p i 0 з iмовiрнiстю 1−p, ми приходи-

мо до знайомої моделi Iзiнга з замороженим розведенням. Однак ми розглядаємо

iнший, багатший випадок, коли сила випадкового спiна пiдпорядковується сте-

пеневому закону розподiлу (3.1), який регулюється показником загасання µ, що

робить модель особливо цiкавою для опису явищ колективної поведiнки у соцi-

альних системах зокрема. Модель iмiтує полiдисперснiсть у магнiтних моментах

елементарних взаємодiючих спiнiв. Зацiкавившись можливим застосуванням такої

моделi в широкiй областi науки про складнi системи, ми проаналiзували її пове-
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дiнку на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi. Таким чином, ми використовуємо двi

переваги: наближення вiдпаленої мережi призводить до самоусереднення власти-

востей термодинамiчних функцiй, а безмасштабна поведiнка розподiлу ступенiв

вузлiв (3.2) дозволяє дослiджувати конкуренцiю степеневих законiв (3.1), (3.2) у

визначеннi критичної поведiнки.

Як виявилося в ходi нашого дослiдження, модель, що розглядається, має

ряд цiкавих несподiваних особливостей. Деякi з них узагальнено на рис. 3.3b i в

таблицях 3.1–3.3. Фазова дiаграма на рис. 3.3b супроводжується двома вiдмiнно-

стями вiд рис. 3.3a та c, якi вiдповiдають звичайнiй моделi Iзiнга на безмасшта-

бнiй мережi (a) i узагальненiй моделi Iзiнга зi степеневий законом розподiду сили

спiна на повному графi (c). Як видно з цього ескiзу, дiаграма симетрична при

перестановцi µ ↔ λ. Це означає, що обидва фактори (тобто зв’язок вузла та сила

окремого спiна) впливають на критичнiсть подiбним чином. Крiм того, вiдповiд-

на асимптотика регулюється меншим iз пари параметрiв (µ, λ): “товстiший” хвiст

функцiї розподiлу виграє змагання у визначеннi класу унiверсальностi! Для дуже

низьких значень 2 < (µ, λ) ≤ 3 система залишається впорядкованою при будь-

якiй скiнченнiй температурi. У свою чергу, режим фазового переходу другого роду

(µ, λ > 3) характеризується трьома рiзними наборами критичних показникiв, див.

таблицю 3.2.

Своєрiднi явища виникають в областях з µ = λ, де вiдбуваються змiни

критичних показникiв µ- або λ- залежностей. Як видно з таблицi 3.1, такi змiни

супроводжуються появою логарифмiчних поправок (3.73). Значення показникiв

логарифмiчних поправок пiдсумованi в таблицi 3.3. Має сенс порiвняти це яви-

ще з тим, що вiдбувається з критичною поведiнкою в d-вимiрному Евклiдово-

му просторi. Тут особливу роль вiдiграє поняття верхньої критичної вимiрностi

du. За визначенням, це вимiрнiсть простору, вище якої спостерiгається поведiн-

ка середнього поля [191]. Особливий тип логарифмiчних поправок до скейлiнгу

з’являється при верхнiй критичнiй вимiрностi [187]. Вiдомо, що для безмасшта-

бних мереж логарифмiчнi поправки з’являються при λ = 5, де провiднi критичнi

показники досягають своїх середньопольових значень [66, 68, 174]. Подiбнi поправ-
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ки виникають також для узагальненої моделi Iзiнга зi степенево-спадним законом

розподiлу для довжини спiну на повному графi при µ = 5 [8]. Для моделi, що

розглядається, цi поправки (що ранiше спостерiгалися як точки на Рис. 3.3a,c)

тепер спостерiгаються вздовж лiнiй 5,6 на Рис. 3.3b. Точка перетину цих лiнiй,

точка B на рис. 3.3, характеризується новими значеннями логарифмiчних попра-

вок. Крiм того, з’являється ще один новий набiр логарифмiчних поправок при

3 < µ = λ < 5.
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Роздiл 4

СКЕЙЛIНГОВI ФУНКЦIЇ КЛАСИЧНИХ
МОДЕЛЕЙ СТАТИСТИЧНОЇ ФIЗИКИ НА

СКЛАДНИХ МЕРЕЖАХ

Структура роздiлу органiзована наступним чином. У пiдроздiлi 4.1 опи-

сано мотивацiю та короткий опис моделi, що розглядається та унiверсальнi хара-

ктеристики критичної поведiнки, що будуть порахованi у роздiлi. У наступному

пiдроздiлi 4.2 подано визначення вiдношень критичних амплiтуд i скейлiнгових

функцiй. Пiсля цього у пiдроздiлi 4.3 представлено детальну критичну поведiн-

ку та фазову дiаграму моделi на трьох типах графiв в режимi фазового перехо-

ду другого роду, а також представлено основнi рiвняння для вiльної енергiї, що

пiдлягають аналiзу. У пiдроздiлi 4.4 наведено результати застосування теорiї

скейлiнгу до моделi в трьох рiзних областях фазового переходу другого роду з

рiзними класами унiверсальностi. У заключному пiдроздiлi 4.5 наведено клю-

човi висновки, встановлено зв’язки з цiлями дослiдження та обговорено можливi

застосування результатiв.

За результатами дослiджень опублiковано 1 статтю [26] та тези конференцiй

[29–32, 34, 39, 41, 42, 45].

4.1. Вступ, мотивацiя

У викладених у попереднiх роздiлах дисертацiї дослiдженнях було розгля-

нуто вiльну енергiю та фазову дiаграму в рiзних областях глобальних параме-

трiв. Було отримано асимптотику термодинамiчних характеристик системи, що

виникають поблизу критичної точки. Зокрема критичнi показники та показники
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логарифмiчних поправок, якi контролюють степеневу поведiнку рiзних спостере-

жуваних поблизу критичної точки, були серед цих характеристик. Однак iснують

iншi унiверсальнi характеристики, якi пояснюють критичну поведiнку: якщо си-

стеми належать до одного класу унiверсальностi, вони не тiльки мають однаковi

значення для критичних показникiв, але й мають iдентичнi спiввiдношення кри-

тичних амплiтуд i скейлiнговi функцiї [192]. Мотивацiя для вивчення скейлiнгових

функцiй має теоретичне [193–195] i практичне застосування – критичнi амплiтуди

та скейлiнговi функцiї можна вимiряти як з моделювання Монте-Карло [196–198],

так i експериментальними вимiрюваннями [199–201]. Велике значення має аналiз

скейлiнгових функцiй та амплiтуд для систем з великою кiлькiстю взаємодiючих

агентiв для прогнозування їх поведiнки та критичних властивостей, полегшення

розробки та оптимiзацiї магнiтних i макромолекулярних матерiалiв для рiзних

застосувань [202, 203]. Крiм того, мотивацiя вивчати цi характеристики на рiзних

типах графiв для кращого розумiння процесiв у соцiальних системах i магнiтних

матерiалах (згаданих вище) справедлива для макромолекулярних систем, якi за

своєю суттю є складними, з численними взаємодiючими компонентами. Скейлiн-

говi функцiї пропонують потужний iнструмент для опису колективної поведiнки

цих компонентiв пiд час фазових переходiв. Аналiз скейлiнгових функцiй дозво-

ляє описати динамiку макромолекулярних перетворень.

4.2. Визначення: вiдношення критичних амплiтуд та

скейлiнговi функцiї

Ми спостерiгаємо степеневу асимптотику термодинамiчних характеристик

в областi фазового переходу другого роду поблизу критичної точки T = Tc, h = 0

[192, 194]. Для параметра порядку m, iзотермiчної сприйнятливостi χT , пито-

мої теплоємностi ch i магнетокалоричного коефiцiєнта mT наступнi функцiї вiд

τ = |T − Tc|/Tc (h = 0) можна записати через критичнi амплiтуди та критичнi

показники:

m = B−τ
β, χT = Γ±τ

−γ, ch =
A±
α

τ−α, mT = B±
T τ

−ω. (4.1)
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В критичнiй точцi T = Tc (тобто при τ = 0) справедливi наступнi асимптотики:

m = D−1/δ
c h1/δ, χ = Γch

−γc, ch =
Ac

αc
h−αc, mT = Bc

Th
−ωc. (4.2)

На вiдмiну вiд критичних показникiв, критичнi амплiтуди є неунiверсаль-

ними, але їхнi спiввiдношення (комбiнацiї) є унiверсальними [192] i використову-

ються для аналiзу нижче:

R±
χ = Γ±DcB

δ−1
− , R±

c =
A±Γ±
αB2

−
, RA =

Ac

αc
D−(1+αc)

c B
−2/β
− , A+/A− , Γ+/Γ− .

(4.3)

Щоб розпочати аналiз скейлiнгових функцiй, ми повиннi звернутися до гi-

потези скейлiнгу для вiльної енергiї Гельмгольца F (τ,m), яка стверджує, що цей

термодинамiчний потенцiал є узагальненою однорiдною функцiєю [193]. Отже,

використовуючи змiнну масштабування x, функцiю двох змiнних F (τ,m) можна

записати як деяку функцiю вiд f(x):

F (τ,m) ≈ τ 2−αf±(x), (4.4)

де

x = m/τβ (4.5)

є скейлiнгова змiнна, f±(x) – скейлiнгова функцiя, знаки + та − вiдповiдають

T > Tc та T < Tc, вiдповiдно. Усi iншi термодинамiчнi потенцiали також є уза-

гальненими однорiдними функцiями. На основi виразу для вiльної енергiї можна

також представити термодинамiчнi функцiї в термiнах вiдповiдних скейлiнгових

функцiй. Скейлiнговi функцiї для магнiтного поля, ентропiї, теплоємностi, iзотер-

мiчної сприйнятливостi та магнетокалоричного коефiцiєнта визначаються таким

чином (див., наприклад, [69, 193]):

h(m, τ) = τβδH±(x), (4.6)

S(m, τ) = τ 1−αS(x), (4.7)

ch(m, τ) = (1 ± τ)τ−αC±(x), (4.8)

χT (m, τ) = τ−γχ±(x), (4.9)

mT (m, τ) = (1 ± τ)τβ−γM±(x). (4.10)
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4.3. Вiльна енергiя та фазова дiаграма

Надалi в роздiлi здiйснено аналiз для запропонованої в [8, 9] моделi Iзiнга

зi змiнною довжиною спiна на мережi. Гамiльтонiан моделi:

H = −1

2

∑

i ̸=j

JijSiSj − h
∑

i

Si , Si = ±Si . (4.11)

Тут h – зовнiшнє магнiтне поле, а Jij – матриця сумiжностi з елементами 0 (якщо

немає зв’язкiв мiж вузлами i i j) i 1 (вузли зв’язанi). Iмовiрнiсть pij з’єднання

двох вузлiв визначається властивостями графа. Наприклад, для повного графа

всi вузли з’єднанi один з одним, тому pij = 1, для графа Ердоша-Ренi ймовiр-

нiсть зв’язкiв фiксується з значенням pij = c (0 < c < 1). I останнiй, але не

менш важливий випадок, який слiд згадати, – безмасштабна вiдпалена мережа,

де pij = kikj/(N < k >). Кожен iндивiд представляється як складний вузол ме-

режi заданого ступеня ki iз силою спiна Si. Функцiя розподiлу ступеня вузла для

безмасштабної мережi визначається степенево-спадним законом:

p(k) = cλk
−λ. (4.12)

Для моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна на повному графi вирази

для вiльної енергiї були отриманi в попередньому роздiлi (3.12) [8, 9]. Ми зосере-

димося на виразах вiльної енергiї в двох основних областях для фазового переходу

другого роду, а саме: областi I (MFA), областi II (µ-залежна критична поведiнка):

Φ(m, τ, h) =
a

2
τm2 +

b

4
m4 − dmh, (Region I), (4.13)

Φ(m, τ, h) =
a

2
τm2 +

b′

4
mµ−1 − dmh, (Region II) (4.14)

тут τ = |T − Tc|/Tc i всi коефiцiєнти додатнi (їх точнi вирази можна знайти в,

наприклад, [70].

Для моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна на графi Ердоша-Ренi ви-

рази для вiльної енергiї є аналогiчними до результатiв, отриманих для повного

графа [8, 9] лише iз врахованим перенормуванням константи взаємодiї. Тому кри-

тичну поведiнку у режимi фазового переходу другого роду також можна привести
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Region I

Region II

2 3 54 6

3

5

4

6 Region III

Рис. 4.1. Фазова дiаграма моделi Iзiнга зi степенево спадним розподiлу сили спiну
на безмасштабнiй мережi в площинi µ-λ. Показано асимптотику нама-
гнiченостi в рiзних областях µ i λ. Логарифмiчнi поправки та асимпто-
тика в упорядкованих станах показанi рiзними типами лiнiй. Для моде-
лi з’являються три рiзнi набори логарифмiчних поправок для скейлiн-
гу. Крiм того, три кольоровi областi на фазовiй дiаграмi вiдповiдають
трьом рiзним класам унiверсальностi критичних показникiв (див. [8, 9]
для бiльш детальної iнформацiї).

до представлення характерних для дiлянок позначених Region I (4.17) та Region

II (4.18).

Для моделi на безмасштабнiй мережi вiльну енергiю було отримано у попе-

редньому роздiлi i для гамiльтонiана (4.11) її можна записати як [26]:

Φµ,λ(m,T, h) =
⟨k⟩m2T

2
− cµcλm

λ+µ−2
2 Iλ,µ(

√
m) − ⟨S2⟩⟨k⟩

T
mh , (4.15)

де

Iλ,µ(m) =

∞
∫

√
m

∞
∫

√
m

ln cosh(kS)

kλSµ
dSdk, (4.16)

а m — параметр порядку, ⟨k⟩ — середнiй ступiнь вузла, ⟨S2⟩ — середнє значення

квадрата довжини спiна.

Отримана вiльна енергiя є симетричною при перестановцi iндексiв µ ↔ λ.

Провiдна асимптотика для вiльної енергiї визначається меншим параметром мiж



124

µ, λ (“товстiший” хвiст функцiї розподiлу виграє конкуренцiю у визначеннi класу

унiверсальностi). Отже, ми можемо розглянути 3 основнi випадки: µ > λ, µ = λ,

µ < λ. Своєрiднi явища виникають в областях з µ = λ, де вiдбуваються змiни

критичних показникiв µ- або λ- залежностей. Тут спостерiгаються два новi кла-

си унiверсальностi для показникiв логарифмiчних поправок. Критичну поведiнку

моделi узагальнено на Рис. 4.1. Є два глобальнi параметри – µ i λ, якi впливають

на критичну поведiнку. Але для подальшого аналiзу, а саме скейлiнгових фун-

кцiй i вiдношень критичних амплiтуд, ми пропускаємо областi з упорядкованою

фазою та лiнiями фазового переходу другого роду з логарифмiчними поправками.

Ми зосередимося на виразах вiльної енергiї в трьох основних областях: областi I

(MFA), областi II (µ-залежна критична поведiнка) та областi III (λ-залежна кри-

тична поведiнка):

Φ(m, τ, h) =
A

2
τm2 +

B

4
m4 −Dmh, (Region I), (4.17)

Φ(m, τ, h) =
A

2
τm2 +

B′

4
mµ−1 −Dmh, (Region II), (4.18)

Φ(m, τ, h) =
A

2
τm2 +

B′′

4
mλ−1 −Dmh, (Region III), (4.19)

тут τ = |T − Tc|/Tc i всi коефiцiєнти додатнi.

4.4. Результати

У цьому пiдроздiлi ми завершуємо попереднiй опис критичної поведiнки мо-

делi, аналiзуючи вiдношення амплiтуд та скейлiнгових функцiй в околi критичної

точки при рiзних режимах фазового переходу другого роду.

4.4.1. Вiдношення критичних амплiтуд

Для аналiзу ми розпочали з виразiв вiльної енергiї (4.17)-(4.19) у трьох

областях фазового переходу другого роду. Ми взяли вiдповiднi похiднi за тем-

пературою та магнiтним полем, щоб термодинамiчнi характеристики можна було

отримати та представити у формi низки степеневих функцiй τ i h i критичних
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Модель 1 [204] Модель 2 [66, 67, 69]
Довжина
спiна Si = ±1 Si = ±1
Топологiя Повний SF мережа:
графа граф p(k) ∼ k−λ

Глобальнi
параметри - λ
Областi
ФП 2 роду Region I (MFA) Region I and III

Модель 3[8, 9] Модель 4 [8, 9]
Довжина Si = ±S, Si = ±S,
спiна q(S) ∼ S−µ q(S) ∼ S−µ

Топологiя Повний граф чи SF мережа:
графа Ердоша-Ренi p(k) ∼ k−λ

Глобальнi
параметри µ λ i µ
Областi
ФП 2 роду Region I and II Region I, II and III

Табл. 4.1. Порiвняльний аналiз критичної поведiнки в рiзних областях режиму
фазового переходу 2-го роду для рiзних моделей Iзiнга (див. фазову дiа-
граму на рис.4.1. Модель 1. Стандартна модель Iзiнга на повному графi.
Модель 2: Стандартна модель Iзiнга на безмасштабнiй мережi. Модель
3: Модель Iзiнга зi степенево-спадним законом розподiлу довжини спiна
на повному графi (або графi Ердоша-Ренi); Модель 4: Модель Iзiнга зi
степенево-спадним законом розподiлу довжини спiна на безмасштабнiй
мережi.

амплiтуд (див. (4.1)-(4.2)). Деякi вiдношення амплiтуд залишаються незмiнними

в усiх критичних областях (див. першi 3 рядки для вiдношень амплiтуд у таблицi

4.1), тодi як решта залежать вiд глобальних значень параметрiв i вiдрiзняються

в трьох областях. Для областi I вони приймають асимптотичнi значення з теорiї

середнього поля; у Областi II i III спiввiдношення стають залежними вiд µ i λ i

в межi µ, λ → 5 наближаються до своїх середньпольових значень i залишаються

незмiнними для µ, λ ≥ 5. Слiд зазначити цiкавий факт: при µ = 4 або λ = 4 три

функцiї вiдношень амплiтуд перетинаються в однiй точцi (див. рис.4.2).
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Рис. 4.2. Вiдношення критичних амплiтуд для дiапазону параметрiв 3 < l < 5
(тут l або µ (область II), або λ (область III)). Суцiльна чорна лiнiя
Γ+/Γ− = l − 3; зелена лiнiя RA = 1/(l − 2); точкова R−

χ = 1/(l − 3),
пунктирна R−

c = 1/(l − 3)2. Для l ≥ 5 значення вiдношень амплiтуд до-
сягають значень MFA з областi I i залишаються незмiнними. При l = 4
три функцiї для вiдношень амплiтуд перетинаються в однiй точцi.

4.4.2. Скейлiнговi функцiї

Перехiд до безрозмiрної енергiї F (m, τ) i безрозмiрної намагнiченостi m ми

можемо представити (4.17)-(4.19) у трьох рiзних областях фазової дiаграми (рис.

4.1) у такому виглядi:

F (m, τ) = ±τ

2
m2 +

1

4
m4, (Область I), (4.20)

F (m, τ) = ±τ

2
m2 +

1

4
mµ−1, (Область II), (4.21)

F (m, τ) = ±τ

2
m2 +

1

4
mλ−1, (Область III), (4.22)

знаки ± тут i далi вiдповiдають температурам вище та нижче критичної точки

Tc.

Маючи вирази для вiльної енергiї, легко записати рiвняння стану та вивести

термодинамiчнi функцiї. Магнiтне та ентропiйне рiвняння стану у безрозмiрних
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Табл. 4.2. Скейлiнговi функцiї та вiдношення критичних амплiтуд для моделi Iзiн-
га зi степенево згасним розподiлом довжини спiна на нескорельованiй
безмасштабнiй мережi, отриманi з виразiв вiльної енергiї (4.17)-(4.19)
у трьох областях. Область I: λ, µ > 5; Область II: 3 < µ < 5, µ < λ;
Область III: 3 < λ < 5, µ > λ. Спiввiдношення амплiтуд, скейлiнговi
функцiї та визначення параметрiв скейлiнгу заданi (4.3), (4.6)-(4.10) та
(4.5) вiдповiдно.

Область I Область II Область III
Спiввiдношення амплiтуд

A+/A− 0 0 0
R+

χ 1 1 1
R+

c 0 0 0
Γ+/Γ− 2 µ− 3 λ− 3
R−

χ
1
2

1
µ−3

1
λ−3

R−
c

1
4

1
(µ−3)2

1
(λ−3)2

RA
1
3

1
µ−2

1
λ−2

Скейлiнговi функцiї

f±(x) ±x2

2 + x4

4 ±x2

2 + xµ−1

4 ±x2

2 + xλ−1

4

H±(x) x3 ± x µ−1
4 xµ−2 ± x λ−1

4 xλ−2 ± x
S(x) −x2/2 −x2/2 −x2/2

C±(x) x2

3x2±1
x2

xµ−3(µ−1)(µ−2)/4±1
x2

xλ−3(λ−1)(λ−2)/4±1

χ±(x) 1
3x2±1

1
xµ−3(µ−1)(µ−2)/4±1

1
xλ−3(λ−1)(λ−2)/4±1

M±(x) x
3x2±1

x
xµ−3(µ−1)(µ−2)/4±1

x
xλ−3(λ−1)(λ−2)/4±1

змiнних m i τ запишеться:

h(m, τ) =
∂F (m, τ)

∂m

∣

∣

∣

∣

τ

, s(m, τ) = ∓∂F (m, τ)

∂τ

∣

∣

∣

∣

m

. (4.23)

Ентропiйне рiвняння стану отримується як похiдна по темпаратурi при пос-

тiйнiй намагнiченостi m, а явна τ -залежнiсть однакова в усiх областях. Тому рiв-

няння зберiгає той самий вигляд у всiх областях на площинi µ–λ:

s = −m2/2, (Область I–III). (4.24)

Переписуючи вiльнi енергiї (4.20)-(4.21) у термiнах скейлiнгової змiнної x (4.5),

енергiї можна записати у скейлiнговiй формi як (4.4). Усi iншi термодинамiчнi
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характеристики можна легко отримати як вiдповiднi похiднi вiд енергiї. Вирази

для скейлiнгових функцiй в областях I, II та III наведенi в таблицi 4.2. Записане

явно в рiзних областях µ i λ магнiтне рiвняння стану i термодинамiчнi функцiї

χT , ch i mT вiдрiзняються в областях I–III. В областi I - ми отримуємо MFA-

подiбну поведiнку, в областi II та III вирази залежать вiд µ та λ вiдповiдно. Легко

помiтити, що в межi µ → ∞ (λ → ∞) скейлiнговi функцiї наближаються до

теоретичних виразiв середнього поля з областi I.

4.5. Висновки

Мотивацiя для вивчення нових спiнових моделей зумовлена еволюцiєю нау-

кового дослiдження, що вимагає адаптованих структур для розумiння складностi

рiзноманiтних систем. Цi моделi не тiльки поглиблюють наше теоретичне розумi-

ння, але й обiцяють пролити свiтло на явища реального свiту (соцiальнi системи

та колективну поведiнку, магнiтнi матерiали тощо) у бiльш детальний та реалi-

стичний спосiб. Використання критичних показникiв i скейлiнгових функцiй до-

помагає розробляти матерiали з певними властивостями. Цi знання дозволяють

дослiдникам створювати матерiали з бажаними структурними характеристиками,

забезпечуючи застосування в таких сферах, як доставка лiкiв, бiоматерiали та

нанотехнологiї. Чим бiльше ми знаємо про критичну поведiнку системи, тим ефе-

ктивнiша оптимiзацiя експериментальних умов. Застосування законiв скейлiнгу

до соцiальних, магнiтних або макромолекулярних систем допомагає оптимiзува-

ти експериментальнi умови дослiджень, закрема i фазових переходiв.

Критична поведiнка розглянутої моделi Iзiнга зi змiнною довжиною стано-

вить особливий iнтерес через широкий дiапазон можливих застосувань, а також

унiверсальнiсть. Модель є узагальненням моделi бiнарного спiну (моделi Iзiнга)

i в рiзних областях параметрiв вiдтворює добре вiдомi випадки. Були отриманi

аналiтичнi вирази для скейлiгнових функцiй i вiдношень критичних амплiтудних

для моделi на рiзних типах графiв. Разом критичнi iндекси та критичнi спiввiд-

ношення амплiтуд становлять кiлькiснi характеристики класу унiверсальностi та
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можуть бути досягнутi в експериментах та моделюваннi MC. Результати робо-

ти пiдтверджують i доповнюють попереднi дослiдження [8, 9]. Обидва глобальнi

параметри (параметр топологiї глобальної мережi для безмасштабної мережi λ i

параметр, що визначає iндивiдуальнi властивостi спiнової сили µ) запропонованої

моделi визначають класи унiверсальностi. Критична поведiнка визначається мен-

шим iз двох параметрiв. Однак симетрiя залежностi параметра змiниться, якщо

замiсть степеневих законiв (3.1) i (4.12) вибрати рiзнi функцiї ймовiрностi (напри-

клад, гауссову).

I останнє, але не менш важливе, щоб продемонструвати унiверсальнiсть,

охоплення проблем моделi та її унiверсальнiсть, представлено порiвняльний ана-

лiз стандартної моделi Iзiнга та моделi Iзiнга зi змiнною довжиною спiна [8, 9] на

графах рiзної топологiї, перелiчених у таблицi 4.1: Модель 1. Стандартна модель

Iзiнга на повному графi (модель Каца або Кюрi-Вейса). Модель 2: Стандартна

модель Iшiнга на безмасштабнiй мережi. Модель 3: Модель Iзiнга зi степенево-

спадною довжиною спiна на повному графi (або графi Ердоша-Ренi); Модель 4:

Модель Iзiнга зi степенево-спадною довжиною спiна на безмасштабнiй мережi.

Значення спiну, топологiя графа, глобальнi параметри визначенi в таблицi для

кожного випадку. Також на основi фазової дiаграми/аналiзу вiльної енергiї ми

визначили типову критичну поведiнку (подiбно до областей фазової дiаграми на

рис. 4.1). Для моделi 1 iснує лише один режим фазового переходу 2-го роду –

поведiнка MFA, тодi як для моделi 2 i моделi 3 є двi критичнi областi з рiзною

критичною поведiнкою, а для моделi 4 ми отримуємо три областi. Для моделi 3

вiльна енергiя еквiвалентна стандартнiй моделi Iзiнга (σi = ±1) на вiдпаленiй без-

масштабнiй мережi (Модель 2), а показник загасання λ вiдiграє роль µ у поточнiй.

Таким чином, ми можемо розширити критичну поведiнку для моделi Iзiнга, ввiв-

ши рiзну довжину спiна, що було пiдтверджено аналiзом критичних показникiв

ранiше i тут шляхом дослiдження скейлiнгових функцiй i вiдношень амплiтуд.
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Роздiл 5

СТРУКТУРНИЙ БЕЗЛАД I МАГНIТНЕ
ВПОРЯДКУВАННЯ: АНАЛIТИЧНИЙ ПIДХIД I

ЧИСЕЛЬНI СИМУЛЯЦIЇ

Роздiл присвячений дослiдженню впливу структурного безладу на магнi-

тне впорядкування. Розглядаються аналiтичнi методи i чисельнi симуляцiї для

моделей, що враховують випадковi домiшки й неоднорiдностi. У вступi 5.1 наве-

дено мотивацiю та вiдомi результати для моделей iз безладом . У пiдроздiлi 5.2

отримано функцiональне представлення вiльної енергiї моделi Iзiнга з випадковою

довжиною спiна. У наступному пiдроздiлi 5.3 розглянуто моделi з немагнiтними

домiшками та зi спiнами рiзних довжин, порiвняно їх критичнi показники. Також

проведено аналiз потоку ренормгрупи та отримано ефективнi критичнi показники

для моделi зi спiнами двох довжин. Завершується роздiл аналiзом симуляцiй три-

вимiрної моделi Iзiнга для рiзних початкових умов та порiвнянням результатiв iз

аналiтичними розрахунками (див. пiдроздiл 5.4). У висновках 5.5 пiдсумовано

усi одержанi результати та обговорюються їхнi наслiдки.

За результатами дослiджень опублiкованa одна стаття [19], одна стаття по-

дана до друку та опублiкована як препринт [20] та тези конференцiй [43].

5.1. Вступ та мотивацiя

Серед найбiльш iнтригуючих питань сучасної фiзики конденсованих си-

стем слiд виокремити проблему впливу структурного безладу на критичнiсть

[78, 86, 87, 205–207]. Виникає питання: якщо узяти регулярний гратковий (“iдеаль-

ний”) магнетик, у якому вiдбувається фазовий перехiд другого роду в магнiтно-
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впорядкований стан i критична поведiнка керується заданими закони скейлiнгу,

то чи будуть цi унiверсальнi закони змiненi через структурний безлад введений

в систему? Хоча це питання стосується властивостi речовини у вузькiй областi

фазової дiаграми, а саме поблизу точки фазового переходу, вiдповiдь на це пи-

тання має вагоме значення як з фундаментальних причин (опис критичностi, що

виникає в рiзних системах вiд фiзики високих енергiй до космогонiї) [86], але

також i через застосування структурно-невпорядкованих матерiалiв в сучасних

технологiях [208].

У контекстi дисертацiйних дослiджень увагу було зосереджено на випадку,

коли безлад у структурi реалiзується через заморожений безлад при температурi

випадкового локального переходу [209]. Архетипним прикладом є розбавленi одно-

вiснi магнетики FexZn1−xF2, MnxZn1−xF2, отриманi як кристалiчна сумiш двох

сполук, коли вiдповiдний розбавлений сплав готують шляхом замiщення немагнi-

тним iзоморфом ZnF2 його антиферомагнiтного аналогу (FeF2 або MnF2) [89–91].

Часи релаксацiї таких систем набагато бiльшi, нiж при типовому спостереженнi,

що дозволяє провести їх теоретичний та чисельний аналiз в термiнах розведеної

моделi Iзiнга iз замороженим безладом, див., наприклад, роботи [78] i [210] для

бiльш свiжих посилань. Експериментальнi данi про критичну поведiнку заморо-

жених розведених магнетикiв Гейзенберга було розглянуто в роботах [211–213], а

нещодавно в [214–217].

Для таких систем вже точно встановлено, що навiть слабкий структурний

безлад може змiнити критичну поведiнку. Якiсна вiдповiдь про змiни в унiвер-

сальностi класу фазового переходу другого роду в магнiтно-впорядкований стан

описує евристичний критерiй Гаррiса [88]: якщо значення критичного показника

теплоємностi αpure для чистої системи додатнє, тобто, теплоємнiсть розбiгається

в критичнiй точцi, тодi заморожений безлад (наприклад, розведення) викликає

змiни в класi унiверсальностi. Зокрема, змiнюються значення унiверсальних кри-

тичних показникiв. Вiдповiдно, якщо αpure < 0, то клас унiверсальностi розве-

деної системи буде такий самий, як i для однорiдної системи. При вимiрностi

простору d = 3 лише для iзiнгiвських магнетикiв зi скалярним (тобто m = 1-
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Model ν α γ
m = 1 [218] 0.6304(13) 0.109(4) 1.2396(13)
m = 2 [218] 0.6703(15) −0.011(4) 1.3169(20)
m = 3 [218] 0.7073(35) −0.122(10) 1.389(50)
m = 1, diluted [219] 0.678(10) −0.034(30) 1.336(20)

Табл. 5.1. Асимтотичнi критичнi показники чистої та розвеленої 3d моделi Iзiнга
iз замороженим безладлом (m = 1), а також XY моделi (m = 2) та мо-
делi Гайзенберга (m = 3), отриманi шляхом пiдсумовування теоретико-
польових ренормгрупових розкладiв.

компонента) параметром порядку теплоємнiсть розбiгається в критичнiй точцi,

αpure(m = 1) > 0, тодi як не розбiгається для (XY) моделi i Гейзенбергiвських

магнетикiв, αpure(m = 2), αpure(m = 3) < 0, вiдповiдно, див. Таблицю 5.1.

З теоретичної точки зору пiдхiд ренормалiзацiйної групи (РГ) пов’язує по-

яву нового класу унiверсальностi з наявнiстю нової випадкової фiксованої точки

Iзiнга для перетворення РГ [78, 207]. В даний час ряди розкладу РГ високого по-

рядку були отриманi та ретельно проаналiзованi для кiлькiсної оцiнки критичної

поведiнки в новому класi унiверсальностi. Оскiльки дуже часто змiни критичних

властивостей структурно-невпорядкованих магнетикiв обговорюються в контекс-

тi присутностi немагнiтних домiшок, новий клас унiверсальностi часто називають

класом унiверсальностi 3D розведеної моделi Iзiнга. Бiльше числових значеннь

унiверсальних критичних показникiв i кумулянтiв наведено в таблицi 5.2. Їх мо-

жна порiвняти з вiдповiдними значеннями звичайної тривимiрної моделi Iзiнга,

наведеної в останньому рядку таблицi 5.2. Численнi теоретичнi, експериментальнi

та чисельнi дослiдження пiдтвердили це спостереження i, зокрема, призвели до

визначення точних значень асимптотичних критичних показникiв тривимiрних

випадкових магнетикiв Iзiнга в новому класi унiверсальностi [78, 210]. У таблицi

5.1 наведено значення критичних показникiв ν, α i γ для кореляцiйної довжини,

магнiтної сприйнятливостi та теплоємностi чистої та розведеної 3d-моделi Iзiнга

iз замороджений безладом, отриманi шляхом пiдсумовування теоретико-польових

ренормгрупових розкладiв. У таблицi такодж навелено значення показникiв для

чистої 3d XY моделi i моделi Гайзенберга.
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Табл. 5.2. Унiверсальнi показники та кумулянти для тривимiрних моделей Iзiнга.
Як зазвичай, ν – показник кореляцiйної довжини, η – показник парної
кореляцiйної функцiї, ω – показник поправки до скейлiнгу, Rξ = ξ/L,
U4 — кумулянт Бiндера, а g2 — кумулянт, що вимiрює вiдсутнiсть са-
моусередненостi систем (останнi три кумулянти, обчисленi в критичнiй
точцi). Першi два рядки: аналiтичнi оцiнки для класу унiверсальностi
розведеної моделi Iзiнга, що грунтується на вiдновлених шестипетле-
вих ренормгрупових функцiях, отриманих у межах пiдходу РГ для 3D
моделi [219] та схема мiнiмального вiднiмання (РГ, MS) [210]. Число в
italic дає η, розраховане за спiввiдношенням скейлiнгу η = 2 − γ/ν.
Третiй i четвертий рядки: результати чисельного моделювання мето-
дом Монте-Карло (MC) для показникiв i кумулянт 3D-моделi Iзiнга з
розведенням вузлiв. П’ятий рядок: нашi результати для MC симуляцiй
сумiшi двох магнетикiв Iзiнга що вiдрiзняються довжиною спiна, див.
Таблицю 5.6 i пiдроздiл 5.4.4, щоб дiзнатися бiльше. Для сумiшi двох
магнетикiв та в останньому рядках ми надаємо значення перших двох
провiдних показникiв поправок до скейлiнгу (тут i далi позначенi як
ω1 та ω2). Останнiй рядок показує числовi оцiнки для звичайної моделi
Iзiнга.

Model ν η ω

РГ, 3D [219] 0.675(19) 0.024(79) 0.15(10)
РГ, MS [210] 0.678(10) 0.030(3) 0.25(10)

MC, Ising (розведенi вузли) [92] 0.6837(53) 0.037(4) 0.37(6)
MC, Ising (розведенi вузли) [95] 0.683(2) 0.036(2) 0.33(3) and 0.82(8)

Сумiш двох магнетикiв 0.678(2) 0.033(7) 0.31(12) and 0.94(15)
MC, Ising [220, 221] 0.629912(86) 0.0362978(20) 0.8303(18)

Model Rξ U4 g2
MC, Ising (розведенi вузли) [92] 0.598(4) 0.449(6) 0.145(3)

Сумiш двох магнетикiв 0.5990(8) 0.453(3) 0.138(5)
MC, Ising [220, 221] 0.6431(1) 0.46548(5) 0

Наведенi результати стосуються значень асимптотичних показникiв. За

означенням, асимптотичний показник x керує сингулярною поведiнкою спосте-

режуваної O безпосередньо в критичнiй точцi Tc:

x ≡ − lim
τ→0

lnO(τ)

ln τ
, τ = |T − Tc|/Tc . (5.1)

Проте при наближеннi до Tc поведiнка характеризується неунiверсальними ефе-

ктивними критичними показниками, якi вводяться для опису поведiнки величини
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в певному температурному iнтервалi [222, 223]. Вони визначаються як:

xeff(τ) ≡ − lnO(τ)

ln τ
. (5.2)

Вони неунiверсальнi, змiнюють значення з вiдстанню до критичної точки i збi-

гаються з асимптотичними критичними показниками лише в (або поблизу) кри-

тичної точки. Для структурно-невпорядкованих систем ефективна критична по-

ведiнка особливо багата i разом iз температурою вiдстань до критичної точки

може визначатися такими параметрами, як концентрацiя неоднорiдностей, їх роз-

подiл тощо. Зайве говорити, що ефективна неунiверсальна критична поведiнка

структурно невпорядкованих магнетикiв не пiдкоряється критерiю Гаррiса в тому

сенсi, що розведення змiнює ефективнi критичнi показники незалежно вiд збiжно-

стi теплоємностi чистої системи. Зокрема, численнi варiацiї скейлiнгу показникiв

гайзенбергоподiбних розведених магнетикiв спостерiгалися експериментально та

iнтерпретувалися як ефективнi показники, але ще не в асимптотичному режимi.

Це стосується скейлiнгу iзотермiчної сприйнятливостi [224–227], спонтанної нама-

гнiченостi [225–227], магнетокалоричного коефiцiєнта [228], тощо. Те саме справе-

дливо для розбавлених одновiсних iзiнгiвських магнетикiв: хоча теорiя передбачає

змiни в класi унiверсальностi, а, отже, новi значення асимптотичних показникiв

(див. табл. 5.1 та 5.2), ефективнi показники, знайденi в експериментах можуть

iстотно вiдрiзнятися [229].

З теоретичної точки зору, iснують спроби якiсного прогнозування та кiлькi-

сного опису ефективної критичної поведiнки для слабко розведених заморожених

[230–232] i гайзенбергiвських [213, 232] магнетикiв в рамках теоретико-польової ре-

нормгрупи (РГ). З одного боку, цей метод здатний вiдтворювати точнi значення

асимптотичних показникiв, з iншого боку, вiн також може враховувати можливi

порушення унiверсальностi далi вiд критичної точки. Це досягається обчислен-

ням функцiй РГ, розташованих далi вiд фiксованих точок перетворення РГ. Та-

ким чином, рiвняння потоку РГ iмiтують пiдхiд до критичностi, тодi як рiзним

початковим умовам вiдповiдають рiзнi неунiверсальнi чинники, властивi кожному

конкретному магнетику.
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У роздiлi наведено результати дослiдження ефективної критичної поведiнки

структурно невпорядкованих магнетикiв, де розглянуто проблему з iншої точки

зору. Дiйсно, найпоширенiшi приклади структурно невпорядкованих магнетикiв

зi слабким випадковим Tc-подiбним безладом, якi розглядалися в експериментах

i в моделюваннi ранiше iлюструються розведеними системами, що складаються з

магнiтних i немагнiтних компонентiв. У свою чергу, змiни в критичних показниках

структурно-невпорядкованих магнетикiв часто пояснюють лише наявнiстю нема-

гнiтної складової. У цьому дослiдженнi метою було показати, що подiбний ефект

можна спостерiгати не тiльки для розведених магнетикiв з немагнiтними домi-

шками, але це скорiше викликано наявнiстю замороженого структурного безладу,

який може бути реалiзований, наприклад, також при наявнiстю двох (i бiльше)

хiмiчно рiзних магнiтних компонентiв. Iншими словами, ми прагнемо показати,

що структурний безлад сам по собi викликає змiни в критичнiй поведiнцi кожно-

го разу, коли вiн має форму випадково розподiлених заморожених магнiтних i

немагнiтних компонентiв, або форму випадкової сумiшi двох рiзних магнiтних

сполук.

5.2. Функцiональне представлення вiльної енергiї

моделi Iзiнга з випадковою довжиною спiна

У цьому пiдроздiлi представлено модель структурно-невпорядкованого ма-

гнетика, який буде проаналiзовано далi. Отримаємо його функцiональне представ-

лення вiльної енергiї та визначено вiдповiдний ефективний гамiльтонiан. Останнє -

це ключовий об’єкт аналiзу в рамках РГ [233, 234]. Системи рiзного мiкроскопiчно-

го походження, що описуються в критичнiй областi одним i тим же ефективним

гамiльтонiаном мають однаковi унiверсальнi властивостi критичної поведiнки: ка-

жуть, що вони належать до одного класу унiверсальностi.

Зручно спочатку окреслити спосiб виведення ефективного гамiльтонiана

для звичайної моделi Iзiнга i використовувати цей висновок надалi як схему для

розробки ефективних гамiльтонiанiв, що включають структурний безлад. Розгля-



136

немо систему N спiнiв з SR = ±1, розташованих на R вузлах d-вимiрної гiперку-

бiчної гратки, якi взаємодiють з Гамiльтонiаном:

H = −1

2

∑

R,R′

J(|R−R
′|)SRSR′ . (5.3)

Тут i далi суми (добутки) по R охоплюють усi вузли гратки. У випадку моделi

Iзiнга взаємодiя J(R) > 0 зводиться до взаємодiї найближчих сусiдiв, але загалом

можна розглядати будь-який феромагнiтний короткодiючий зв’язок. Схематично

модель зображена на Рис. 5.1a.

Термодинамiку моделi можна проаналiзувати на основi її вiльної енергiї

F = −β−1 lnZ , (5.4)

де β = kBT , kB є сталою Больцмана, а статистична сума задана як:

Z = Sp e−βH, Sp (. . . ) =
∏

R

∑

SR=±1

(. . . ) . (5.5)

Один iз способiв усереднення за спiнами в рiвняннi (5.5) пропонує записувати ста-

тистичну суму в формi функцiонального iнтеграла, щоб позбутися добутку двох

спiнiв у гамiльтонiанi (5.3). Цього можна досягти, наприклад, застосувавши пе-

ретворення Стратоновича-Габбарда. З цiєю метою використовуючи трансляцiйну

iнварiантнiсть гамiльтонiана (5.5) статистична сума записується в просторi Фур’є

як дiагональна форма:

Z = Sp
∏

k

e
βν(k)

2 SkS−k , (5.6)

тут i далi хвильовий вектор k змiнюється у верхнiй половинi вiдповiдної зони

Брiллюена i ν(k), Sk — фур’є-образи взаємодiї та спiнiв:

J(R) =
1

N

∑

k

eikRν(k) , ν(k) =
∑

R

e−ikRJ(R) , (5.7)

SR =
1√
N

∑

k

eikRSk , Sk =
1√
N

∑

R

e−ikRSR . (5.8)
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 5.1. Гратковi спiновi моделi. (a) Модель Iзiнга: магнiтнi атоми зi спрямованi-
стю вгору та вниз ‘спiнами’ S = ±1 однакової довжини, розташованi на
вузлах d-вимiрної гратки. (b) Заморожена розведена модель Iзiнга: ча-
стина вуздiв у моделi (a) зайнята немагнiтними атомами (або порожнi).
Магнiтнi i немагнiтнi вузли розподiляються випадковим чином i фiксую-
ться на заданих позицiях. Взаємодiють лише магнiтнi атоми. (c) Модель
Iзiнга iз випадковою довжиною спiна: довжина спiна L (a) є випадковою
величиною, що керується функцiєю розподiлу p(L), отже S = ±L. (d)
Окремий випадок моделi (c), коли функцiя розподiлу задана рiвнянням
(5.27). Також i модель (b) можна розглядати як окремий випадок (c) з
розподiлом (5.24).
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Для показника степеня в рiвняннi (5.6), перетворення Стратоновича-Габбарда ви-

значається через iнтегральну тотожнiсть:

e
βν(k)

2 SkS−k =

√

1

2πβν(k)

∞
∫

−∞

dϕke
−φkφ−k

2βν(k) +Skϕ−k , Re ν(k) > 0 , (5.9)

з функцiональним iнтегралом по полю ϕk. Це перетворення дозволяє представити

систему спiнiв SR, що взаємодiють через дво-частинковi потенцiали J(R) як систе-

ми незалежних частинок, що взаємодiють iз флуктуацiйним полем ϕk. Подальшi

кроки представлення статистичної суми d-вимiрної моделi Iзiнга у виглядi фун-

кцiонального iнтеграла можна подати так:

Z ∼
∫

(dϕ)e−
∑

k

1
2βν(k)ϕkϕ−kSp e

∑

R
SRϕR ∼

∫

(dϕ)e−
∑

k

1
2βν(k)ϕkϕ−k

∏

R

cosh(ϕR) ∼
∫

(dϕ)e−Heff . (5.10)

Тут i далi ми опускаємо множники, нерелевантнi для подальшого аналiзу, ϕR –

це Фур’є зображення ϕk i функцiональне iнтегрування означає:

∫

(dϕ) =
∏

R

∞
∫

−∞

dϕR . (5.11)

Оскiльки перший вираз у рiвняннi (5.10) мiстить лише лiнiйний член за SR,

шпур зводиться до пiдстановки туди значення SR = ±1 i приводить до добу-

тку cosh(ϕR) у другому виразi. У свою чергу, у критичнiй областi ця функцiя

апроксимується розкладом до членiв четвертого порядку, що веде до наступного

ефективного гамiльтонiану:

Heff =
1

2

∑

k

( 1

βν(k)
− u2

)

ϕkϕ−k +
u4
4!

∑

R

ϕ4
R
. (5.12)

Коефiцiєнти u2l легко випливають iз розкладу ln cosh(x) у рiвняннi (5.10): u2/2 =

1/2, u4/4! = 1/12. В РГ-аналiзi критичної поведiнки розглядаються короткохви-

льовi (малi k) внески до ν(k), гаусiвський член досягає форми ∼ (k2 + m2)ϕkϕ−k,

що призводить до знайомого ефективного гамiльтонiана (5.12) для скалярної мо-

делi ϕ4 [233, 234].
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Вплив структурного безладу на критичну поведiнку моделей (5.3), (5.12)

зазвичай розглядається в рамках парадигми слабкого замороженого розведення

немагнiтним компонентом, як показано на рис. 5.1b. Результуюча критична пове-

дiнка в цьому випадку регулюється ефективним гамiльтонiаном, що мiстить два

ϕ4 доданки рiзної симетрiї [78, 87, 207].

Ми повернемося до цього ефективного гамiльтонiана пiзнiше у пiдроздiлi

5.3.1. Розглянемо спочатку ситуацiю, коли структурний безлад реалiзується ви-

падковiстю в розподiлi магнiтних атомiв рiзних видiв (рiзнi елементарнi магнiтнi

моменти). Згадане вище слабке заморожене розведення немагнiтною складовою

буде одним iз його часткових випадкiв. З цiєю метою розглянемо набiр спiнiв, якi

можуть бути орiєнтованi лише вгору та вниз, але мають рiзну довжину, як пока-

зано на рис. 5.1c. У такiй моделi Iзiнга з випадковою довжиною спiна довжина

L кожного спiна є випадковою змiнною, що керована функцiєю розподiлу p(L).

Гамiльтонiан запишеться [8, 9]:

H = −1

2

∑

R,R′

J(|R−R
′|)SRSR′ , SR = ±LR. (5.13)

де LR є рiвномiрно розподiленi випадковi величини:

P ({L}) =
∏

R

p(LR) (5.14)

а решта позначень такi ж, як у рiвняннi (5.3). Гамiльтонiан (5.13) можна зручно

переписати в термiнах спiнiв для звичайної моделi Iзiнга:

H = −1

2

∑

R,R′

J(|R−R
′|)SRSR′LRLR′ , SR = ±1. (5.15)

Для замороженого безладу, який нас цiкавить, довжини спiна LR розподiленi ви-

падковим чином i фiксуються в певнiй конфiгурацiї {L}. Статистична сума зале-

жить вiд конфiгурацiї, i фiзичнi спостережуванi величини отримуються з конфi-

гурацiйного середнього вiльної енергiї [175]:

F = −β−1⟨lnZ({L})⟩{L}, ⟨. . . ⟩{L} =
∏

R

∑

LR

p(LR)(. . . ) , (5.16)
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де для статистичної суми, щоб уникнути усереднення логарифму в рiвняннi (5.16),

використовують метод реплiк [235]

lnZ({L}) = lim
n→0

(

Z({L})
)n − 1

n
. (5.17)

Вираз для n-го ступеня статистичної суми, що залежить вiд конфiгурацiй, вигля-

дає так:

(

Z({L})
)n

=
n
∏

α=1

SpSαe
β
2

∑

R,R′ J(|R−R
′|)Sα

R
Sα
R′LRLR′ (5.18)

∼
n
∏

α=1

∫

(dϕα)e−
∑

k

1
2βν(k)ϕ

α
k
ϕα
−k

∏

R

cosh(ϕα
R
LR) .

Тут, як i в рiвняннi (5.10), опущено попереднiй множник, нерелевантний для

подальшого аналiзу та використано перетворення Стратоновича-Габбарда, поле

ϕα тепер мiстить iндекс реплiки α. Останнiй член у рiвняннi (5.18) потрiбно усе-

реднити вiдносно {L}:

⟨
(

Z({L})
)n⟩{L} ∼

n
∏

α=1

∫

(dϕα)e−
∑

k

1
2βν(k)ϕ

α
k
ϕα
−k

∏

R

⟨cosh(ϕα
R
LR)⟩{L}

∼
∫

(dϕ)e−Heff , (5.19)

з
∫

(dϕ) =
n
∏

α=1

∏

R

∞
∫

−∞

dϕα
R
, (5.20)

що призводить до ефективного гамiльтонiана з двома членами ϕ4 рiзної симетрiї:

Heff =
1

2

n
∑

α=1

∑

k

( 1

βν(k)
− u2⟨L2⟩

)

ϕα
k
ϕα
−k

+
u4
4!
⟨L4⟩

n
∑

α=1

∑

R

(ϕα
R

)4

− u22
8

(⟨L4⟩ − ⟨L2⟩2)
n
∑

α,β=1

∑

R

(ϕα
R

)2(ϕβ
R

)2 . (5.21)

Тут коефiцiєнти u2l такi ж, як отриманi вище для ефективного гамiльтонiану

звичайної моделi Iзiнга, див. рiвняння (5.12), а також усереднення виконується з
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локальною функцiєю розподiлу довжини спiна p(L):

⟨. . . ⟩ =
∑

L

p(L)(. . . ) . (5.22)

Для аналiзу термодинамiки моделi Iзiнга з випадковою довжиною спiна має бути

виконана реплiчна границя n → 0. Вираз (5.21) буде розглянуто далi в наступному

пiдроздiлi для рiзних розподiлiв випадкових величин {L}.

5.3. Дослiджуванi моделi

5.3.1. Модель Iзiнга з немагнiтними домiшками

Розглянемо спочатку знайомий випадок розведеної моделi Iзiнга, коли ча-

стина вузлiв гратки зайнята магнiтними атомами з концентрацiєю c, а iншi вузли

з iмовiрнiстю 1 − c порожнi або зайнятi немагнiтними атомами [236], тобто, ви-

падкова величина L приймає два значення:

L =

{

1, with prob. c,
0, with prob. (1 − c) ,

(5.23)

що вiдповiдає наступнiй функцiї розподiлу у рiвняннi (5.22):

p(L) = cδ(L− 1) + (1 − c)δ(L) , (5.24)

де δ(x) = δx,o – дельта-символ Кронекера. Моменти розподiлу (5.24) отримуємо

наступнi:

⟨Lk⟩ = ⟨L⟩ = c ,

⟨L4⟩ − ⟨L2⟩2 = c− c2 = c(1 − c) ,

i пiдставляючи їх у (5.22) отримуємо вираз для ефективного гамiльтонiана розве-

деної моделi Iзiнга:

Heff =
1

2

n
∑

α=1

∑

k

( 1

βν(k)
− c
)

ϕα
k
ϕα
−k

+
c

12

n
∑

α=1

∑

R

(ϕα
R

)4 −

c(1 − c)

8

n
∑

α=1

n
∑

β=1

∑

R

(ϕα
R

)2(ϕβ
R

)2 . (5.25)
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5.3.2. Модель Iзiнга зi спiнами двох рiзних довжин

Тепер розглянемо випадок, коли всi вузли гратки зайнятi спiнами, однак

довжина деяких спiнiв фiксована i рiвна 1, а iншi мають фiксовану довжину s,

див. рис. 5.1d . Концентрацiя спiнiв довжиною 1 рiвна c, а концентрацiя спiнiв

довжиною s є 1 − c:

L =

{

1, with prob. c,
s, with prob. (1 − c).

(5.26)

Коли спiни обох довжин розподiляються випадковим чином, це вiдповiдає насту-

пнiй двопараметричнiй функцiї розподiлу

p(L) = cδ(L− 1) + (1 − c)δ(L− s) . (5.27)

Моменти випадкової величини L з розподiлом (5.27) легко отримуються:

⟨Lk⟩ = c + (1 − c)sk ,

⟨L4⟩ − ⟨L2⟩2 = c(1 − c)(1 − s2)2 .

Пiдставляючи цi вирази в (5.21), ми отримуємо такий ефективний гамiльтонiан:

Heff =
1

2

n
∑

α=1

∑

k

( 1

βν(k)
− c
)

ϕα
k
ϕα
−k

+
c + (1 − c)s4

12

n
∑

α=1

∑

R

(ϕα
R

)4

− c(1 − c)(1 − s2)2

8

n
∑

α=1

n
∑

β=1

∑

R

(ϕα
R

)2(ϕβ
R

)2 . (5.28)

Ключовою особливiстю ефективних гамiльтонiанiв (5.25) та (5.28) є те, що

вони обидва мають члени однакової симетрiї ϕ4. Це означає, що при розглядi в

пiдходi РГ, вони обидва дають початок однiй i тай самiй картинi фiксованих то-

чок. У свою чергу, це призводить до такої ж унiверсальної критичної поведiнки,

за умови, що стабiльна фiксована точка досягається з початкових умов. Повер-

таючись до граткових моделей, якi використовували для отримання ефективних

гамiльтонiанiв, див. рис. 5.1b i 5.1d цей висновок означає, що одновiснi магнетики

iз замороженими немагнiтними домiшками та сплави одновiсних магнетикiв iз за-

мороженим безладом, якi вiдрiзняються елементарними магнiтними моментами,
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належать до одного класу унiверсальностi. Однак через вiдмiннiсть в числових

значеннях коефiцiєнтiв у (5.25) та (5.28) ефективна критична поведiнка може вiд-

рiзнятися, що докладнiше розглянуто нижче. Також можна помiтити, що в грани-

чному випадку s = 0 (спiни 1 − c мають «нульову довжину», тобто, вiдповiдають

немагнiтним вузлам) ефективний гамiльтонiан (5.28) зводиться до (5.25). Бiль-

ше того, при s = 1 (коли всi спiни мають однакову довжину) останнiй доданок

у (5.28) розбiгається i ефективний гамiльтонiан розкладається на n ефективних

гамiльтонiанiв звичайної моделi Iзiнга (5.12).

5.3.3. Порiвняння моделей 5.3.1 та 5.3.2

З виведення ефективного гамiльтонiана (5.28) можна зробити два висновки.

Перший i очевидний полягає в тому, що його симетрiя є такою ж, як i для розведе-

ної моделi Iзiнга, широко дослiдженої ранiше рiзними пiдходами, див., наприклад

[78, 87, 207]. Це у свою чергу приводить до висновку, що асимптотична крити-

чна поведiнка випадкової сумiшi двох магнетикiв типу Iзiнга та моделi Iзiнга з

немагнiтним iзоморфом, збiгаються [19]. Зокрема, усi обчислення ренормгрупи,

виконанi досi для аналiзу асимптотичної поведiнки розведеної моделi Iзiнга, та-

кож безпосередньо застосовуються до нашої моделi.

Другий висновок отримується зi спостереження за спiввiдношенням коефi-

цiєнтiв при двох доданках ϕ4 у рiвняннi (5.28). Воно залежить вiд концентрацiї

c i рiзницi довжини спiна s. Дiйсно, змiнюючи значення c, s, можна отримати

спiввiдношення

r(c, s) =
g1,0
g2,0

= −3

2

c(1 − c)(1 − s2)2

c + (1 − c)s4
, (5.29)

де

g1,0 = −3c(1 − c)(1 − s2)2 , (5.30)

g2,0 = 2
(

c + (1 − c)s4
)

. (5.31)

Це спiввiдношення визначає початковi умови для групового потоку ренорм-

групи, який керує наближенням зв’язкiв gi до їхнiх значень у фiксованiй точцi
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Рис. 5.2. Поведiнка r(c, s), рiвняння (5.29), для рiзних концентрацiй c спiнiв з
L = 1. Знизу вгору: c = 0, 8; 0, 85; 0, 9; 0, 95; 1 (червонi, помаранчевi,
жовтi, зеленi та синi кривi). Значення r(c, s = 0) = −3

2(1 − c) вiдповiдає
розведенiй моделi Iзiнга з немагнiтними домiшками.

пiсля перенормування. Як обговорювалося в кiнцi попереднього пiдроздiлу, при

s = 0 ефективний гамiльтонiан (5.28) вiдповiдає моделi Iзiнга з немагнiтними до-

мiшками i, отже, r(c, s = 0) = −3
2(1 − c), результат також отримується шляхом

дiлення коефiцiєнтiв при членах ϕ4 у рiвняннi (5.25). У свою чергу r(c, s = 1) = 0,

що вiдповiдає звичайнiй моделi Iзiнга. Ще один граничний випадок, коли довжини

двох видiв спiнiв iстотно вiдрiзняються: r(c, s = ∞) = −3
2c.

Оскiльки довжина спiна визначається рiвнянням (5.26) можна отримати

очевидний зв’язок:

r(c, s) = r(1 − c, 1/s) . (5.32)

Тому без втрати загальностi ми обмежимося в подальшому аналiзi областю 0 <

s < 1. Поведiнка r(c, s) для кiлькох значень концентрацiї c ‘довших’ спiнiв з L = 1

показано на рис. 5.2.

У наступному пiдроздiлi використано наявнi знання про РГ-функцiї моде-

лi з ефективним гамiльтонiаном (5.25) разом iз отриманими тут залежностями

його констант зв’язку вiд концентрацiї та довжини спiнiв, обговорено ефективну
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критичну поведiнку моделi Iзiнга з випадковою довжиною спiна.

5.3.4. Аналiтичнi результати: ренормгруповий потiк та ефективнi

критичнi показники

Будучи потужним iнструментом для обчислення унiверсальних характери-

стик критичної поведiнки, РГ-пiдхiд послiдовно використовувався для розгляду

критичної поведiнки в неасимптотичному режимi, де пiдхiд до критичностi ха-

рактеризується неунiверсальними ефективними критичними показниками. Серед

його досягнень – опис експериментально спостережуваної неунiверсальної пове-

дiнки спiввiдношення амплiтуд при теплопровiдностi у 4He, коефiцiєнтiв перено-

су в сумiшi 3He-4He, в’язкостi у Xe (див., наприклад, огляд [237]). Його також

використовували для розрахунку ефективних критичних показникiв розведених

магнiтних систем [213, 230–232]. У статтi [19] ми вивчали ефективну критичну

поведiнку моделi аналiзуючи ефективний гамiльтонiан у неперервнiй межi мето-

дами теоретико-польової РГ [233, 238, 239]. Далi надано коротке пояснення методу,

оскiльки його використано для вибору параметрiв моделi, якi використовувати-

муться як вхiднi данi для моделювання MC у наступному пiдроздiлi 5.4.

У неперервнiй границi ефективний гамiльтонiан (5.28) може бути переписа-

ний, використовуючи позначення [210] таким чином:

Heff =

∫

ddr

{

1

2

n
∑

α=1

[

m2
0(ϕ

α
r )2+|∇ϕα

r |2
]

+
g1,0
4!

n
∑

α,β=1

(ϕα
r )2(ϕβ

r )2 +
g2,0
4!

n
∑

α=1

(ϕα
r )4

}

, (5.33)

де квадрат неперенормованої маси m2
0 вимiрює вiдстань у температурi τ до крити-

чної точки, а вiдношення чистих зв’язкiв g1,0/g2,0 дорiвнює r(c, s), див. Рiв. (5.29).

У рамках пiдходу РГ змiна зв’язкiв g1, g2 (починаючи з початкових зна-

чень, заданих рiвняннями (5.30) та (5.31)) ефективного гамiльтонiана (5.33) при
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перенормуваннi описується рiвняннями потоку [233, 238, 239]:

ℓ
d

dℓ
g1(ℓ)=βg1(g1(ℓ), g2(ℓ)) , ℓ

d

dℓ
g2(ℓ)=βg2(g1(ℓ), g2(ℓ)) , (5.34)

де ℓ – параметр потоку РГ.

Параметр потоку може бути пов’язаний за допомогою так званої “умови

вiдповiдностi” з кореляцiйною довжиною, залежно вiд температурної вiдстанi τ до

критичної точки, див., наприклад [237]. У простiшому випадку вiн пропорцiйний

оберненому квадрату кореляцiйної довжини, тому межа τ → 0 вiдповiдає ℓ → 0.

У цiй межi g1(ℓ) i g2(ℓ) досягають своїх значень у стiйкiй нерухомiй точцi (HT).

HT (g∗1, g
∗
2) перетворення РГ визначається шляхом занулення обох β-

функцiй: βg1 (g∗1, g
∗
2) = 0, βg2 (g∗1, g

∗
2) = 0. HT є стiйкою, якщо обидва власнi зна-

чення матрицi стiйкостi

Bij ≡
∂βgi
∂gj

, i, j = 1, 2, (5.35)

в цiй HT є додатнi та дiйснi.

Якщо стабiльа HT досягається з початкових умов – нагадаємо, що для ефе-

ктивного гамiльтонiана (5.33) початковi умови залежать вiд c i s i знаходяться

в областi g1 ≤ 0, g2 > 0, що вiдповiдає критичнiй точцi для системи. Крiм то-

го, асимптотичнi значення критичних показникiв визначаються значеннями в HT

для γ-функцiй ренормгрупи. Зокрема, показники кореляцiйної довжини та парної

кореляцiйної функцiї (аномальної розмiрностi поля) ν i η, вiдповiдно, виражаю-

ться через РГ-функцiї γϕ та γm2, що описують перенормування поля ϕ та квадрата

маси m2 вiдповiдно [233, 238, 239]:

ν−1 = 2 + γm2 (g∗1, g
∗
2), η = 2γϕ (g∗1, g

∗
2). (5.36)

У схемi РГ ефективнi критичнi показники розраховуються в областi, де

зв’язки (g1(ℓ), g2(ℓ)) ще не досягли своїх значень для HT i залежать вiд ℓ. Зокрема,

для показникiв νeff та ηeff отримуємо [78]:

νeff(τ) =
1

2 + γm2[g1{ℓ(τ)}, g2{ℓ(τ)}]
+ . . . ,
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ηeff(τ) = 2γϕ[g1{ℓ(τ)}, g2{ℓ(τ)}] + . . . , (5.37)

де крапки позначають внесок, пропорцiйний β-функцiям, що надходить вiд змi-

ни амплiтудної частини вiдповiдних величин. Зазвичай цими частинами можна

знехтувати [237].

Оскiльки наша модель i модель Iзiнга з розведенням вузлiв мають спiльний

ефективний гамiльтонiан, вiдомi вирази РГ функцiй для останньої. Як вiдомо,

пертурбативнi РГ розклади мають нульовий радiус збiжностi [238, 239]. Тому не-

обхiдно застосувати певнi методи пересумовування, намагаючись вiдновити їх збi-

жнiсть i отримати надiйнi числовi оцiнки. Результати, якi обговорюються нижче,

отриманi на основi процедури конформного пересумовування Бореля [240], уза-

гальненої для випадку кiлькох взаємодiй [219, 241, 242]. Це коротко описано в

5.3.5, див. також [19] для детальнiшої iнформацiї.

Рис. 5.3. Ренормгруповий потiк у просторi зв’язкiв для рiзних початкових умов.
Згори донизу: r = g1(ℓ0)/g2(ℓ0)= -0,01 (пунктирна синя крива), -0,3 (пун-
ктирна червона), -0,9 (суцiльна чорна). Нестiйкi Гауссiвськi (G) i Iзiнгiв-
ськi (I) HT показанi сiрими дисками, тодi як стiйка випадкова Iзiнгiвська
(random Ising, R) HT показана сiрим ромбом.

Як уже встановлено, рiвняння потоку РГ для ефективного гамiльтонiана

(5.33) характеризується трьома HT в областi g1 ≤ 0, g2 ≥ 0: гаусiвська HT G
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(g1 = 0, g2 = 0), HT чистої моделi Iзiнга I ( g1 = 0, g2 ̸= 0) i HT невпорядкованої

моделi Iзiнга (random Ising, R) (g1 ̸= 0, g2 ̸= 0). Вони наведенi на рис. 5.3. Тiльки

HT R є стiйкою. Значення асимптотичних критичних показникiв, якi ми отримали

для HT R, використовуючи описану в пiдроздiлi 5.3.5 процедуру, такi: ν = 0, 676

i η = 0, 032. Як видно з таблицi 5.2, вони дуже близькi до останнiх аналiтичних

оцiнок, див. також огляд [210].

Продовжимо аналiзувати картину РГ в неасимптотичному режимi, щоб по-

бачити, як ефективнi критичнi показники наближаються до своїх асимптотичних

значень залежно вiд початкових умов для ефективного гамiльтонiана. Оскiльки

далi буде наведена перевiрка аналiтичних прогнозiв за допомогою моделюван-

ня MC, ми представимо кiлька ефективних показникiв для вибраних початкових

умов, якi згодом слугуватимуть вхiдними для розрахункiв MC. Для цього ми

чисельно розв’язуємо систему диференцiальних рiвнянь (5.34) iз пiдсумованими

β-функцiями, отримуючи поточнi значення зв’язкiв. Як уже зазначалося, власти-

востi потоку РГ залежать вiд початкових умов (g1(ℓ0), g2(ℓ0)) диференцiальних

рiвнянь (5.34). Ми вибрали (g1(ℓ0), g2(ℓ0)) в околi HT G для трьох рiзних значень

r = g1(ℓ0)/g2(ℓ0).

Як видно з Рис. 5.3, зi зменшенням ℓ усi три потоки приводять до стiйкої HT.

Проте їхня поведiнка сильно залежить вiд початкових умов. Для r = −0.01 потiк

спочатку залишається в межах областi притягання нестiйкої HT Iзiнга (блакитна

пунктирна крива на Рис. 5.3). Для r = −0.3 потiк безпосередньо наближається до

стiйкого в HT R(червона пунктирна крива), тодi як для r = −0.9 поточнi значення

зв’язкiв наближаються до своїх стiйких значень HT з поведiнкою «перевищення»

(чорна крива)).

Залежнiсть ефективних критичних показникiв νeff i ηeff вiд параметра по-

току ℓ представлено на Рис. 5.4. Залежно вiд початкових умов ефективний кри-

тичний показник νeff або досягає своїх унiверсальних значень при стiйкiй HT по-

рiвняно швидко (червона крива), або досягає значень, якi вiдрiзняються вiд стiй-

ких HT у широкiй областi переходу, яка регулюється критичними показниками з

класом унiверсальностi моделi Iзiнга (синя крива), або його значення перевищує
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Рис. 5.4. Залежностi ефективного критичного показника кореляцiйної довжини

νeff (верхня панель (а)) та ефективного критичного показника парної ко-
реляцiйної функцiї ηeff (нижня панель (b)) для параметра потоку, розра-
хованому вздовж потокiв РГ на рис. 5.3. Ми використали тi самi кольори,
що й на рис.5.3.

стiйкi HT (пiк на чорнiй кривiй). Ми не спостерiгали третього випадку для ηeff .

Можливим поясненням є те, що значення η є малим, тому наближення, яке нехтує

внеском, позначеним крапками в (5.37) не має вiдношення до його обчислення.

У наступному пiдроздiлi 5.4 наведено результати комп’ютерних симуляцiй

для ефективних критичних показникiв для потокiв з початковими умовами r =

0.3 i r = 0.9. З рiвняння (5.29) легко бачити, що для першого випадку можна

вибрати s = 1.7, c ≈ 0.53, тодi як для другого випадку – s = 3, c ≈ 0.79594.
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5.3.5. Теоретико-польовi розклади ренормгрупи (РГ) та їх

пересумовування

У обчисленнях було використано найновiшi ренормгруповi функцiї, отрима-

нi для ефективного гамiльтонiана (5.33) з рекордною точнiстю шостого порядку

в схемi мiнiмального вiднiмання [210] (див. також [243]). Пертурбативнi розклади

для ренормгрупових функцiй мають вигляд:

βg1(g1, g2) = −g1

(

ε− 8g1
3

− 2g2 +
14g21

3
+

22g1g2
3

+
5g22
3

+ . . .

)

, (5.38)

βg2(g1, g2) = −g2

(

ε− 4g1 − 3g2 +
82g21

9
+

46g1g2
3

+
17g22

3
+ . . .

)

, (5.39)

γϕ(g1, g2) =
g21
18

+
g1g2

6
+

g22
12

+ . . . (5.40)

γm2(g1, g2) = −g2 −
2g1
3

+
5g21
9

+
5g1g2

3

+
5g22
6

+ . . . , (5.41)

де ε = 4−d, а трикрапки позначають вищi порядки розкладiв, вiдомi на поточний

момент до O(g7i ) та O(g6i ) для β- та γ-функцiй вiдповiдно [210, 243].

Зазвичай, починаючи з виразiв для ренормгрупових функцiй, можна або

розвивати ε-розклад, або працювати безпосередньо при d = 3, вважаючи пере-

нормованi константи зв’язку (g1, g2) параметрами розкладу [244, 245]. Однак такi

пертурбативнi розклади є асимптотично-збiжними в кращому випадку [238, 239].

Бiльше того, рiвняння для нерухомих точок є виродженими на рiвнi однiєї пе-

тлi в нашому випадку (див. β-функцiї (5.38) та (5.39)). Для цього випадку був

розроблений розклад за параметром
√
ε [209, 246, 247], але виявляється, що вiн

має значно гiршi конвергентнi властивостi. Тому ми спираємося на аналiз рiвнянь

(5.38)–(5.41) при фiксованому d = 3, пiдставляючи ε = 1 та аналiзуючи їх як

функцiї взаємодiй g1 i g2.
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Для полiпшення збiжностi пертурбативних розкладiв потрiбно застосовува-

ти вiдповiднi технiки пересумовування, щоб отримати надiйнi оцiнки. В даний час

використовуються рiзнi методи пересумовування (див. наприклад [78, 87, 207]). У

дослiдженнi використано метод, що грунтується на перетвореннi Бореля, поєд-

наному з конформним вiдображенням [240]. Ця технiка пересумовування була

вперше розроблена для моделей торiї поля iз однiєю константою зв’язку. Во-

на вимагає знань про поведiнку розкладiв на високих порядках теорiї збурень.

Цю процедуру було розширено для моделей теорiї поля, що мiстять кiлька кон-

стант зв’язку [219, 241, 242]. Наприклад, вона була використана для вивчення

фрустрованих магнетикiв, змодельованих ефективним Гамiльтонiаном iз двома

взаємодiями [242, 248–250]. Хоча сумовнiсть за Борелем не було доведено для

пертурбативних рядiв для моделей з безладом при d > 0 [241], конформний ме-

тод Бореля був успiшно використаний для моделi Iзiнга iз випадковими вузлами

[219, 232, 237, 251]. Ось короткий опис процедури, яку було використано.

Для випадку з однiєю змiнною, початковим виразом є нескiнченний ряд

f(g) =
∞
∑

n=0

an gn , (5.42)

з коефiцiєнтами an, що зростають факторiально. Тодi перетворення Бореля-Леруа

визначається як:

B(u) =
∞
∑

n=0

an
Γ[n + b + 1]

gn, (5.43)

де Γ[. . . ] — це гамма функцiя. Це перетворення повинно сходитися у комплекснiй

площинi в колi радiусом 1/a, де g = −1/a — це сингулярнiсть B(g), найближча до

початку координат. Тодi, використовуючи iнтегральне представлення Γ[n+ b+ 1],

f(g) переписується як:

f(g) =
∞
∑

n=0

an
Γ[n + b + 1]

gn
∞
∫

0

dt e−ttn+b. (5.44)

Тодi змiнивши мiсцями пiдсумовування та iнтегрування, можна означити пере-
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творення Бореля для f як:

fB(u) =

∞
∫

0

dt e−ttbB(gt). (5.45)

Для обчислення iнтегралу в рiвняннi (5.45) по всiй додатнiй пiвосi необхiдно

записати аналiтичне продовження B(t). Це можна досягти за допомогою кiлькох

методiв. Використовуючи технiку конформного вiдображення, ми припускаємо,

що всi сингулярностi B(u) знаходяться на вiд’ємнiй дiйснiй осi, i що функцiя B(u)

– аналiтична у всiй комплекснiй площинi, за винятком розриву вiд −1/a до −∞.

Тодi можна виконати в B замiну змiнної w(g) =
√
1+a,g−1√
1+a,g+1

⇐⇒ g(w) = 4
a

w
(1−w)2 . Ця

замiна вiдображає комплексну площину g з розривом вiд g = −1/a до −∞ на

одиничне коло в площинi w, так що сингулярностi B(g), що лежать на вiд’ємнiй

осi, тепер розташовуються на межi кола |w| = 1.

Нарештi, результуючий вираз B(w(g)) потрiбно повторно розкласти за сте-

пенями w(g), а вiдновлений вираз ряду f записується:

fR(g) =
∞
∑

n=0

dn(a, b)

∞
∫

0

dt e−ttb [w(gt)]n, (5.46)

де dn(a, b) — коефiцiєнти повторного розкладу B(g(w)) за степенями w(g).

Також корисно узагальнити наведений вище вираз (5.46) таким чином [252]:

fR(g)=
∞
∑

n=0

dn(α, a, b)

∞
∫

0

dt e−t tb
[w(ut)]n

[1 − w(ut)]α
(5.47)

оскiльки це дозволяє забезпечити поведiнку сильного зв’язку для ряду: f(g →
∞) ∼ gα/2.

Ця процедура може бути розширена для моделей з теорiї поля, що мiстять

кiлька констант зв’язку. Наприклад, коли f є функцiєю двох змiнних g1 i g2,

технiка пересумовування може розглядати f як функцiю змiнної, пов’язаної з

чистим магнетиком (в нашому випадку це g2), та вiдношенням z = g1/g2 [219,

241, 242]:

f(g2, z) =
∞
∑

n=0

an(z) gn2 . (5.48)
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Тодi, залишаючи z фiксованим i виконуючи лише пересумовування за g2 вiдпо-

вiдно до крокiв, описаних вище, отримуємо:

fR(g2, z)=
∞
∑

n=0

dn(α, a(z), b; z)

∞
∫

0

dt e−ttb
[w(g2t; z)]n

[1−w(g2t; z)]α
, (5.49)

з параметром, залежним вiд z, a(z). Тут, як i вище, коефiцiєнти dl(α, a(z), b, z)

у (5.49) обчислюються так, щоб перерозклад правої частини (5.49) в степенях g2

збiгалося з розкладом у (5.48).

Обчислення параметрiв a, b та α для теоретико-польових моделей з кiлькома

константами зв’язку є надзвичайно складним завданням. Крiм того, на практицi

процедура, описана вище, застосовується до обрiзаних рядiв (5.38)-(5.41), якi вi-

домi до вiдповiдного порядку теорiї збурень. Як результат, пересумованi розклади

(якi зазвичай вiдповiдають певнiй фiзичнiй спостережуванiй) виявляються зале-

жними вiд параметрiв пересумовування a, b та α. Часто, застосовуючи метод Бо-

реля для моделей з двома константами зв’язку, цi параметри вибираються в такiй

областi, де фiзичнi спостережуванi менш чутливi до їх значень, див. наприклад,

[248]. У нашому аналiзi ми перевiрили область параметрiв, обговорену в дослi-

дженнi п’яти-петлевих рядiв для моделi фрустрованого магнетика [248]: a = 1/2,

b змiнюється в iнтервалi [6, 30], тодi як α змiнюється в iнтервалi [−0.5, 2]. Оста-

точний вибiр параметрiв пересумовування: a = 1/2, b = 10 та α = 1. При таких

значеннях асимптотичнi критичнi показники ν та η випадкової моделi Iзiнга дуже

близькi до останнiх аналiтичних оцiнок, див. Таблицю 5.2.

5.4. Симуляцiї 3D модeлi Iзiнга зi спiнами двох довжин

У цьому пiдроздiлi приведено результати комп’ютерного моделювання, ви-

конаного з метою перевiрки теоретичних передбачень. Спочатку описано метод

та спостережуванi, якi використовувалися при аналiзi. Пiсля цього приведено ха-

рактеристики критичних властивостей моделi для двох наборiв параметрiв.
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5.4.1. Модель

Оскiльки ми розглядатимемо взаємодiю найближчих сусiдiв, зручно пере-

писати гамiльтонiан (5.13) як

H = −
∑

<r,r′>

Jr,r′SrSr′ (5.50)

де пiдсумовування проходить по всiх парах найближчих сусiдiв у тривимiрнiй ку-

бiчнiй гратцi розмiром L (i об’ємом V = L3) з перiодичними граничними умовами.

Змiннi Sr є iзiнгiвськими (±1). Jr,r′ – замороженi змiннi (безлад), заданi як

Jr,r′ = L̂rL̂r′ (5.51)

Через функцiю розподiлу (5.27) отримуємо, що L̂r дорiвнює 1 з iмовiрнiстю c,

iнакше – s. I оскiльки всi Jr,r′ > 0 ми можемо використовувати кластернi методи

для моделювання цiєї моделi.

5.4.2. Спостережуванi

Введемо намагнiченiсть на спiн

M =
1

V

∑

r

Sr . (5.52)

Тодi сприйнятливiсть можна записати як

χ = V ⟨M2⟩ , (5.53)

а кумулянт Бiндера

U4 = 1 − 1

3

⟨M4⟩
⟨M2⟩2

, (5.54)

де ⟨(···)⟩ термодинамiчне середнє, а (· · ·) – середнє за безладом (довжиною спiнiв),

а V це кiлькiсть вузлiв гратки. У термодинамiчнiй границi V → ∞ кумулянт

Бiндера дорiвнюватиме нулю в парамагнiтнiй фазi i прийматиме значення 2/3 у

феромагнiтнiй.
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Дуже корисним способом охарактеризувати фазовий перехiд є використання

кореляцiйної довжини для скiнченної гратки [233, 253], означеної як

ξ =

(

χ/F − 1

4 sin2(π/L)

)
1
2

, (5.55)

iз

F =
V

3
⟨|F(2π/L, 0, 0)|2 + two permutations⟩ , (5.56)

де F є Фур’є-образом намагнiченостi

F(k) =
1

V

∑

r

eik·rSr . (5.57)

Однак, лише ξ визначене рiвнянням (5.55) є справжньою кореляцiйною довжиною

в парамагнiтнiй фазi, тому Rξ ≡ ξ/L дорiвнює нулю в цiй фазi, коли L розбiга-

ється, а ξ розбiгається у феромагнiтнiй фазi як ξ ∼ Ld/2 i, отже, Rξ (у трьох

вимiрах). Тому кривi Rξ для рiзних розмiрiв гратки перетинатимуться в околi

критичної температури [233, 253].

Щоб отримати показник кореляцiйної довжини ν з аналiзу Rξ, нам потрiбно

оцiнити похiдну кореляцiйної довжини вiдносно оберненої температури β = 1/T ,

∂βξ обчислюючи середнi значення рiзних моментiв намагнiченостi (i F у випадку

ξ). Похiдна для характеристики ⟨O⟩ розраховується за таким спiввiдношенням

∂β⟨O⟩ = ∂β⟨O⟩ =
〈

OH− ⟨O⟩⟨H⟩
〉

. (5.58)

Для корекцiї похибки, викликаної невеликою кiлькiстю вимiрювань у ко-

жнiй вибiрцi, ми застосували екстраполяцiю третього порядку, як описано в ро-

ботi [254].

Кумулянт g2, який вимiрює вiдсутнiсть самоусередненостi системи, визна-

чається як

g2 =
⟨M2⟩2 − ⟨M2⟩2

⟨M2⟩2
. (5.59)

Сприйнятливiсть буде самоусереднюваною величиною, якщо g2 прямує до нуля зi

збiльшенням L. Якщо це не так, сприйнятливiсть не усереднюється (див., напри-

клад, [255, 256]).
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5.4.3. Параметри симуляцiй

Модель дослiджено за допомогою чисельного моделювання, використовую-

чи комбiнацiю однокластерного алгоритму Вольфа [257], доповненого локальними

оновленнями Монте-Карло. Зокрема, елементарний крок Монте-Карло складав-

ся з L однокластерних оновлень, за якими слiдувало послiдовне повнограткове

оновлення Метрополiса [92, 254, 258]. Крiм того, ми оцiнили термалiзацiю для

кожного спостереження температури порiвняно з логарифмом нелокальних спо-

стережуваних за часом Монте-Карло, таких як сприйнятливiсть або кумулянт Rξ.

У таблицi 5.3 наведено параметри чисельного моделювання.

Табл. 5.3. Параметри, що використовуються в чисельному моделюваннi. Nsamples —
кiлькiсть реалiзацiй безладу, а Nsweeps — кiлькiсть елементарних крокiв
Монте-Карло (побудованих L однокластерними оновленнями, за якими
слiдують послiдовнi повногратковi оновлення Метрополiса). Нарештi,
наведено значення довжин спiнiв: 1 з iмовiрнiстю c i s з iмовiрнiстю
1 − c.

L s c Nsamples Nsweeps s c Nsamples Nsweeps

8 1.7 0.53 26000 256 3.0 0.795943 48440 256
12 1.7 0.53 26000 256 3.0 0.795943 48950 256
16 1.7 0.53 26000 256 3.0 0.795943 49000 256
24 1.7 0.53 36000 256 3.0 0.795943 49000 256
32 1.7 0.53 26070 256 3.0 0.795943 48996 256
48 1.7 0.53 28080 256 3.0 0.795943 48997 256
64 1.7 0.53 31440 256 3.0 0.795943 41725 256

Було змодельовано експерименти для двох наборiв параметрiв:

• s = 1.7, c = 0.53 – для яких теорiя (r = −0, 3) передбачає невеликi поправки

до скейлiнгу (майже iдеальна дiя);

• s = 3, c = 0.795943 – для якого передбачення теорiї (r = −0, 9) полягає в

появi значних скейлiнгових поправок.

Нижче ми називатимемо два змодельованих випадки як s = 1.7 i 3. Звернiть

увагу, що ми обчислили вiдповiднi потоки РГ та ефективнi показники для цих

двох значень r, див. Рис. 5.4.
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Щоб iмiтувати рiзнi температури, ми виконали вiдпал вiд найвищої темпе-

ратури до найнижчої. Для s = 3 ми змоделювали в процедурi вiдпалу 20 темпера-

тур у критичнiй областi, для s = 1.7 ми змоделювали 20 температур для менших

розмiрiв гратки (L ≤ 32) i 7 для L = 48 i 64. Ми використали аналiз на основi

полiномiв п’ятого порядку для обчислення температури перетину.

5.4.4. Метод коефiцiєнтiв (quotients method) i результати

Ми зосередилися на кумулянтi Rξ, щоб охарактеризувати фазовий перехiд

для обох наборiв параметрiв s i c. На Рис. 5.5 показано кривi Rξ(β) (β = 1/T ) для

рiзних розмiрiв гратки та двох значень s. Фазовi переходи дуже чiткi для обох

значень s (рiзнi кривi перетинаються приблизно при тiй самiй оберненiй критичнiй

температурi).

Ми проаналiзували цi два фазовi переходи (для s = 1.7 i 3) за допомогою

методу коефiцiєнтiв (quotients method) [233, 259, 260], який грунтується на ана-

лiзi рiзних спостережуваних у точцi перетину кривих L i 2L, у цьому випадку –

для кумулянта Rξ. Метод коефiцiєнтiв використовується для отримання екстра-

польованих результатiв для критичних показникiв i скейлiнгових поправок. Нехай

O(β, L) – величина, яка масштабується в термодинамiчнiй границi як ξxO/ν . Для

безрозмiрних спостережуваних xO = 0. Крiм того символом g позначатимуться

усi безрозмiрнi величини, наприклад, Rξ, U4 або g2.

Основою методу коефiцiєнтiв є порiвняння тiєї самої спостережуваної, об-

численої при L i 2L

QO =
O(βcross(L, 2L), 2L)

O(βcross(L, 2L), L)
, (5.60)

при βcross(L, 2L), що визначається

g(L, βcross(L, 2L)) = g(2L, βcross(L, 2L)) . (5.61)

Тому можна писати

Q cross
O = 2xO/ν + O(L−ω) , (5.62)
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Рис. 5.5. Поведiнка Rξ як функцiя оберненої температури β для s = 1.7 (угорi) i
s = 3 (внизу). Точка перетину рiзних кривих позначає ефективну точку
переходу.

i

g cross = g∗ + O(L−ω) , (5.63)

де xO/ν, g∗ i показник поправки до скейлiнгу ω є унiверсальними величинами.

Щоб обчислити показники ν i η, слiд вивчити розмiрнi спостережуванi, такi як

сприйнятливiсть (xχ = ν(2 − η)) i β-похiднi вiд Rξ i U4.

Точка перетину оберненої температури (βcross(L, 2L)) масштабується як

βcross(L, 2L) = βc + Aβc,gL
−ω−1/ν + . . . . (5.64)

Остаточно, провiдний показник поправки до скейлiгну можна оцiнити за

допомогою скейлiнгу безрозмiрної величини g (Qg) через

Qcross
g (L) = 1 + AgL

−ω + BgL
−2ω + . . . . (5.65)
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Промiжнi данi аналiзу на основi методу коефiцiєнтiв наведено в таблицi 5.4

(на основi точок перетину Rξ) та 5.5 (на основi точок перетину Rg2 i RU4
).

Табл. 5.4. Результати методу коефiцiєнтiв для двох змодельованих значень s = 3
i 1.7 з точок перетину Rξ для розмiрiв гратки L1 i L2.

s L1/L2 βcross Rξ νξ η QU4

1.7 8/16 0.12051(1) 0.594(1) 0.694(2) 0.030(4) 0.984(1)
1.7 12/24 0.120552(6) 0.598(1) 0.684(2) 0.031(4) 0.991(1)
1.7 16/32 0.120550(4) 0.599(1) 0.680(2) 0.033(4) 0.992(1)
1.7 24/48 0.120549(2) 0.598(1) 0.679(2) 0.033(4) 0.995(1)
1.7 32/64 0.120555(1) 0.601(1) 0.678(2) 0.032(4) 0.995(1)
3.0 8/16 0.10289(1) 0.537(1) 0.757(3) 0.059(6) 0.982(2)
3.0 12/24 0.1031017) 0.550(1) 0.735(2) 0.044(5) 0.988(2)
3.0 16/32 0.103156(7) 0.556(1) 0.725(2) 0.039(5) 0.989(1)
3.0 24/48 0.103185(4) 0.561(1) 0.717(2) 0.036(5) 0.988(2)
3.0 32/64 0.103212(2) 0.567(1) 0.713(1) 0.034(6) 0.989(2)

Табл. 5.5. Результати методу коефiцiєнтiв (s = 3 i 1.7) для значень кумулянтiв g2
i U4 в точках перетину Rg2 i RU4

(вiдповiдно) для розмiрiв гратки L1 i
L2.

s L1/L2 U4 g2
1.7 8/16 0.4660(9) 0.113(1)
1.7 12/24 0.4616(9) 0.122(1)
1.7 16/32 0.4591(9) 0.127(1)
1.7 24/48 0.4559(7) 0.130(1)
1.7 32/64 0.4563(9) 0.134(2)
3.0 8/16 0.4525(9) 0.238(2)
3.0 12/24 0.456(1) 0.242(3)
3.0 16/32 0.457(1) 0.237(3)
3.0 24/48 0.457(1) 0.222(3)
3.0 32/64 0.459(1) 0.215(2)

Можна бiльш детально розглянути данi для ефективних показникiв ν i η,

побудувавши їх як функцiю 1/L, щоб перевiрити асимптотичну поведiнку (див.

Рис. 5.6 та 5.7) – де поданi також найточнiшi значення для 3D-моделi Iзiнга з роз-

веденням вузлiв [95]. Випадок s = 1.7 є майже iдеальним, як передбачено в 5.3.4

нашим аналiзом РГ, i для малих значень L спадає на асимптотичне значення для
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Рис. 5.6. Поведiнка ефективного показника ν(L), обчисленого методом коефiцi-
єнтiв, як функцiї 1/L для двох змодельованих випадкiв s = 1.7 i 3.0.
Горизонтальна область тiнi є найточнiшим значенням iз числового моде-
лювання [95] (одне стандартне вiдхилення).

обох критичних показникiв. I навпаки, як передбачили нашi розрахунки, випадок

s = 3 демонструє сильнiшi поправки дл скейлiнгу.

Бiльш кiлькiсний аналiз асимптотичних значень показникiв ν i η, а також

показникiв поправок до скейлiнгу та асимптотичних значень точок перетину Rξ

i U4 (якi також є унiверсальними) представленi в Таблицi 5.6. Щоб отримати цi

асимптотичнi значення, ми проаналiзували ефективнi показники ν i η за допомо-

гою Рiв. (5.62) i значення Rξ, g2 i U4 за допомогою Рiв. (5.63). У всiх випадках,

наведених тут, статистичнi властивостi рiзних пiдгонок дуже добрi (p-значення

χ2-пiдгонок бiльшi за 0,05 у всiх випадких). Зокрема, у таблицi 5.6 ми екстра-

полювали βc, ν, η, g2, Rξ i U4 за допомогою пiдгонки трьох параметрiв, тому

показник ω не було виправлено, виявивши, що для ω отримуємо значну похибку.

Щоб обчислити показник ω, ми проаналiзували скейлiнг QU4
(див. Рiв. (5.65)).

Остаточнi результати для унiверсальних величин (див. таблицю 5.6) добре

узгоджуються (рiзниця менше нiж 1.8 стандартних вiдхилень у гiршому випад-

ку) з усiма унiверсальними величинами 3D моделi Iзiнга з розведенням вузлiв,
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Рис. 5.7. Поведiнка ефективного показника η(L), обчисленого методом коефiцi-
єнтiв, як функцiї 1/L для двох змодельованих випадкiв s = 1.7 i 3.0.
Горизонтальна область тiнi є найточнiшим значенням iз числового моде-
лювання [95] (одне стандартне вiдхилення).

див. Табл. 5.2. Важливо зауважити, що у випадку s = 1.7 ми отримуємо показник

поправки до скейлiнгу, добре спiввiдноситься з допомiжним показником тривимiр-

ної розведеної моделi Iзiнга (ω2 = 0.82(8)). Однак у s = 3.0-випадку обчислений

показник ω2 спiвмiрний з провiдним (ω1 = 0.37(6)).

Табл. 5.6. Екстрапольованi результати за допомогою методу коефiцiєнтiв для s =
1.7 i s = 3.0 у порiвняннi з вiдповiдними результатами моделi Iзiнга з
розведеними вузлами (RIM, [254]).

s ν η ω Rξ U4 g2 βc
1.7 0.678(2) 0.033(7) 0.94(15) 0.5990(8) 0.453(3) 0.138(5) 0.12056(1)
3.0 0.706(6) 0.033(7) 0.31(12) 0.579(8) 0.46(3) 0.13(1) 0.1033(1)

RIM 0.684(5) 0.037(4) 0.37(6) 0.598(4) 0.449(6) 0.145(3)

5.5. Висновки

Завданням цього роздiлу було продемонструвати, як безлад у структурi сам

по собi, без наявностi немагнiтної компоненти, може змiнити клас унiверсально-
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стi парамагнiтно-феромагнiтного фазового переходу в одноосьових магнетиках.

З iншого боку, було проаналiзовано можливi змiни в неунiверсальнiй ефективнiй

критичнiй поведiнцi в таких системах. З цiєю метою розглянули модель Iзiнга з

випадковою довжиною спiну, коли довжина L кожного спiна є випадковою вели-

чиною, яка керується функцiєю розподiлу p(L) [8, 9].

Цiкаво вiдзначити, що ця модель спочатку була запропонована в контекстi

соцiофiзики, де її метою було описати соцiальнi взаємодiї та формування думок

мiж агентами бiнарної природи, але з рiзною силою думок. У роздiлi розглянуто

як використали цю модель для пояснення явища в межах фiзики конденсованих

систем. Ми показали, що окремi випадки цiєї моделi, модель Iзiнга з розведенням

вузлiв i модель Iзiнга зi спiнами двох рiзних довжин, описуються ефективними

гамiльтонiанами (5.25) i (5.28 ) однакової симетрiї, отже, вони належать до одного

класу унiверсальностi. Це означає, що їхнi асимптотичнi критичнi показники (5.1)

однаковi. Однак ефективна критична поведiнка цих систем вiдрiзняється. Ми ви-

користали теоретико-польовий пiдхiд РГ, щоб описати таку вiдмiннiсть кiлькiсно.

З високою точнiстю вiдтворено вiдомi значення асимптотичних критичних пока-

зникiв у класi унiверсальностi 3d розведеної моделi Iзiнга (див. нашi результати

γ = 1, 333 i ν = 0, 676 та результати [219], що наведено в четвертому рядку таблицi

5.1).

Крiм того, за межами вузького регiону в околi Tc, можна спостерiгати дуже

рiзну ефективну критичну поведiнку навiть у межах одного класу унiверсально-

стi, як ми явно показуємо на Рис. 5.4. Наведенi там ефективнi критичнi пока-

зники змiнюються в мiру наближення до Tc i, строго кажучи, досягають своїх

унiверсальних значень лише при Tc. Змiни значень ефективних показникiв разом

iз вiдстанню до Tc також залежать вiд початкових умов, що накладаються при

розв’язуваннi диференцiальних рiвнянь для потокiв РГ. Останнє, у свою чергу,

можна пояснити мiкроскопiчними особливостями магнетика, заданими в нашому

випадку концентрацiєю c i спiввiдношенням довжин спiнiв s. Цi особливостi за-

кодованi у спiввiдношеннi (5.29), яке керує початковими умовами для потокiв РГ.

Таким чином, реалiзована тут схема дозволяє аналiзувати ефективну критичну
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поведiнку структурно невпорядкованих магнетикiв.

Ефективнi критичнi показники дослiджують, коли критичну поведiнку ана-

лiзують за допомогою чисельного моделювання, розглядаючи метод коефiцiєн-

тiв [233, 253, 254] як приклад. У цьому методi обчислюється температура Tc(L),

при якiй безрозмiрна спостережувана величина g(L, T ) (наприклад, кумулянт Bi-

nder, B(L, T ) або кореляцiйна довжина в одиницях розмiру гратки ξ(L, T )/L) для

двох розмiрiв гратки L i 2L: таким чином, g(L, Tc(L)) = g(2L, Tc(L)). Крiм того,

можна також розглядати скейлiнгову спостережувану, яка розходиться в крити-

чнiй точцi як O(L, Tc) ∼ Lx/ν , де ν — критичний показник кореляцiйної довжини.

Обчисливши вiдношення O(2L, Tc(L))/O(L, Tc(L)) можна записати:

x

ν

∣

∣

∣

∞
=

x

ν

∣

∣

∣

(L,2L)
+ O(

1

Lω
) , (5.66)

де ω можна ототожнити з провiдним нерелевантним власним значенням у пiдходi

РГ [233, 234] i
x

ν

∣

∣

∣

(L,2L)
≡ log2

O(2L, Tc(L))

O(L, Tc(L)
, (5.67)

який можна використовувати для визначення ефективного критичного показника.

Загалом у рiвняннi (5.66) з’явиться не лише головне нерелевантне власне значе-

ння РГ, ω, але й усi нерелевантнi власнi значення, тому поведiнка ефективного

показника не буде монотонною в бiльшостi випадкiв. Прикладом цiєї немонотонної

поведiнки є тривимiрна модель Iзiнга з випадковим полем для деяких спостере-

жуваних i рiзних варiантiв випадкового магнiтного поля [261]. Насамкiнець заува-

жимо, що теорiю скiнченно-розмiного скейлiнгу можна зрозумiти за допомогою

РГ-перетворення з параметром РГ ℓ заданим як ℓ = 1/L [233].

Таким чином, ми провели аналiтичний i числовий аналiз для 3D-моделi Iзiн-

га зi змiнною довжиною спiна, надаючи новий погляд на те, як структурний без-

лад впливає на магнiтнi фазовi переходи. Ми обчислили критичнi показники та

кумулянти цiєї моделi для двох значень параметрiв, продемонструвавши узгодже-

нiсть iз критичними показниками та кумулянтами 3D-моделi Iзiнга з розведеними

вузлами, як передбачалось аналiзом РГ.
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Крiм того, ми виявили, що двi змодельованi моделi, щодо їх скейлiнгових

поправок, поводяться вiдповiдно до прогнозiв теоретико-польового аналiзу РГ.

Ми розглянули граничний випадок для моделi, коли спiни можуть мати двi рiзнi

довжини L̂ = 1 i L̂ = s. На основi аналiзу РГ для ефективних показникiв було змо-

дельовано критичну поведiнку системи з двома наборами параметрiв: s = 1.7 (з

концентрацiєю c = 0.53) i s = 3 (з концентрацiєю c = 0.79594). Аналiз РГ передба-

чив рiзну поведiнку поправок до скейлiнгу. Використовуючи метод коефiцiєнтiв,

ми спостерiгали чiткi вiдмiнностi в поправках до скейлiнгу для кожного випадку.

А саме: для довжини спiна s = 1.7 отриманi значення дуже добре узгоджую-

ться з прогнозованими асимптотичними значеннями для критичних показникiв,

що вказує на мiнiмальнi поправки, тодi як для випадку s = 3 з’являються сильнi

поправки до скейлiнгу.

Таким чином моделюванням MC для моделi зi змiнною довжиною спiна пiд-

твердило нашi попереднi теоретичнi результати, отриманi з теоретико-польових

прогнозiв РГ [19]. Це в свою чергу приводить до переконливого висновку, що

ми можемо створювати новi типи критичної поведiнки в невпорядкованих систе-

мах, подiбних до моделi Iзiнга, розглядаючи системи з декiлькома магнiтними

компонентами, де довжина спiну та концентрацiя можуть використовуватися для

налаштування критичних властивостей.
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Роздiл 6

НУЛI СТАТИСТИЧНОЇ СУМИ У
КОМПЛЕКСНIЙ ПЛОЩИНI У ТЕОРIЇ

ФАЗОВИХ ПЕРЕХОДIВ НА МЕРЕЖАХ

В цьому роздiлi розглянуто тристанову спiнову модель Блюма-Капеля (ко-

ли спiни можуть набувати значень (±1; 0) i вперше проаналiзовано її поведiнку

на повному графi використовуючи формалiзм нулiв статистичної суми. Старту-

ючи iз означення та гамiльтонiану системи у пiдроздiлi 6.1 та використовуючи

перетворення Стратоновича-Габбарда отримано точне представлення для стати-

стичної суми моделi. Пiсля цього наведено оцiнки для фазової дiаграми моделi

(див. пiдроздiл 6.2). У пiдроздiлi 6.3 проведено аналiз поведiнки нулiв Фiше-

ра для точного виразу статистичної суми i системи скiнченного розмiру, здiйснено

порiвняння асимптотик iз результатами отриманими ранiше для моделi Iзiнга на

повному графi. У наступному пiдроздiлi 6.4 здiйснено аналiз поведiнки нулiв

для розкладених виразiв статистичної суми. Покладаючи комплекснi значення

для фiзичних параметрiв – температури, магнiтного та кристалiчних полiв – бу-

ло отримано координати нулiв статистичної суми. Проаналiзовано асимптотичну

поведiнку координат нулiв та знайдено асимптотичнi показники. Результати до-

слiджень пiдсумовано у висновках.

За результатами дослiджень опублiковано 1 статтю [25], 1 стаття подана до

друку та опублiкована як препринт [21] та тези конференцiй [27, 50].
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6.1. Модель: гамiльтонiан та статистична сума

Модель Блюма-Капеля є узагальненням моделi Iзiнга на випадок, коли спi-

нова змiнна може приймати не два (як у моделi Iзiнга), а три значення. Спочатку

модель була запропонована для пояснення намагнiченостi в оксидi урану [262], а

згодом модифiкована для опису фазових переходiв першого роду у системах iз

трьома типами йонiв [263]. Гамiльтонiан моделi на повному графi:

H = − J

2N

∑

l ̸=m

SlSm + ∆
∑

l

S2
l −H

∑

l

Sl , Sl = −1, 0, 1, (6.1)

де ∆ та H – кристалiчне та зовнiшнє магнiтне поле вiдповiдно, суми охоплюють усi

N вузлiв графу, а шкала енергiї фiксується1, встановлюючи J = 1. Ця трирiвнева

спiнова модель має цiкаву фазову структуру. Її критична поведiнка визначається

температурою T , кристалiчним полем ∆ та магнiтним полем H. При вiдсутностi

впорядковуючого поля H площина параметрiв ∆−T стає важливим об’єктом до-

слiдження, див. Рис. 6.1. Зокрема, вона включає лiнiї фазових переходiв другого

та першого роду, якi поєднанi трикритичною точкою. Для повного графа трикри-

тична точка розташована в ∆t = 2/3 ln 2, , Tt = 1/3 (див. детальнiше Рис. 6.1).

На графiку зображено результати для системи скiнченних розмiрiв, як описано

бiльш детально в пiдроздiлi 6.3.

Розгляньмо деякi визначальнi граничнi областi цiєї моделi. Площина T −∆

при H = 0 називається симетричною площиною [264], i в цьому випадку гамiль-

тонiан має вигляд:

H = − 1

2N

∑

l ̸=m

SlSm + ∆
∑

l

S2
l . (6.2)

• Границя T → 0 для ∆ ≥ 0: У границi T → 0 всi спiни замороженi (за-

фiксованi) в одному з трьох станiв −1, 0 або 1. Якщо вони всi рiвнi ±1,

тодi βH =
(

−N−1
2NT + ∆

T

)

N (надалi β = 1/T , тобто стала Больцмана kB = 1

для спрощення). У такому випадку система намагнiчена i перебуває в зви-

чайнiй впорядкованiй фазi. Якщо спiни замороженi в станi 0, система має
1Множник 1/N у взаємодiї мiж спiнами необхiдний для вiдновлення екстенсивностi енергiї, коли всi пари

спiнiв взаємодiють.
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Рис. 6.1. Фазова дiаграма моделi Блюма-Капеля на повному графi. Низькотемпе-
ратурна область i область iз малим кристалiчним полем є впорядкованою
фазою, тодi як iз пiдвищенням температури система стає невпорядкова-
ною. Пунктирна лiнiя представляє лiнiю критичних точок, а суцiльна
лiнiя — лiнiю фазових переходiв першого роду. Точка їхнього перетину
є трикритичною точкою (див. пiдроздiл 6.3). Кольоровi точки праворуч
вiд кривої позначають ефективнi точки фазових переходiв другого роду
для системи скiнченного розмiру при N = 50 та N = 200 вузлiв, вiд-
повiдно, отриманi в [21] за допомогою аналiзу нулiв статистичної суми.
Як i очiкувалося, зi збiльшенням кiлькостi вузлiв данi наближаються до
асимптотичної кривої.

нульову намагнiченiсть (хоча вона перебуває в певному типi впорядкованої

фази). Критерiй рiвних ваг дає, що перехiд першого роду вiдбувається, ко-

ли вiльнi енергiї рiвнi, тобто коли 1/2T − ∆/T = 0. Це вiдбувається при

∆ = 1/2 (див. фазову дiаграму на рис. 6.1). Фаза з намагнiченими станами

(±1) домiнує для ∆ < 1/2, тодi як фаза з ненамагнiченими станами до-

мiнує для ∆ > 1/2. Щоб побачити це, розглянемо ∆ = 1/2 + ε, для якої

exp(−βH) = exp(−ε∆/T ). Якщо ε > 0, ненульовi стани зникають, так що

Si = 0 домiнує, i навпаки для ε < 0.

• Границя ∆ = 0: У цьому випадку ми маємо трирiвневу модель Iзiнга, де всi
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три стани спiнiв є однаково можливими. Критична точка в цьому випадку

розташована при температурi T = 2/3.

• Границя ∆ → −∞ при фiксованому T : У цьому випадку exp(−βH) =

exp(+∞∑

S2
i ), тож зберiгаються лише значення Si = ±1. Це чиста (дво-

станова) модель Iзiнга з критичною температурою T = 1.

• Границя T → ∞ (або J → 0) при фiксованому ∆/T : У цьому випадку

маємо N незалежних спiнiв, тому статистична сума факторизується на N

незалежних статистичних сум, одну для кожного спiну. Тобто, Z = zNi ,

де zi = 2e−∆/T + 1. Умова рiвних ваг, застосована до кожного з них, дає

псевдопереход при exp(∆/T ) = 1/2 або ∆ = T ln 2.

Щоб отримати iнтегральне представлення для статистичної суми моделi

(6.1), ми використовуємо рiвнiсть (
∑

l Sl)
2 =

∑

l S
2
l +

∑

l ̸=m SlSm для фактори-

зацiї N -частинкової статистичної суми:

ZN(T,∆, H) = Sp e−H/T =
N
∏

l=1

∑

Sl=±1,0

exp
( 1

2TN
(
∑

l

Sl)
2 −

1

T

∑

l

S2
l (

1

2N
+ ∆) +

H

T

∑

l

Sl

)

. (6.3)

Застосовуючи перетворення Стратоновича-Габбарда, ми виражаємо стати-

стичну суму в такiй формi, де сумування за Sl можна виконати точно. Врештi-

решт, отримуємо наступне iнтегральне представлення для статистичної суми мо-

делi Блюма-Капеля на повному графi:

ZN(T,∆, H) =

+∞
∫

−∞

exp
(−Nx2

2T
+ N ln(1 + 2e−( 1

2N+∆)/T cosh[(x + H)/T ])
)

dx .(6.4)

Тут i нижче ми опускаємо множники, якi не мають значення для подальшого

аналiзу. Оскiльки iнтегральне представлення виразу (6.4) для статистичної су-

ми є точним, його можна аналiзувати для будь-якого скiнченного значення N , а

також у термодинамiчнiй границi N → ∞. У останньому випадку iнтеграл бе-

реться методом найшвидшого спуску, i його поведiнка аналiзується детальнiше
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в наступному пiдроздiлi 6.3. Для оцiнки його поведiнки для скiнченного N ми

скористаємося аналiзом нулiв статистичної суми.

6.2. Фазова дiаграма моделi Блюма-Капеля на повному

графi

Бiльш детально розглянемо фазову дiаграму моделi Блюма-Капела на пов-

ному графi в термодинамiчнiй границi N → ∞. Розглянемо iнтегральне пред-

ставлення для статистичної суми, рiвняння (6.4):

ZN(T,∆, H) =

+∞
∫

−∞

exp
(

−NF (T,∆, H, x)
)

dx , (6.5)

де вираз у показнику експоненцiйної функцiї при H = 0 виглядає так:

F (T,∆, x) =
x2

2T
− ln(1 + 2e−∆/T cosh[x/T ]) . (6.6)

У термодинамiчнiй границi N → ∞ основний внесок у iнтеграл (6.5) похо-

дить вiд глобального мiнiмуму F (T,∆, x) як функцiї x. У свою чергу, положення

мiнiмуму визначається парою змiнних (T,∆). Залежно вiд їх значень спостерi-

гаються рiзнi типи поведiнки, як показано на Рис. 6.2. Для низьких температур

T < 1/3 функцiя F має два симетричних мiнiмуми при малих значеннях ∆ (си-

ня крива на Рис. 6.2a). Зi збiльшенням ∆ функцiя набуває специфiчної форми з

трьома мiнiмумами, i всi мiнiмуми досягають однакового значення при певному

∆, як показано зеленою кривою на Рис. 6.2a. Тодi як лише один мiнiмум зберiгає-

ться при x = 0 для великих значень ∆ (червона крива на Рис. 6.2a). Цей сценарiй

змiнюється для промiжної областi температур 1/3 < T ≤ 2/3, як показано на Рис.

6.2c. Тут форма функцiї F (x) з двома мiнiмумами при малих значеннях ∆ (синя

крива) перетворюється на форму iз одним мiнiмумом зi збiльшенням ∆ (червона

крива), минаючи поведiнку iз трьома мiнiмумами. Перехiд мiж двома режимами

вiдбувається при певному значеннi ∆, як показано зеленою кривою на Рис. 6.2b.

Нарештi, для T > 2/3 спостерiгається лише один мiнiмум для F (x) при будь-

якому значеннi ∆. Очевидно, що сценарiї, що спостерiгаються при T < 1/3 та при
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(a) (b)

(c)

Рис. 6.2. Поведiнка функцiї F (T,∆, x) (6.6) вiд x при(a) T = 1/4, (b) T =
Tt = 1/3, (c) T = 1/2 та рiзних значеннях ∆. На всiх рисунках
синi i червонi кривi вiдповiдають ∆ = 0.1 та ∆ = 1. Зелена кри-
ва вiдповiдає режиму фазового переходу першого роду при T = 1/4,
∆ = 0.4762658366 (a), трикритичнiй точцi при T = Tt = 1/3, ∆ = ∆t =
(2 ln 2)/3 = 0.4620981204 (b) та режиму фазового переходу при T = 1/2,
∆ = 0.3465735903 (c). Точка вiдлiку для F змiщена на ln(1 + 2e−∆/T ).

1/3 < T ≤ 2/3, описують перехiд першого та другого роду вiдповiдно, тодi як

специфiчний випадок, коли цi два сценарiї зливаються при T = Tt = 1/3, описує

точку трикритичностi при ∆ = ∆t = (2 ln 2)/3, як показано зеленою кривою на

Рис. 6.2b.

Ненульовi мiнiмуми функцiї F (T,∆, x), що вiдповiдають фазовому переходу
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(a) (b)

Рис. 6.3. (a) Поведiнка функцiї F (T,∆, x) (6.6) щодо x у трикритичнiй точцi
(T,∆) = (1/3, (2 ln(2))/3) (червона крива) та в кiлькох точках вздовж
лiнiї першого порядку фазового переходу. (T,∆) = (0.3, 0.4667635075),
(0.25, 0.4762658366), (0.2, 0.4867012711), (0.15, 0.4951587768), помаранче-
ва, жовта, зелена, синя лiнiї, вiдповiдно. (b) Поведiнка F (T,∆, x) (6.6) як
функцiї вiд x у трикритичнiй точцi (Tt,∆t) = (1/3, (2 ln(2))/3) (синя кри-
ва) та в кiлькох точках вздовж лiнiї фазового переходу другого порядку:
(T,∆) = (2/3,0), (0.6,0.1726092438), (0.5,0.3465735903), (0.4,0.4394449155),
червона, помаранчева, жовта, зелена лiнiї, вiдповiдно. Точка вiдлiку для
F змiщена на ln(1 + 2e−∆/T ).

першого роду (див. зелену криву на Рис. 6.2a), задовольняють систему рiвнянь:

F (T,∆, x) − F (T,∆, 0) = 0, ∂F (T,∆, x)/∂x = 0. (6.7)

Для будь-якого фiксованого значення T (∆) ця система рiвнянь визначає значення

∆ (T ), при якому вiдбувається фазовий перехiд першого роду. Функцiя F (T,∆, x)

при фазовому переходi першого роду для кiлькох пар T,∆ показана на Рис. 6.3.

Спостерiгається, що перехiд стає рiзкiшим при зменшеннi T . Розв’язуючи рiвнян-

ня (6.7), отримуємо лiнiю фазових переходiв першого роду ∆(T ), яка закiнчується

в трикритичнiй точцi (Tt,∆t). Цю лiнiю показано на Рис. 6.4 синiми ромбами (вiд-

повiдно чорна суцiльна крива на Рис. 6.1), а координати (T,∆) для кiлькох точок

вздовж лiнiї переходу першого роду наведено в таблицi 6.1.

У режимi фазового переходу другого роду при T > Tt мiнiмум функцiї
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Рис. 6.4. Фазова дiаграма моделi Блюма-Капеля, що випливає з аналiзу функцiї
F (T,∆, x) (6.6). Синi ромби: лiнiя фазового переходу першого роду, чер-
вона пунктирна лiнiя: лiнiя фазового переходу другого роду. Обидвi лiнiї
перетинаються в трикритичнiй точцi (Tt,∆t) = (1/3, (2 ln(2))/3). Гори-
зонтальнi та вертикальнi лiнiї iлюструють пiдхiд до фазового перехо-
ду, який ми збираємось проаналiзувати. Чорна лiнiя задана рiвнянням
(6.10), похiдна ∂4F (T,∆, x)/∂x4 занулюється вздовж цiєї лiнiї. Слiд за-
уважити, що ∂2F (T,∆, x)/∂x2 занулюється вздовж лiнiї фазового пе-
реходу другого роду (найправiша червона пунктирна частина фазової
дiаграми).

Табл. 6.1. Координати (T,∆) кiлькох точок вздовж лiнiї фазового переходу пер-
шого роду, див. Рис. 6.1, 6.4.

T 0 0.05 0.1 0.2 0.3 0.32
∆ 1/2 0.4999977309 0.4993435185 0.4867012711 0.4667635075 0.4624864590

F (T,∆, x) на точцi переходу (див. зелену криву на Рис. 6.2c) задовольняє рiвня-

ння:
∂2F (T,∆, x)

∂x2
= 0, . (6.8)

З цього рiвняння мождна отримати значення параметрiв, що характеризують лi-

нiю фазового переходу другого роду ∆(T ), показану чорним пунктиром на Рис.
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6.1 та червоним пунктиром на Рис. 6.4. З врахуванням явного виразу для функцiї

F (T,∆, x) та беручи до уваги, що похiдна в рiвняннi (6.8) обчислюється в екстре-

мумi при x = 0, отримуємо таке рiвняння для лiнiї фазового переходу другого

роду:

T
(

e∆/T + 2
)

= 2 . (6.9)

Координати (T,∆) кiлькох точок вздовж цiєї лiнiї наведенi в таблицi 6.2. Лiнiя

закiнчується в критичнiй точцi моделi Iзiнга при S = 1: (T,∆) = (2/3, 0). Лiнiї

фазових переходiв другого i першого роду зустрiчаються в трикритичнiй точцi

(Tt,∆t) = (1/3,(2ln(2))/3). Поведiнка функцiї F (T,∆, x) як функцiї x в трикри-

тичнiй точцi (Tt,∆t) показана на Рис. 6.3a червоною лiнiєю i на Рис. 6.3b синьою

лiнiєю.

Табл. 6.2. Координати (T,∆) кiлькох точок вздовж лiнiй фазового переходу дру-
гого роду, чорнi та червонi пунктирнi лiнiї на Рис. 6.1, 6.4, вiдповiдно.

T 0.34 0.4 0.5 0.6 0.66 2/3
∆ 0.4611900752 0.4394449155 0.3465735903 0.1726092438 0.01970295557 0

У трикритичнiй точцi як друга, так i четверта похiдна функцiї F (T,∆, x)

за x зануляються. Отже, цю точку можна також визначити як точку перетину

двох лiнiй: одну, визначену з умови (6.8), що задається функцiєю (6.9), iншу —

визначену умовою

∂4F (T,∆, x)/∂x4 = 0 . (6.10)

Розвязуючи Рiв. (6.10) отримуємо:

∆ = 2T ln 2 . (6.11)

Ця лiнiя показана на Рис. 6.4 чорним кольором. У наступних пiдроздiлах пред-

ставленi дослiдження нулiв статистичної суми для скiнченних значень числа ву-

злiв N , коли фазовий перехiд наближається до T = Tt або ∆ = ∆t (червонi та

синi суцiльнi лiнiї на Рис. 6.4), а також в околi трикритичної точки (перемiщення
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уздовж пунктирних лiнiй, зображених на Рис.6.4) та лiнiї фазового переходу дру-

гого роду, Рiв. (6.9). Для вивчення ефективної критичної та трикритичної пове-

дiнки систем скiнченного розмiру будемо опиратися на аналiз нулiв статистичної

суми. Нижче наведено результати дослiдження поведiнки нулiв статистичної суми

в рiзних областях комплексних параметрiв. Ми розглянемо перехiд мiж рiзними

режимами та скейлiнгу з розмiром системи N . Зокрема, ми дослiдимо нулi ста-

тистичної суми (нулi Фiшера, кристалiчного поля та Лi-Янга) поблизу критичної

точки, критичної лiнiї та трикритичної точки.

6.3. Аналiз нулiв для точного представдення

статистичної суми

У цьому пiдроздiлi для дослiдження використовується точний вираз для

статистичної суми (6.4) i розглядається поведiнка в околi критичної точки в пло-

щинi комплексної температури. Аналiзуються характеристики нулiв чисельно для

рiзних розмiрiв системи та проводиться порiвняння iз результатами для моделi

Iзiнга на повному графi. Очiкувана скейлiнгова поведiнка не була повнiстю дося-

гнута. Тому подальший аналiз (див. пiдроздiл 6.4) стосувався виразiв для розкла-

деного представлення статистичної суми, що дозволило отримати асимптотично

точнi результати.

6.3.1. Нулi Фiшера для моделi Блюма-Капеля на повному графi

Пiдставляючи T = ReT + iImT у статистичну суму при нульовому магнi-

тному полi, отримуємо:

ZN(TR + iTI ,∆, H = 0) =

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [
[(TR + iTI)x

2

2
−

ln(1 + 2e−( 1
2N+∆)/(TR+iTI) cosh x)]

)

dx . (6.12)

Нас цiкавлять одночаснi розв’язки системи рiвнянь:

ReZN(TR + iTI ,∆, H = 0) = 0 та ImZN(TR + iTI ,∆, H = 0) = 0. (6.13)
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(a) (b)

Рис. 6.5. Нулi Фiшера (модель Блюме-Капеля): розв’язок системи рiвнянь (6.15)-
(6.16) (Re, ZN(TR + iTI ,∆ = 0, H = 0) = 0 (пурпурнi кривi) та
Im, ZN(TR + iTI ,∆ = 0, H = 0) = 0 (зеленi кривi)) в комплекснiй площи-
нi температури при (a) N = 50 i (b) 500 для статистичної суми (6.14).
Фiшеровi нулi отримуються шляхом пошуку перетинiв зелених i пурпур-
них кривих.

Нижче у пiдроздiлi наведено деталi дослiдження нулiв заданої статистичної суми

(або перетини кривих, описаних вище рiвняннями) в околi критичної точки: Tc =

2/3 (∆c = Hc = 0).

Для простоти можна проаналiзувати першi нулi для функцiї, заданої рiвня-

нням (6.18) при ∆ = H = 0:

ZN(T,∆ = 0, H = 0) =

+∞
∫

−∞

exp
[

−N

(

x2T

2
− ln(1 + 2 cosh(x))

)

]

dx, . (6.14)

Можливо аналiтично роздiлити дiйснi та уявнi частини статистичної суми

при комплекснiй температурi T = Tr + iTi, коли знаходження нулiв еквiвалентно

розв’язуванню системи рiвнянь (див. Рис. 6.5):

ReZN = 0 =

+∞
∫

−∞

exp
[

−N(
x2Tr

2
− ln(1 + 2 cosh(x)))

]

cos(
Nx2Ti

2
)dx , (6.15)

ImZN = 0 =

+∞
∫

−∞

exp
[

−N(
x2Tr

2
− ln(1 + 2 cosh(x)))

]

sin(
Nx2Ti

2
)dx . (6.16)
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Табл. 6.3. Модель Блюма-Капеля: чисельно отриманi координати для перших
j = 1, . . . , 5 нулiв Фiшера в околi критичної точки для статистичної су-
ми (6.14) при рiзних значеннях N (оцiнка похибки координат — 10−4).
У останнiх рядках наведенi оцiнки для кута φ i для критичної темпе-
ратури Tc для кожного N . Очiкуванi значення: φ = π/4, tanφ = 1 i
Tc = 2/3 = 0.666(6).

j N = 50 N = 100 N = 200

1 0.5287 + i0.1250 0.5685 + i0.0935 0.5969 + i0.0688
2 0.4536 + i0.1651 0.5146 + i0.1285 0.5586 + i0.0970
3 0.4003 + i0.1874 0.4757 + i0.1506 0.5307 + i0.1160
4 0.3577 + i0.2008 0.4440 + i0.1663 0.5077 + i0.1304
5 0.3218 + i0.2094 0.4167 + i0.1790 0.4879 + i0.1420

tanφ 0.4103(98) 0.5635(47) 0.6728(26)
Tc 0.8452 0.7387 0.7011
j N = 300 N = 400 N = 500

1 0.6096 + i0.0572 0.6172 + i0.0500 0.6224 + i0.0450
2 0.5782 + i0.0814 0.5900 + i0.0717 0.5980 + i0.0648
3 0.5553 + i0.0983 0.5701 + i0.0868 0.5802 + i0.0787
4 0.5365 + i0.1112 0.5538 + i0.0987 0.5655 + i0.0898
5 0.5201 + i0.1218 0.5396 + i0.1085 0.5528 + i0.0991

tanφ 0.7238(18) 0.7551(13) 0.7779(9)
Tc 0.6898 0.6842 0.6808

На рис. 6.5 показано розв’язок системи рiвнянь (6.15)-(6.16) в площинi ком-

плексної температури. Графiки описують поведiнку для малого (N = 50) та вели-

кого N (N = 500) розмiру системи. Легко помiтити, що з ростом розмiру системи

кут конденсацiї нулiв Фiшера збiльшується. Те ж саме стосується i наближення

до критичної температури (Tc = 2/3): чим бiльший розмiр системи, тим кращi

результати пiдгонки ми отримуємо (див. таблицю 6.3 для бiльш детальної iнфор-

мацiї або рис. 6.5). Очiкуваний кут — φ = π/4. Спостережуваний кут для N = 50

становить ∼ π/8, для N = 500 — φ ∼ π/6, а для бiльших N числовi похибки

стають занадто великими.
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6.3.2. Нулi Фiшера для моделi Iзiнга на повному графi

Для порiвняння також неведемо статистичну суму моделi Iзiнга на повному

графi:

ZIsing
N (T,H = 0) =

+∞
∫

−∞

exp
[

−N(
x2T

2
− ln(cosh(x)))

]

dx . (6.17)

Координати перших нулiв для системи рiзного розмiру наведено у таблицi 6.4.

Табл. 6.4. Модель Iзiнга на повному графi: чисельно отриманi координати для
перших j = 1, . . . , 5 нулiв Фiшера для статистичної суми (6.17) за рi-
зними значеннями N (оцiнка похибки координат — 10−4). В останньому
рядку наведенi оцiнки для тангенса кута впливу φ та критичної тем-
ператури Tc для кожного значення N . Очiкуванi значення: φ = π/4,
tanφ = 1 та Tc = 1.

j N = 50 N = 100 N = 200 N = 300

1 0.7611 + i0.2132 0.8300 + i0.1605 0.8793 + i0.1184 0.9012 + i0.0985
2 0.6308 + i0.2785 0.7366 + i0.2189 0.8128 + i0.1662 0.8468 + i0.1399
3 0.5383 + i0.3124 0.6691 + i0.2549 0.7644 + i0.1979 0.8072 + i0.1681
4 0.4642 + i0.3311 0.6141 + i0.2800 0.7246 + i0.2218 0.7745 + i0.1899
5 0.4018 + i0.3407 0.5668 + i0.2983 0.6902 + i0.2408 0.7461 + i0.2077

tanφ 0.3580(197) 0.5256(99) 0.6486(50) 0.7053(33)
Tc 1.3838 1.1448 1.0657 1.0432
j N = 500 N = 1000 N = 2000 N = 4000

1 0.9234 + i0.0777 0.9457 + i0.0560 0.9616 + i0.0401 0.9728 + i0.0286
2 0.8812 + i0.1116 0.9158 + i0.0812 0.9405 + i0.0587 0.9579 + i0.0421
3 0.8504 + i0.1353 0.8940 + i0.0994 0.9250 + i0.0721 0.9469 + i0.0519
4 0.8248 + 0.1540 0.8759 + i0.1139 0.9122 + i0.0830 0.9379 + i0.060
5 0.8027 + i0.1696 0.8602 + i0.1262 0.9010 + i0.0924 0.9300 + i0.0670

tanφ 0.7622(19) 0.8224(8) 0.8633(4) 0.8972(1)
Tc 1.0266 1.0143 1.0083 1.0047

6.3.3. Порiвняння скейлiнгу нулiв

У наведених таблицях ми зiбрали координати нулiв Фiшера. На їх основi мо-

жна обчислити асимптотики i скейлiнг не лише для першого нуля, але i комбiнацiїї
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(a) (b)

Рис. 6.6. Результати аналiзу координат нулiв Фiшера S = 1 моделi Iзiнга на повно-
му графi. Залежнiсть кута конденсацiї нулiв φ та критичної температури
Tc вiд N (очiкуванi значення tanφ = 1, Tc = 1). Нулi отриманi зi стати-
стичної суми (6.17) для рiзних значень N . Примiтки: arctan(0.9) ∼ 42◦,
arctan(0.8) ∼ 38.7◦, arctan(0.4) ∼ 22◦. Очiкуванi значення позначенi чор-
ними кривими на кожному графiку.

нулiв. Очiкуваний скейлiнг для координат нулiв Фiшера за j та N визначається

рiвнянням (1.4): T ∼ ( j
N )1/2, i ми перевiряємо це нижче (див. Рис. 6.6 та 6.7). Кут

конденсацiї нулiв розраховувався за координатами перших п’яти нулiв. З аналiзу

можна зробити висновок, що скейлiнг є кращим для перших нулiв (ближчих до

критичної точки).

Також, чим бiльший розмiр системи, тим меншi флуктуацiї, i бiльше нулiв

статистичної суми можна отримати з тим самим iнтервалом похибок (5 нулiв

Фiшера для N = 50 i 8 нулiв для N = 500). Пiсля N = 500 числовi похибки стають

занадто великими (iнтеграл флуктуює), тому ми повиннi припинити обчислення.

Очiкуваний кут φ = π/4 не досягається, найкращий кут для конденсацiї нулiв

Фiшера, який ми отримуємо, це ∼ arctan(0.8) ∼ 38.7◦ при N = 500. Однак це

непоганий результат. Для порiвняння, для точного аналiзу статистичної суми для

моделi Iзiнга на повному графi в критичнiй точцi2 найкраще значення, яке ми

отримуємо для N = 4000, це arctan(0.9) ∼ 42◦ Пiзнiше ми покажемо, що робота з

2Тут для моделi Iзiнга наведенi результати якi можна отримати iз аналiзу точних виразiв для статистичної
суми, яку були отриманi у [115, 116].
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Рис. 6.7. Результати аналiзу координат нулiв Фiшера S = 1 моделi Блюма-Капеля
на повному графi. Залежнiсть кута конденсацiї нулiв φ та критичної тем-
ператури Tc вiд N (очiкуванi значення tanφ = 1, Tc = 2/3) Нулi отриманi
зi статистичної суми (6.14) для рiзних значень N , що наведенi в таблицi
6.3. Примiтки: arctan(0.9) ∼ 42◦, arctan(0.8) ∼ 38.7◦, arctan(0.4) ∼ 22◦.
Очiкуванi значення позначенi чорними кривими на кожному графiку.

розкладеною статистичною сумою дає ще точнiшi асимптотичнi результати. Для

значення критичної температури ми спостерiгали набагато кращий скейлiнг та

наближення до очiкуваного значення при великих N . Перетини лiнiй, де дiйсна

та уявна частини статистичної суми стають рiвнi нулевi, чiтко видно навiть при

малих N . Однак скейлiнговi асимптотики для кiнцевих розмiрiв системи ще не

досягли очiкуваних значень. Ми очiкуємо, що з пiдвищенням розмiру системи

N перший нуль Фiшера матиме асимптотику T1 ∼ N 1/2, проте ми спостерiгаємо

T1 ∼ N 0.44 для всiх розмiрiв системи, та T1 ∼ N 0.46, коли враховуються лише

найбiльшi розмiри графа.

У таблицях 6.5 та 6.6 наведенi результати скейлiнгу кута та критичної тем-

ператури для рiзної комбiнацiї нулiв для моделi Блюма-Капеля та моделi Iзiнга на

повному графi. Кут конденсацiї нулiв φi,j розраховувався як кут нахилу прямої

проведеної через нулi i-того та j-того порядку, вiдповiдно.
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N tanφ0,1 tanφ0,5 Tc(j1−5) tanφ1−5

50 0.9060 0.6072 0.8452 0.4103(98)
100 0.9525 0.71610 0.7387 0.5635(47)
200 0.9861 0.7943 0.7011 0.6728(26)
300 1.0023 0.8310 0.6898 0.7238(18)
400 1.0108 0.8539 0.6842 0.7551(13)
500 1.0165 0.87032 0.6808 0.7779(9)

Табл. 6.5. Tc та tanφi,j (i, j — порядок нулiв) отриманi в результатi аналiзу нулiв
Фiшера для статистичної суми (6.14) моделi Блюма-Капеля на повному
графi за рiзними значеннями N . Очiкуванi значення: φ = π/4, tanφ =
1 та Tc = 2/3.

N tanφ0,1 tanφ0,5 Tc(j1−5) tanφ1−5

50 0.8924 0.5695 1.3838 0.3580(197)
100 0.9441 0.6886 1.1448 0.5256(99)
200 0.9809 0.7773 1.0657 0.6486(50)
300 0.9970 0.8180 1.0432 0.7053(33)
400 1.0070 0.8429 1.0325 0.7396(24)
500 1.0144 0.8596 1.0266 0.7622(19)

Табл. 6.6. Tc та tanφi,j (i, j — порядок нулiв) отриманi в результатi аналiзу нулiв
Фiшера для статистичної суми (6.17) моделi Iзiнга на повному графi
за рiзними значеннями N . Очiкуванi значення: φ = π/4, tanφ = 1 та
Tc = 1.

6.4. Аналiз нулiв для розкладених виразiв статистичної

суми

У цьому пiдроздiлi наводиться короткий аналiз нулiв для ррозкладених ви-

разiв статистичної суми та порiвнюються результати з тими, що отриманi для

точного представлення.

6.4.1. Нулi Фiшера та нулi кристалiчного поля

У попередньому пiдроздiлi при аналiзi точних виразiв статистичної суми

було показано, що нулi Фiшера в околi критичної точки добре визначенi навiть

для малих розмiрiв системи. Однак очiкуваний скейлiнг (t ∼ N 0.5) для перших
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нулiв Фiшера не було досягнуто — найкращий результат був t ∼ N 0.44. Попри

симетричнiсть площини T − ∆ у критичнiй точцi, нулi кристалiчного поля не

є добре визначеними. У цьому пiдроздiлi буде показано, що у випадку аналiзу

розкладених виразiв для статистичної суми (аналогiчно тому, як це було зроблено

в [120]) ми здатнi отримати чiтку картину нулiв статистичної суми в критичнiй

точцi та досягти хороших асимптотик для скейлiнгу координат нулiв, а також

спостерiгаємо хорошу узгодженiсть кута конденсвцiї нулiв φ з його очiкуваним

значенням π/4 в околi критичної точки та лiнiї.

Оскiльки навiть для вiдносно малих розмiрiв системи доданком порядку

O(1/N) у показниковiй частинi точного виразу статистичної суми (6.4), можна

знехтувати змiнивши змiннi x = x/T , ми отримуємо наступне iнтегральне пред-

ставлення для статистичної суми, яке враховує провiднi внески за N :

Z
′

N(T,∆, H) =

+∞
∫

−∞

exp
(

−NF ′(T,∆, H, x)
)

dx , (6.18)

дe F ′(T,∆, H, x):

F ′(T,∆, x) =
x2T

2
− ln(1 + 2e−∆/T cosh[x + H/T ]) . (6.19)

Нулi Фiшера: T = Tr + iTi

Для аналiзу нулiв Фiшера ми розкладаємо функцiю в експонентi у рiвняннi

(6.18) при малих значеннях x, а потiм здiйснюємо другий розклад (фiксуючи кри-

сталiчне поле i розкладаючи в околицi T ). Для виразу з провiдною асимптикою

поблизу критичної точки та знехтувавши константами, отримуємо:

Zexpand
N (∆ = H = 0, T ) =

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [
x2

2
(T − 2

3
) +

x4

36
+ ...]

)

dx, , (6.20)

Змiнивши змiннi та залишаючи два провiднi члени можна переписати ста-

тистичну суму (6.20) в узагальненiй формi (так само, як для моделi Iзiнга на
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повному графi) [115, 116]):

Zexpand(z) =

+∞
∫

−∞

exp
(

− zx2 − x4
)

dx, z = (T − Tc)
√

3N, Tc =
2

3
. (6.21)

Аналогiчно, розглядаючи розкладену статистичну суму поблизу критичної

лiнiї, ми розкладаємо функцiю в експонентi у рiвняннi (6.18) при малих значе-

ннях x, фiксуючи значення ∆line з критичної лiнiї, а потiм здiйснюємо другий

розклад в околi точки Tline для пари точок ∆line. Наприклад, розглянемо випа-

док: ∆line = 0.4261302839, Tline = 0.4207825128 (або будь-якi пари точок з таблицi

6.2). Залишаючи провiднi члени отримуємо:

Zexpand
line1 =

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [0.2848965149x2(T − 0.4207825128) +

0.00805078148x4]
)

dx . (6.22)

Змiнивши змiннi у (6.22), ми отримуємо таке ж узагальнене представлення, як

для статистичної суми (6.21).

Можна також проаналiзувати розкладенi вирази зберагаючи наступнi до-

данки малостi:

Zexpand
line2 =

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [0.2848965149x2(T − 0.4207825128) + [0.00459963568 +

0.03726474365(T − 0.4207825128)]x4 + ...]
)

dx , (6.23)

Zexpand
line3 =

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [0.2848965149x2(T − 0.4207825128) +

[0.00459963568 + 0.03726474365(T − 0.4207825128)]x4 +

0.003512741706(T − 0.4207825128)x6 + (−0.00002001864847 +

0.0002425582808(T − 0.4207825128))x8 + 0.000002617x10 + ...]
)

dx .

Аналiз для нулiв розкладеної статистичної суми (6.22)–(6.24) в околi крити-

чної лiнiї наведено на Рис. 6.8.
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(c) (d)

Рис. 6.8. Поведiнка дiйсної (зеленi кривi) та уявної (синi кривi) частин розкладе-
них виразiв для статистичної суми (6.22)-(6.24) поблизу критичної точки
в площинi комплексної температури (нулi Фiшера). (a)(6.22) при N=50,
(b)(6.22) при N=500, (c) (6.23) при N=500, (d) (6.24) при N=500. Для
(a), (b) кут конденсацiї нулiв Фiшера ∼ π/4 (приблизно спiвпадає iз
очiкуваним значенням в околi критичної точки та лiнiї). Для випадку
розкладiв (c) кут φ → 0! I для останнього розкладеного виразу для ста-
тичтичної суми (d) навiть при великих розмiрах системи кут не досягає
очiкуваних значень (∼ π/6). Однак, слiд зазначити, що у всiх виразах
нулi дiйсно конденсуються на однiй прямiй i зi збiльшенням розмiру си-
стеми нулi наближаються до критичної точки.

Нулi кристалiчного поля: ∆ = ∆r + i∆i

Для аналiзу нулiв кристалiчного поля слiд розкласти функцiю в експонентi

(6.18) при малих значеннях x, а потiм здiйснити другий розклад в околицi крити-

чних та трикритичних точок (фiксуючи температуру i розкриваючи по ∆). Для
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Рис. 6.9. Поведiнка дiйсної та уявної частин розкладеної статистичної суми по-
близу критичної точки в площинi комплексного кристалiчного поля
∆ = ∆r + i∆i при N = 50. (a) Статистична сума (6.26), (b) статистична
сума з коефiцiєнтом. Кут розташування нулiв кристалiчного поля ∼ π/4
(збiгається з очiкуваним для нулiв Фiшера в критичнiй точцi).

виразу з провiдними асимптотиками поблизу критичної точки ми отримуємо:

Zexpand
N (T = 2/3,∆ ∼ 0, H = 0) =

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [− ln 3 + ∆ + ∆x2/6 +

x4/12(1/3 − ∆/2) + x6(−13/3240 + 7/20∆) + ...])
)

dx , (6.24)

Змiнивши змiнну iнтегрування i зберiгаючи множники за ∆ статистична

сума запишеться:

Zexpanded
N (T = 2/3,∆ ∼ 0, H = 0) = e−N∆

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [∆x2/6+x4/36])
)

dx . (6.25)

Нехтуючи нерелевантними множниками у (6.25) (оскiльки координати ну-

лiв вiд цього не змiнюються, див. Рис. 6.9) та залишаючи першi провiднi члени

розкладу, отримуємо:

Zexpand
N (T = 2/3,∆ ∼ 0, H = 0) =

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [∆x2/6 + x4/36])
)

dx . (6.26)
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Табл. 6.7. Першi два стовпцi вiдповiдають координатам перших j = 1, . . . , 9 нулiв
Фiшера для статистичної суми(6.21). 4-й та 5-й стовпцi мiстять оцiнки
для приведеного кута конденсацiї нулiв P = φ/π та для критичної
температури zc для статистичної суми (6.21) чи (6.27), отриманi шляхом
пiдгонки нулiв в iнтервалi j = jmin, . . . , jmax для jmax = 10 та рiзних
значень jmin. Очiкуванi значення: приведений кут P = 0.25 (φ = π/4)
та приведена критична температура zc = 0.

j Чисельнi jmax − jmin P zc
1 −2.9852 + i3.2061 1 0.24894 0.13575
2 −4.6236 + i4.7707 2 0.24893 0.1364(4)
3 −5.8237 + i5.9414 3 0.24889(2) 0.1389(13)
4 −6.8167 + i6.9176 4 0.24884(5) 0.1438(26)
5 −7.6829 + i7.7725 5 0.24871 (6) 0.1503(36)
6 −8.4610 + i8.5425 6 0.24856(9) 0.1594(49)
7 −9.1734 + i9.2486 7 0.24835(10) 0.1721(67)
8 −9.8343 + i9.9046 8 0.24800(20) 0.1924(99)
9 −10.4536 + i10.5197 9 0.24719(40) 0.2373(189)

У такому представленнi ми можемо переписати статистичну суму (6.26) в

узагальненiй формi, як це було зроблено для нулiв Фiшера в попередньому пiд-

роздiлi:

Zexpand(z) =

+∞
∫

−∞

exp
(

− zx2 − x4
)

dx, z = ∆N 1/2. (6.27)

Як видно з таблицi 6.7, iз збiльшенням iндексу нуля j, дiйсна та уявна части-

ни його координати стають ближчими за абсолютними значеннями, що вiдповiдає

наближенню φ до значення φ = π/4.

Порiвняння нулiв Фiшера та нулiв кристалiчного поля

На рис. 6.10 пiдсумовано поведiнку нулiв Фiшера та нулiв кристалiчного

поля для розкладеної статистичної суми поблизу критичної точки та критичної

лiнiї. З аналiтичних виразiв, отриманих у попереднiх пiдроздiлах, випливає, що

узагальнена розкладена статистична сума для комплексного кристалiчного поля

(6.27) еквiвалентна узагальненiй розкладенiй статистичнiй сумi для нулiв Фiшера
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Рис. 6.10. Поведiнка дiйсної та уявної частин розкладеної статистичної суми (6.21)
та (6.27) поблизу критичної точки/лiнiї в узагальненiй площинi змiнної
z. Точки, де кривi рiзних кольорiв перетинаються, визначають коорди-
нати розташування нулiв. Кут розташування нулiв ∼ π/4. Зелена лiнiя
утворює точний кут φ = π/4 з дiйсною вiссю. Зеленi точки вiдповiдають
розв’язкам ImZ = 0, а синi — ReZ = 0.

в критичнiй точцi (6.21). Для знаходження нулiв статистичної суми ми чисельно

розв’язуємо систему рiвнянь (ReZ = ImZ = 0), що випливає з рiвнянь (6.21)

або (6.27). Потiм будуємо лiнiї нулiв у комплекснiй площинi змiнної z = zi + izi

(див. Рис. 6.10). З графiку можна отримати кут конденсацiї нулiв. Отже, нулi

кристалiчного поля та нулi Фiшера утворюють один i той самий кут φ ∼ π/4 з

дiйсною вiссю в околi критичної точки.

З аналiзу виразiв для статистичної суми (6.21) та (6.27) можна зробити ви-

сновок, що скейлiнг координат нулiв iз розмiром системи є наступним: T ∼ N−1/2

та ∆ ∼ N−1/2. Це збiгається з теоретичними прогнозами для зв’язку критичних

показникiв, а саме для показника скейлiнгу gt (див. таблицю 1.1).
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6.4.2. Нулi Лi-Янга

Тут наведенi результати аналiзу розкладеної статистичної суми в площинi

комплексного зовнiшнього магнiтного поля для рiзних областей фазової дiаграми

з урахуванням вiдповiдних розкладених виразiв для статистичної суми (6.18).

Спочатку ми розкладаємо функцiю при малих значеннях x, а потiм здiйснюємо

другий розклад (фiксуючи кристалiчне поле та температуру i розкладаючи в околi

Hc).

В околi критичної точки: ∆c = 0, Tc = 2/3, Hc = 0

Якщо знехтувати коефiцiєнтами та залишити перший провiдний член по H,

ми отримуємо:

Zexpand
N (T =

2

3
,∆ = 0, H ∼ 0) ∼

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [
x4

36
−Hx])

)

dx, . (6.28)

Змiнивши змiннi, можна переписати статистичну суму в узагальненiй формi

(як для моделi Iзiнга на повному графi) [115, 116]):

Z(h) =

+∞
∫

−∞

exp
(

− x4 + hx
)

dx, h = (ah/a4)
1/4HN 3/4, (6.29)

де ah та a4 — числовi коефiцiєнти для членiв Hx та x4 вiдповiдно.

Першi 10 нулiв Лi-Янга (мiнiмальне вiдхилення δ = ±0.001 для всiх

координат): 3.453i, 6.784i, 9.636i, 12.229i, 14.650i, 16.945i, 19.140i, 21.254i, 23.301i,

25.289i.

Поблизу критичної лiнiї: ∆ < 2/3 ln 2, T < 2/3, H = 0

Розглянемо точки на критичнiй лiнiї: ∆ = 0.4261302839, T = 0.4207825128

або T = 0.4541882906 ∆ = 0.3982819783 (або iнша пара точок з таблицi 6.2).

Розкладаючи статистичну суму поблизу точки на критичнiй лiнiї та залишаючи

провiднi члени, ми змiнюємо змiннi так, щоб її можна записати в узагальненiй

формi (6.29), де ah та a4 — числовi коефiцiєнти для членiв Hx та x4 вiдповiдно.
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Рис. 6.11. Нулi Лi-Янга для узагальненої розкладеної статистичної суми в околi
критичної точки та лiнiї (6.29). Зеленi точки вiдповiдають ImZ = 0, а
синi — ReZ = 0.

Поблизу трикритичної точки: ∆t = 2/3 ln 2, T = Tt = 1/3, Ht = 0

Якщо знехтувати коефiцiєнтами та залишити перший провiдний член по H,

ми отримуємо:

Zexpand
N (T =

1

3
,∆ =

2

3
ln 2, H ∼ 0) ∼

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [
x6

3240
−Hx])

)

dx . (6.30)

Змiнивши змiннi, ми можемо переписати статистичну суму в узагальненiй

формi:

Z(h) =

+∞
∫

−∞

exp
(

− x6 + hx
)

dx, h = (ah/a6)
1/6HN 5/6, (6.31)

де ah та a6 — числовi коефiцiєнти для членiв Hx та x6 вiдповiдно.

Першi 20 нулiв Лi-Янга (мiнiмальне вiдхилення δ = ±0.0001 для

всiх координат): 3.3711i, 6.6491i, 9.7493i, 12.6574i, 15.4404i, 18.1272i, 20.7370i,

23.2830i, 25.7747i, 28.2192i, 30.6222i, 32.9881i, 35.3205i, 37.6227i, 39.897i, 42.1456i,

44.3706i, 46.5735i, 48.7557i, 50.9186i.
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Рис. 6.12. Нулi Лi-Янга для узагальненої розкладеної статистичної суми в околi
трикритичної точки та лiнiї (6.31).

Режим фазового переходу першого роду: H ∼ 0, ∆ > ∆t = 2/3 ln 2, T <
1/3.

Розглянемо точку T = 0.3, ∆ = 0.4667635075 та виконаємо вiдповiдний

розклад для отримання наближеного виразу для статистичної суми. Нехтуючи

нерелевантними доданками i зберiгаючи першi два провiднi доданки, отримуємо:

Zexpanded
N (T,∆, H ∼ 0) ∼

+∞
∫

−∞

exp
(

−N [0.0016154798x2 −

−0.9892301350Hx])
)

dx . (6.32)

Iнтеграл легко записати в узагальненому виглядi для будь-якої точки на

лiнiї фазового переходу 1-го роду:

Zh(h) ∼
+∞
∫

−∞

exp
(

− x2 + hx
)

dx , h = (ah/a2)
1/2HN 1/2, (6.33)

де ah i a2 — числовi коефiцiєнти для додакiв Hx i x2 вiдповiдно. Цей iнтеграл

легко порахувати точно, i можна побачити, що серед розвязкiв не буде нульових
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значень. Про це свiдчить i вiзуалiзацiя на Рис. 6.13.

Рис. 6.13. Нулi дiйсної та уявної частини узагальненої розкладеної статистичної
суми(6.33). Можна бачити, що на графiку нема точок перетину лiнiй
рiзного кольору, що свiдчить про вiдсутнiсть нулiв Лi-Янга.

Пiдсумок аналiзу нулiв Лi-Янга

Нулi Лi-Янга для узагальненої розкладеної статистичної суми (6.29) в околi

критичної точки та лiнiї вiзуалiзовано на Рис. 6.12. Показано, що всi нулi ле-

жать на уявнiй осi, отже, теорема Лi-Янга виконується. Це пiдтверджує, що в цих

областях вiдбувається фазовий перехiд другого роду. З аналiзу рiвняння (6.29)

очевидно, що скейлiнг по N отримано безпосередньо через замiну змiнних. Отри-

мана асимптотика точно збiгається з прогнозованими значеннями для критичного

показника скейлiнгу координати нулiв gh = 3/4 (див. таблицю 1.1).

Схожий аналiз був проведений i для нулiв Лi-Янга поблизу трикритичної

точки. У цьому випадку всi нулi також лежать на уявнiй осi i задовольняють

теорему Лi-Янга. З аналiзу рiвняння (6.31) очевидно, що скейлiнг по N отримано

безпосередньо через замiну змiнних, i gh = 5/6 точно збiгається з прогнозованим

значенням для трикритичної точки (див. таблицю 1.1).
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6.5. Висновки

У роздiлi наведено результати дослiдження критичної поведiнки моделi

Блюма-Капеля на повному графi, аналiзуючи нулi статистичної суми в компле-

кснiй площинi параметрiв: магнiтному полi (нулi Лi-Янга), температурi (нулi Фi-

шера) та кристалiчному полi (нулi кристалiчного поля). Цi нулi були використанi

для характеристики природи фазових переходiв та критичних властивостей си-

стеми за допомогою унiверсальних спiввiдношень для координат нулiв. Проведено

аналiз точного (нулi Фiшера в околi критичної точки) та наближеного iнтеграль-

ного представлення статистичної суми в рiзних критичних режимах.

Результати аналiзу точних виразiв показали, що нулi Фiшера поблизу кри-

тичної точки добре визначенi для малих розмiрiв системи, хоча очiкувана скейлiн-

гова поведiнка t ∼ N−1/2 не була повнiстю досягнута (t ∼ N−0.44). Тому подаль-

ний аналiз стосувався виразiв для розкладеного представлення статистичної суми,

що дозволило отримати асимптотично точнi результати. Було пiдтверджено, що

аналiтичне представлення для статистичної суми в приведених змiнних при дослi-

дженнi нулiв Фiшера та нулiв кристалiчного поля є еквiвалентними. Показано, що

скейлiнг за N , використовуючи вирази у приведених змiнних, задовiльняється ав-

томатично. Теорема Лi-Янга також була перевiрена для нулiв поблизу критичної

точки, лiнiї та трикритичної точки, що додатково пiдтвердило теоретичнi про-

гнози. Для нулiв Лi-Янга всi нулi розташованi на уявнiй осi, що пiдтверджує пра-

вильнiсть теореми Лi-Янга та наявнiсть фазового переходу другого роду. Скейлiнг

з розмiром системи вiдповiдає теоретичним прогнозам, з показниками скейлiнгу

gh ∼ 3/4 для критичної точки та gh ∼ 5/6 для трикритичної.

Загалом, результати отриманi в роботi не тiльки дають змогу глибше зро-

зумiти модель Блюма-Капеля, але й пiдкреслюють ефективнiсть аналiзу нулiв

статистичної суми для вивчення критичних явищ. Цi методи надають цiннi вiдо-

мостi для подальших дослiджень складних систем та фазових переходiв.
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Роздiл 7

СКЛАДНI МЕРЕЖI ЯК ЗАСIБ КIЛЬКIСНОГО
ОПИСУ I ВIЗУАЛIЗАЦIЇ СОЦIАЛЬНИХ I

НАУКОМЕТРИЧНИХ СИСТЕМ.
МОДЕЛЮВАННЯ СКЛАДНИХ МЕРЕЖ

У цьому роздiлi розглянуто застосуваня теорiї складних мереж для аналi-

зу та вiзуалiзацiї соцiальних i наукометричних систем. У цьому роздiлi за мету

було поставлено кiлька завдань. А саме, навести прикладне застосування тео-

рiї мереж для дослiдження систем реального свiту, показати як механiзми росту

мереж i їх динамiка реалiзуються на практицi i до чого вони призводять, а та-

кож продемонструвати, як реальнi мережi описуються запропонованими моделя-

ми. Представлено результати дослiдження двох типiв мереж – соцiальної мережi

спiвавторства авторiв у журналi та семантичної мережi понять. Спершу у пiд-

роздiлi 7.1 наведено огляд деяких характеристик з теорiї мереж використаних

при аналiзi у цьому роздiлi. У пiдроздiлi 7.2 для мережi спiвавторста “Журналу

Фiзичних Дослiджень” здiйснено короткий огляд бази даних та опису характери-

стик, якi використовуються при аналiзi структури мережi, а також проаналiзова-

но мережу спiвавторства в межах України. Наступний пiдроздiл 7.3 стосується

дослiджень моделей для побудови семантичних мереж. Спочатку наведено опис

даних, що аналiзуються, пояснено принципи побудови мережi наукових понять

та її особливостi. I на завершення, наведено опис алгоритмiв для побудови мо-

делей семантичних мереж та здiйснено порiвняння iз iснуючими моделями для

емпiричних даних – препринтiв ArXiv. У висновках пiдсумовано основнi резуль-

тати роздiлу. За результатами дослiджень опублiковано 4 статтi [22–25] та тези
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конференцiй [33, 37].

7.1. Характеристики мереж використанi при аналiзi у

цьому роздiлi

У оглядi лiтератури було наведено загальнi поняття з теорiї мереж (див. 1.4).

У цьому пiдроздiлi представленi означення бiльш специфiчних характкристик, що

застосовуються для аналiзу cтруктури мереж у пiдроздiлах 7.2 та 7.3.

• Середня довжина найкоротшого шляху (mean shortest path length)

мiж двома вузлами:

⟨l⟩ =
2

N(N − 1)

∑

i>j

l(i, j),

де l(i, j) – довжина найкоротшого шляху мiж вузлами i та j, a N — загальна

кiлькiсть вузлiв у мережi. Тут i нижче пiдсумовуємо за i, j вузлами мережi.

А максимальна довжина найкоротшого шляху тодi означається як:

lmax = max
1≤i,j≤N

l(i, j).

• Щiльнiсть зв’язкiв (link density):

ρ = 2L/N(N − 1) ∗ 100%,

де L – кiлькiсть зв’язкiв у мережi.

• Асортативне змiшування за ступенями (assortative mixing by

degree) r визначається як коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона мiж ступенями ву-

злiв на обох кiнцях зв’язкiв у мережi. Формально, якщо ki та kj — ступенi

вузлiв, що з’єднанi певним зв’язком, то коефiцiєнт асортативностi r можна

записати як:

r =
⟨kikj⟩ − ⟨k⟩2
⟨k2⟩ − ⟨k⟩2 ,

де середнi значення обчислюються за всiма зв’язками в мережi.
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• Глобальна транзитивнiсть (global transitivity) визначається як спiв-

вiдношення мiж кiлькiстю замкнутих триплетiв у мережi та загальною кiль-

кiстю мережевих триплетiв. Тобто,

T =
Nзамкнутих триплетiв

Nтриплетiв
,

де Nзамкнутих триплетiв — кiлькiсть триплетiв, у яких усi три вузли взаємо-

пов’язанi (утворюють замкненi ланцюги або трикутники), а Nтриплетiв — за-

гальна кiлькiсть триплетiв у мережi (як замкнутих, так i вiдкритих).

• Посередництво (betweenness centrality) – ще одна характеристика ву-

зла, що може свiдчити про його значущiсть у системi. Посередництво ви-

значають кiлькiстю найкоротших шляхiв, що проходять через вузол, i роз-

раховують як вiдношення кiлькостi найкоротших шляхiв мiж усiма парами

вузлiв у мережi, що проходять через вузол m, до загальної кiлькостi найко-

ротших шляхiв мiж вузлами:

σ(m) =
∑

i ̸=j

l(i,m, j)

l(i, j)
.

• Коефiцiєнт кластерностi Ci (clustering coeeficient) мiстить iнформа-

цiю про те, скiльки найближчих сусiдiв Ei конкретного вузла i зi ступенем

ki є також пов’язаними мiж собою:

Ci =
2Ei

ki(ki − 1)
.

Середнiй коефiцiєнт кластерностi визначається як

⟨C⟩ =
1

N

N
∑

i=1

Ci =
1

N

N
∑

i=1

2Ei

ki(ki − 1)
.

• Ще однiєю важливою характеристикою мережi є наявнiсть чи вiдсутнiсть

гiгантської зв’язної компоненти (giant connected component) – най-

бiльшого за розмiром окремого зв’язного фрагмента мережi. Навiть за без-

межно великого розмiру системи частка вузлiв, що формують гiгантську
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компоненту, залишається скiнченною:

NGCC =
N −Ni

N
× 100%,

де Ni – кiлькiсть iзольованих вузлiв.

7.2. Аналiз мережi спiвавторства ЖФД в Українi

Наукометричний аналiз перiодичних видань є дiлянкою науки, що активно

розвивається. Дослiдження проводять як для групи видань за певною тематикою

[265, 266], так i окремих журналiв. Прецедентами в українськiй науковiй перiоди-

цi є, скажiмо, здiйснений у працi [267] аналiз “Українського фiзичного журналу”

та застосування методiв теорiї складних мереж до розбору публiкацiй журна-

лу “Condensed Matter Physics” [268]. Цiкавими прикладами самозамкнених дослi-

джень можуть слугувати наукометричний аналiз наукометричної лiтератури [269]

чи застосування методiв кiлькiсної лiнгвiстики до анотацiй одного з провiдних ви-

дань у цiй галузi – “Journal of Quantitative Linguistics” [270].

7.2.1. З iсторiї журналу та огляд бази даних

Iдея створення “Журналу фiзичних дослiджень” [271] виникла в середовищi

фiзикiв Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка та Захiдно-

українського фiзичного товариства. Журнал засновано 1994 року, перше номер

з’явився у 1996 року. Решта три номери вийшли в 1997, i вiдтодi Львiвський на-

цiональний унiверситет iменi Iвана Франка регулярно видає щорiчно один том

журналу, що мiстить чотири номери.

Особливостi журналу — українська мова бiльшостi публiкацiй, переважна

орiєнтацiя на захiдну Україну, широка тематика — як давали переваги, так i ство-

рювали проблеми впродовж усього часу його iснування. Адже локальнiсть неми-

нуче створює загрозу провiнцiйностi. Щобiльше, локальнi проблеми всiх укра-

їнських журналiв, як i ЖФД, поєднуються iз проблемами ґлобальними, що по-

стають перед вiдповiдними академiчними виданнями у свiтi. Протягом 1996–2016
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рокiв у ЖФД опублiковано 962 статтi близько 1400 рiзних авторiв [272]. Цей масив

даних дозволяє застосувати кiлькiснi методи для їх статистичного аналiзу (див.

наприклад роздiл 1 з оглядом лiтератури та прикладiв обрахунку мережевих ха-

рактеристик).

7.2.2. Аналiз спiвавторства в межах України

Маючи арсенал iнструментiв теорiї складних мереж [1–5], можна ефективно

дослiджувати бiблiометричнi данi в найрiзноманiтнiших iнтерпретацiях: спрямо-

ванi мережi цитувань; зваженi мережi спiвавторства; багатосортнi мережi, що

описують спiвцитування авторiв у рiзних статтях; мультиплекснi мережi, де рiзнi

типи зв’язкiв мiж парою авторiв позначатимуть, вiдповiдно, спiльнi публiкацiї,

мiсця працi чи використанi однаковi тематичнi iндекси на зразок УДК чи PACS

[273]. Серед публiкацiй ЖФД 123 (12.8 % вiд усiх 962) написали автори-iноземцi,

81 (8.4 %) робота з’явилася внаслiдок мiжнародної спiвпрацi, а безумовна бiль-

шiсть належить авторству українських учених. У цьому пiдроздiлi детальнiше

розглянуто географiю українських авторiв на рiвнi окремих населених пунктiв

(для спрощення будемо називати їх усiх мiстами), а також проаналiзовано спiв-

авторство вiтчизняних установ з погляду їх подiлу на вищi навчальнi заклади та

установи НАН України.

Мережа спiвавторства на рiвнi мiст України будується так: вузли представ-

ляють мiста, а зв’язок мiж ними виникає тодi, коли обидва мiста фiґурують в

адресах указаних мiсць працi авторiв однiєї статтi. Важливо зауважити, що в

цьому випадку всi зв’язки спiвавторства з iноземними мiстами або установами

не беруться до уваги, тобто, як мережевi характеристики, так i наведена нижче

статистика стосуються виключно українських авторiв. На мапi України, рис. 7.1,

схематично зображено побудовану мережу, що включає 29 мiст України. Радiус

круга для кожного мiста залежить як ln(n+ 1) вiд кiлькостi n публiкацiй авторiв

iз цього мiста. Зображенi зв’язки мiж мiстами є незваженими, тобто, вiдобража-

ють лише сам факт спiвпрацi мiж мiстами, а не її iнтенсивнiсть. Уже з рисунка
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Рис. 7.1. Географiя спiвавторства в ЖФД на рiвнi мiст України, зображена за
допомогою фраґмента незваженої мережi спiвавторства. Розмiр вузла
залежить як ln(n+ 1) вiд кiлькостi n публiкацiй, що стосуються певного
мiста.

можна зробити певнi висновки. Передусiм про те, що вузли з найбiльшою кiль-

кiстю публiкацiй мають i найбiльший ступiнь. Так, двома яскравими “лiдерами”

за кiлькiстю робiт є Львiв (439 статей) та Київ (181) iз ступенями 15 та 12 вiдпо-

вiдно. Вузли ж iз найменшою кiлькiстю публiкацiй є iзольованими (Слов’янськ,

Сiмферополь, Алчевськ, Кропивницький, Севастополь, Черкаси).

Основнi кiлькiснi характеристики побудованої мережi наведено в табл. 7.1.

Бачимо, що розмiр гiгантської зв’язної компоненти доволi значний — 23(79.3%).

Параметр N L kmax ⟨k⟩ ⟨C⟩ ⟨l⟩ lmax NGCC Ni

Значення 29 68 16 4.69 0.6 2.25 4 23(79.3%) 6

Табл. 7.1. Основнi кiлькiснi характеристики мережi спiвавторства на рiвнi мiст
України, побудованої на основi даних про публiкацiї в ЖФД.
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Причому, як видно з табл. 7.2, основа цiєї компоненти сформувалась уже в пер-

шi роки. Детальнiша статистика публiкацiйної активностi, що стосується окремих

населених пунктiв України, наведена в табл. 7.2. ID в першiй колонцi таблицi – це

порядковий номер, присвоєний 29 мiстам України; пiд номером 30 згруповано всiх

iноземних авторiв. У наступних трьох стовпцях наведено, вiдповiдно, назву насе-

леного пункту i, кiлькiсть робiт ni, що належать до нього, та ступiнь вiдповiдного

вузла в мережi ki (ще раз пiдкреслимо, що в даному випадку не беремо до уваги

спiвпрацi з iноземцями). Символами “+” та “-” у наступному стовпцi позначено

наявнiсть чи вiдсутнiсть спiвпрацi авторiв цього мiста з iноземцями. Останнi двi

колонки мiстять роки, коли назва населеного пункту вперше почала фiґурувати

в базi даних та коли згадувалася там востаннє.

Рис. 7.2 вiдображає те, наскiльки широкою була географiя українських ав-

торiв щорiчно та скiльки найменувань населених пунктiв уперше потрапили до

бази даних. Цiкаво дослiдити, протягом якого перiоду окремi мiста з’являлися на

картi спiвавторства ЖФД. За допомогою цiєї статистики (див. останнi двi колон-

ки табл. 7.2) можна виявити, котрi мiста становлять типову географiю україн-

ських авторiв видання, а котрi з’явилися на картi лише одноразово. Своєрiдна

“тривалiсть життя” кожного мiста в цьому контекстi показана на рис. 7.3. По осi

ординат вiдкладено порядковий номер мiста вiд 1 до 29, а по осi абсцис – перший

та останнiй рiк згадування у статтях, промiжок мiж якими визначає кiлькiсть

“рокiв життя” мiста.

Першi шiсть мiст (Львiв, Ужгород, Днiпро, Дрогобич, Київ, Одеса) трапля-

ються вже пiд час формування початкової бази статей у 1996 роцi та незмiнно

присутнi аж до 2016 року включно. Доволi “довголiтнiми” виявились i мiста, ав-

тори з яких уперше публiкували роботи протягом наступних двох рокiв. Виняток

– Чорнобиль, оскiльки в 1996 роцi була опублiкована перша i єдина стаття авто-

рiв iз цього мiста. Також Донецьк iз першою публiкацiєю в 1997 роцi вже у 2006

залишив мережу (остання стаття з’явилась у 2005 роцi), зробивши, однак, вне-

сок iз 4 статей. Проте треба зазначити, що цi два мiста мали спiльнi публiкацiї зi

Львовом та Києвом вiдповiдно, тобто їм вiдповiдають неiзольованi вузли. Є низка
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ID(i) Назва населеного Кiлькiсть Ступiнь, Лiнк Поява Зник-
пункту i публiкацiй, ni ki i ↔ 30 нення

1 Львiв 429 15 + 1996 2016
2 Ужгород 46 3 + 1996 2016
3 Днiпро 19 1 + 1996 2016
4 Дрогобич 27 3 + 1996 2016
5 Київ 181 12 + 1996 2016
6 Одеса 25 2 + 1996 2016
7 Чорнобиль 1 1 - 1997 1997
8 Донецьк 4 1 - 1997 2005
9 Рiвне 5 3 - 1997 2016
10 Тернопiль 8 1 - 1997 2013
11 Чернiвцi 48 4 + 1997 2016
12 Суми 22 1 + 1997 2013
13 Харкiв 22 4 + 1997 2015
14 Чернiгiв 2 2 + 1998 2013
15 Луцьк 13 5 - 1998 2016
16 Iвано-Франкiвськ 7 2 - 1998 2016
17 Хмельницький 1 1 + 2000 2000
18 Слов’янськ 1 0 - 2000 2000
19 Сiмферополь 1 0 - 2000 2000
20 Кам’янець-Подiльський 1 1 - 2002 2002
21 Алчевськ 1 0 - 2002 2002
22 Сiмеїз 2 2 + 2002 2002
23 Наукове 3 1 + 2002 2013
24 Черкаси 3 0 - 2005 2007
25 Кропивницький 1 0 - 2007 2007
26 Дубляни 3 1 - 2008 2016
27 Севастополь 1 0 - 2010 2010
28 Iвано-Франкове 1 1 - 2010 2010
29 Миколаїв (обл. центр) 4 1 + 2012 2016
30 Iноземнi адреси 204 14 + 1997 2016

Табл. 7.2. Статистика спiльних публiкацiй авторiв з рiзних мiст України, деталь-
нiшi пояснення див. у текстi.
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Рис. 7.2. Щорiчна загальна кiлькiсть мiст України, що фiґурували у статтях жур-
налу (круги), та кiлькiсть найменувань мiст, що вперше ввiйшли до бази
даних (прямокутники).

мiст, на якi натрапляємо лише протягом одного року: Хмельницький, Слов’янськ

та Сiмферополь у 2000, Кам’янець-Подiльський, Алчевськ та Сiмеїз у 2002, Кро-

пивницький у 2007 та Севастополь й смт Iвано-Франкове в 2010. Варто зазначити,

що iз цiєї статистики не помiтно певних географiчних кореляцiй мiж часом першої

та останньої публiкацiї мiста.

Статистику публiкацiй можна розглянути також на рiвнi спiвпрацi мiж ака-

демiчними установами та вищими навчальними закладами України, як це було

зроблено, наприклад, для “Українського фiзичного журналу” в [267]. На рис. 7.4

наведено кiлькiсть публiкацiй у ЖФД, якi подали автори з ВНЗ, установ НАН

України, а також спiльних публiкацiй (знову ж таки, без iноземних партнерiв) у

перiод вiд 1996 до 2016. Легко бачити, що частка публiкацiй ВНЗ переважає в ко-

жному роцi. Оскiльки кiлькiсть публiкацiй у межах одного року не стала, частка

спiльних статей теж змiнюється, проте нiколи не зникає 1.

1Iнодi факт спiвпрацi фiксується за рахунок кiлькох афiлiацiй одного вченого.
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Рис. 7.3. Статистика першої появи публiкацiї iз мiста з кодом вiд 1 до 29 (пря-
мокутники) та останньої публiкацiї з цього мiста (круги) з 1996 по 2016
рр.

7.3. Аналiз мережi наукових понять

Семантичнi мережi, тобто мережi, якi вiдображають зв’язки мiж поняттями

в межах конкретної областi знань, належать до iнструментiв формалiзацiї знання

в цiлому [274]. Їхню письмову iсторiю можна простежити до знаменитого дерева

Порфирiя 2 i розширити до сучасних онтологiй для комп’ютерних наук [276, 277].

Опис системи знань також є частиною логологiї – науки про науку, яка спрямо-

вана на кiлькiсне розумiння витокiв наукових вiдкриттiв i творчостi, їх структу-

ри та практики [278, 279]. Оскiльки наукова публiкацiя залишається основною

формою документування результатiв дослiдження, структуру наукових галузей

можна вiдобразити, використовуючи величезну кiлькiсть доступних на даний мо-

мент бiблiографiчних даних [280].

Хоча неможливо дiзнатися точну структуру абстрактної системи знань,

iснує багато способiв її моделювання за допомогою її проекцiй. Семантичний про-

стiр для рiзних доменiв можна моделювати як складну мережу мiток, що вка-

зують на тематику. Щоб назвати декiлька, можна згадати аналiз тематики для

2Дiаграма, що представляє класифiкацiю субстанцiй у «Категорiях» Арiстотеля (хоча в письмовiй, а не
намальованiй формi) фiлософа-неоплатонiка Порфирiя[275].
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Рис. 7.4. Дiаграма кiлькостi статей, якi опублiкували в перiод вiд 1996 до 2016
року науковцi з ВНЗ МОН України, установ НАН України та спiльних
публiкацiй — синi, оранжевi та зеленi стовпцi вiдповiдно.

дослiдницьких робiт на базi мережi спiльно використовуваних чисел PACS (схема

класифiкацiї фiзики та астрономiї) [281, 282]; спiльне згадування хiмiчних речовин

у бiомедичних статтях [283]; спiльна поява заздалегiдь визначених понять у заго-

ловках або анотацiях доповiдей iз квантової фiзики [284]; аналiз взаємних гiперпо-

силань мiж сторiнками Вiкiпедiї, присвячених математичним теоремам [285], то-

що. Подiбнiсть мiж документами, авторами, дослiдницькими групами та iншими

об’єктами можна встановити за допомогою iнформацiї про спiльне використання

термiнiв, спiльне використання ключових слiв або тематичних iндексiв, спiльне

цитування чи бiблiографiчнi зв’язки тощо. Складний мережевий формалiзм до-

зволяє вiзуалiзувати [286] та кiлькiсно визначати структуру таких подiбностей,

якi зазвичай розглядаються як iндикатори тематичної спорiдненостi i, отже, як

проекцiї знань.

Новi знання чи iнновацiї можна моделювати або як появу нових iдей чи по-

нять (тобто, нових вузлiв у представленнi мережi), або як новi зв’язки мiж iсну-

ючими (тобто, шляхом встановлення нових чи змiцнення iснуючих мережевих

зв’язкiв) [287–289]. Моделювання таких процесiв є складним завданням як че-

рез його фундаментальну актуальнiсть, так i через численнi практичнi реалiзацiї.
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Його можна використовувати для побудови ефективної полiтики, спрямованої на

фiнансову пiдтримку чи цiлеспрямоване стимулювання нацiональних дослiджень,

або для виявлення “гарячих тем” i нових тенденцiй для вибору теми дослiджен-

ня. Кiлькiсний аналiз наукових метаданих дає можливiсть виявити не лише явнi

взаємозв’язки та закономiрностi, а й неявнi [290]. Процес наукового вiдкриття ре-

гулюється структурою наукового знання, але в той же час еволюцiя цiєї структури

залежить вiд процесу появи нових понять i зв’язкiв мiж ними. Така взаємодiя мiж

структурою та динамiкою є типовою рисою будь-якої складної системи [6, 291].

Iнодi важко вiдрiзнити еволюцiю основної структури знання вiд динамiчного про-

цесу, керованого цiєю структурою, оскiльки обидва рекурсивно взаємопов’язанi.

З цiєю метою моделi побудованi так, щоб вiдобразити, як термiни, ключовi слова,

мiтки чи теги стають спiльним вибором iз попередньо визначеного семантичного

простору [287, 292, 293].

Дискусiї навколо тем наукових вiдкриттiв, появи новизни, руйнiвного та

розвиваючого характеру дослiджень та багатьох iнших не є новими, але вони

все ще тривають [288, 293–295]. Проте не так багато методiв, що дозволяють

здiйснити кiлькiсний аналiз характеристик цих процесiв. Формалiзована мережа

наукових понять дозволяє видiлити один iз багатьох аспектiв розвитку знання.

Таким чином, дане дослiдження емпiричних даних, а також запропонована тут

модель збагачують iнструментарiй для кiлькiсного вивчення процесу наукового

дослiдження. Iнше можливе продовження аналiзу може бути досягнуто засто-

суванням структури гiпермережi, коли узагальнюється поняття вiдношення мiж

двома об’єктами до зв’язкiв мiж багатьма об’єктами [296].

7.3.1. Про структуру семантичних мереж та аналiз понять на

базi препринтiв ArXiv

Зважаючи на все вищесказане, першочерговим є аналiз структури семанти-

чних мереж у науцi та моделювання процесiв їх еволюцiї. З цiєю метою викори-

стано базу препринтiв репозиторiю arXiv.org, i словник наукових понять, зiбра-



204

(a) (b)

Рис. 7.5. Побудова мережi наукових понять. (a) Статтi Ai, що мiстять певну кiль-
кiсть рiзних понять Cj, представленi у виглядi (b) дводольної мере-
жi, яка складається з вузлiв двох типiв: статтi A1, A2, . . . , AN i поняття
C1, C2, . . . , CN . У дводольнiй мережi зв’язки присутнi лише мiж вузла-
ми рiзних видiв: кожен вузол Ai пов’язаний з вузлом Cj, що вiдповiд-
ає поняттю, яку зустрiчаємо в цiй статтi. Емпiричнi данi базуються на
N = 36386 arXiv.org статтях i мiстять N = 11853 унiкальних понять.

ний через платформу ScienceWISE.info3, див. рис. 7.5. Станом на 2021 рiк цей

словник мiстив найповнiшу колекцiю наукових понять у галузi фiзики. Щоб роз-

глянути зв’язки мiж поняттями, проаналiзовано як поняття зустрiчаються разом

у публiкацiях. Такий аналiз дозволяє побудувати мережу понять, а емпiричний

аналiз i моделювання цiєї мережi є основним предметом дослiдження.

7.3.2. Про базу даних

У цьому пiдроздiлi навередено результати дослiдження для збiрника науко-

вих публiкацiй у галузi фiзики. Вибiрка рукописiв складається з 36 386 преприн-

3ScienceWISE. info — це веб-служба, пов’язана з основними онлайн-репозиторiями, такими як arXiv, осо-
бливiстю якої є висхiдний пiдхiд до управлiння науковими поняттями (http://sciencewise.info/faq). Поняття
автоматично витягуються з наукових публiкацiй за допомогою KPEX алгоритму [297], а потiм перевiряються за-
реєстрованими користувачами платформи, див. також [298] для отримання додаткової iнформацiї.

http://sciencewise.info/faq
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тiв, поданих до електронного сховища arXiv.org протягом 2013 року, якi були

вiднесенi до однiєї категорiї пiд час процесу подання. Мiжкатегорiйнi статтi було

вилучено з поточного аналiзу, щоб мати однозначну вiдповiднiсть iз наборами да-

них, проаналiзованими в [289, 298, 299]. Для кожного з рукописiв набiр властивих

йому понять було видiлено за допомогою платформи ScienceWISE [300]. Таким

чином, данi, що розглядаються, див. рис. 7.5 (a), можуть бути зручно описанi у

формi дводольної мережi (це та iншi визначення пов’язанi з теорiєю складних ме-

реж бiльш детально можна знайти, наприклад, у [301]), яка складається з вузлiв

двох типiв: статтi A1, A2, . . . , AN i поняттю C1, C2, . . . , CN , див. рис. 7.5 (b). У ро-

ботi [298] метою було проаналiзувати структуру одномодової проекцiї дводольної

мережi в простiр статей. Таким чином знайдено спiльноти, якi розкривають вну-

трiшню тематичну структуру. У свою чергу аналiз наведений нижче стосувати-

меться мережi понять: представляючи iнтерес як такий, вiн може також служити

як i додатковий крок в аналiзi всiєї дводольної мережi, через її iншу одномодову

проекцiю.

Крiм перевiрки понять, користувачам платформи ScienceWISE [300] було

запропоновано класифiкувати поняття як загальнi або специфiчнi. Таким чи-

ном кожне поняття, класифiковане як загальне, отримало вiдповiдну мiтку в базi

даних. Повнi тексти рукописiв були вiдсканованi платформою ScienceWISE [300]

з метою видiлення наукових понять, тобто, конкретних слiв або їх комбiнацiй, якi

мiстяться в кожному препринтi. ScienceWISE було створено як краудсорсингову

платформу з метою допомогти вченим шляхом автоматизацiї частини їх повсяк-

денної роботи. Кожен зареєстрований користувач мiг розширити наявний словник

наукових понять (наукових iдей, виражених у термiнах ключових слiв) i, у свою

чергу, отримати рекомендацiї щодо (щойно поданих) препринтiв на основi його

чи її iнтересiв. У процесi видiлення понять платформа ScienceWISE класифiкує

поняття на загальнi та специфiчнi i змогла отримати близько 20, 000 наукових по-

нять. Тут наведено деякi приклади загальних та специфiчних понять отриманих

платформою ScienceWISE.info з кiлькох препринтiв arXiv.org.4

4ScienceWISE.info доступ вiд 26 липня 2021 р.
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Рис. 7.6. Розподiл кiлькостi визначених понять у повному текстi препринту. Роз-
подiл має викривлену форму iз середнiм значенням 37 понять на пре-
принт, а хвiст мiстить понад 400 понять на препринт.

Загальна кiлькiсть понять у наборi даних становить 12 200, з цих 347 понять

є загальними, а 11 853 – незагальними. У [298] загальнi поняття були виключенi

з аналiзу, щоб уникнути надмiрного ущiльнення мережi статей. Для прямої вiд-

повiдностi дослiдженням, проведеним у [298], поняття, позначенi ScienceWISE як

загальнi, теж було виключено у цьому дослiдженнi. У результатi такої процедури

виявлено, що препринт мiстить у середньому 37 понять. Розподiл кiлькостi по-

нять на препринт має досить викривлену форму, як показано на рис. 7.6, де хвiст

розподiлу мiстить приблизно 400 понять на препринт.

7.3.3. Побудова мережi, її основнi особливостi та результати

Описаний набiр даних мiстить 11853 рiзних специфiчних понять. Однак не

тiльки iдеї важливi в наукових творчих процесах, але i спосiб їх поєднання. То-

му необхiдно представити кожне поняття вузлом мережi та з’єднати два вузли
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Табл. 7.3. Деякi особливостi мережi понять. Емпiрично спостережувана мережа
(перший рядок) порiвнюється з трьома рiзними моделями (Ердоша-
Ренi, Барабашi-Альберта та моделi GBPS (зростання за блоками з пе-
реважним вибором), якi обговорюються нижче. Наведено чисельнi ре-
зультати для наступних характеристик: кiлькiсть вузлiв N , кiлькiсть
зв’язкiв L, щiльнiсть зв’язкiв ρ, середнiй ступiнь вузла ⟨k⟩, його стан-
дартне вiдхилення σ i максимальне значення kmax, асортативнiсть змi-
шування за ступенями r, середнiй коефiцiєнт кластеризацiї ⟨C⟩ i гло-
бальна транзитивнiсть T .

N L× 106 ρ ⟨k⟩ σ kmax r ⟨C⟩ T

Емпiрична 11853 5.38 7.66% 908 1146 9970 −0.28 0.74 0.38
Ердоша-Ренi 11853 5.38 7.66% 908 29 1023 0.00 0.08 0.08
Барабашi-Альберта 11853 5.38 7.66% 908 568 3875 0.01 0.15 0.15
Модель GBPS 11554 1.50 2.25% 260 788 7603 −0.62 0.95 0.12

зв’язком одиничної ваги, якщо вiдповiднi поняття з’явилися разом принаймнi

в однiй публiкацiї. Структура та еволюцiя цiєї мережi, яка надалi називається

емпiричною мережею понять, є предметом подальшого аналiзу. Отримана мере-

жа емпiричних понять складається з N = 11853 вузлiв, з’єднаних L = 5382448

зв’язками5.

У таблицi 7.3 в першому рядку (позначеному як ‘емпiричний’) наведено

основнi характеристики мережi понять, побудованих на основi даних, описаних

у попередньому абзацi. Серед наведених характеристик, помiтно, що емпiрично

спостережувана мережа понять дуже щiльна: щiльнiсть зв’язкiв ρ = 7, 66%. Це

число вказує на щiльнiсть понять пов’язаних в межах розглянутої дисциплiни:

автори якi проводять дослiдження з фiзики, широко використовують загально-

прийняту термiнологiю. Одним iз наслiдкiв є високе значення середнього ступеня

вузла. Стандартне вiдхилення розподiлу ступеня вузла вказує на високий рiвень

неоднорiдностi серед статистики спiльного виникнення понять. Це також можна

спостерiгати з перекошеної форми гiстограми значень ступеня вузла N(k), як

показано на малюнку 7.7 сiрими дисками. Хвiст гiстограми можна вiзуально по-

рiвняти зi степеневою функцiєю k−γ з показником, близьким до γ = 1. Хоча

5Усi властивостi мережi було розраховано за допомогою реалiзацiї пакету Python igraph [302].
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цю емпiричну мережу не можна формально класифiкувати як щiльну мережу

[303, 304], вона набагато щiльнiша порiвняно з iншими реальними мережами [23].

Подiбнi форми розподiлу ступенiв вузла були знайденi для кiлькох iнших анало-

гiчних емпiричних мереж [292, 293]. Вiд’ємне значення асортативного змiшування

за ступенями r = −0, 28, визначене як коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона мiж ступе-

нями вузлiв на обох кiнцях зв’язкiв у мережi, вказує на те, що в мережi понять

вузли з високим ступенем зв’язкiв сильно притягують вузли з низьким ступенем.

Наявнiсть шаблонiв зв’язностi характеризується порiвняно високими значення-

ми середнього коефiцiєнта кластерностi ⟨C⟩ i глобальної транзитивностi T (пор.

⟨⟩ = T = 1 для повного графа та ⟨C⟩ = T = 0 для дерева). Для вузла i зi сту-

пенем ki > 1 коефiцiєнт кластерностi – вiдношенням iснуючих зв’язкiв mi мiж

сусiднiми вузлами до всiх можливих зв’язкiв мiж ними. У свою чергу, глобальна

транзитивнiсть T визначається як спiввiдношення мiж кiлькiстю замкнутих три-

плетiв у мережi та загальною кiлькiстю мережевих триплетiв [305]. Рiзниця мiж

значеннями ⟨C⟩ i T вказує на конкретнi топологiчнi особливостi мережi. Маючи

пiд рукою кiлькiснi показники основних функцiй мережi, продовжимо моделю-

вання процесу зростання, який поянює топологiю мережi, подiбної до емпiрично

спостережуваної.

Ми починаємо аналiз з моделей випадкового графа Ердоша-Ренi [306] i мо-

делi переважного приєднання Барабашi-Альберта [55]. Обидвi моделi дозволяють

генерувати нескорельованi мережi з тiєю ж кiлькiстю вузлiв N i зв’язкiв L, що

й емпiрична. Отже, щiльнiсть зв’язкiв ρ i середнiй ступiнь вузла ⟨k⟩ спiвпада-

ють. Розбiжностi стають очевидними при бiльш глибокому аналiзi. Результати

розрахунку характеристик мережi для ансамблю усередненого за бiльш нiж 100

реалiзацiями для кожної моделi показано у 2-му та 3-му рядках таблицi 7.3. Ви-

падковий граф Ердоша-Ренi бiльш однорiдний, нiж емпiрична мережа: стандар-

тне вiдхилення σ майже в 40 разiв менше, нiж для емпiричної мережi понять,

максимальний ступiнь вузла kmax перевищує його середнє значення ⟨k⟩ лише на

12%. Це можна побачити на малюнку 7.7, де вiдповiдна гiстограма N(k) показа-

на чорними дисками. Модель Барабашi-Альберта, ключовими складовими якої є
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Рис. 7.7. Гiстограми ступеня вузла N(k) для мереж понять, розглянутих у дослi-
дженнi. Емпiрично спостережувана мережа (сiрi диски) порiвнюється з
моделями Ердоша-Ренi та Барабашi-Альберта (чорнi та червонi диски
вiдповiдно).

зростання та переважне приєднання, краще вiдтворює неоднорiднiсть вузлiв ем-

пiричної мережi: kmax перевищує ⟨k⟩ бiльш нiж на 300%, а σ майже в 20 разiв

перевищує своє значення для графа Ердоша-Ренi. Проте загасання N(k) вiдбува-

ється набагато швидше, нiж в емпiричнiй мережi (див. червонi диски на малюн-

ку 7.7 i суцiльну лiнiю, яка вiдповiдає N(k) ∼ k−γ з показником загасання моделi

Барабашi-Альберта γ = 3 [55]). Розбiжностi ще бiльш вираженi, коли розглядати

структуру зв’язкiв мiж вузлами рiзного ступеня. Подiбно до графа Ердоша-Ренi,

мережа Барабашi-Альберта не є нi асортативною, нi дисасортативною, що вказує

на особливiсть емпiричної мережi понятть, якi не можуть бути охопленi моделями.

Iнша особливiсть, що не фiксується цими моделями, це рiзниця мiж середнiм ко-

ефiцiєнтом кластерностi ⟨C⟩ i глобальною транзитивнiстю T , незважаючи на те,

що значення для моделi Барабашi-Альберта ближчi до значень для емпiричної

мережi, нiж для мережi Ердоша-Ренi.
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7.3.4. Представлення моделi GBPS (growth by blocks with

preferential selection): зростання блоками iз переважним

приєднанням

Щоб зрозумiти можливi механiзми, якi призводять до структури схожої як

i для емпiричної мережi, було розроблено модель, яка вiдтворює її емпiрично спо-

стережуванi особливостi. При цьому головною метою було не досягнення високої

точностi вiдтворення заданого набору показникiв, а якiсний опис основних тен-

денцiй у структурi мережi та пояснення механiзмiв її генерацiї. Модель еволюцiї

мережi, яку було запропоновано, базується на одночасному врахуваннi двох фа-

кторiв: зростання за блоками та переважному вибору понять. Розглянемо процес

iз дискретним часом t = 1, . . . ,N . На кожному кроцi часу створюється нова стат-

тя At, яка мiстить блок понять nt. Вiн приєднується до мережi понять як повний

граф iз nt вузлiв. Генерування статтi складається з двох крокiв:

(i) визначення розмiру блоку nt;

(ii) вибiр конкретних понять для заповнення блоку.

Нижче детальнiше описано механiзм вiдбору понять.

Новi проти вже iснуючих понять

Процес вiдбору понять для At здiйснюється по одному, доки не буде дося-

гнуто необхiдної кiлькостi nt. Нижче наведено процедуру вибору i-го поняття для

статтi At, де i приймає значення вiд 1 до nt. Як пояснено вище, модель передбачає,

що з фiксованою (доволi низькою) iмовiрнiстю

πnovel
t,i = ν (7.1)

i-те поняття є новим, тобто, не належить множинi Ct−1. Вiдповiдно, з iмовiрнiстю

πexist
t,i = 1 − ν (7.2)

i-е поняття належить до множини понять Ct−1. Для зручностi позначимо пiдмно-

жину iснуючих понять iз Ct−1, що мiстяться в перших t−1 статтях i не включають
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i − 1 вибраних понять для статтi At, як Ct\i−1. Пiсля того, як iснуюче поняття

обрано, його не можна обрати повторно для тiєї ж статтi. Отже, його потрiбно

вибирати з множини Ct\i−1.

Нижче запропоновано два сценарiї вибору i-го поняття для статтi At з мно-

жини вже iснуючих понять.

Рiвномiрний процес вiдбору

Спочатку розглянемо рiвномiрний процес вiдбору (uniform selection process,

USP). Це вiдносно простий сценарiй. Вiн припускає, що кожне поняття, що з’явився

в множинi Ct−1, має однакову ймовiрнiсть бути обраним. Тобто, ймовiрнiсть

πexist
t,i (Cj), з якою поняття Cj буде обране як i-е для статтi At, задається

πexist,USP
t,i (Cj) =

(1 − ν)

|Ct\i−1|
, Cj ∈ Ct\i−1. (7.3)

Тут |Ct\i−1| є розмiром множини Ct\i−1.

Переважний процес вiдбору понять

Розглянемо переважний процес вiдбору понять (preferential selection process,

PSP). На вiдмiну вiд [287, 292, 293], тут перевага не визначається властивостями

початкової мережi. Жодна вхiдна iнформацiя про зв’язнiсть мiж поняттями не

потрiбна. У цьому сценарiї iмовiрнiсть πexist
t,i (Cj) того, що кпоняття Cj буде обране,

пропорцiйна кiлькостi статей Nt−1(Cj), у яких цей вiн появився:

πexist,PSP
t,i (Cj) =

(1 − ν)(Nt−1(Cj))
∑

ℓNt−1(Cℓ)
, Cj ∈ Ct\i−1 , (7.4)

де знаменник є сумою кiлькостi появ кожного коняття Cℓ з множини Ct\i−1 у всiх

статтях.

У обох сценарiях мережа понять зростає за рахунок додавання клiкiв до

iснуючого графа. На кожному кроцi t, коли згенеровано нову статтю At, що мi-

стить nt понять, вона входить до мережi понять у виглядi повного графа з nt

вузлами та nt(nt − 1)/2 зв’язками мiж ними. Таким чином, протягом своєї ево-

люцiї в згенерованiй мережi понять можуть спостерiгатися наступнi процеси: i)
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додавання нових вузлiв, ii) виникнення зв’язкiв як мiж новими вузлами, так i

мiж новими та вже iснуючими вузлами, iii) виникнення нових зв’язкiв мiж ранiше

незв’язаними iснуючими вузлами, що є важливим для генерацiї щiльних мереж.

Хоча бiльшiсть структур складних мереж як природного, так i штучного по-

ходження є розрiдженими, iснує постiйний iнтерес до так званих щiльних мереж,

якi характеризуються розходженням середнього ступеня вузла. Для розподiлiв

типу scale-free це означає, що вiдповiдний показник спаду приймає значення вiд 1

до 2 [304, 307]. Приклади таких структур можна знайти у мозку [308], в iнтернетi

(див. [303] та посилання в ньому), у соцiальних рекомендацiйних системах [309].

Звичнi моделi зростання на основi переважного приєднання не здатнi вiдтворити

властивостi щiльних мереж. Причина полягає в тому, що зростання в таких моде-

лях вiдбувається шляхом однорiдного додавання вузлiв та зв’язкiв, що призводить

до розрiджених структур. Деякi сценарiї обходять це обмеження та призводять

до утворення щiльних мереж [304, 307, 310–313]. Хоча спостережувана мережа

понять характеризується дуже високою щiльнiстю зв’язкiв, строго кажучи, її не

можна назвати щiльною мережею у вище зазначеному сенсi. Однак, ми вважаємо,

що запропонована вище модель еволюцiї може бути корисною при вивченнi iнших

мереж з високою щiльнiстю зв’язкiв.

Пiсля визначення процесiв, що керують генерацiєю мережi понять, перейде-

мо до дослiдження топологiчних властивостей мережi, згенерованої за описаними

вище правилами.

7.3.5. Результати для рiзних механiзмiв вiдбору понять

Оскiльки кiлькiсть зв’язкiв L безпосередньо пов’язана iз середнiм ступенем

вузла ⟨k⟩, середнi ступенi вузлiв у мережах, згенерованих за допомогою механiзму

PSP, меншi, нiж у емпiричнiй мережi понять, тодi як середнi ступенi вузлiв у мере-

жах, згенерованих за допомогою механiзму USP, перевищують вiдповiдне значення

для емпiричної мережi понять. Серед двох розподiлiв розмiрiв блокiв емпiричний

розподiл забезпечує ближче значення середнього ступеня, якщо використовується
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(a) (b)

Рис. 7.8. Розподiли ступенiв вузлiв для мереж, згенерованих для (a) PSP та (b)
USP сценарiїв вiдбору понять, представленi на подвiйнiй логарифмiчнiй
шкалi. Чорнi кола позначають мережi понять, згенерованi iз застосува-
нням блокiв фiксованого розмiру, а червонi квадрати — мережi понять,
згенерованi iз застосуванням блокiв змiнного розмiру, отриманi з емпi-
ричних даних. Для порiвняння на рисунку також зображено розподiли
ступенiв вузлiв емпiричної мережi понять, що представленi сiрими ди-
сками. Результати вiдповiдають єдинiй реалiзацiї згенерованих мереж
понять для кожного набору ступенiв вiльностi.

механiзм PSP. Але в разi механiзму USP мережi, згенерованi з фiксованими розмi-

рами блокiв, мають значення ⟨k⟩, що ближче до оригiнальної мережi понять.

Як видно з рисунка, жоден iз розглянутих механiзмiв вiдбору понять у по-

єднаннi з розглянутими розподiлами розмiрiв блокiв не може точно вiдтворити

розподiл ступенiв емпiричної мережi понять. Проте, якщо обрано механiзм PSP,

можна вiдобразити його загальну форму.

Якщо механiзм PSP використовується у поєднаннi з фiксованим розмiром

блоку (чорнi диски на Рис. 7.8a), розподiл ступенiв для вiдносно великих значень

є степенево-спадним P (k) ∼ k−γ з показником близьким до γ ≈ 3. Загасання з

γ = 3 також очiкується для мережi Барбашi–Альберта [55], яка використовувала

переважне приєднання пiд час процесу генерацiї мережi. Згенерованi мережi по-

нять мають нульову ймовiрнiсть знаходження вузла зi ступенем k < 36, оскiльки

мiнiмальний розмiр блоку встановлює порогове значення для ступеня вузла.

Якщо механiзм PSP використовується у поєднаннi зi змiнним розмiром бло-
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ку (червонi диски на Рис. 7.8a), розподiл ступенiв вузлiв згенерованої мережi

ближчий до розподiлу ступенiв емпiричної мережi, нiж розподiл для згенерова-

ної з фiксованим розмiром блоку. Оскiльки мiнiмальний блок може складатися

з одного поняття, iснує ненульова ймовiрнiсть знаходження iзольованого вузла у

згенерованiй мережi, що не видно на Рис. 7.8a через логарифмiчну шкалу. Тодi

P (k) має тенденцiю зростати зi збiльшенням k до значень k = 30÷ 50, подiбно до

розподiлу ступенiв емпiричної мережi понять. Подальший спад розподiлу ступенiв

вузлiв вiдбувається повiльнiше, нiж у згенерованiй мережi понять з фiксованим

розмiром блоку, проте швидше, нiж в емпiричнiй мережi понять. Навiть якщо

механiзм PSP у поєднаннi зi змiнним розподiлом розмiрiв блоку не дозволяє зге-

нерувати мережу понять, що точно вiдтворює розподiл ступенiв вузлiв емпiричної

мережi понять, вiн дозволяє отримати мережу з P (k), яка має подiбнi властивостi

до емпiричної мережi: зростання P (k) для малих значень k та вiдносно повiльний

спад для великих значень k.

Розподiли ступенiв вузлiв для згенерованих мереж, що використовують ме-

ханiзми PSP та USP, показанi на Рис. 7.8 (a та b вiдповiдно). Для порiвняння також

наведено розподiл P (k) для емпiричної мережi.

Порiвняння основних особливостей мережi понять, згенерованiй завдяки мо-

делi зростанням за блоками iз механiзмом переважного вибору понять наведено

в останньому рядку таблицi 7.3. Так само як i для двох описаних ранiше моде-

лей, тут виводяться значення усередненi за ансамблем iз 100 реалiзацiй мережi.

Кiлькiсть статей, згенерованих у симуляцiях покладали таку ж саму, як кiль-

кiсть статей (N = 36386) у наборi емпiричних даних. Фiксацiя кiлькостi статей

не гарантує, що згенерована мережа матиме однакову кiлькiсть вузлiв (понять).

Для вiльного параметра моделi було обрано ν = 8.8 · 10−3, щоб отримати розумне

значення кiлькостi понять N див. [23], де розглядалися iншi механiзми вибору по-

нять. Як видно з таблицi, тепер змодельована мережа понять має двi особливостi,

якi не вдалося вiдтворити моделям Ердоша-Ренi та Барабашi-Альберта. Вона є

дизасортативною (r < 0) i її середнiй коефiцiєнт кластерностi та глобальна тран-

зитивнiсть вiдрiзняються один вiд одного. Той факт, що зростання за блоками
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та механiзм переважного вибору дозволяють правильно зрозумiти основнi осо-

бливостi мережi понять додатково пiдтверджується формою гiстограми ступеня

вузла.

7.4. Висновки

Було проведено дослiдження спiвпрацi українських авторiв у ЖФД за пе-

рiод 1996–2016. На основi отриманих результатiв побудовано мережi спiвпрацi

та проаналiзовано окремi мережевi характеристики. Також аiдтверджено низку

тенденцiй, а саме: бiльшiсть публiкацiй належить авторам з великих наукових

центрiв, таких як Львiв (439 статей) та Київ (181 стаття). Цi мiста є ключовими

вузлами мережi спiвпрацi з найвищими ступенями (15 i 12 вiдповiдно). Лiдери

публiкацiйної активностi залишалися стабiльними протягом усього аналiзованого

перiоду. Натомiсть низка мiст з’являлася лише одноразово, наприклад, Хмель-

ницький, Кропивницький чи Слов’янськ. Аналiз спiвпрацi мiж установами НАН

України та ВНЗ показав, що частка публiкацiй ВНЗ перевищує iншi в кожному

роцi. Частка спiльних статей мiж цими двома типами установ змiнюється зале-

жно вiд року, але нiколи не зникає, що свiдчить про сталу взаємодiю академi-

чного та освiтнього секторiв. Проведений аналiз показав, що наукова дiяльнiсть

українських авторiв у ЖФД характеризується високою концентрацiєю у кiлькох

наукових центрах, стабiльною спiвпрацею мiж академiчними та освiтнiми уста-

новами, а також обмеженою географiчною представленiстю наукових iнiцiатив у

деяких регiонах. Подальше стимулювання мiжнародної спiвпрацi та залучення

менш активних регiонiв може стати ключовими напрямками для розвитку укра-

їнської наукової спiльноти.

У другiй частинi цього роздiлу виконується аналiз мережi наукових понять,

побудованих на реальних даних. Було виявлено низку специфiчних особливостей,

таких як висока щiльнiсть, дисортативнiсть, рiзниця мiж транзитивнiстю та сере-

днiм коефiцiєнтом кластеризацiї разом iз “перекошеним” розподiлом ступенiв ву-

зла. Особливiстю емпiричної мережi наукових понять є високе значення щiльностi
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зв’язкiв. Значення ρ, знайдене в дослiдженнi, означає, що будь-яке випадково ви-

бране поняття в середньому зустрiчається разом з будь-яким iншим поняттям з

iмовiрнiстю ρ ≃ 7, 66%. У свою чергу, це свiдчить про те, що науковi поняття тiсно

пов’язанi в рамках розглянутої дисциплiни. Були зробленi спроби знайти вiдповiд-

ну модель для вiдтворення такого поєднання характеристик мережi та показано,

що традицiйнi мережевi моделi – граф Ердоша-Ренi та модель Барабашi-Альберта

– не можуть вiдтворити мережу з властивостями реальних семантичних мереж.

Запропонована генеративна модель вiдтворює та пояснює цю функцiю ме-

режi. Хоча отримана мережа не належить до класу щiльних мереж, якi активно

обговорюються в лiтературi [304, 307, 310–313], але модель запропонована тут для

опису еволюцiї мережi понять може бути корисною при вивченнi iнших мереж з

високою щiльнiстю зв’язкiв. Вона побудована на загальнiй логiцi використання

наукових понять: поняття не надходять iзольовано, а їх група повинна викори-

стовуватися для опису змiсту. Тому природно моделювати зростання мережi як

надходження наборiв понять з кожною новою публiкацiєю. У цьому випадку пов-

нiстю пов’язана група вузлiв представляє цей набiр понять. Зростання мережi

понять вiдбувається не тiльки за рахунок додавання нових вузлiв i приєднання їх

до iснуючих у графi, а й за рахунок появи нових зв’язкiв мiж ранiше iснуючими

вузлами. Останнiй випадок може вiдповiдати появi зв’язкiв мiж сформованими

науковими галузями та може стосуватися нетипових комбiнацiй наукових знань

[288]. Показано, що для отримання задовiльних результатiв у моделюваннi таких

явищ необхiдно враховувати два механiзми: i) зростання за блоками та ii) перева-

жний вибiр понять. Запропонована проста модель дозволяє згенерувати мережу

з властивостями, якiсно подiбними до властивостей мережi емпiричних понять.

Жоден iз цих механiзмiв сам по собi не дає задовiльного результату: спостережу-

вана структура мережi вiдтворюється завдяки їх взаємодiї.
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ВИСНОВКИ

Основнi висновки та результати проведених дослiджень можна сформулю-

вати у виглядi наступних тверджень.

1. Запропоновано нову спiнову модель для дослiдження колективної поведiнки

на складних мережах – модель Iзiнга зi змiнною довжиною спiну S. Зберiга-

ючи бiнарнiсть моделi Iзiнга, спiни можуть вiдрiзнятися за значенням магнi-

тного моменту. Це, в свою чергу, дозволяє моделювати соцiальнi системи, у

яких агенти вiдрiзняються за силою емоцiй чи за рiвнем переконання. Хоча

така модель спочатку була запропонована для опису колективних явищ у

соцiальних системах, i, вiдповiдно, для дослiдження фазових переходiв на

графах, однак пiзнiше її було застосовано i для опису класичних проблем

статистичної фiзики, зокрема, для моделювання критичної поведiнки три-

вимiрних структурно-невпорядкованих магнетикiв.

2. Було розглянуто модель зi степенево-спадним розподiлом за довжинами спi-

нiв q(S) ∝ S−µ (оскiльки багато залежностей для моделей на складних

мережах описуються степеневими асимптотиками) на графах трьох типiв

(повному графi, графi Ердоша-Ренi та на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi

з функцiє розподiлу за ступенем вузлiв P (k) ∝ k−λ). Була отримана вiльна

енергiя моделi i проаналiзовано її вирази в рiзних дiапазонах параметрiв.

На основi вiльної енергiї отриманi вирази для рiзних термодинамiчних фун-

кцiй. Розглянуто асимптотичну поведiнку термодинамiчних характеристик

в околi критичної точки, а саме – критичнi показники, поправки до логари-

фмiчних поправок, скейлiнговi функцiї та вiдношення критичних амплiтуд.

3. Передбачено появу логарифмiчних поправок до головних степеневих асим-

птотик термодинамiчних характеристик моделi Iзiнга iз випадковою степе-
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нево-спадною довжиною спiна на безмасштабнiй мережi. Такi поправки ма-

ють вигляд (??), а їх значення для рiзних термодинамiчних величин при-

веденi в Таблицi 3.3. Знайденi логарифмiчнi поправки вiдрiзняються вiд

тих, що характеризують неперервнi фазовi переходи на гратках при верх-

нiй критичнiй вимiрностi dc чи на безмасштабних мережах при верхньому

критичному значеннi показника λc. Вiдмiннiсть полягає як у тому, що вони

спостерiгаються вздовж лiнiй фазової дiаграми, так i у тому, що за своїми

значеннями вони належать до нового класу унiверсальностi.

4. Змiни в магнiтнiй критичнiй поведiнцi структурно-невпорядкованих магне-

тикiв зазвичай пiдтверджуються експериментально та в комп’ютерному мо-

делюваннi для розведених систем, що складаються з магнiтних i немагнiтних

компонент. У дисертацiйнiiй роботi показано, що подiбнi ефекти можна спо-

стерiгати не тiльки для розведених магнетикiв з немагнiтними домiшками,

але вони можуть також реалiзуватися, наприклад, при наявностi двох (i

бiльше) хiмiчно рiзних магнiтних компонент. З цiєю метою проведено дослi-

дження критичної поведiнки сумiшi двох Iзiнгiвських магнетикiв iз рiзни-

ми довжинами елементарних магнiтних моментi. Показано, що така модель

належить до класу унiверсальностi 3D моделi Iзiнга з розведенням вузлiв.

Пояснено ефективну критичну поведiнку i продемонстровано її особливостi

за допомогою Монте-Карло моделювання. Таким чином, дослiдження нада-

ло новi уявлення про вплив структурного безладу на критичну поведiнку

магнетикiв i показало можливостi налаштування критичних властивостей

систем за допомогою варiацiй мiкроскопiчних параметрiв.

5. Було здiйснено детальний огляд робiт i отриманих результатiв для (q + r)-

станової моделi Поттса з невидимими станами (де r – кiлькiсть невидимих

станiв), для яких спiн, що перебуває у одному з цих станiв, не взаємодiє

з iншими спiнами у системi. Було вперше розглянуто та отримано вирази

для статистичної суми i вiльної енергiї моделi на повному графi (коли всi

вузли пов’язанi мiж собою, тобто, у наближеннi середнього поля), а також
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на вiдпаленiй безмасштабнiй мережi.

6. Отриманi результати для моделi Поттса з невидимими станами на безмас-

штабнiй мережi пiдтверджують, що q, r та λ вiдiграють роль глобальних

параметрiв, що визначають критичну поведiнку системи. Показано, що до-

давання невидимих станiв викликає новий по своїй природi додатковий фа-

зовий перехiд першого роду, який для певного дiапазону r iснує поряд з

фазовим переходом, який iснував при r = 0. Це означає, що топологiчний

та ентропiйний ефекти на фазовий перехiд є незалежними. Для випадку без-

мастабної мережi вплив топологiї, який представлений граничними значен-

нями λc(q), домiнує над ентропiйним фактором, що визначається кiлькiстю

невидимих станiв r.

7. Проведено аналiз критичної поведiнки моделi Блюма-Капеля за допомогою

аналiзу нулiв статистичної суми. Модель розглянуто на повному графi, де

в термодинамiчнiй границi точнi розв’язки демонструють асимптотичну по-

ведiнку, характерну для теорiї середнього поля. Проведений аналiз нулiв

для наближеного представлення статистичної суми у комплекснiй площинi

параметрiв (температури, магнiтного поля, кристалiчного поля) дозволив

отримати детальну iнформацiю про фазовi переходи та критичну поведiнку.

Встановлено, що нулi Лi-Янга розташовуються на уявнiй осi, пiдтверджу-

ючи наявнiсть фазового переходу другого роду. Поведiнка нулiв Фiшера та

нулiв кристалiчного поля поблизу критичних i трикритичних точок надає

додаткову iнформацiю про механiзми фазових переходiв, пiдтверджуючи

теоретичнi передбачення. Навiть у випадку аналiзу розкладених наближе-

них виразiв вдалося отримати результати, що автоматично задовольняють

скейлiнг кооодинат нулiв вiд розмiру системи.

8. Продемонстровано, як iдеалiзованi моделi мереж та моделi їх росту реалiзу-

ються у спостережуваних мережах на практицi. З цiєю метою використову-

ючи методи теорiї складних мереж було проведено дослiдження структури

i параметрiв для мережi спiвпрацi (на пiдставi мережi спiвавторства “Жур-
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налу Фiзичних Дослiджень”, що видається у Львовi) та семантичної мережi

понять (на пiдставi термiнiв iз статей на серверi препринтiв arXiv).

9. При дослiдженнi мережi наукових концепцiй було виявлено нетипову стру-

ктуру для мережi, а саме – високу щiльнiсть зв’язкiв i специфiчнi власти-

востi, такi як дисортативнiсть та нерiвномiрний розподiл ступенiв вузлiв.

Iснуючi моделi, якi переважно використовують для моделювання таких си-

стем (як граф Ердоша-Ренi та Барабашi-Альберта), не змогли вiдтворити цi

характеристики. Саме тому була запропонована нова генеративна модель,

яка пояснює еволюцiю таких мереж. Вона включає два механiзми: зроста-

ння за блоками та переважний вибiр понять, якi в комбiнацiї забезпечують

результат, що корелює iз структурою реальних семантичних мереж, вiдтво-

рюючи мережу з високою щiльнiстю зв’язкiв, i є корисною для вивчення

iнших схожих мереж.
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Shlosman S. // Communications in Mathematical Physics . 1991. Vol. 140, no. 1.

P. 81–91.

138. Torpid mixing of some Monte Carlo Markov chain algorithms in statistical physi-

cs / Borgs C., Chayes J., Kim J., Frieze A., Tetali P., Vigoda E., and Vu V. //

Proceedings of the 40th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer

Science. New York : IEEE. 1999. P. 218–229.

139. Potts models with invisible states on general Bethe lattices / Ananikian N., Izmai-

lyan N., Johnston D., Kenna R., and Ranasinghe R. // Journal of Physics A:

Mathematical and Theoretical . 2013. Vol. 46, no. 38. P. 385002.

140. Kasteleyn P. W., Fortuin C. M. Phase transitions in lattice systems with

random local properties. 1969. Access mode: https://api.semanticscholar.

org/CorpusID:117993636.

141. Giri M. R., Stephen M. J., Grest G. S. Spin models and cluster distributions for

bond and site percolation models // Phys. Rev. B . 1977. Dec. Vol. 16. P. 4971–

4977.

142. Stephen M. Percolation problems and the Potts model // Physics Letters A.

https://doi.org/10.1143/JPSJ.77.103002
https://doi.org/10.1143/JPSJ.77.103002
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.79.214436
https://doi.org/10.1143/JPSJ.79.114705
https://doi.org/10.1017/S0305004100027419
https://doi.org/10.1017/S0305004100027419
https://doi.org/cmp/1104247908
https://doi.org/10.1088/1751-8113/46/38/385002
https://doi.org/10.1088/1751-8113/46/38/385002
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:117993636
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:117993636
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.16.4971
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0375-9601(76)90625-3


235

1976. Vol. 56, no. 3. P. 149–150.

143. Deng Y., Garoni T. M., Sokal A. D. Ferromagnetic Phase Transition for the

Spanning-Forest Model (q → 0 Limit of the Potts Model) in Three or More

Dimensions // Phys. Rev. Lett. 2007. Jan. Vol. 98. P. 030602.

144. Jacobsen J. L., Saleur H. The arboreal gas and the supersphere sigma model //

Nuclear Physics B . 2005. Vol. 716, no. 3. P. 439–461.

145. Fortuin C., Kasteleyn P. On the random-cluster model: I. Introduction and relati-

on to other models // Physica. 1972. Vol. 57, no. 4. P. 536–564.

146. Stenull O., Janssen H. K., Oerding K. Critical exponents for diluted resistor

networks // Phys. Rev. E . 1999. May. Vol. 59. P. 4919–4930.

147. Aharony A. Low-temperature phase diagram and critical properties of a dilute

spin glass // Journal of Physics C: Solid State Physics . 1978. jun. Vol. 11, no. 11.

P. L457.

148. Aharony A., Pfeuty P. Dilute spin glasses at zero temperature and the 1/2-state

Potts model // Journal of Physics C: Solid State Physics . 1979. feb. Vol. 12,

no. 3. P. L125.

149. Siva K., Tao J., Marcolli M. Spin glass models of syntax and language evolution //

arXiv: 1508.00504 . 2015. P. L125.

150. Lubensky T. C., Isaacson J. Field Theory for the Statistics of Branched Polymers,

Gelation, and Vulcanization // Phys. Rev. Lett. 1978. Sep. Vol. 41. P. 829–832.

151. Kihara T., Midzuno Y., Shizume T. Statistics of Two-Dimensional Lattices with

Many Components // J. Phys. Soc. Jap. 1954. P. 681.

152. Straley J. P., Fisher M. E. Three-state Potts model and anomalous tricritical

points // Journal of Physics A: Mathematical, Nuclear and General . 1973. sep.

Vol. 6, no. 9. P. 1310.

153. Mittag L., Stephen M. J. Mean-field theory of the many component Potts

model // Journal of Physics A: Mathematical, Nuclear and General . 1974. jun.

Vol. 7, no. 9. P. L109.

154. Critical Behavior of the Ising model in annealed scale-free networks / Lee S. H.,

Ha M., Jeong H., Noh J. D., and Park H. // Phys. Rev. E . 2009. Vol. 80. P. 051127.

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.030602
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2005.04.001
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0031-8914(72)90045-6
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.59.4919
https://doi.org/10.1088/0022-3719/11/11/004
https://doi.org/10.1088/0022-3719/12/3/008
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1508.00504 Focus to learn more
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.41.829
https://doi.org/https://doi.org/10.1143/JPSJ.9.681
https://doi.org/10.1088/0305-4470/6/9/007
https://doi.org/10.1088/0305-4470/7/9/003
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.80.051127


236

155. Aiello W., Chung F., Lu L. A Random Graph Model for Power Law Graphs //

Exp. Math. 2001. Vol. 10. P. 53.

156. Dorogovtsev S. N., Goltsev A. V., Mendes J. F. F. Ising model on networks with

an arbitrary distribution of connections // Phys. Rev. E . 2002. Jul. Vol. 66.

P. 016104.

157. Dueck G., Scheuer T. Threshold accepting: A general purpose optimization algori-

thm appearing superior to simulated annealing // J. Comput. Phys. 1990. Vol. 90,

no. 1. P. 161–175.

158. Achlioptas D., D’Souza R., Spencer J. Explosive percolation in random

networks // Science. 2009. Vol. 323, no. 5920. P. 1453–1455.

159. Explosive percolation: Unusual transitions of a simple model / Bastas N., Giazi-

tzidis P., Maragakis M., and Kosmidis K. // Physica A: Statistical Mechanics

and its Applications . 2014. Vol. 407. P. 54–65.

160. Adler J. Bootstrap percolation // Physica A: Statistical Mechanics and its Appli-

cations . 1991. Vol. 171, no. 3. P. 453–470.

161. Brush S. History of the Lenz-Ising Model // Rev. Mod. Phys. 1967. Vol. 39.

P. 883–893.

162. Martin N. History of the Lenz-Ising Model 1920-1950: From Ferromagnetic to

Cooperative Phenomena // Arch. Hist. Exact Sci. 2005. Vol. 59. P. 267–318.

163. Martin N. History of the Lenz–Ising Model 1950–1965: from irrelevance to

relevance // Arch. Hist. Exact Sci. 2009. Vol. 63. P. 243.

164. Martin N. History of the Lenz-Ising model 1965-1971: the role of a simple model

in understanding critical phenomena // Arch. Hist. Exact Sci. 2011. Vol. 65.

P. 625–658.

165. Kobe S. History of the Lenz-Ising Model // J. Stat. Phys. 1997. Vol. 88. P. 1572–

9613.

166. Sornette D. Physics and financial economics (1776–2014): puzzles, Ising and

agent-based models // Rep. Prog. Phys. 2014. Vol. 77. P. 062001.

167. The Fate of Ernst Ising and the Fate of his Model / Ising T., Folk R., Kenna R.,

Berche B., and Holovatch Y. // Journ. Phys. Stud. 2017. Vol. 21. P. 4001.

https://doi.org/10.1080/10586458.2001.10504428
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.66.016104
https://doi.org/10.1016/0021-9991(90)90201-B
https://doi.org/10.1126/science.1167782
https://doi.org/10.1016/j.physa.2014.03.085
https://doi.org/10.1016/j.physa.2014.03.085
https://doi.org/10.1016/0378-4371(91)90295-N
https://doi.org/10.1016/0378-4371(91)90295-N
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.39.883
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00407-004-0088-3
https://doi.org/10.1007/s00407-008-0039-5
https://doi.org/10.1007/s00407-011-0086-1
https://doi.org/10.1023/B:JOSS.0000015184.19421.03
https://doi.org/10.1088/0034-4885/77/6/062001
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1706.01764 Focus to learn more


237

168. Stauffer D. Grand unification of exotic statistical physics // Phys. A Stat. Mech.

Appl. 2000. Vol. 285. P. 121–126.

169. Potts R. Some generalized order-disorder transformations // Math. Proc. Camb.

Philos. Soc. 1952. Vol. 48. P. 106–109.

170. Stanley H. Dependence of Critical Properties on Dimensionality of Spins // Phys.

Rev. Lett. 1968. Vol. 20. P. 589–592.

171. Stanley H. Phase Transitions and Critical Phenomena. Oxford, UK : Clarendon

Press, 1971.

172. Galam S. Sociophysics: A Physicists Modeling of Psycho–Political Phenomena.

Berlin/Heidelberg, Germany : Springer, 2012.

173. Ho lyst J. E. Cyberemotions. Collective Emotions in Cyberspace. Springer Series

“Understanding Complex Systems”. Berlin/Heidelberg, Germany : Springer, 2017.

P. 318.

174. Coupled order-parameter system on a scale-free network / Palchykov V., von

Ferber C., Folk R., and Holovatch Y. // Phys. Rev. E . 2009. Vol. 80. P. 011108.

175. Brout R. Statistical Mechanical Theory of a Random Ferromagnetic System //

Phys. Rev. 1959. Vol. 115. P. 824–835.

176. Bianconi G. Superconductor-insulator transition on annealed complex

networks // Phys. Rev. E . 2012. Vol. 85. P. 061113.

177. Cohen R., Ben Avraham D., Havlin S. Percolation critical exponents in scale-free

networks // Phys. Rev. E . 2002. Vol. 66. P. 036113.

178. Aiello W., Park F., Lu L. Proceedings of the STOC ’00: Proceedings of the Thirty-

Second Annual ACM Symposium on Theory of Computing, Portland, OR, USA,

21–23 May 2000 // STOC ’00. New York, NY, USA : Association for Computing

Machinery. 2000.

179. Entropic equation of state and scaling functions near the critical point in

uncorrelated scale-free networks / von Ferber C., Folk R., Holovatch Y., Kenna R.,

and Palchykov V. // Phys. Rev. E . 2011. Vol. 83. P. 061114.

180. Berlin T., Kac M. The Spherical Model of a Ferromagnet // Phys. Rev. 1952.

Vol. 86. P. 821–835.

https://doi.org/10.1016/S0378-4371(00)00275-2
https://doi.org/10.1016/S0378-4371(00)00275-2
https://doi.org/10.1017/S0305004100027419
https://doi.org/10.1017/S0305004100027419
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.20.589
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.20.589
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/978-3-319-43639-5
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevE.80.011108
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRev.115.824
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevE.85.061113
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevE.66.036113
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevE.83.061114
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRev.86.821


238

181. Kac M. On the Partition Function of a One–Dimensional Gas // Phys. Fluids .

1959. Vol. 2.

182. Baker G. One-Dimensional Order-Disorder Model Which Approaches a Second-

Order Phase Transition // Phys. Rev. 1961. Vol. 122. P. 1477–1484.

183. Baker G. Ising Model with a Long-Range Interaction in the Presence of Residual

Short-Range Interactions // Phys. Rev. 1963. Vol. 130. P. 1406–1411.

184. Kac M., Helfand E. Study of Several Lattice Systems with Long–Range Forces //

J. Math. Phys. 1963. Vol. 4. P. 1078.

185. Kac M., Uhlenbeck G., Hemmer P. On the van der Waals Theory of the Vapor–

Liquid Equilibrium. I. Discussion of a One–Dimensional Model // J. Math. Phys.

1963. Vol. 4. P. 216.

186. Kac M., Thompson J. Critical Behavior of Several Lattice Models with Long–

Range Interaction // J. Math. Phys. 1969. Vol. 10. P. 1373.

187. Kenna R. Universal Scaling Relations for Logarithmic-Correction Exponents //

Order, Disorder and Criticality. World Scientific, 2012. Vol. 3. P. 1–46.

188. Kenna R., Johnston D., Janke W. Scaling Relations for Logarithmic Correcti-

ons // Phys. Rev. Lett. 2006. Vol. 96. P. 115701.

189. Kenna R., Johnston D., Janke W. Self-Consistent Scaling Theory for Logarithmic-

Correction Exponents // Phys. Rev. Lett. 2006. Vol. 97. P. 155702.

190. Kenna R., Johnston D., Janke W. Publisher’s Note: Self-Consistent Scaling

Theory for Logarithmic-Correction Exponents // Phys. Rev. Lett. 2006. Vol. 97.

P. 169901E.

191. Kenna R., Berche B. Scaling and Finite-Size Scaling above the upper critical

dimension // Order, Disorder and Criticality. World Scientific, 2015. Vol. 4. P. 1–

54.

192. Privman V., Hohenberg P. C., Aharony A. Phase Transitions and Critical

Phenomena, Vol. 14, Domb C., Lebowitz J. L. (Eds.). Academic Press, New York,

1991.

193. Hankey A., Stanley H. E. Systematic Application of Generalized Homogeneous

Functions to Static Scaling, Dynamic Scaling, and Universality // Phys. Rev. B .

https://doi.org/https://doi.org/10.1063/1.1724399
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRev.122.1477
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRev.130.1406
https://doi.org/https://doi.org/10.1063/1.1704037
https://doi.org/https://doi.org/10.1063/1.1703946
https://doi.org/https://doi.org/10.1063/1.1664922
https://doi.org/https://doi.org/10.1142/8581
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.96.115701
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.97.155702
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.97.169901
https://doi.org/https://doi.org/10.1142/9375
https://doi.org/https://doi.org/10.1142/9375
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.6.3515


239

1972. Nov. Vol. 6. P. 3515–3542.

194. Stanley H. E. Scaling, universality, and renormalization: Three pillars of modern

critical phenomena // Rev. Mod. Phys. 1999. Mar. Vol. 71. P. S358–S366.

195. Delfino G. Universal amplitude ratios in the two-dimensional Ising model1Work

supported by the European Union under contract FMRX-CT96-0012.1 // Phys.

Lett. B . 1998. Vol. 419, no. 1. P. 291–295.

196. Caselle M., Hasenbusch M. Universal amplitude ratios in the 3D Ising model //

Nucl. Phys. B Proc. Suppl. 1998. Vol. 63, no. 1. P. 613–615.

197. Engels J., Fromme L., Seniuch M. Numerical equation of state and other scaling

functions from an improved three-dimensional Ising model // Nucl. Phys. B .

2003. Vol. 655, no. 3. P. 277–299.

198. Gordillo-Guerrero A., Kenna R., Ruiz-Lorenzo J. J. Universal amplitude ratios

in the Ising model in three dimensions // J. Stat. Mech. 2011. sep. Vol. 2011,

no. 09. P. P09019.

199. Davies R. A., Pepper M., Kaveh M. An experimental test of the scaling theory of

conduction in two dimensions // J. Phys. C . 1983. apr. Vol. 16, no. 10. P. L285.

200. Stoop R., Peinke J., Parisi J. Phase transitions in experimental systems // Physi-

ca D . 1991. Vol. 50, no. 3. P. 405–411.

201. Analytic scaling functions applicable to dispersion measurements in percolati-

ve metal-insulator systems / McLachlan D. S., Heiss W. D., Chiteme C., and

Wu J. // Phys. Rev. B . 1998. Nov. Vol. 58. P. 13558–13564.

202. Walsh D. J., Guironnet D. Macromolecules with programmable shape, size, and

chemistry // PNAS . 2019. Vol. 116, no. 5. P. 1538–1542.

203. Krummenacher M., Steinhauser M. O. Self-assembly and complex formation of

amphiphilic star and bottle-brush block copolymers // J. Chem. Phys. 2022. 10.

Vol. 157, no. 15. P. 154904.

204. Berlin T. H., Kac M. The Spherical Model of a Ferromagnet // Phys. Rev. 1952.

Jun. Vol. 86. P. 821–835.

205. Hertz J. Disordered Systems // Phys. Scr. 1985. Vol. T10. P. 1.

206. Dotsenko V. S. Critical phenomena and quenched disorder // Phys. Uspekhi .

https://doi.org/10.1103/RevModPhys.71.S358
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(97)01457-3
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(97)01457-3
https://doi.org/10.1016/S0920-5632(97)00848-7
https://doi.org/10.1016/S0550-3213(03)00085-3
https://doi.org/10.1088/1742-5468/2011/09/P09019
https://doi.org/10.1088/0022-3719/16/10/006
https://doi.org/10.1016/0167-2789(91)90007-V
https://doi.org/10.1016/0167-2789(91)90007-V
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.58.13558
https://doi.org/10.1073/pnas.1817745116
https://doi.org/10.1063/5.0108479
https://doi.org/10.1103/PhysRev.86.821
https://doi.org/10.1088/0031-8949/1985/T10/001
https://doi.org/10.1070/PU1995v038n05ABEH000084


240

1995. Vol. 38. P. 457. [Usp. Fiz. Nauk 165 (1995) 481].

207. Pelissetto A., Vicari E. Critical phenomena and renormalization-group theory //

Physics Reports . 2002. Vol. 368, no. 6. P. 549–727.

208. Some random magnets were considered as good candidates for magnetic refri-

gerants / Duo Q., Ahoy D. Q., Pan M. X., Wang W. H., et al. // Various Sources .

2008–2020.

209. Grinstein G., Luther A. Application of the renormalization group to phase transi-

tions in disordered systems // Phys. Rev. B . 1976. Vol. 13. P. 1329.

210. Kompaniets M. V., Kudlis A., Sokolov A. I. Critical behavior of the weakly di-

sordered Ising model: Six-loop
√
ϵ expansion study // Phys. Rev. E . 2021. Vol.

103. P. 022134.

211. Egami T. Magnetic amorphous alloys: physics and technological applications //

Rep. Prog. Phys. 1984. Vol. 47. P. 1601.

212. Kaul S. N. Static critical phenomena in ferromagnets with quenched disorder //

J. Magn. Magn. Mater. 1985. Vol. 53. P. 5.

213. Effective critical behaviour of diluted Heisenberg-like magnets / Dudka M.,

Folk R., Holovatch Y., and Ivaneiko D. // Journal of Magnetism and Magnetic

Materials . 2003. Vol. 256, no. 1. P. 243–251.

214. Critical properties around the ferromagnetic-paramagnetic phase transition in

La0.7Ca0.3−xAxMnO3 compounds (A = Sr, Ba and x = 0, 0.15, 0.3) / Linh D. C.,

Thanh T. D., Anh L. H., Dao V. D., Piao H.-G., and Yu S.-C. // Journal of

Alloys and Compound . 2017. Vol. 725. P. 484–495.

215. Three-dimensional Heisenberg critical phenomena in

La0.6Bi0.1S0.3−xCaxMn0.9Cu0.1O3 manganites (x=0 and 0.05) / Bouzaiene E.,

Dhahri J., Hlil E. K., Belmabrouk H., and Alrobei H. // J Mater Sci: Mater

Electron. 2020. Vol. 31. P. 18186–18197.

216. Critical exponents and magnetic entropy change across the continuous magnetic

transition in (La, Pr)-Ba manganites / Tozri A., Kamel R., Mohamed W. S.,

Laif J., Dhahri E., and Hlil E. K. // Applied Physics A. 2022. Vol. 128. P. 575.

217. Magnetic properties, critical behavior and magnetocaloric effect in the

https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0370-1573(02)00219-3
https://doi.org/10.1038/s41598-020-63223-0
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.13.1329
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.103.022134
https://doi.org/10.1088/0034-4885/47/12/002
https://doi.org/10.1016/0304-8853(85)90128-3
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0304-8853(02)00569-3
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0304-8853(02)00569-3
https://doi.org/10.1016/j.jallcom.2017.07.168
https://doi.org/10.1016/j.jallcom.2017.07.168
https://doi.org/10.1007/s10854-020-04367-7
https://doi.org/10.1007/s10854-020-04367-7
https://doi.org/10.1007/s00339-022-05719-2


241

nanocrystalline Pr2Fe16Al / Jaballah H., Guetari R., Mliki N., and Bessais L. //

Journ. Phys. Chem. Solids . 2022. Vol. 169. P. 110752.

218. Guida R., Zinn-Justin J. Critical Exponents of the N-vector model // J. Phys.

A: Math. Gen. 1998. Vol. 31. P. 8103–8121.

219. Pelissetto A., Vicari E. Randomly dilute spin models: A six-loop field-theoretic

study // Phys. Rev. B . 2000. Sep. Vol. 62. P. 6393–6409.

220. Ferrenberg A. M., Xu J., Landau D. P. Pushing the limits of Monte Carlo si-

mulations for the three-dimensional Ising model // Phys. Rev. E . 2018. Apr.

Vol. 97. P. 043301.

221. Simmons-Duffin D. Bounds on 4D conformal and superconformal field theories //

High Energ. Phys. 2017. Vol. 86.

222. Kouvel J. S., Fisher M. Detailed Magnetic Behavior of Nickel Near its Curie

Point // Phys. Rev. 1964. Vol. 136. P. A1626.

223. Riedel E. K., Wegner F. J. Effective critical and tricritical exponents // Phys.

Rev. B . 1974. Vol. 9. P. 294.

224. Critical behavior near the paramagnetic to ferromagnetic phase transition

temperature in Sr1.5Nd0.5MnO4 compound / Zarai E., Issaoui F., Tozri A., Hussei-

nc M., and Dhahri E. J. // Supercond. Nov. Magn. 2016. Vol. 29. P. 869.

225. Structural, magnetic, magnetocaloric effect and critical behavior of

La0.7Sr0.3−xMnO3 (0 ≤ x ≤ 0.05) / Makni-Chakrouna J., Sfifir I., Cheikhrouhou-

Koubaa W., Koubaa M., and Cheikhrouhou A. // Journ. Magn. Magn. Mater.

2017. Vol. 432. P. 484.

226. Three-dimensional Heisenberg critical behavior in amorphous Gd65Fe20Al15 and

Gd71Fe3Al26 alloys / Hou K.-Y., Dong Q.-Y., Su L., Zhang X.-Q., and Cheng Z.-

H. // Journal of Alloys and Compounds . 2019. Vol. 788. P. 155.

227. Study of Critical Magnetic Behaviour in Nanocrystalline

La0.65Ce0.05Sr0.3Mn1−xCuxO3 (x=0, x=0.05 and x=0.15) Prepared by Pechini

Method / Chebaane M., Oumezzine M., Bellouz R., Hlil E. K., and Fouzri A. //

Journal of Superconductivity and Novel Magnetism. 2021. Vol. 34. P. 193.

228. Gebara P., Hasiak M. Determination of Phase Transition and Critical Behavior of

https://doi.org/10.1016/j.jpcs.2022.110752
https://doi.org/10.1088/0305-4470/31/40/006
https://doi.org/10.1088/0305-4470/31/40/006
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.62.6393
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.97.043301
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/JHEP05(2011)017
https://doi.org/10.1103/PhysRev.136.A1626
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.9.294
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.9.294
https://doi.org/10.1007/s10948-015-3367-0
https://doi.org/10.1016/j.jmmm.2017.01.100
https://doi.org/10.1016/j.jallcom.2019.02.212
https://doi.org/10.1007/s10948-020-05568-1


242

the As-Cast GdGeSi-(X) Type Alloys (Where X = Ni, Nd and Pr) // Materials .

2021. Vol. 14. P. 185.

229. Quenched Disorder and the Critical Behavior of a Partially Frustrated System /

Perumal A., Srinivas V., Rao V. V., and Dunlap R. A. // Phys. Rev. Lett. 2003.

Vol. 91. P. 137202.

230. Janssen H., Oerding K., Sengespeick E. On the crossover to universal criticality

in dilute Ising systems // J. Phys. A. 1995. Vol. 28. P. 6073.

231. Folk R., Holovatch Y., Yavors’kii T. Effective and asymptotic critical exponents

of a weakly diluted quenched Ising model: Three-dimensional approach versus
√
ε

expansion // Phys. Rev. B . 2000. Jun. Vol. 61. P. 15114–15129.

232. Crossover behavior in three-dimensional dilute spin systems / Calabrese P.,

Parruccini P., Pelissetto A., and Vicari E. // Phys. Rev. E . 2004. Mar. Vol. 69.

P. 036120.

233. Amit D. J., Martin-Mayor V. Field Theory, The Renormalization Group and

Critical Phenomena. World Scientific, 2005.

234. Zinn-Justin J., Kleinert H., Schulte-Frohlinde V. Quantum Field Theory and

Critical Phenomena and Critical Properties of ϕ4-Theories. Oxford Univ Press

and World Scientific, 1996 and 2001.

235. Dotsenko V. Introduction to the Replica Theory of Disordered Statistical

Systems. Cambridge : Cambridge University Press, 2001.

236. Yeomans J. M., Stinchcombe R. B. Critical properties of site- and bond-diluted

Ising ferromagnets // J. Phys. C: Solid State Phys. 1979. Vol. 12. P. 347.

237. Folk R., Moser G. Critical dynamics: a field-theoretical approach // Journal of

Physics A: Mathematical and General . 2006. may. Vol. 39, no. 24. P. R207.

238. Zinn-Justin J. Quantum Field Theory and Critical Phenomena. Oxford University

Press, 2002. 06. ISBN: 9780198509233.

239. Kleinert H., Schulte-Frohlinde V. Critical Properties of Phi4-Theories. WORLD

SCIENTIFIC, 2001. https://www.worldscientific.com/doi/pdf/10.1142/4733.

240. Le Guillou J. C., Zinn-Justin J. Critical Exponents for the n-Vector Model in

Three Dimensions from Field Theory // Phys. Rev. Lett. 1977. Jul. Vol. 39.

https://doi.org/10.3390/ma14010185
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.91.137202
https://doi.org/10.1088/0305-4470/28/21/012
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.61.15114
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.69.036120
https://doi.org/10.1088/0022-3719/12/2/022
https://doi.org/10.1088/0305-4470/39/24/R01
https://doi.org/10.1088/0305-4470/39/24/R01
https://doi.org/10.1093/acprof:oso/9780198509233.001.0001
http://isbndb.com/search-all.html?kw=9780198509233
https://doi.org/10.1142/4733
https://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/4733
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.39.95


243

P. 95–98.

241. Alvarez G., Martin-Mayor V., Ruiz-Lorenzo J. J. Summability of the perturbative

expansion for a zero-dimensional disordered spin model // J. Phys. A. 2000.

Vol. 33. P. 841.

242. Critical behavior of O(2)
⊗

O(N) symmetric models / Calabrese P., Parrucci-

ni P., Pelissetto A., and Vicari E. // Phys. Rev. B . 2004. Nov. Vol. 70. P. 174439.

243. Six-loop ε expansion study of three-dimensional n-vector model with cubic ani-

sotropy / Adzhemyan L. T., Ivanova E. V., Kompaniets M. V., Kudlis A., and

Sokolov A. I. // Nuclear Physics B . 2019. Vol. 940. P. 332–350.

244. Schloms R., Dohm V. Renormalization-Group Functions and Nonuniversal Cri-

tical Behaviour // Europhysics Letters . 1987. feb. Vol. 3, no. 4. P. 413.

245. Schloms R., Dohm V. Minimal renormalization without ε-expansion: Critical

behavior in three dimensions // Nuclear Physics B . 1989. Vol. 328, no. 3. P. 639–

663.

246. Khmel’nitskii D. E. Second-order phase transition in inhomogeneous bodies //

Sov. Phys. JETP. 1975. Vol. 41, no. 5. P. 981–984.

247. Lubensky T. C. Critical properties of random-spin models from the ϵ expansion //

Phys. Rev. B . 1975. May. Vol. 11. P. 3573–3580.

248. Fixed points in frustrated magnets revisited / Delamotte B., Holovatch Y.,

Ivaneyko D., Mouhanna D., and Tissier M. // Journal of Statistical Mechani-

cs: Theory and Experiment . 2008. mar. Vol. 2008, no. 03. P. P03014.

249. Relevance of the fixed dimension perturbative approach to frustrated magnets

in two and three dimensions / Delamotte B., Dudka M., Holovatch Y., and

Mouhanna D. // Phys. Rev. B . 2010. Sep. Vol. 82. P. 104432.

250. Analysis of the 3d massive renormalization group perturbative expansions: a

delicate case / Delamotte B., Dudka M., Holovatch Y., and Mouhanna D. //

Condensed Matter Physics . 2010. Vol. 13, no. 4. P. 43703.

251. Krinitsyn A. S., Prudnikov V. V., Prudnikov P. V. Calculations of the dynamical

critical exponent using the asymptotic series summation method // Theoretical

and Mathematical Physics . 2006. Apr. Vol. 147, no. 1. P. 561–575.

https://doi.org/10.1088/0305-4470/33/5/302
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.70.174439
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.nuclphysb.2019.02.001
https://doi.org/10.1209/0295-5075/3/4/005
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0550-3213(89)90223-X
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.11.3573
https://doi.org/10.1088/1742-5468/2008/03/P03014
https://doi.org/10.1088/1742-5468/2008/03/P03014
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.82.104432
https://doi.org/10.5488/cmp.13.43703
https://doi.org/10.1007/s11232-006-0063-z
https://doi.org/10.1007/s11232-006-0063-z


244

252. Kazakov D. I., Tarasov O. V., Shirkov D. V. Analytic continuation of the results

of perturbation theory for the model gϕ4 to the region g ⪆ 1 // Theoretical and

Mathematical Physics . 1979. Jan. Vol. 38, no. 1. P. 9–16.

253. Cooper F., Freedman B., Preston D. Solving φ4
1,2 field theory with Monte Carlo //

Nuclear Physics B . 1982. Vol. 210, no. 2. P. 210–228.

254. The four-dimensional site-diluted Ising model: A finite-size scaling study /

Ballesteros H., Fernández L., Mart́ın-Mayor V., Muñoz Sudupe A., Parisi G.,

and Ruiz-Lorenzo J. // Nuclear Physics B . 1998. Vol. 512, no. 3. P. 681–701.

255. Wiseman S., Domany E. Lack of self-averaging in critical disordered systems //

Phys. Rev. E . 1995. Oct. Vol. 52. P. 3469–3484.

256. Aharony A., Harris A. B. Absence of Self-Averaging and Universal Fluctuations

in Random Systems near Critical Points // Phys. Rev. Lett. 1996. Oct. Vol. 77.

P. 3700–3703.

257. Wolff U. Collective Monte Carlo Updating for Spin Systems // Phys. Rev. Lett.

1989. Jan. Vol. 62. P. 361–364.

258. Critical exponents of the three-dimensional diluted Ising model /

Ballesteros H. G., Fernández L. A., Mart́ın-Mayor V., Muñoz Sudupe A.,
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31. Dudka M., Krasnytska M., Ruiz-Lorenzo J., Holovatch Yu. On the criticality

of structurally disordered magnets // DPG Meetings 2023, Dresden (Germany), March

20–24, 2023. – Dresden, 2023. – DY 49.2.

32. Krasnytska M., Sarkanych P. Potts model with invisible states on a scale-free

network // DPG Meetings 2023, Dresden (Germany), March 20–24, 2023. – Dresden,

2023. – DY 45.15.

33. Krasnytska M., Holovatch Yu., Berche B., Kenna R. Ising model with variable

spin/agent strengths on graphs // DPG Meetings 2023, Dresden (Germany), March

20–24, 2023. – Dresden, 2023. – DY 45.15.

34. Krasnytska M., Sarkanych P., Berche B., Holovatch Yu., Kenna R. Potts

model with invisible states, old and new // 48th Conference of the Middle European

Cooperation in Statistical Physics (MECO48), Stará Lesná (Slovakia), May 22–26,
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Додаток Б

АПРОБАЦIЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

Основнi результати дисертацiйної роботи доповiдались i обговорювались на

таких наукових зустрiчах: MECO41: 42-nd International Conference of the Middle

European Cooperation in Statistical Physics (Lyon, France, 2017); Рiздв’янi диску-

сiї на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iм.

I. Франка (2018, 2019); MECO43: 43-rd International Conference of the Middle

European Cooperation in Statistical Physics (Kraków, Poland, 2018); International

11th Workshop on Current Problems in Physics (Lviv, Ukraine, 2018); IX Scientific

Conference “Selected issues of astronomy and astrophysics” (Lviv, Ukraine, 2018); 5-

th Conference on Statistical Physics: Modern Trends & Applications (Lviv, Ukraine,

2019); MECO45: 45-th International Conference of the Middle European Cooperati-

on in Statistical Physics (Hungary, online, 2020); MECO46: 46-th International

Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics (Latvia, online,

2021); 13th Workshop on Current Problems in Physics (Lviv, 2021); Всеукраїнська

школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї кон-

денсованої речовини, IФКС НАН України, Львiв (2018, 2021,2023); MECO47: 47-th

International Conference of the Middle European Cooperation in Statistical Physics

( Sicily, Italy, 2022); Statistical Physics and Low-Dimensional Systems (Abbaye des

Prémontrés - Pont-à-Mousson, France, 2022); PG Meetings 2023 (Dresden, Germany,

2023); MECO48: 48th Conference of the Middle European Cooperation in Statisti-

cal Physics ( Stará Lesná, Slovakia, 2023); igmaPhi2023 Conference (Chania-Crete,

Greece, 2023); Bogolyubov Kyiv Conference “Problems of Theoretical and Mathemati-

cal Physics” (Kyiv, Ukraine, 2024); а також на семiнарах Групи статистичної фiзики
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Унiверситету Естремадури (Бадахос, Iспанiя), Групи статистичної фiзики Унiвер-

ситету Лотарингiї (Нансi, Францiя), Вiддiлу конденсованої речовини Iнституту

низьких температур та дослiджень структури (Вроцлав, Польща), Iнституту те-

оретичної бiологiї, Унiверситету Гумбольдта в Берлiнi (Берлiн, Нiмеччина), семi-

нарах Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України (Львiв) та семiнарах

“Статистичнa фiзикa складних систем” IФКС НАН України.
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