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АНОТАЦIЯ

Краснов В.О. Термодинамiка та енергетичнi спектри граткових бозе-фермi

систем iз сильними кореляцiями. —Квалiфiкацiйна наукова праця на правах ру-

копису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук (кандидата наук) за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 —Фiзи-

ка та астрономiя). — Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,

2017.

Дисертацiя присвячена розвитку модельного опису взаємодiючих граткових

бозе-фермi систем з метою вивчення впливу фермiонної пiдсистеми на їх термоди-

намiчнi властивостi, а також особливостей фермiонного спектру у рiзних фазових

станах. В рамках псевдоспiн-електронної моделi (ПЕМ) дослiджено спектр еле-

ктронiв у локально-ангармонiчних кристалах з тунельним розщепленням рiвнiв.

На основi наближення сплаву, та з використанням методу динамiчного середньо-

го поля, вивчено перебудову електронного спектру (що супроводжується появою

нових пiдзон) та перехiд типу Мотта. Визначено критичнi значення параметрiв

моделi (таких як: частота тунелювання, константа взаємодiї мiж псевдоспiнами та

електронами, величина локального поля асиметрiї) що визначають умови появи

та число електронних пiдзон в спектрi. Шляхом застосування ПЕМ до опису iон-

ної iнтеркаляцiї в кристалах з рiзними заповеннями елетронних зон показано, що

пiд впливом взаємодiї з електронами та мiжпозицiйного перестрибування iнтер-

калянта можуть виникати: однорiдний або просторово модульований розподiли

iнтеркалянта; фазове розшарування; фази з високою рухливiстю iонiв. Для гра-

ткових надхолодних сумiшей бозе- та фермi атомiв в оптичних гратках, що опису-

ються моделлю Бозе-Фермi-Хаббарда (БФХ), було показано iснування двох типiв

бозе-конденсату пов’язаних з рiзним заповненням фермiонних станiв; це проявля-

ється у появi роздiлених областей фази з бозе-конденсатом на фазових дiаграмах

при (T = 0). Також, було показано, що у границi жорстких бозонiв та “важких”

фермiонiв, в таких системах, фазовi переходи до надплинної (SF) фази у режи-
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мi фiксованих хiмiчних потенцiалiв стають, при певних умовах, переходами 1-го

роду, що призводять до фазового розшарування при їх заданих концентрацiях; а

область iснування SF фази змiнює свою топологiю залежно вiд величини бозон-

фермiонної взаємодiї та температури i може бути одно- або двозв’язною. Показано

також, що, у таких системах при ненульових температурах можуть iснувати “ре-

ентрант” переходи (коли фаза з бозе-конденсатом є промiжною). Використовуючи

розрахунок одновузлової густини станiв фермiонiв, дослiджено фермiонний енер-

гетичний спектр моделi БФХ у границi жорстких бозонiв та сильної хаббардiв-

ської кореляцiї. Показано, що у фермiонному спектрi, в станi з бозе-конденсатом,

з’являються додатковi пiдзони внаслiдок появи нових фермiонних переходiв мiж

станами з рiзним числом бозонiв.

Ключовi слова: бозе-фермi сумiшi, енергетичний спектр, iонна iнтеркаляцiя,

оптичнi гратки, бозе-конденсат.
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ABSTRACT

Krasnov V.O. Thermodynamics and energy spectrums of lattice Bose-Fermi

mixtures with strong correlations. — Qualifying scientific work on the rights of the

manuscript.

Thesis on search of the scientific Degree of Candidate of Sciences in Physics and

mathematics on the speciality 01.04.02 “Theoretical Physics” (104 — Physics and

Astronomy). — Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy

of Sciences of Ukraine, Lviv, 2010.

Dissertation is devoted to development of the model description of the inter-

acting lattice Bose-Fermi systems for the purpose of study the fermion subsytem

influence on their thermodynamical properties and also the features of fermion en-

ergy spectrum in the various phase states. Based on the pseudospin-electron model

(PEM), the electron spectrum of locally-anharmonic crystals with tunneling splitting

of vibrational levels is investigated. The Mott-type transition and reconstruction of

spectrum (accompanied by appearance of additional subbands) is analyzed using the

alloy analogy approximation within the dynamical mean-field approach. The critical

values of the model parameters (such as tunneling frequency, pseudospin-electron in-

teraction constant, local asymmetry field) determining the conditions of emergence

and number of electron subbands are found. By application of PEM to describe the

ion intercalation in crystals with different filling of electron bands, it was shown that

under influence of the electron subsystem and the intersite jumping of impurities

the uniform or modulated intercalant distribution, the phase separation, as well as

the phases with high mobility of ions can appear. For lattice Bose-Fermi mixture

of ultracold atoms in optical lattice which is described by the Bose-Fermi-Hubbard

(BFH) model the existence of two types of Bose-Einstein condensate connected with

the different filling of fermion states is confirmed; it manifests in appearance of sep-

arate regions of SF phase on the phase diagrams at (T = 0). It was also shown, that

in the limit of hard-core bosons and “heavy” fermions in such a system, the phase

transitions to superfluid phase (SF) in the regime of fixed chemical potentials of
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particles become of the first order at certain conditions; this leads to phase separa-

tion in the case of their fixed concentrations. The area of the SF phase existence, in

such a case, changes its topology depending on the magnitude of the boson-fermion

interaction and also the temperature and can be simply- or doubly-connected. It

was shown that in such a system, in the case of non-zero temperatures, the so-called

“re-entrant” transitions ( when the phase with BE condensate is intermediate one)

can exist. The fermion spectrum of the BFH model in optical lattice is investigated

in the limit of hard-core bosons and strong Hubbard correlation by calculation of

one-particle density of states for fermions. It is shown that, if the system is in

the state with the Bose-Einstein condensate, the splitting in the fermion spectrum

takes place; the additional subbands appear here (due to the new fermion transitions

between states with different number of bosons).

Keywords: Bose-Fermi mixtures, energy spectrum, ion intercalation, optical

lattices, Bose-Einstein condensate.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Протягом останнiх рокiв у фiзицi квантових багаточастинкових систем зна-

чна увага зосереджена на нових явищах, у яких суттєвим чином проявляються ко-

лективнi ефекти, що пов’язанi з взаємодiєю та взаємним впливом частинок (квазi-

частинок), якi описуються рiзною статистикою - Бозе, Фермi, або змiшаною (типу

статистики Паулi, де при теоретичному опису використовується псевдоспiновий

формалiзм).

Серед таких об’єктiв особливої актуальностi набули оптичнi гратки з уль-

трахолодними бозе- та фермi-атомами i їх атомними сумiшами. Найбiльше зацi-

кавлення, в першу чергу, викликає конденсацiя бозе-атомiв (вiдкрита експеримен-

тально в [1] у системi 87Rb атомiв), там же було передбачено, що атомарний газ в

фазi моттiвського дiелектрика (MI-фазi) може розглядатись як новий стан матерiї

з унiкальними властивостями. Згодом, конденсацiя була отримана i для сумiшей

бозе (87Rb) та фермi (40K ) атомiв, де спостережено низку нових ефектiв, зумовле-

них взаємодiєю бозе- i фермi-пiдсистем. Було вивчено, зокрема, залежнiсть пере-

ходу до надплинної (SF-фази)вiд домiшкової концентрацiї фермiонiв у порiвняннi

з вiдповiдним MI-SF переходом в чистому бозонному газi. Особливе зацiкавлення

бозон-фермiонними сумiшами зумовлене ще й тим, що за допомогою резонансу

Фешбаха можна змiнювати константи мiжчастинкових взаємодiй i впливати тим

самим на згаданий перехiд та на фiзичнi властивостi в цiлому.

З другого боку, мiжсортова квантова взаємодiя проявляється i при iоннiй

iнтеркаляцiї в кристалах. У цьому випадку iнтеркальованi (домiшковi) частин-

ки при модельному гратковому описi виступають як жорсткi бозони, а характер

просторового розподiлу iнтеркалянта визначається як прямою взаємодiєю мiж
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впровадженими атомами, так i їх взаємодiєю з електронною пiдсистемою базово-

го кристалу.

Теоретичнi дослiджння граткових чистих та змiшаних бозе-фермi систем

розвиваються переважно на базi граткових моделей Бозе-Хаббарда (БХ) та Бозе-

Фермi-Хаббарда (БФХ) [2], а у випадку жорстких бозонiв псевдоспiн-фермiонної

та псевдоспiн-електронної моделi [3] (останню можна розглядати як граничний

випадок моделi БФХ). ПЕМ є однiєю з тих, що активно використовується в фiзи-

цi сильноскорельованих електронних систем. Початково вона була запропонована

до опису високотемпературних надпровiдникiв i дозволила описати роль ангармо-

нiчної пiдсистеми iонiв кисню у появi неоднорiдних станiв та явищi бiстабiльностi

[4]. Псевдоспiнове представлення також використовується для опису iонних про-

вiдникiв та iнтекраляцiї iонiв в кристалах [5]. На базi згаданих моделей найбiльш

повно вивченнi фазовi переходи мiж рiзними (однорiдними, модульованими i т.н.)

фазами, а для оптичних граток - в першу чергу переходи до надплинної фази.

Залишається важливим питання про вплив фермiонної (чи електронної) пiдси-

стеми на фазовi стани системи. Заслуговує уваги ситуацiя, коли можна вважати

заданими хiмiчнi потенцiали бозонiв та фермiонiв. Такий термодинамiчний режим

дозволяє бiльш повно описувати фазовi переходи 1-го роду та розшарування фаз.

Окремою проблемою є взаємний вплив пiдсистем на формування ефективної

взаємодiї мiж фермiонами (електронами) через бозони та мiж бозонами через фер-

мiони. Цей ефект добре вивчений в лiтературi [6]. Разом з тим, прояви згаданого

впливу в одночастинкових спектрах (особливо це стосується фермiонiв) з’ясованi

ще недостатньо. Тут викликає iнтерес можливiсть перебудови чи модифiкацiї та-

ких спектрiв при фазових переходах i, зокрема, при появi бозе-конденсату.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами i темами. Ди-

сертацiйна робота виконана в IФКС НАН України згiдно з планами робiт в рам-

ках держбюджетних тем “Розвиток аналiтичних методiв теорiї енергетичного спе-

ктру та динамiки сильнокорельованих систем частинок” (номер держреєстрацiї

0105U002085), “Розробка сучасних теоретичних методiв та їх застосування до ви-

вчення властивостей конденсованих систем” (Шифр теми БТ 01102, номер держ-
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реєстрацiї 0102U001794), “Розвиток i застосування методiв аналiтичної теорiї та

комп’ютерного експерименту для опису явищ переносу в iон-електронних систе-

мах”. ( номер держреєстрацiї 0107U002081), “Моделювання фiзичних властивостей

квантових граткових систем з багаточастинковими кореляцiями” (номер держре-

єстрацiї 0108U001154), “Квантовi багаточастинковi гратковi системи: динамiчний

вiдгук i ефекти сильних кореляцiй” (номер держреєстрацiї 0112U007761), “Бага-

томасштабнiсть i структурна складнiсть конденсованої речовини: теорiя i засто-

сування” (номер держреєстрацiї 0112U007762).

Мета i задачi дослiдження.

Основними об’єктами дослiдження у дисертацiйнiй роботi є системи бозе-

та фермi-частинок з сильними кореляцiями (кристалiчнi сполуки з перехiдними иа

рiдкiсноземельними елементами, iнтеркальованi кристали, атоми у оптичних гра-

тках), що описуються псевдоспiн-електронною моделлю та моделлю Бозе-Фермi-

Хаббарда. Предметом дослiдження є вивчення енергетичного спектру та фазо-

вих переходiв у таких моделях. Для вирiшення поставлених задач використанi

такi методи дослiдження: технiка операторiв Хаббарда та застосування теореми

Вiка для них, апарат двочасових та температурних функцiй Грiна, пiдхiд дина-

мiчного середнього поля, наближення хаотичних фаз та самоузгодженого поля,

наближення типу Хаббард I.

Метою дисертацiйної роботи є вивчення впливу фермiонної пiдсистеми у

змiшаних квантових системах бозе- та фермi-частинок на термодинамiчнi власти-

востi, рiвноважнi стани та фазовi переходи мiж ними (зокрема на явище бозе-

конденсацiї) в режимi заданих хiмiчних потенцiалiв частинок, а також особли-

востей фермiонного спектру в таких системах у рiзних квантових станах, у тому

числi у надплиннiй фазi. Для досягнення мети дослiджень поставлено такi задачi:

• Розрахунок енергетичного електронного спектру ПЕМ в рамках методу

ДСП, дослiдження впливу псевдоспiн-електронної взаємодiї, локального по-

ля асиметрiї та тунельного розщеплення рiвнiв на умови iснування та кiль-

кiсть електронних пiдзон.
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• Дослiдження термодинамiки iнтеркаляцiї iонiв в кристалах в рамках гра-

ткової псевдоспiнової моделi з врахуванням впливу електронної пiдсистеми.

• Дослiдження фазових переходiв при ненульових температурах в моделi БФХ

для ультрахолодних сумiшей бозе- та фермi-атомiв у оптичних гратках в на-

ближеннi хаотичних фаз з використанням формалiзму операторiв Хаббарда;

встановлення областей iснування надплинної фази та фази моттiвського дi-

електрика.

• Побудова для випадку жорстких бозонiв та “важких” фермiонiв у термо-

динамiчному режимi заданих хiмiчних потенцiалiв частинок. Дослiдження

можливостi змiни роду фазового переходу до надплинної фази при рiзних

температурах.

• Розрахунок електронного енергетичного спектру моделi БФХ у границi

сильної хаббардiвської кореляцiї в наближеннi жорстких бозонiв та дослi-

дження умов появи додаткових пiдзон в фермiонному спектрi за наявностi

бозе-конденсату.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, семи

роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Обсяг дисертацiї становить

194 сторiнки включно зi списком використаних джерел, що мiстить 145 наймену-

вань. Результати роботи проiлюстровано на 73 рисунках.

У вступi вказано актуальний стан даної тематики, сформульовано мету,

методи та завдання яке поставлено в дослiдженнi, вказано новизну та практичне

значення отриманих результатiв.

Перший роздiл присвячено огляду як теоретичних, так i експерименталь-

них робiт якi стосуються термодинамiчних властивостей та енергетичних спектрiв

багаточастинкових бозе-фермi систем на гратках. Розглянуто основнi теоретичнi

моделi, зокрема псевдоспiн-електронну модель та модель Бозе-Фермi-Хаббарда,

та методи їх дослiдження. Наведено також областi застосування таких моделей,

обговорено у тому числi основнi експериментальнi спостереження, якi мають вiд-

ношення до модельного опису iнтеркаляцiї iонiв у кристалах та стосуються впливу
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фермi-атомiв на термодинамiку бозе-фермi атомних сумiшей у оптичних гратках.

Другий роздiл присвячено дослiдженню електронного енергетичного спе-

ктру псевдоспiн-електронної моделi у наближеннi сплаву в рамках теорiї динамi-

чного середнього поля (ДСП). Розрахунок спектру проведено за допомогою ме-

тоду функцiй Грiна. Ефективну одновузлову задачу, яка складає основу цього

пiдходу i встановлює функцiональну залежнiсть мiж одновузловою електронною

функцiєю Грiна i когерентним потенцiалом, розв’язано у наближеннi сплаву, за-

стосовуючи два способи. Перший з них грунтується на наближенiй аналiтичнiй

схемi, в основi якої є проектування у рiвняннях руху на пiдпростiр хаббардiв-

ських операторiв фермi-типу та технiка рiзночасових розчеплень. Другий спосiб

пов’язаний з використанням теорiї збурень у мацубарiвському представленнi з за-

стосуванням модифiкованої форми теореми Вiка для X-операторiв, що вiдповiдає

наближенню сплаву. Дослiджено особливостi електронного зонного спектру ПЕМ,

пов’язанi з появою енергетичної щiлини та переходом метал-дiелектрик. Розгля-

нуто дiлянку спектру, утворену близькими хаббардiвськими пiдзонами, якi визна-

чають положення хiмiчного потенцiалу при електронному заповненнi, близькому

до половинного. Встановлено умови вiдкриття щiлини залежно вiд значень пара-

метра одновузлової взаємодiї електронiв U , асиметрiї локального ангармонiчно-

го потенцiалу h та параметра тунелювання Ω. Окремо пронаналiзовано випадок

нескiнченного вiдштовхування електронiв на вузлi (коли виключаються подвiй-

но заповненi стани), дослiджено загальну перебудову зонного спектру шляхом

злиття або появи нових пiдзон, пов’язаних з електронним переходами, якi супро-

воджуються переворотом псевдоспiнiв (тунельним перестрибуванням частинок у

локально ангармонiчнiй пiдсистемi).

У третьому роздiлi дисертацiї ПЕМ застосовується до опису термодинамiки

iонної iнтеркаляцiї у кристалах. Модель доповнено шляхом врахування перенесе-

ння iнтеркальованих iонiв мiж їх рiвноважними позицiями в кристалi. Вивчено

вплив взаємодiї iонiв з електронами провiдностi на рiвноважнi стани пiдсистеми

iнтеркалянта. Для дослiдження термодинамiки моделi застосовано наближення

середнього поля (НСП) стосовно псевдоспiн-електронної взаємодiї та перенесення
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iнтеркальованих iонiв (таке наближення вiдповiдає т.зв. моделi детермонованих

зон). Взято до уваги можливiсть формування модульованих фаз. Побудовано фа-

зовi дiаграми, що визначають областi iснування рiзних фаз: однорiдних фаз з

рiзними концентрацiями iнтеркалянта, модульованих фаз типу CDW та фаз з ве-

ликою рухливiстю домiшкових iонiв (з 〈Sxi 〉 6= 0). Встановлено умови, за яких

взаємодiя iнтеркальованих iонiв з електронами провiдностi сприяє розшаруванню

на “бiдну” та “багату фази” або ж появi модульованих фаз залежно вiд заповнення

електронних зон, типу домiшкових iонiв (донорнi чи акцепторнi домiшки), а та-

кож ступеня iонного мiжвузлового перенесення. Проаналiзовано вплив останнього

на стiйкiсть нормальних фаз.

Четвертий роздiл присвячено розгляду фазової поведiнки та нестiйкостi

щодо появи бозе-конденсату у моделi Бозе-Фермi-Хаббарда яку використовують

при описi сумiшi ультрахолодних бозе- та фермi- атомiв у оптичних гратках. Звер-

нуто увагу на вплив фермiонiв на перехiд вiд нормальної (МI) до надплинної

(SF) фази; розраховано лiнiї спiнодалей, якi є лiнiями фазових переходiв (ФП) 2-

го роду коли термодинамiчно можливою є їх реалiзацiя. Для встановлення умов

стабiльностi МI фази вiдносно появи бозе-конденсату застосовано критерiй роз-

бiжностi бозонної функцiї Грiна � b|b+ �q,ω при ω = 0, ~q = 0. При цьому,

з метою базисного врахування одновузлових взаємодiй використано формалiзм

операторiв Хаббарда що дiють на базисi вузлових станiв. Побудовано фазовi дiа-

грами (W,µ) та (T, µ) для ненульових температур та видiлено на них областi, де

бозе-конденсат виникає з малою (великою) концентрацiєю фермiонiв (що вiдпо-

вiдає iснуванню двох типiв бозе-конденсату у БФ-сумiшах). Розглянуто випадки

притягання та вiдштовхування мiж бозонами i фермiонами за скiнченної бозон-

ної кореляцiї U хаббардiвського типу. Дослiджено ефект “вiдриву” вiд осi абсцис

областей SF фази при активацiйному механiзмi перенесення бозонiв.

У п’ятому роздiлi бiльш детально розглянуто термодинамiку моделi БФХ

у випадку “важких” фермiонiв (при гранично малому значеннi параметра перене-

сення фермiонiв t′ij). Використано наближення жорстких бозонiв та безспiнових

(спiн-поляризованих) фермiонiв i в рамках ефективної чотиристанової моделi, ви-
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ходячи з умов термодинамiчної рiвноваги, проаналiзовано фазовий перехiд МI-SF

(не обмежуючись критерiєм стабiльностi нормальної (МI) фази для знаходження

точки переходу). Розрахунки проведено при T = 0 в режимi фiксованих хiмi-

чних потенцiалiв бозонiв µ та фермiонiв µ′. Ми обмежилися при цьому випадком

вiдштовхування мiж бозонами i фермiонами (U ′ > 0). Дослiджено особливостi у

залежностях параметра порядку бозе-конденсату ϕ та термодинамiчного потенцi-

алу Ω вiд зiмiчного потенцiалу бозонiв µ та виявлено областi його значень, де рiд

фазового переходу MI-SF змiнюється з другого на перший. Побудовано фазовi дiа-

грами (µ′, µ) та (|t0|, µ), якi визначають областi iснування рiзних фаз при T = 0 за

умови заданих значень |t0| (параметра перенесення бозонiв) та µ. Проаналiзовано

перебудову фазових дiаграм при змiнi хiмiчного потенцiалу фермiонiв.

У шостому роздiлi, розгляд термодинамiки моделi БФХ у гратцi жорс-

тких бозонiв та “важких” фермiонiв, проведений на основi 4-станової моделi у

роздiлi 5 у рамках великого канонiчного ансамблю для T = 0, поширено на нену-

льовi температури. Застосовано аналогiчний пiдхiд: бозон-фермiонну взаємодiю

U ′ > 0 враховано точно, а перенесення бозонiв по гратцi - у НСП.

Проаналiзовано поведiнку параметра порядку ϕ та термодинамiчного по-

тенцiалу Ω як функцiй µ та µ′ при ненульових температурах. Видiлено термоди-

намiчно стiйкi стани; розраховано лiнiї спiнодалей та побудовано фазовi дiаграми

на площинi (T, µ). Дослiджено випадки коли проявляється “реентрант” поведiнка

(iснування SF фази як промiжної при змiнi температури) а також встановлено

умови, за яких лiнiї фазових переходiв не накладаються на спiнодалi i переходи є

1-го роду.

Проаналiзовано стрибки концентрацiй ∆n̄B та ∆n̄F на лiнiї фазових пере-

ходiв 1-го роду при рiзних температурах та встановлено умови фазового розша-

рування, яке може вiдбуватись при заданих концентрацiях частинок.

Сьомий роздiл присвячено дослiдженню фермiонного спектру моделi Бозе-

Фермi-Хаббарда (БФХ) в рамках методу, що базується на застосуваннi операторiв

Хаббарда для базисного врахування одновузлових кореляцiй. Як i в роздiлах 5

i 6, розглянуто випадок жорстких бозонiв i вiдштовхувальної бозон-фермiонної
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взаємодiї (U ′ > 0), однак враховано перенесення фермiонiв (t′ij 6= 0), спiни яких

зорiєнтованi в одному напрямку. Для дослiдження фермiонного спектру вико-

ристано пiдхiд двочасових температурних функцiй Грiна 〈〈ai|a+
j 〉〉 побудованих

на фермi-операторах записаних у X-представленнi. Розрахунки проведено у на-

ближеннi середнього поля для бозонiв та наближеннi Хаббард-I для фермiонiв.

Знайдено фермiонний спектр (при T = 0) та розраховано вiдповiднi спектральнi

густини. Дослiджено трансформацiю спектру, яка полягає у його розщепленнi i

появi при переходi до фази SF з бозе-конденсатом додаткових пiдзон, що є наслiд-

ком змiшування станiв з рiзним числом бозонiв i, вiдповiдно, виникнення нових

фермiонних переходiв.

Дисертацiйна робота завершується Висновками та Списком використа-

них джерел.

Наукова новизна одержаних результатiв.

1. Вперше в рамках схеми ДСП показано, що взаємодiя з локально ангармо-

нiчними модами коливань кристалiчної гратки приводить до суттєвої змiни

умов появи моттiвської щiлини в енергетичному спектрi сильно скорельова-

них електронiв у металах, що описуються псевдоспiн-електронною моделлю

(в т.ч в кристалах з перехiдними i рiдкiсноземельними елементами).

2. Виявлено ефект додаткового розщеплення електронного спектру псевдоспiн-

електронної моделi, зумовленого взаємодiєю сильноскорельованих електро-

нiв з псевдоспiновим полем; на прикладi нижньої хаббардiвської пiдзони

показано, що появу нових пiдзон у спектрi генерує реорiєнтацiйна динамiка

псевдоспiнiв сукупно з асиметрiєю локальних полiв.

3. В рамках псевдоспiнового опису та з врахуванням взаємодiї з електронами

провiдностi вперше дослiджено вплив iонного перенесення на термодинамiку

iнтеркальованих домiшкових iонiв у кристалах; встановлено умови, за яких

така взаємодiя сприяє модуляцiї їх просторового розподiлу або фазовому

розшаруванню на областi з рiзними концентрацiями (у випадку домiшок як

донорного так i акцепторного типу). Вперше виявлено можливiсть появи
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фази з високою рухливiстю частинок iнтеркалянта в залежностi вiд рiвня

їх хiмiчного потенцiалу та iнтенсивностi перескокової динамiки.

4. В рамках моделi Бозе-Фермi-Хаббарда при точному врахуваннi одновузло-

вої взаємодiї мiж частинками вперше побудовано (T, µ) фазовi дiаграми для

бозон-фермiонної сумiшi у оптичних гратках та встановлено областi нестiй-

костi MI- фази при рiзних концентрацiї (n′) фермiонiв та ненульових тем-

пературах; виявлено появу нових областей SF фази у порiвняннi з чистою

бозе-системою.

5. Виходячи з моделi БФХ у границi жорстких бозонiв i “важких” фермiонiв,

вперше показано, що фазовi переходи з MI до SF фази у режимi фiксованих

хiмiчних потенцiалiв частинок можуть змiнювати свiй рiд з 2-го на 1-ий

у певних областях значень µ та µ′; при заданих концентрацiях частинок

виникатиме при цьому фазове розшарування. При ненульових температурах

можуть iснувати “реентрант” переходи з послiдовнiстю фаз MI-SF-MI.

6. Виявлено та описано перебудову одночастинкового фермiонного енергети-

чного спектру моделi БФХ, що проявляється в розщепленнi зонного спектру

та появi нових пiдзон у фазi з бозе-конденсатом.

Практичне значення отриманих результатiв. Розвинений в роботi

пiдхiд, що грунтується на методi динамiчного середнього поля та використан-

нi обмеженого одновузлового базису, може скласти основу для подальшого роз-

гляду енергетичного спектру систем, що описуються узагальненими псевдоспiн-

електронним моделями (з S ≥ 1 чи збiльшеною кiлькiстю локальних електронних

станiв), а також спектру бозон-фермiонних сумiшей у оптичних гратках при ви-

ходi за межi наближення жорстких бозонiв.

Результати, отриманi при дослiдженнi впливу електронiв провiдностi на iон-

ну iнтеркаляцiю у кристалах иа побудовi фазових дiаграм, можуть бути викори-

станi при iнтерпретацiї даних експерименту, що стосуються термодинамiки iнтер-

каляцiї i фазових станiв iонної пiдсистеми в iонних провiдниках.

Схема розрахунку термодинамiчних характеристик та побудови фазових дi-
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аграм моделi БФХ може бути безпосередньо перенесена на випадок притягальної

одновузлової взаємодiї мiж бозонами i фермiонами, а також вiдсутнього обмеже-

ння на заповнення бозонних станiв. З iншого боку, отриманi теоретично фазовi

дiаграми можуть бути використанi для iнтерпретацiї отриманих експерименталь-

но результатiв дослiдження бозон-фермiонних сумiшей в оптичних гратках.

Особистий внесок здобувача. Постановку завдань дослiдження здiйснив

науковий керiвник роботи проф. I. В. Стасюк. Усi викладенi в дисертацiї резуль-

тати автор отримав самостiйно або при своїй безпосереднiй участi. У роботах

виконаних зi спiвавторами здобувачевi належить: у роботах [1,5] проведення ана-

лiтичних розрахункiв та отримання остаточних виразiв для функцiй Грiна, чи-

сельний розв’язок отриманих рiвнянь та побудова графiкiв. В роботах [2,3,4] до

особистого внеску автора вiдноситься проведення низки числових розрахункiв,

графiчне представлення результатiв та участь в їх обговореннi. В роботах [7,8]

автором отримано рiвняня для параметру порядку та критерiї стiйкостi фаз, про-

ведено числовi розрахунки; автору належить графiчне представлення результатiв

та участь в обговореннi та iнтерпретацiї отриманих результатiв.

Апробацiя роботи здiйснена пiд час доповiдей i обговорення основних

результатiв на семiнарах Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України.

Цi результати також доповiдались, обговорювались та опублiкованi у матерiалах

таких конференцiй: V,VI,VII мiжнароднi школи - конференцiї “Актуальнi пробле-

ми фiзики напiвпровiдникiв”, (Дрогобич, Нацiональний педагогiчний унiверситет,

27-30.06.2005 р., 23-26.09.2008 р., 29.09-1.10.2010 р.); IV Мiжнародна наукова кон-

ференцiя “Фiзика невпорядкованих систем”, ( Львiв, 14-16 жовтня 2008 р.); The

3-rd conference “Statistical physics: modern trends and applications” (Lviv, 23-25 June,

2009); Конференцiя молодих вчених “Проблеми теоретичної фiзики” (Київ, Iнсти-

тут теоретичної фiзики iменi М.М. Боголюбова НАН України, 24-27 грудня 2013

р.).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiковано у восьми жур-

нальних статтях та восьми тезах доповiдей на конференцiях.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Квантовi системи фермi- та бозе-частинок iз сильними короткосяжними ко-

реляцiями є предметом теоретичних дослiджень вже на протязi декiлькох остан-

нiх десятилiть. Одна з основних iдей, яка лежить в основi цього напрямку була

сформульована М. М. Боголюбовим у його вiдомiй монографiї “Лекцiї з квантової

статистики”, виданiй у Києвi в 1949 [7]. Ним було показано, що у випадку сильної

локалiзацiї електронiв на атомах у кристалi, коли їх хвильовi функцiї, що вiдно-

сяться до сусiднiх атомiв, слабко перекриваються, вiдноснi величини матричних

елементiв мiжелектронної взаємодiї можна класифiкувати за ступенем такого пе-

рекриття. Максимальним ( i таким, що значно перевищує iншi) є матричний еле-

мент 〈ii|V |ii〉 ≡ U , розрахований на електронних хвильових функцiях того ж

орбiтального стану атома (у випадку вiдсутностi орбiтального виродження). Вiд-

повiдно, була сформульована модель, що носила назву “полярної моделi металу”.

У наступних дослiдженнях ця модель знайшла своє продовження в 1960-х роках

у роботах Дж. Хаббарда [8], де поряд з взаємодiєю U , як i у Боголюбова, був

врахований мiжвузловий рух електронiв по кристалу, який описувався за допо-

могою мiжвузлових матричних елементiв т.зв. електронного перенесення tij. Така

вiдносно проста модель, вiдома у лiтературi як модель Хаббарда, до цього часу

є базовою при описi енергетичного спектру та термодинамiки граткових систем

квантових частинок з сильними короткосяжними взаємодiями.

До числа таких фiзичних систем вiдносяться: кристалiчнi сполуки з пере-

хiдними та рiдкiсноземельними елементами та системи зi змiнною валентнiстю;

високотемпературнi надпровiдники; магнетики з колективiзованими електрона-
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ми; iоннi (протоннi) провiдники; оптичнi гратки з бозе- та фермi-атомами...Серед

явищ i властивостей, якi переважно вивчаються (i в яких проявляється ефект ко-

роткосяжних кореляцiй), можна вiдзначити: переходи метал-дiелектрик, зарядовi

впорядкування, магнiтнi фазовi переходи та аномалiї, виникнення надпровiдного

стану, фазовi розшарування, а останнiм часом - фазовi переходи, пов’язанi з бозе-

конденсацiєю ультрахолодних атомiв у штучно створених граткових структурах

(т. зв. оптичнi гратки). Серед моделей, якi при цьому використовуються, слiд вiд-

значити (крiм згаданої вище моделi Хаббарда) такi її узагальнення, модифiкацiї

чи спрощення, як модель Фалiкова-Кiмбала, псевдоспiн-електронну модель, мо-

дель жорстких бозонiв, моделi Бозе-Хаббарда та Бозе-Фермi-Хаббарда. Останнi

двi моделi з перелiчених були запропонованi для опису систем бозе-частинок (чи

змiшаних систем з бозе- i фермi-частинками) на гратках з локальною взаємодiєю

типу хаббардiвського вiдштовхування U . В свою чергу, модель жорстких бозонiв

є граничним випадком моделi Бозе-Хаббарда з U → 0, що елiмiнує стани з запов-

ненням ni > 1. При переходi до псевдоспiнового опису з Si = n1−1/2 i врахуваннi

взаємодiї з фермi-частинками (наприклад, електронами) модель жорстих бозонiв

переходить у псевдоспiн-електронну модель.

Незважаючи на достатньо довгу iсторiю використання згаданих вище мо-

делей, ряд проблем, що виникають при їх застосуваннi до конкретних фiзичних

об’єктiв та явищ, потребують свого вирiшення. Це стосується, зокрема задач, якi

розглядаються у данiй дисертацiйнiй роботi. Саме виходячи з цього розглянемо

деякi аспекти та приклади застосування чистих та змiшаних граткових моделей,

де присутнi, поряд з фермiонами, бозони, при дослiженнi ефектiв, зумовлених

короткосяжними кореляцiями.

1.1. Псевдоспiн-електронна модель та її застосування

Гамiльтонiан псевдоспiн-електронної моделi (ПЕМ) записується у виглядi:

H =
∑
i

[Uni,↑ni,↓ + (gSzi − µ)(ni,↑ + ni,↓)− hSzi − ΩSxi ] +
∑
i,j,σ

tija
+
i,σaj,σ, (1.1)
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де, окрiм кореляцiї електронiв (U) також присутня одновузлова взаємодiя з псев-

доспiнами (g) та енергiя тунельного розщеплення (Ω); поле h описує асиметрiю

локального ангармонiчного потенцiалу. Гамiльтонiан у формi (1.1) (з включенням

тiльки доданку g) був використаний Мюллером з метою опису ангармонiчних ко-

ливань в кисневiй пiдсистемi високотемпературних надпровiдних кристалiв типу

YBaCuO [3]. Для них характерними є сильнi анагармонiчнi коливання iонiв кисню

O4 перпендикулярно до площин надпровiдностi. Згiдно наявних даних (незважаю-

чи на їх неоднозначнiсть) було встановлено iснування двох рiзних рiвноважних по-

зицiй для iонiв O4 та виявлено зв’язок мiж цими позицiями та електронними ста-

нами в площинах Cu2 −O2, який грає важливу роль в кристалах YBa2Cu3O7−δ;

як наслiдок, було зроблено висновок про присутнiсть сильної електрон-коливної

взаємодiї. В псевдоспiновому представленнi, у випадку коли псевдоспiнова змiн-

на Szi = ±1/2 визначає положення iонiв O4, такий зв’язок описується доданком

gSzi niσ.

В контекстi iдеї, що пов’язує вплив ангармонiчностi на температуру пере-

ходу до надпровiдного стану [9–12], було розглянуто (розрахунки за допомогою

квантового методу Монте-Карло) можливий зв’язок мiж надпровiдним спарюва-

нням та ангармонiчнiстю гратки [13]. Згодом цi мiркування було доповнено ана-

лiзом електронного спектру ПЕМ [14], псевдоспiнової та колективної динамiки

[15, 16], розрахунками зарядових та парних псевдоспiнових кореляцiй та поведiн-

ки дiелектричної сприйнятливостi [17].

В подальших дослiдженнях основну увагу було придiлено термодинамiцi

моделi в особливих випадках та певних спрощеннях: модель з нескiнченно великою

кореляцiєю (U →∞), коли вiдсутнi стани з подвiйним електронним заповненням;

спрощена ПЕМ з U = 0 та Ω = 0; спрощена ПЕМ з U = 0 та врахуванням

тунельної динамiки (Ω 6= 0); двопiдграткова ПЕМ, адаптована до опису шаруватої

структури типу YBaCuO.

Було проведено (в режимi фiксованих значень хiмiчного потенцiалу (µ =

const) дослiдження фазових переходiв мiж станами з рiзним числом заповнення

електронiв та рiзними орiєнтацiями псевдоспiнiв, а також фазового розшаруван-
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ня (у випадку фiксованої концентрацiї (n = const)) [18, 19]. Можливiсть появи

подвiйно модульованої або неспiвмiрної фази (у випадку слабкого зв’язку) було

розглянуто в [20–23]. Нестабiльнiсть ПЕМ стосовно переходу до надпровiдної фази

було проаналiзовано в [24]. У випадку двопiдграткової ПЕМ структурнi нестабiль-

ностi сегнетоелектричного типу та явище бiстабiльностi було дослiджено в [25–29].

Так, зокрема, в роботi [26] за допомогою теорiї збурень за переносом tij для одно-

пiдграткової ПЕМ виявлено суттєву роль електронних взаємодiй у формуваннi

зарядовпорядкованого стану, показано, при яких значеннях поля виникає моду-

ляцiя з подвоєним перiодом гратки i знайдено температуру фазового переходу в

залежностi вiд концентрацiї фермiонiв. За допомогою двопiдграткової ПЕМ (яка

є узагальненням моделi Мiцуї i вiдповiдає центросиметричнiй кристалiчнiй стру-

ктурi високотемпературних надпровiдникiв YBaCuO) виявлено [25] можливiсть

iснування нецентросиметричної фази та побудовано фазовi дiаграми на площинах

(T, h) та (T, n) при врахуваннi далекосяжної псевдоспiн-псевдоспiнової взаємодiї

у наближеннi середнього поля та точному врахуваннi короткосяжної взаємодiї в

межах двочастинкового кластера.

Для граничного випадку вiдсутностi перенесення електронiв проведено роз-

рахунки дiелектричної сприйнятливостi ПЕМ для низьких температур в рiзних

режимах: фiксованого хiмiчного потенцiалу та фiксованої концентрацiї електронiв

[27]; було також показано, що вплив тунельного розщеплення рiвнiв на поведiнку

сприйнятливостi є суттєвим для областей, де знiмається виродження основного

стану. В режимi постiйного хiмiчного потенцiалу дослiджено роль електронного

перенесення у фазових переходах зi змiною концентрацiї електронiв та середнього

значення псевдоспiна, та показано, що ефективна взаємодiя, спричинена цим зон-

ним рухом електронiв, може сприяти появi сегнетоелектричної фази [28]. В режимi

постiйного значення концентрацiї електронiв для двопiдграткової ПЕМ виявлено

наявнiсть фазового розшарування причиною якого є пряма взаємодiя мiж псевдо-

спiнами, або ефективна взаємодiя мiж електронами, викликана їх перенесенням,

та розщепленням спектру, що при цьому виникає. Також, за допомогою узагальне-

ного наближення хаотичних фаз (УНХФ) термодинамiку псевдоспiн-електронної
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моделi було дослiджено в [30, 31].

Було показано [15, 16], що ПЕМ володiє цiкавою колективною динамiкою

псевдоспiнiв. Вiдповiднi змiни в спектрi формуються в залежностi вiд електрон-

ної концентрацiї та температури; спектр є рiзним в залежностi вiд великого чи

малого значення g а його форма також залежить i вiд параметрiв h та Ω. В

роботах [24, 32, 33] було дослiджено внески в iнтенсивностi раманiвських спе-

ктрiв пов’язанi зi згаданими колективними псевдоспiновими збудженнями (що

вiдповiдають коливанням фононного типу ангармонiчних пiдсистем в структурах

YBaCuO) а також їх електронними переходами в межах єдиної та мiж пiдзонами.

ПЕМ дуже тiсно пов’язана з моделлю Фалiкова-Кiмбала (ФК) [34], де за

подiбнi фазовi переходи (мiж станами з рiзними концентрацiями частинок та з- або

без- просторової модуляцiї) вiдповiдає взаємодiя мiж локалiзованими та рухомими

частинками (електронами). Спрощена ПЕМ вiдповiдає ФК у випадку, коли немає

тунельного розщеплення рiвнiв в ПЕМ та якщо локалiзованi та рухомi частинки

у моделi ФК мають рiзнi хiмiчнi потенцiали (можна здiйснити перехiд до моделi

Фалiкова-Кiмбала, поклавши Szi = ñi−1/2 та h = µ̃, де ñi та µ̃ - число заповнення

та хiмiчний потенцiал локалiзованих фермiонiв, вiдповiдно).

У пiдходi динамiчного середнього поля (ДСП), де гамiльтонiан з сильни-

ми кореляцiями розгляається у границi безмежної вимiрностi простору (d→∞),

має мiсце переформулювання задачi i перехiд до розв’язання одновузлової зада-

чi, описаної ефективним гамiльтонiаном [35–37] (див. також огляд [38]). Тiльки

для найпростiших випадкiв, таких, як розрахунок спектру рухомих частинок в

моделi Фалiкова-Кiмбала, можна отримати точнi аналiтичнi розв’язки задачi. То-

чний аналiтичний розв’язок iснує для псевдоспiн-електронної моделi у випадку

вiдсутностi поперечного поля [18]. Разом з тим, слiд згадати про можливiсть за-

стосування наближених аналiтичних пiдходiв, зокрема: Хаббард-I, Хаббард-III,

наближення сплаву (НС), модифiковане наближення сплаву (МНС), тощо, див.

[39, 40]. У роботi [18], при застосуваннi методу ДСП до псевдоспiн-електронної мо-

делi у випадку Ω = 0, було виявлено iснування переходу типу метал-дiелектрик,

коли в електронному спектрi з’являється щiлина при значеннi константи взаємодiї
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g = gc ≡ t(−→q =0).

Варто вiдзначити, що ПЕМ також отримала застосування при описi провiд-

ностi молекулярних та кристалiчних систем з водневими зв’язками [41]. Крiм того,

модель є застосовною i до дослiдження термодинамiки процесiв, пов’язаних iз iон-

ною iнтеркаляцiєю в шаруватих структурах (див. [42]), де в елементарнiй комiрцi

iснують двi рiзнi позицiї для iмовiрної iнтеркаляцiї домiшкового iона та є можли-

вiсть перестрибувань мiж цими позицiями (наприклад, iнтеркаляцiя iона Li+ в

матрицю TiO2, розглянута в [43]). Спецiальна версiя ПЕМ для моделювання еле-

ктронних властивостей та впливу електричного поля на границях CuO2/SrTiO3

в гетероструктурах HTSC/STO була запроваджена в [44].

Можна зробити, таким чином, наступнi висновки. Рiзнi дослiдження термо-

динамiки та енергетичного спектру ПЕМ показали рiзноманiтнiсть фаз та фа-

зових переходiв в цiй моделi. В залежностi вiд термодинамiчного режиму до-

слiджень вони проявляються в (i) переходах мiж рiзними однорiдними чи мiж

однорiдною та модульованою фазами зi спiвмiрним або неспiвмiрним перiодом

модуляцiї (в режимi µ = const) чи в (ii) переходами в область роздiлення фаз

(режим n = const). Останнi iснують коли при µ = const вiдповiдний фазовий

перехiд є першого роду. Такi фазовi переходи можуть бути реалiзованi при змiнi

температури T , поля h, хiмiчного потенцiалу µ (у випадку (i)) та iнших параме-

трiв моделi. Фазовi дiаграми можна побудувати як у випадку слабкого зв’язку

(g < W ) [22, 23] так i сильного (g � W ) [16].

Мiкроскопiчне пояснення фазових переходiв в стандартнiй ПЕМ (без пря-

мої псевдоспiн-псевдоспiн взаємодiї) пов’язане з непрямою ефективною взаємо-

дiєю мiж псевдоспiнами, що виникає через пiдсистему електронiв та носить ди-

намiчний характер. Форма такої взаємодiї залежить вiд концентрацiї електронiв,

температури та iнших параметрiв моделi. Зокрема, модульована фаза виникає при

промiжних значеннях µ (це вiдповiдає заселеностi електронних рiвнiв, близькiй

до половинного заповнення) як для випадку слабкого, так i для сильного зв’язку

(проте механiзми формування ефективної взаємодiї для цих випадкiв є рiзними).

Двопiдграткова ПЕМ є окремим випадком, близьким до реальних ВТНП си-
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стем типу YBaCuO. Фазовi переходи, що описанi нею, пов’язанi з появою сегнето-

електричного стану чи з стрибкоподiбною змiною взаємної орiєнтацiї псевдоспiнiв

в пiдгратках та можуть мати вiдношення до явища бiстабiльностi чи роздiлення

фаз.

Ще однiєю важливою властивiстю ПЕМ є те, що при Ω 6= 0 в моделi може

виникати надпровiдна фаза. Така фаза буде конкурувати з модульованою фазою i

буде стабiльною у випадку електронного заповнення, близького до верхнього (або

нижнього) краю електронної зони.

З результатiв, отриманих в методi ДСП для спрощеної ПЕМ (з U = 0,Ω = 0)

[18] видно, що спектр електронiв буде вiдрiзнятись для рiзних випадкiв (g � W )

та (g < W ): iснуватиме щiлина в спектрi, пов’язана зi взаємодiєю (навiть при U =

0), чи буде лише одна зона, вiдповiдно. Подiбний спектр також можна отримати в

наближеннях, що базуються на схемi Хаббард-I (т. зв. УНХФ) в першому випадку,

чи за допомогою методу Хартрi-Фока (в другому). Перше з них застосовне для

т. зв. сильного зв’язку (у областi g � W ), а друге – для слабкого зв’язку (коли

g < W ).

Найбiльш детальне дослiдження енергетичного спектру повної ПЕМ (з

U 6= 0,Ω 6= 0) у наближеннi, що вiдповiдає пiдходу Хаббард-I, було проведено

в [14]. Кореляцiйне розщеплення, яке при цьому отримано, стосується великих

значень константи взаємодiї. Перебудова спектру електронiв у широкому дiапа-

зонi значень параметрiв моделi та ефект зникнення чи появи щiлин пiд впливом

таких факторiв, як внутрiшнi псевдоспiновi поля (поперечне Ω та повздовжнє h)

залишалися поза увагою дослiдникiв i не були достатнiм чином вивченi. Однiєю з

важливих задач, є у цьому зв’язку, дослiдження умов iснування переходу Мотта у

електронному спектрi ПЕМ та впливу на такий перехiд змiни зовнiшнiх чинникiв,

якi можуть модифiкувати форму локальних потенцiалiв i тим самим параметрiв

моделi. Ця проблема вивчається у данiй дисертацiї, для її розв’язання застосовано

пiдхiд ДСП.
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1.2. Граткова модель iнтеркаляцiї в кристалах

В загальному випадку в областi фiзики та хiмiї термiн “iнтеркаляцiя”

означає наступне - впровадження або розмiщення “гостьових” компонентiв у

матрицю-“господар” з наявною чи здатною до формування в нiй в ходi процесу

системою “гостьових” позицiй, що володiє далеким порядком. [45]. “Гостьовими”

(для їх позначення використовується термiн “iнтеркалянт”) можуть виступати iо-

ни, атоми, молекули, гiдрато (сольвато) - комплекси, що перебувають в довiльно-

му агрегатному станi.

Види вiдомих кристалiчних граток, придатних до iнтеркалювання, умовно

роздiляються на три групи за вимiрнiстю [46]: лiнiйна (наприклад, (SN)x, полiа-

цитилен); двовимiрна (наприклад, TiS2, V3O8); тривимiрна (наприклад, перовскiт

(BaTiO3,ReO3), рутил (TiO2), гекса- i тригональний оксид вольфраму (WO3))

[45]. За електронною структурою має мiсце розподiл на метали (наприклад Bi,

Sb), напiвпровiдники (ZrS2,TlInSe2, ...) i дiелектрики (TiO2, глинистi мiнерали i

т.п.) [45].

“Гостьовi” компоненти (iнтеркалянти) зручно роздiлити на три основнi гру-

пи згiдно характеру i величини електронної спорiдненостi (або енергетичної стру-

ктури верхнiх орбiталей) [45]:

• донори електронiв, такими є s-елементи (Li,Na,K,Rb,Ca,Ba; гiдразин, амi-

ак, i т.п.);

• аксептори електронiв (p-елементи перiодичної системи - F,Cl,Br, I; SbCl5,

AsF6, бензонiтрил);

• промiжнi, такими будуть d-елементи типу Cu, In,Co,Ni; неорганiчнi сполуки

AlCl3, InCl та органiчнi - антрацен i т.п.

Зважаючи на те, що даний подiл є досить умовним, важливо зазначити, що одна

i та ж частинка-iнтеркалянт (особливо якщо вона належить третiй з вищеперера-

хованих груп) може виступати як донором, так i акцептором електронiв в зале-

жностi вiд типу метерiалу “господаря”.
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Властивiсть iнтеркалянта займати чiтко визначенi мiсця в структрурi “го-

сподаря” дає можливiсть формування впорядкованої чи невпорядкованої пiдсисте-

ми для нього i отримання переходiв “лад-безлад” як функцiї складу, температури

або тиску. Спостерiгати такi надгратки важче у випадку лiтiєвих комплексiв (на-

приклад Li− TiS2), в той час коли для iонiв срiбла для того самого “господаря”

впорядкування отримується суттєво легше.

Даумас та Херольд в 1969 роцi запропонували найбiльш грунтовну, на даний

момент, модель, яка пояснює iнтеркалювання у шаруватих структурах, де зв’язок

мiж ковалентно-зв’язаними атомними шарами має ван-дер Ваальсовий характер

(напiвпровiдниковi кристали GaSe, InSe i т.п). В рамках моделi припускається, що

впроваджений компонент може бути присутнiй в кожнiй ван-дер-ваальсовiй обла-

стi i має мiсце утворення кластерiв для формування острiвцiв або доменiв внаслi-

док взаємодiї притягування iнтеркалянта всередину шару “господаря”. Домiную-

чою силою, що призводить до притягання всерединi шару, буде енергiя пружної

напруги. Кулонiвська взаємодiя в данiй моделi не є такою iстотною за рахунок

екранування Томаса-Фермi.

Важливою задачею теорiї iнтеркаляцiї є знаходження зв’язку мiж власти-

востями пiдсистем “господаря” та iнтеркалянта та фазовими характеристиками їх

спiвiснування. Вважається, що суттєвий вплив на такi характеристики мають си-

ла зв’язку в системi iнтеркалянт-iнтеркалат, характер взаємодiї мiж частинками

iнтеркалянта та фазовий стан матрицi iнтеркалата. Так, найчастiше, у випадку

слабкої взаємодiї атомiв iнтеркалянта мiж собою та з шарами кристалiчної матри-

цi i при їх високих ступенях вiльностi коливального руху спостерiгається однорi-

дний фазовий склад (наприклад LixTiS2 (0 < x < 1) [47]; CuxTiS2 (0 < x < 0.7)

[48]; графiт в H2SO4,HClO4,HBF4,H2F2 [49]. Збiльшення концентрацiї впровадже-

ного iнтеркалянта часто призводить до переходу до двофазної системи (наприклад

для LixMo6S8 та LixMo6Se8 в iнтервалi 0 < x < 1 [50]. Для таких областей кон-

центрацiї iнтеркалянта може бути успiшно застосована модель граткового газу.

Фазовi переходи в iнтеркальованих системах вiдбуваються не тiльки при

змiнi ступеня iнтеркаляцiї (x), але, також, i при змiнi тиску, температури i т.д.
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Наприклад, встановлено (методом ренгенiвської спектроскопiї), що у випадку iн-

теркаляцiї атомiв брому в графiтi при рiзних температурах iснують три рiзнi стру-

ктури: рiдиноподiбна (T > 373K), несумiрна (T > 350K) i сумiрна (T < 350K)

[51]. Для опису такої ситуацiї було успiшно застосовано модель однокомпонентної

двовимiрної рiдини в анiзотропному зовнiшньому полi [52].

Слiд зазначити, що пiсля досягнення рiвноважного стану система iнтерка-

лянта може бути як нейтральною, так i зарядженою зi знаками плюс або мiнус.

А отже, “гостьовi” частинки можуть виступати як донорами, так i акцепторами

електронiв. Крiм того, одна i та ж частинка iнтеркалянта в рiзних матерiалах

може по рiзному проявляти здатнiсть до обмiну зарядами. Так, наприклад в [53]

показано, що атоми лiтiя з донорними властивостями будуть повнiстю iонiзованi

в графiтi (C6Li); в той час як для LixTiS2 повна iонiзацiя зберiгається лише до

x = 0.8, i при подальшому ростi ступеня iнтеркаляцiї залишає за собою деяку

густину s-електронiв [54–56]. Було показано ([46]), що у випадку металiчних та

напiвметалiчних фаз є характерною донорна передача електронiв вiд iнтеркалян-

та шарам матрицi “господаря”, в той час, коли для напiвпровiдникiв i дiелектрикiв

ситуацiя стає набагато складнiшою.

Як зазначено в [45], першою робочою моделлю зонної структури iнтерка-

льованих сполук була модель “детермiнованих зон” [57]. Згiдно її положень, впро-

ваджена частинка створює новi електроннi стани в зоннiй структурi матрицi i

(ймовiрно) змiщує енергiю всiх зон в одинаковiй мiрi, при цьому вважається що

зонна структура “господаря” в iнших вiдношеннях не змiнюється. Припускають

(див. [58]), що розщеплення рiвнiв довгоперiодичним модулюючим потенцiалом

частинок iнтеркалянта та утворення при цьому мiнiзонного спектру вiдповiдає

цiй моделi. Перше iсторичне пiдтвердженням даної моделi було отримано в ре-

зультатi вимiрювання оптичного поглинання в матерiалах H− NbSe2 до i пiсля

iнтеркаляцiї циклопропiламiном [59].

Вважається, що лужнi метали при iнтеркаляцiї передаватимуть всi, або май-

же всi, зовнiшнi s-електрони до d-зон матерiалу матрицi у дихалькогенiдах пере-

хiдних металiв. Так, наприклад, при iнтеркалюваннi натрiєм MoS2 переходить зi
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початкового стану напiвпровiдника в добрий метал i оптичнi спектри поглина-

ння показують зникнення рiвнiв екситонiв при збiльшеннi рiвня iнтеркаляцiї за

рахунок екранування Томаса-Фермi вiльними носiями заряду [47].

Модель “детермiнованих зон” (зважаючи на свою простоту) не є унiверсаль-

ною в поясненнi явища iнтеркаляцiї. Вже в 1979 роцi [60] було виявлено сильний

зсув краю мiжзонного поглинання в iнфрачервону область в сполуках MxSrS2

та MxHfS2 де (M = Fe,Cu) для значень 0 < x ≤ 0.22. Чим бiльшим є ступiнь

iнтеркаляцiї - тим бiльшою є величина зсуву. Високе значення дiелектричної про-

никностi понижує енергiю iонiзацiї шарiв i призводитиме до утворення вузьких

зон в забороненiй зонi. Пiдтвердження утворення таких глибоких рiвнiв в заборо-

ненiй зонi (що узгоджується з термодинамiчним ефектом самокомпенсацiї) було

також отримано в роботах [61–63]

В моделi “детермiнованих зон” рiст концентрацiї вiльних носiїв пов’язують

з передачею електронiв вiд iнтеркалянта до зони провiдностi чи їх захопленням

впровадженими частинками iз зони валентностi. Крiм того, для невироджених

напiвпровiдникiв та дiелектрикiв такий рiст можливий i за рахунок росту концен-

трацiї мiлких донорних (акцепторних) рiвнiв. У металах або сильновироджених

напiвпровiдниках (коли рiвень Фермi є високо в зонi провiдностi) можливим є

випадок, коли заповнення зони провiдностi вiдбувається повнiстю, енергiя Фер-

мi при цьому значно зростає i для концентрацiй iнтеркалянта, що вiдповiдають

повнiй заповненостi, спостерiгаємо перехiд метал – напiвпровiдник, чи метал – дi-

електрик. Якщо ж зона заповнена частково - спостерiгаємо посилення металiчної

поведiнки процесiв переносу.

Цiкавою є властивiсть, яку проявляють лужнi метали в дихалькогенiдах

перехiдних металiв. Вони передають бiльшiсть (або всi) s-електрони до d-зон про-

вiдностi матрицi, внаслiдок чого металiчний характер провiдностi посилюється.

Так, наприклад, напiвпровiдник MoS2 пiсля iнтеркаляцiї натрiєм переходить в

добрий метал, а у випадку його сполуки з калiєм навiть отримується перехiд у

надпровiдний стан при температурi 6.5 K [64].

Модель “детермiнованих зон” також передбачає вiдповiдну поведiнку пито-
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мого опору i коеффiцiєнта Холла для LixTiS2 i пiдтверджується (див. [65]) тим,

що останнiй практично не залежить вiд температури i сполука iнтеркалювання є

провiдником n-типу. Температурна залежнiсть електроопору має металiчний ха-

рактер, як i TiS2 i концентрацiя електронiв, оцiнена згiдно значенню коеф. Холла,

чiтко слiдує значенню x.

Цiкавим з точки зору аналiзу провiдностi є матерiал “господаря” графiт,

оскiльки вiн дозволяє вiдстежити вплив донорних i акцепторних iнтеркалянтiв.

Так, при донорнiй iнтеркаляцiї в π-зони графiту вводяться електрони, при акце-

пторнiй - дiрки. Також, варто вiдмiтити, що, в основному, цiлочисельна передача

заряду характерна для донорiв, а дробова - для акцепторiв. Це вказує на те, що

в донорних сполуках буде утворюватись бiльше заряджених центрiв, нiж в акце-

пторних i з цим можна пов’язати бiльшу (для акцепторiв) електропровiднiсть.

Теоретичний опис iнтеркаляцiї iонiв в кристали є актуальною задачею су-

часної фiзики. Оксиди металiв як мiсця для впровадження iонiв (наприклад iонiв

лiтiю) є дуже багатообiцяючим матерiалом для електродiв. Варто зазначити, що

такий опис зводився до цього часу, в основному, до числових розрахункiв ab ini-

tio та методу функцiоналу густини. Наприклад квантово-хiмiчний метод Хартрi-

Фока та метод функцiоналу густини були застосованi в [66–68] для дослiдження

iнтеркаляцiї лiтiю в кристал TiO2. Було показано, що лiтiй майже повнiстю iонi-

зується внаслiдок iнтеркаляцiї (атом Li втрачає свiй валентний електрон). При iн-

теркалiяцiї лiтiю в TiO2 вiдбувається фазове розшарування на бiдну (Li∼0.01TiO2)

та багату (Li∼0.5−0.6TiO2) на лiтiй фази. Така двофазова поведiнка призводить до

постiйного значення електрохiмiчного потенцiалу [43, 69] у широкому iнтервалi

значень концентрацiї iнтеркалянта (це використовується при конструюваннi ба-

тарей). В роботi [70] було проведено симуляцiю методом Монте-Карло для дослi-

дження iнтеркаляцiї з використанням гамiльтонiану, що включає тiльки взаємо-

дiю мiж iонами.

Модельнi розрахунки для iнтеркаляцiї iонiв в кристали беруть свiй поча-

ток з роботи [5] де iонна пiдсистема розглядалась як гратковий газ частинок, що

пiдлягають статистицi Паулi. Серед iнших робiт, присвячених iнтеркаляцiї, до-



34

слiдженої в рамках моделi граткового газу, варто вiдмiтити [71–73]. Окремо слiд

згадати роботу [74], в якiй було виконано вихiд за рамки моделi граткового га-

зу, зокрема було показано, що змiщення iонiв господаря при iнтеркаляцiї можуть

призвести до ефективного притягання мiж iонами Li i появi плато на кривiй роз-

рядки.

Згодом, в низцi робiт для опису iнтеркаляцiї поширення отримала

псевдоспiн-електронна модель. Так, у роботi [75] ПЕМ з S = 1 було показано,

що для дипольних iнтеркальованих частинок можливою є рiзка змiна концентра-

цiї частинок при плавнiй (типу плато) змiнi їх хiмiчного потенцiалу. Так само, для

ПЕМ у випадку цiлого значення псевдоспiну отримано точний розв’язок моделi

для основного стану та у наближеннi середнього поля у випадку вiдмiнних вiд

нуля температур [42]. Розраховано фазовi дiаграми з розшаруванням на “бiдну”

та “багату” фази i виявлено областi, де хiмiчний потенцiал залишається сталим

при значнiй змiнi концентрацiї iнтеркалянта.

Для ПЕМ з двома орбiтальними станами на вузлi було дослiджено термоди-

намiку моделi в наближеннi середнього поля та проаналiзовано можливiсть фазо-

вих переходiв, пов’язаних зi змiною концентрацiї iнтеркальованих iонiв та значним

зростанням електростатичної ємностi системи [76]. У випадку, коли розглядалась

iнтеркаляцiя лiтiєм анатазу TiO2 [77], описано спiвiснування двох фаз з рiзною

концентрацiєю iнтеркалянта i рiзною симетрiєю кристалiчної гратки та наявнiсть

двох позицiй (з їх знакозмiнним заселенням внаслiдок внутрiшнього п’єзоефекту)

для можливого впровадження Li в октаедрi киснiв; показано iснування фазових

переходiв як першого, так i другого роду.

Дослiдження, проведенi в [43, 69], показало, що взаємодiя iнтеркальованих

iонiв Li з електронами провiдностi у матрицi TiO2 може приводити до стрибко-

подiбної змiни їх концентрацiї при певному значеннi хiмiчного потенцiалу. Це є

свiдченням фазового переходу 1-го роду i вказує на змiну характеру мiжiонної

взаємодiї (електрони провiдностi можуть сприяти ефективному притяганню мiж

домiшковими iонами). Разом з тим, необхiдним є бiльш грунтовне вивчення тер-

модинамiки iнтеркаляцiї у випадках донорних i акцепторних домiшок, яке можна
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провести в рамках пiдходу, що грунтується на ПЕМ. Важливо при цьому проаналi-

зувати умови, за яких внаслiдок взаємодiї з електронами (чи дiрками) провiдностi

виникає ”полиця” на залежностi µ(n) для iнтеркалянта, пов’язана iз фаховим роз-

шаруванням. Цiкавою проблемою є також з’ясування ролi при цьому мiжвузлової

динамiки (перестрибувань) iнтеркальованих iонiв. Цi питання розглядаються в

дисертацiї на основi ПЕМ, узагальненої вiдповiдним чином.

1.3. Сильно скорельованi бозе- та фермi-атоми в
оптичних гратках. Модель Бозе-Фермi-Хаббарда

Фiзика бачаточастинкових систем з сильними короткосяжними кореляцiя-

ми є одним з важливих напрямкiв сучасних дослiджень. Новим поштовхом для

дослiджень стало винайдення особливих властивостей надхолодних систем ато-

мiв в перiодичному полi, утвореному iнтерференцiєю когерентних лазерних про-

менiв. В утворених таким чином оптичних гратках, у випадку бозе-атомiв, вiд-

бувається перехiд в стан з бозе-конденсатом при дуже низьких температурах

(T < 10−7...10−8K). Експериментально таке явище вперше було спостережено

в 2002-2003 [1, 78] в системi атомiв 87Rb. Бозе-конденсацiя в такому випадку ви-

никає внаслiдок фазового переходу другого роду з так званої фази моттiвського

дiелектрика (МД) в надплинну фазу (НП). Теоретичний опис явища базується на

моделi Бозе-Хаббарда [79, 80], що бере до уваги два основних фактори, що означу-

ють термодинамiку та енергетичний спектр системи бозе-частинок – тунелювання

t мiж сусiднiми мiнiмумами потенцiалiв в гратцi та короткосяжну одновузлову

вiдштовхувальну взаємодiю U хаббардiвського типу.

Гамiльтонiан моделi має вигляд:

H = −
∑
<i,j>

tijb
+
i bj +

U

2

∑
i

ni(ni − 1)− µ
∑
i

ni, (1.2)

де µ - хiмiчний потенцiал. Конкуренцiя мiж цими двома факторами визначає рiв-

новажний стан системи, а характерною ознакою даної моделi є iснування двох

фаз - надплинної та фази моттiвського дiелектрика. У випадку, коли домiнуючою
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є кiнетична енергiя (t/U � 1), основним станом системи є надплинна фаза (SF),

в протилежному випадку - основним станом є моттiвський дiелектрик (MI). Да-

на модель розглядалась за допомогою рiзних теоретичних пiдходiв: наближення

середнього поля [81], наближення хаотичних фаз [82, 83], наближення сильного

зв’язку [84] та квантовий метод Монте-Карло [85]. Також, було сформульовано

бозонний варiант методу динамiчного середнього поля [86]. В границi U → ∞
гамiльтонiан (1.2) зводиться до моделi жорстких бозонiв.

Моделi типу граткового газу з статистикою частинок типу Паулi часто ви-

користовуються для опису iонних провiдникiв та розрахунку їхньої провiдностi

починаючи з робiт Махана [5] та iнших [87, 88]. Одночастинковий спектр, зокрема,

було розраховано для одновимiрного випадку в роботi [88]. Як було вже згадано,

модель Бозе-Хаббарда може бути прямо застосована до опису оптичних граток.

Крiм того, моделi такого типу можуть також бути корисними не тiльки для дослi-

дження iонної провiдностi, але i для опису iнтеркаляцiї в кристалах (див. роздiл

3) та кiнетики iонної адсорбцiї на кристалiчнiй поверхнi [89].

У роботi [90] розглянуто випадок скiнченного значення одновузлової взає-

модiї U та вивчено фазовi переходи в моделi БХ при ненульових температурах

(бiльшiсть попереднiх робiт для моделi БХ були обмеженi випадком T = 0). Осо-

блива увага в [90] була присвячена дослiдженню впливу температурної активацiї

iонного переносу (коли параметр переносу залежить вiд температури) на фор-

му фазових дiаграм. Даний вплив може бути важливим для iонних провiдникiв i

ранiше був дослiджений тiльки для границi жорстких бозонiв [91].

У найпростiших випадках, бозе-конденсацiя у системi бозе-атомiв, що зна-

ходяться у оптичнiй гратцi, виникає в результатi фазового переходу 2-го роду з

фази моттiвського дiелектрика (МI-фаза) до надплинної фази (SF-фази). У ба-

гатьох дослiдженнях, що грунтуються на моделi Бозе-Хаббарда, було побудовано

фазовi дiаграми, якi визначають для 1D, 2D та 3D граток рiзної структури та

симетрiї умови iснування SF фаза при T = 0 та при ненульових температурах

[82, 83, 90, 92–95], та дослiджено особливостi одночастинкового спектру [96–98].

Розширення моделi шляхом включення мiжвузлових взаємодiй дало можливiсть
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описати появу модульованих фаз, i зокрема, фази суперсолiд [99, 100].

З другого боку, було встановлено, що при врахуваннi в рамках моделi збу-

джених коливних станiв (якi можуть бути заселенi шляхом помпування) бозе-

частинок у квантових ямах чи додаткових (спiнових) ступенiв вiльностi у випадку

бозе-атомiв з S ≥ 1 рiд фазового переходу MI-SF може змiнюватись при певних

умовах з 2-го на 1-ий [101–103]. Ефект зумовлений конкуренцiєю мiж виграшем у

енергiї при появi бозе-конденсату, що формується частинками у збудженому станi,

та енергiєю їх збудження.

Паралельно з надхолодними бозонними системами, бозон-фермiоннi сумiшi

в оптичних гратках також активно розглядались останнiм часом. Їхня експери-

ментальна реалiзацiя (сумiшi спiн-поляризованих атомiв 87Rb− 40K [104–106]) до-

зволяє побачити перехiд МД-НП в присутностi фермi-атомiв. Важливим явищем,

що спостерiгалось, є загасання когерентностi бозонiв та розпад фракцiї НП фази

при певних значеннях термодинамiчних параметрiв (хiмiчного потенцiалу бозо-

нiв чи температури) внаслiдок взаємодiї з фермiонами. Це вiдображено в змiнi

умов iснування НП та МД фаз та змiщення кривої НП-МД переходу на фазовiй

дiаграмi. Можливими поясненнями цього явища розглядались перебудова тунель-

ного розщеплення бозонiв [104, 106, 107], вплив вищих бозонних рiвнiв [108, 109],

мiжвузлова взаємодiя (включно з так званим кореляцiйним переносом [110]. Ва-

жливою якiстю бозон-фермiонних сумiшей є можливiсть iснування нових кванто-

вих фаз, таких як фази з модуляцiєю густини частинок, суперсолiд (СС) фази (з

просторовою модуляцiєю як густини, так i параметру порядку бозе-конденсату),

SFf фази (з конденсатом фермiонних пар), та їх рiзних комбiнацiй [111]. Iншим

важливим фактором для розгляду є формування так званих фермiонних компози-

тiв [112, 113], що є результатом спарювання фермiона з одним або бiльше бозонiв

(або однiєю або бiльше бозонних дiрок) завдяки їхнiй ефективнiй взаємодiї. Мiж-

частинкова взаємодiя в такому випадку може змiнюватись [114], використовуючи

резонанс Фешбаха [115]. Ознакою цього є асиметрiя мiж притяганням та вiдштов-

хуванням в поведiнцi бозон-фермiонних сумiшей та на фазових дiаграмах [2, 104].

Для опису бозон-фермiонних сумiшей в оптичних гратках використовується
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модель Бозе-Фермi-Хаббарда, що була запропонована (разом з мiкроскопiчною

трактовкою) в [2]. Її гамiльтонiан є узагальненням оператора (1.2):

H=−
∑
ij

tijb
+
i bj −

∑
ij

t′ijf
+
i fj +

U

2

∑
i

nbi(n
b
i − 1) +

U ′
∑
i

nbin
f
i − µ

∑
i

b+
i bi − µ′

∑
i

f+
i fi, (1.3)

тут є додатковi члени, що її описують; зокрема доданок з t′ визначає амплiтуду

тунелювання фермiонiв, доданок з U ′ - це бозон-фермiонна взаємодiя. Останнiй

доданок мiстить хiмiчний потенцiал фермiонiв. Згодом, в роботах [116, 117] були

побудованi фазовi дiаграми при T = 0 (фазовi дiаграми основного стану) в на-

ближеннi середнього поля. Перенос iонiв враховувався в рамках теорiї збурень;

також була врахована ефективна статична взаємодiя мiж бозонами (у випадках

JB = JF = 0; JB 6= 0, JF = 0; JB = JF = J , де JB, JF - параметри переносу iонiв).

Було знайдено областi iснування фаз з композитними фермiонами, що включа-

ють рiзнi числа бозонiв (або бозонних дiрок). Аналiз було проведено в режимi

фiксованої фермiонної густини.

В рамках подiбного переходу при точному врахуваннi бозон-фермiонної вза-

ємодiї були дослiдженi фазовi переходи в BFH моделi з появою конденсату при

T 6= 0 [90]. В обох випадках розгляд проводиться в рамках змiшаного статистично-

го ансамблю - в режимi фiксованої конденсацiї феормiонiв та заданого хiмiчного

потенцiалу бозонiв.

Особливiстю бозон-фермiонних сумiшей є також поява, поруч iз фазою

CDW (з модуляцiєю густини частинок) та фазою суперсолiду SS з модуляцiєю

параметра порядку конденсату (якi вiдомi для чистих бозонних систем у опти-

чних гратках), нових квантових фаз. Їх опис потребує виходу за межi наближен-

ня середнього поля i врахування динамiки перенесення бозонiв i фермiонiв. Тут, з

одного боку, зонне перемiщення фермiонiв приводить до появи ефективної взаємо-

дiї VBB(w, ~q) мiж бозонами через фермiонне поле [118–120]. Залежно вiд значення

хвильового вектора ~q, при якому виникає нестабiльнiсть, це може бути причиною

фазового розшарування або просторової модуляцiї i появи згаданих CDW чи SS
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фаз [121].

У випадку половинного заповнення для фермiонiв та при зростаннi енергiї

їх вiдштовхування вiд бозонiв SS-фаза преходить в фазу CDW [121]). Механiзм

появи фази SS дослiджувався i деяких iнших роботах (див. наприклад [111]).

З другого боку, при виродженнi спiнiв можливим є зворотнiй ефект, ко-

ли вiдбувається спарювання фермiонiв спричинене бозонами. Ця ситуацiя є ана-

логiчною до формування куперiвських пар в моделi БКШ, це було показано в

низцi робiт (див. [122–124]). Це спричиняє появу фази SFf , де роль надплинної

компоненти належить фермiонним парам, вiдповiднi фазовi дiаграми побудовано

в [111]. Бозе-конденсат пiдсилює спарювання фермiонiв, в той час коли некон-

денсованi бозони дають вклад в появу CDW фази. При половинному заповненнi

для фермiонiв спостерiгаємо конкуренцiю SFf фази з антиферромагнiтним впо-

рядкуванням [125]. Iнтегрування за фермiонними змiнними також призводить до

додаткової статичної взаємодiї мiж бозонами UBB, що сприяє переходу МД-НП

або пригнiчує його. У великiй мiрi це залежить вiд спiввiдношення мас бозе- та

фермi-атомiв (вiд спiввiдношення параметрiв переносу tF/tB). Вiдповiднi фазовi

дiаграми отриманi функцiональним iнтегруванням та пiдходом Гуцлiвера у ви-

падку “легких” (сумiш 87Rb− 40K атомiв) та “важких” (сумiш 23Na− 40K атомiв)

фермiонiв показано в [119]. Також, було показано, що вiртуальнi переходи бозонiв

внаслiдок впливу взаємодiї UBF на їхнi збудженi стани в потенцiальних ямах опти-

чної гратки, призводять до розширення областi МД фази при T = 0 (зсуву кривої

фазових переходiв на площинi (t, µ) в напрямку бiльших значень спiввiдношен-

ня t/U). Подiбну роль вiдiграє сповiльнення в екрануваннi фермiонами бозонiв

та “ефектi полярона” [126]. Воно проявляється в зменшеннi параметру переносу

бозонiв tB та їхньому сповiльненнi. Проте, для важких фермiонiв область iснува-

ння НП фази у випадку промiжних значень температури збiльшується [120] (при

подальшому зростаннi T фаза SF зникає). Як було показано в [109, 116], “заморо-

женi” фермiони здатнi перешкоджати появi далекосяжних кореляцiй надплинного

типу i виникненню бозе конденсату. Iснує, однак, критична концентрацiя фермiо-

нiв, нижче якої цей ефект вiдсутнiй (ncritF ∼ 0.59 для d = 2, ncritF ∼ 0.31 для
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d = 3, див. [109]). У нашому випадку, говорячи про “важкi” фермiони, ми маємо

скорiше на увазi гранично низькi значення пераметра перенесення tF . Мiжчастин-

ковi взаємодiї, зокрема так звана “bond-charge” взаємодiя, можуть мати значний

вплив на перенос бозонiв, як було показано в [110]. I це також може призводити

до змiщення областi переходу з МД в НП фазу.

Окремий напрямок в теоретичних дослiдженнях бозонiв та бозон-

фермiонних сумiшей в оптичних гратках пов’язаний з використанням пiдходу

жорстких бозонiв, коли заповнення одновузлових станiв пiдлягає принципу Паулi.

Для атомiв бозе на гратцi ця модель є граничним випадком моделi Бозе-Хаббарда

при U → ∞ i досить широко застосовується [5, 127–130]. Це наближення спра-

ведливо для областi 0 ≤ nB ≤ 1, але може бути використане для опису МД-НП

переходу в множинi точок µB = nU, n = 0, 1, 2... при скiнчених значеннях U (у

випадку сильного переносу tB � U) при n ≤ nB ≤ n + 1 для T = 0 в межах

НП фази [82, 90]. В таких випадках, запропонована модель також прийнятна для

опису вiдповiдних фазових переходiв при ненульовiй температурi.

Для бозон-фермiонних сумiшей модель БФХ в границi жорстких бозонiв

залишається ще не дуже детально вивченою. Можна видiлити роботи [131, 132]

де за допомогою псевдоспiн-фермiонного пiдходу (що вiдповiдає згаданiй границi

U → ∞) було знайдено умови появи фаз SS та CDW при врахуваннi ефектив-

них мiжчастикових взаємодiй, що формуються фермiонною пiдсистемою. Як i

в бiльшостi згаданих вище публiкацiй, дослiдження впливу фермiонiв на бозе-

конденсацiю у сумiшах та на появу модульованих фаз проводились за умови за-

даної концентрацiї фермi-частинок.

Разом з тим, представляє iнтерес розвиток альтернативного пiдходу, у яко-

му опис змiшаної БФ-системи проводився б у рамках великого канонiчного ан-

самблю (коли у ролi незалежних змiнних виступають хiмiчнi потенцiали бозонiв

та фермiонiв). Використання такої схеми може дати додаткову iнформацiю про

картину фазових переходiв у моделi БФХ, i є корисним, зокрема, при розглядi

термодинамiки таких сумiшей у гармонiчних пастках. У цьому випадку, стан си-

стеми визначається значенням хiмiчних потенцiалiв частинок; вони змiнюються
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залежно вiд вiддалi до центра пастки. Режим фiксованих хiмiчних потенцiалiв є

i практично корисним; вiн полегшує аналiз фазових переходiв у випадках, коли

вони можуть бути 1-го роду. Саме про таку можливiсть йде мова у данiй дисер-

тацiї.
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РОЗДIЛ 2

ЕЛЕКТРОННИЙ СПЕКТР
ПСЕВДОСПIН-ЕЛЕКТРОННОЇ МОДЕЛI

2.1. Вступ

Даний роздiл присвячений дослiдженню електронного енергетичного спе-

ктру псевдоспiн-електронної моделi (ПЕМ), у якiй електронна пiдсистема опису-

ється моделлю Хаббарда. Модель була вперше сформульована для опису висо-

котемпературних надпровiдникiв з локально ангармонiчними елементами стру-

ктури у кристалiчнiй гратцi [3]; для опису останнiх у моделi використовується

псевдоспiновий формалiзм. ПЕМ знайшла своє застосування i в iнших задачах,

де важливою є взаємодiя квантових пiдсистем, що описуються рiзною статисти-

кою. Прикладом, зокрема, є модельний опис термодинамiки iнтеркаляцiї у кри-

сталах. Можна також вiдзначити безпосереднiй зв’язок мiж ПЕМ i моделями, що

використовуються в теорiї фiзичних явищ у бозон-фермiонних атомних сумiшах

в оптичних гратках. Задачi, що при цьому виникають, є предметом вивчення у

наступних роздiлах дисертацiї.

Наш розгляд у цьому роздiлi ми проводимо на основi наближення сплаву

в рамках методу динамiчного середнього поля (ДСП). Розглянуто випадок двох

близьких електронних пiдзон хаббардiвського типу, якi визначають положення

хiмiчного потенцiалу при заданому наборi параметрiв моделi. Ефективна одно-

вузлова задача розв’язується за допомогою допомiжного фермiонного поля та з

використанням процедури двочасового розщеплення функцiй Грiна вищих поряд-

кiв [40]. Дослiджено умови виникнення енергетичної щiлини в спектрi; розглянуто

вплив локального поля асиметрiї h та тунельного розщеплення рiвнiв на критичнi
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значення Ucrit одновузлової хаббардiвської взаємодiї.

Завданням цього роздiлу є, також, дослiдити перебудову електронного енер-

гетичного спектру ПЕМ та описати ефект розщеплення зон при змiнi поздовжньо-

го та поперечного полiв та константи псевдоспiн-електронної взаємодiї у випадку

нескiнченного хаббардiвського вiдштовхування U електронiв на вузлi гратки. Ви-

конанi ранiше дослiдження цiєї задачi в наближеннi Хаббард-I [133] вказали на

складну структуру спектру та наявнiсть пiдзон.

В 2.2 розглядався електронний енергетичний спектр псевдоспiн-електронної

моделi для двох близьких взаємодiючих пiдзон. Недолiком такого наближення є,

однак, те, що кореляцiйне розщеплення у спектрi зберiгається при змiнi параме-

трiв моделi у широких межах. З метою виходу за його рамки ми, як i у випадку

скiнченних значень U , розраховуємо електронний енергетичний спектр моделi за

допомогою методу динамiчного середнього поля. Застосовано, разом з тим, iншу

процедуру (2.3) ; вона базується на технiцi мацубарiвських функцiй Грiна та на

модифiкацiї теореми Вiка для операторiв Хаббарда, яка, в дусi наближення спла-

ву, вiдповiдає проектуванню на базис одновузлових станiв, перетворений внаслi-

док врахування поперечного псевдоспiнового поля. Дослiджено вплив псевдоспiн-

електронної взаємодiї, локального поля асиметрiї та тунельного розщеплення рiв-

нiв на iснування та кiлькiсть електронних пiдзон. Обговорено, також можливiсть

застосування псевдоспiн-електронної моделi до задачi про енергетичний спектр

бозон-фермiонних сумiшей на оптичних гратках.

2.2. Електронний спектр псевдоспiн-електронної моделi
у наближеннi сплаву в пiдходi рiзночасових
розщеплень.

2.2.1. Гамiльтонiан моделi

Гамiльтонiан псевдоспiн-електронної моделi у її традицiйному формулюван-

нi [3, 9, 11], для систем з локальним ангармонiзмом кристалiчної гратки записують

наступним чином:
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H =
∑
i

Hi +
∑

<i,j>,σ

tijc
+
iσcjσ, (2.1)

Hi = Uni,↑ni,↓ + E0(ni,↑ + ni,↓) + g(ni,↑ + ni,↓)S
z
i − ΩSxi − hSzi , (2.2)

де в одновузловому доданку гамiльтонiана Ω - це тунельне розщеплення,

g - константа псевдоспiн-електронної взаємодiї та h - поле асиметрiї локального

ангармонiчного потенцiалу; значення Szi = ±1/2 вiдповiдають локалiзацiї частин-

ки в одному або iншому мiнiмумi такого потенцiалу, а додаток Sxi = 1
2(S+

i + S−i )

описує тунельне перестрибування.

Другий доданок в 2.1 описує електронний перенос мiж вузлами гратки, у

яких розташованi ангармонiчнi потенцiальнi ями.

Одновузловий гамiльтонiан розглядається як нульове наближення стосовно

переносу електронiв i таким чином зручно ввести наступний стандартний одно-

вузловий базис |R〉 = |ni,↑, ni,↓, Szi 〉, з такими власними векторами [133]:

|1〉 = |0, 0, 1

2
〉, |2〉 = |1, 1, 1

2
〉, |3〉 = |0, 1, 1

2
〉, |4〉 = |1, 0, 1

2
〉, (2.3)

|1̃〉 = |0, 0,−1

2
〉, |2̃〉 = |1, 1,−1

2
〉, |3̃〉 = |0, 1,−1

2
〉, |4̃〉 = |1, 0,−1

2
〉.

Якщо запровадити оператори Хаббарда на просторi вищезгаданих власних

векторiв, то оператори народження та знищення електронiв та оператори псевдо-

спiна будуть записанi наступним чином [133]:

ci,↑ = X14
i +X 1̃4̃

i +X32
i +X 3̃2̃

i ,

ci,↓ = X13
i +X 1̃3̃

i −X42
i −X 4̃2̃

i , (2.4)

Szi =
1

2

(
X11
i −X 1̃1̃

i +X22
i −X 2̃2̃

i +X33
i −X 3̃3̃

i +X44
i −X 4̃4̃

i

)
,

Sxi =
1

2

(
X11̃
i +X 1̃1

i +X22̃
i +X 2̃2

i +X33̃
i +X 3̃3

i +X44̃
i +X 4̃4

i

)
.



45

Тодi одновузлова частина вихiдного гамiльтонiану Hi на мовi операторiв

Хаббарда матиме вигляд:

Hi =

(
E0 +

g

2
− h

2

)(
X33
i +X44

i

)
+

(
E0 −

g

2
+
h

2

)(
X 3̃3̃
i +X 4̃4̃

i

)
+
h

2

(
X 1̃1̃
i −X11

i

)
+

(
U + 2E0 + g − h

2

)
X22
i +

(
U + 2E0 − g +

h

2

)
X 2̃2̃
i

−Ω

2

(
X11̃
i +X 1̃1

i +X22̃
i +X 2̃2

i +X33̃
i +X 3̃3

i +X44̃
i +X 4̃4

i

)
. (2.5)

Цей гамiльтонiан є дiагональним за умови Ω = 0, але у випадку ненульового

тунельного розщеплення рiвнiв, щоб його здiагоналiзувати, необхiдно використо-

вувати перетворення [133]

(
R

R̃

)
=

(
cosφr sinφr
− sinφr cosφr

)(
r

r̃

)
, (2.6)

тут

cos(2φr) =
nrg − h√

(nrg − h)2 + Ω2
, n1 = 0, n3 = n4 = 1, n2 = 2. (2.7)

Таким способом ми отримуємо

H =
∑
i,r

εrX
rr
i +

∑
<i,j>,σ

tijc
+
iσcjσ. (2.8)

ε1,1̃ = ±1

2

√
h2 + Ω2,

ε3,3̃ = ε4,4̃ = E0 ±
1

2

√
(g − h)2 + Ω2, (2.9)

ε2,2̃ = 2E0 + U ± 1

2

√
(2g − h)2 + Ω2.

Далi, використавши перетворення (2.7), отримаємо оператори народження

та знищення електронiв на мовi операторiв Хаббарда як:
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ci,σ =
∑
m,n

Aσ
mnX

nm
i , c+

i,σ =
∑
m,n

Aσ
mnX

mn
i , (2.10)

де Xmn
i = |m〉〈n| та:

A↑41 = A↑
4̃1̃

= cos (φ4 − φ1), A↑23 = A↑
2̃3̃

= cos (φ2 − φ3),

A↑
4̃1

= −A↑
41̃

= sin (φ4 − φ1), A↑
2̃3

= −A↑
23̃

= sin (φ2 − φ3),

A↑31 = A↑
3̃1̃

= cos (φ3 − φ1), A↑24 = A↑
2̃4̃

= − cos (φ2 − φ4),

A↑
3̃1

= −A↑
31̃

= sin (φ3 − φ1), A↑
2̃4

= −A↑
24̃

= − sin (φ2 − φ4).

2.2.2. Рiвняння руху для електронної функцiї Грiна

Нашою метою є розрахунок електронної функцiї Грiна ПЕМ та дослiдження

на цiй основi електронного енергетичного спектру. Розгляд проведемо в рамках

теорiї динамiчного середнього поля (див. додаток А). Тут основою є розв’язання

ефективної одновузлової задачi. Переформулюємо її, використовуючи пiдхiд, за-

пропонований в [40]. Вiн грунтується на запровадженнi ефективного гамiльтонiа-

на:

H̃eff = H0 + V
∑
σ

(c+
σ ξσ + ξ+

σ cσ) +Hξ , (2.11)

де H0 - одновузлова частина вихiдного гамiльтонiана. Тут вводиться дода-

нок, що вiдповiдає за перенос електрона з даного вузла до ефективного оточення

i навпаки. Гамiльтонiан даного оточення Hξ є невiдомим, але функцiя Грiна

Υσ(ω) =
〈〈
ξσ|ξ+

σ

〉〉(Hξ)

ω
, (2.12)

для фермiонiв оточення вважається заданою функцiєю, що визначається

самоузгоджено. Оператори ξσ та ξ+
σ описують т.зв. допомiжне фермi-поле.

Як було показано в [40], в цьому випадку мають мiсце спiввiдношення:
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〈
exp

(
−βH̃eff

)〉(Hξ)

= exp(−βHeff), (2.13)

та

2πV 2Υσ(ω) = Jσ(ω), (2.14)

де Jσ(ω) - когерентний потенцiал задачi у частотному представленнi.

В нашому випадку ми маємо наступний ефективний гамiльтонiан, який ви-

користовуємо для знаходження функцiї Грiна G(a)
σ (ω) та отримання аналiтичного

виразу для функцiонального спiввiдношення (А.10):

H̃eff =
∑
r

εrX
rr + V

(
c+
↑ ξ↑ + ξ+

↑ c↑ + c+
↓ ξ↓ + ξ+

↓ c↓

)
+Hξ . (2.15)

Оператори c↑, c↓ записують тут на мовi операторiв Хаббарда згiдно (2.10).

Вiдповiдно, одновузлова функцiя G(a)
σ (ω) (σ =↑, ↓) є лiнiйною комбiнацiєю фун-

кцiй Грiна на X-операторах

G
(a)
↑ (ω) ≡ 〈〈c↑|c+

↑ 〉〉 = 〈〈(X14 +X 1̃4̃) cos(φ4−φ1) + (X14̃ −X 1̃4) sin(φ4−φ1)

+(X32 +X 3̃2̃) cos(φ2−φ3) + (X32̃ −X 3̃2) sin(φ2−φ3)|(X41 +X 4̃1̃) cos(φ4−φ1)

+(X41̃ −X 4̃1) sin(φ4−φ1) + (X23 +X 2̃3̃) cos(φ2−φ3)

+(X23̃ −X 2̃3) sin(φ2−φ3)〉〉, (2.16)

G
(a)
↓ (ω) ≡ 〈〈c↓|c+

↓ 〉〉 = 〈〈(X13 +X 1̃3̃) cos(φ3−φ1) + (X13̃ −X 1̃3) sin(φ3−φ1)

−(X42 +X 4̃2̃) cos(φ2−φ4) + (X 4̃2 −X42̃) sin(φ2−φ4)|(X31 +X 3̃1̃) cos(φ3−φ1)

+(X 3̃1 −X31̃) sin(φ3−φ1)− (X24 +X 2̃4̃) cos(φ2−φ4)

+(X24̃ −X 2̃4) sin(φ2−φ4)〉〉. (2.17)
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Нашим завданням є розрахунок функцiй Грiна типу 〈〈Xmn|Xpq〉〉ω. Для їх

знаходження записуються рiвняння руху для операторiв Хаббарда. Наприклад,

для оператора X14

i
d

dt
X14(t) =

[
X14, H̃eff

]
= (ε4 − ε1)X

14 + V cos(φ4 − φ1)(X
11 +X44)ξ↑

+ V sin(φ4 − φ1)
(
X 4̃4 +X11̃

)
ξ↑ + V X12ξ+

↓ cos(φ2 − φ4) + V X12̃ξ+
↓ sin(φ2 − φ4)

+ V X34ξ↓ cos(φ3 − φ1) + V X 3̃4ξ↓ sin(φ3 − φ1). (2.18)

Схожi комутатори отримуються для всiх iнших операторiв Хаббарда, що

входять у вирази (2.16),(2.17). Як результат, наприклад, для 〈〈X14|X41〉〉ω отри-

муємо рiвняння:

(ω−ε4+ε1)
〈〈
X14|X41

〉〉
=

1

2π

〈
X11+X44

〉
+ V

〈〈
(X11+X44) cos(φ4−φ1)ξ↑|X41

〉〉
+ V

〈〈
sin(φ4 − φ1)(X

4̃4 +X11̃)ξ↑|X41
〉〉

+ V
〈〈
X12ξ+

↓ cos(φ2 − φ4)|X41
〉〉

+ V
〈〈
X12̃ξ+

↓ sin(φ2 − φ4)|X41
〉〉

+ V
〈〈
X34ξ↓ cos(φ3 − φ1)|X41

〉〉
+ V

〈〈
X 3̃4ξ↓ sin(φ3 − φ1)|X41

〉〉
, (2.19)

яке пов’язує її з функцiями Грiна вищих порядкiв.

Наступним кроком є видiлення незвiдних частин для таких функцiй Грiна,

використовуючи пiдхiд, описаний в [134, 135].

Похiднi i d
dtX

pq(t) виражаються як суми звiдних (спроектованих на пiдпро-

стiр, сформований фермiонними операторами Xpq) та незвiдних частин (таких,

що описують непружнє розсiяння квазiчастинок). Таким чином, комутатори (2.18)

записуються у наступному виглядi:

[
X14, H̃eff

]
= (ε4 − ε1)X

14 + α14
1 X

14 + α14
2 X

1̃4̃ + α14
3 X

14̃ + α14
4 X

1̃4 + α14
5 X

32

+ α14
6 X

3̃2̃ + α14
7 X

3̃2 + α14
8 X

32̃ + Z14. (2.20)



49

Оператори Zpq визначаються з умови ортогональностi до операторiв базо-

вого пiдпростору:

〈{Zpq, Xrs}〉 = 0. (2.21)

Цi рiвняння визначають коефiцiєнти αmni ; для них ми отримуємо наступну

систему рiвнянь :

X̂×


α14

1

α14
2

α14
3

α14
4

 = Φ14, (2.22)

X̂ =


〈X11+X44〉 0 〈X44̃〉 〈X 1̃1〉

0 〈X 1̃1̃+X 4̃4̃〉 〈X14̃〉 〈X 4̃4〉
〈X 4̃4〉 〈X 1̃1〉 〈X11+X 4̃4̃〉 0

〈X11̃〉 〈X44̃〉 0 〈X44+X 1̃1̃〉

 , (2.23)

де Φ14 - вектор, компонентами якого є лiнiйнi комбiнацiї добуткiв операторiв

Хаббарда та ξ-операторiв.

Φ1
14 = V sin(φ4−φ1)

〈
ξ↑X

4̃1 −X41̃ξ↑

〉
+ V

〈
X42ξ+

↓ cos(φ2−φ4)

+X42̃ξ+
↓ sin(φ2−φ4)

〉
+ V

〈
X31ξ↓ cos(φ3−φ1) +X 3̃1ξ↓ sin(φ3−φ1)

〉
,

Φ2
14 = 0,

Φ3
14 = V

〈
X 4̃1ξ↑ cos(φ4−φ1)−X 4̃1̃ξ↑ sin(φ4−φ1)

〉
+ V

〈
X 4̃2ξ+

↓ cos(φ2−φ4)
〉

+ V
〈
X 4̃2̃ξ+

↓ sin(φ2−φ4)
〉
,

Φ4
14 = V

〈
X41̃ξ↑ cos(φ4−φ1) +X 4̃1̃ξ↑ sin(φ4−φ1)

〉
+ V

〈
X31̃ξ↓ cos(φ3−φ1)

〉
+ V

〈
X 3̃1̃ξ↓ sin(φ3−φ1)

〉
. (2.24)

Аналогiчним чином визначаються коефiцiєнти α14
5 ,α14

6 ,α14
7 ,α14

8 .

В результатi, оператор Z14 записується як проекцiя на простiр базових опе-

раторiв:
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Z14 = V cos(φ4 − φ1)
(
X11 +X44

)
ξ↑ + V sin(φ4 − φ1)

(
X 4̃4 +X11̃

)
ξ↑

+V X12ξ+
↓ cos(φ2−φ4) + V X12̃ξ+

↓ sin(φ2 − φ4)

+V X34ξ↓ cos(φ3 − φ1) + V X 3̃4ξ↓ sin(φ3 − φ1) (2.25)

−α14
1 X

14 − α14
2 X

1̃4̃ − α14
3 X

14̃ − α14
4 X

1̃4 − α14
5 X

32 − α14
6 X

3̃2̃

−α14
7 X

3̃2 − α14
8 X

32̃.

Аналогiчно перетворюються рiвняння руху для iнших операторiв Хаббарда

X 1̃4̃, X14̃ . . . X32̃. Остаточно отримуємо:

B̂



〈〈X14|X41〉〉
〈〈X 1̃4̃|X41〉〉
〈〈X14̃|X41〉〉
〈〈X 1̃4|X41〉〉
〈〈X32|X41〉〉
〈〈X 3̃2̃|X41〉〉
〈〈X32̃|X41〉〉
〈〈X 3̃2|X41〉〉


=



〈X11+X44〉
2π + 〈〈Z14|X41〉〉
〈〈Z 1̃4̃|X41〉〉
〈〈Z14̃|X41〉〉
〈〈Z 1̃4|X41〉〉
〈〈Z32|X41〉〉
〈〈Z 3̃2̃|X41〉〉
〈〈Z32̃|X41〉〉
〈〈Z 3̃2|X41〉〉


, (2.26)

де

B̂ =



ω − ε41 − α14
1 · · · −α3̃2

1

−α14
2 · · · −α3̃2

2

−α14
3 · · · −α3̃2

3

−α14
4 · · · −α3̃2

4

−α14
5 · · · −α3̃2

5

−α14
6 · · · −α3̃2

6

−α14
7 · · · −α3̃2

7

−α14
8 · · · ω − ε23̃ − α3̃2

8


. (2.27)

(тут εpq = εp − εq).
Для отримання рiвнянь для функцiй Грiна типу 〈〈Zmn|X41〉〉 проводиться

диференцiювання за другим часовим аргументом; пiсля процедури проектування

типу (2.19) матимемо, наприклад:
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〈〈
Z14|X41

〉〉
(ω−ε41) =

〈〈
Z14|X41

〉〉
α14

1 +
〈〈
Z14|X 4̃1̃

〉〉
α14

2 +
〈〈
Z14|X14̃

〉〉
α14

3

+
〈〈
Z14|X 1̃4

〉〉
α14

4 +
〈〈
Z14|X23

〉〉
α14

5 +
〈〈
Z14|X 2̃3̃

〉〉
α14

6 +
〈〈
Z14|X 2̃3

〉〉
α14

7

+
〈〈
Z14|X23̃

〉〉
α14

8 +
〈〈
Z14|Z41

〉〉
, (2.28)

Аналогiчно отримуються рiвняння для фунцiй Грiна зi всiма iншими опе-

раторами Хаббарда в правiй частинi функцiї. Остаточно, для матричної функцiї

Грiна:

Ĝ↑ = 2π


〈〈
X14|X41

〉〉
· · ·

〈〈
X14|X23̃

〉〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .〈〈
X 3̃2|X41

〉〉
· · ·

〈〈
X 3̃2|X23̃

〉〉
 , (2.29)

записується наступне рiвняння:

Ĝ↑ = Ĝ0
↑ + Ĝ0

↑P̂↑Ĝ
0
↑ . (2.30)

Тут Ĝ0
↑ - незбурена функцiя Грiна:

Ĝ0
↑ = B̂−1Î↑ , (2.31)

Î↑ =



A−1
14 0 0 0 0 0 0 0
0 A−1

1̃4̃
0 0 0 0 0 0

0 0 A−1
14̃

0 0 0 0 0

0 0 0 A−1
1̃4

0 0 0 0

0 0 0 0 A−1
32 0 0 0

0 0 0 0 0 A−1
3̃2̃

0 0

0 0 0 0 0 0 A−1
32̃

0

0 0 0 0 0 0 0 A−1
3̃2


, (2.32)

де Apq = 〈Xpp +Xqq〉.
Матриця
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P̂↑ = 2πÎ↑


〈〈
Z14|Z41

〉〉
· · ·

〈〈
Z14|Z23̃

〉〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .〈〈
Z 3̃2|Z41

〉〉
· · ·

〈〈
Z 3̃2|Z23̃

〉〉
 Î↑, (2.33)

має змiст матрицi розсiяння. Будучи вираженою через незвiднi функцiї Грi-

на, вона мiстить поправки другого та вищих порядкiв V . Видiлення в P̂↑ незвiдних

частин дозволяє отримати масовий оператор M̂↑ [40]

P̂↑ = M̂↑ + M̂↑Ĝ
0
↑M̂↑ + M̂↑Ĝ

0
↑M̂↑Ĝ

0
↑M̂↑ + · · · , M̂↑ = P̂↑|ir . (2.34)

У цьому випадку рiвняння (2.30) трансформується в рiвняння типу Дайсона:

Ĝ↑ = Ĝ0
↑ + Ĝ0

↑M̂↑Ĝ↑; (2.35)

з розв’язком

Ĝ↑ =
(

1− Ĝ0
↑M̂↑

)−1

Ĝ0
↑ . (2.36)

2.2.3. Рiзночасовi розщеплення незвiдних функцiй Грiна

Для розрахунку функцiй Грiна, що входять у вирази для елементiв матрицi

P̂↑, використовується метод рiзночасових розщеплень [136]. Ця процедура в на-

шому випадку означає незалежне усереднення добуткiв операторiв Хаббарда та

ξ-операторiв. Як було показано, для функцiї Z14 отримано вираз (2.25), що можна

записати як:

1

V
Z14 = cos(φ4 − φ1) ˜(X11 +X44)ξ↑ + X̃12ξ+

↓ cos(φ2 − φ4)

+ sin(φ4 − φ1)
˜(X 4̃4 +X11̃)ξ↑ + X̃12̃ξ+

↓ sin(φ2 − φ4)
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+X̃34ξ↓ cos(φ3 − φ1) + X̃ 3̃4ξ↓ sin(φ3 − φ1), (2.37)

де, для отримання явних виразiв для операторiв ˜(Xpq +Xrs)ξσ та X̃rsξσ

треба розв’язати рiвняння (2.22) для коефiцiєнтiв αpqk .

Розглянемо окремо частини функцiї 〈〈Z14|Z41〉〉.
1. Функцiя Грiна 〈〈 ˜(X11+X44)ξ↑| ˜ξ+

↑ (X11+X44)〉〉ω ≡ I1(ω), згiдно спектраль-

ної теореми

I1(ω) =
1

2π

∞∫
−∞

dω′

ω−ω′
(

eβω
′
+1
) ∞∫
−∞

dt

2π
e−iω′t

〈
ξ+
↑ (t)(X11+X44)t(X

11+X44)ξ↑

〉ir

.

Проводячи рiзночасове розщеплення та розраховуючи середнi у цих коре-

ляторах в нульовому наближеннi:

〈ξ+
↑ (t)(X11+X44)t(X

11+X44)ξ↑〉ir ≈ 〈(X11+X44)t(X
11+X44)〉〈ξ+

↑ (t)ξ↑〉,

〈(X11+X44)t(X
11+X44)〉 ≈ 〈(X11+X44)2〉 = A14, (2.38)

як кiнцевий результат отримаємо

I1(ω) = A14

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
. (2.39)

2. Функцiя Грiна 〈〈 ˜(X11̃+X 4̃4)ξ↑| ˜ξ+
↑ (X 1̃1+X44̃)〉〉ω ≡ I2(ω): Тут〈

ξ+
↑ (t)

(
X 1̃1+X44̃

)
t

(
X11̃+X 4̃4

)
ξ↑

〉ir

≈
〈(
X 1̃1+X44̃

)
t

(
X11̃+X 4̃4

)〉〈
ξ+
↑ (t)ξ↑

〉
,〈(

X 1̃1+X44̃
)
t

(
X11̃+X 4̃4

)〉
=
〈
X 1̃1
t X

11̃+X44̃
t X

4̃4
〉

= exp[i
(
ε1̃−ε1

)
t]
〈
X 1̃1̃

〉
+ exp[i

(
ε4 − ε4̃

)
t]
〈
X44

〉
. (2.40)

З використанням такого наближення матимемо

I2(ω) =
1

2

〈
X44+X 4̃4̃

〉〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω−ε4+ε4̃

+
1

2

〈
X11+X 1̃1̃

〉〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω−ε1̃+ε1
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+
1

2π

〈
X 4̃4̃−X44

〉
×
∞∫

−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε4 + ε4̃

(2.41)

+
1

2π

〈
X11−X 1̃1̃

〉 ∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε1̃ + ε1
. (2.42)

Аналогiчним чином розраховуються функцiї Грiна 〈〈X̃12ξ+
↓ |ξ̃↓X21〉〉,

〈〈X̃34ξ↓|ξ̃+
↓ X

43〉〉, i тд. (див. додаток Б).

2.2.4. Близькi пiдзони у наближеннi сплаву

В даному пiдходi за розсiяння вiдповiдає тiльки когерентний потенцiал. Це

призводить то нехтування середнiх 〈Xmnξσ〉 [39, 40] та до нехтування доданкiв

Rpq
(1,2)↑(ω) у виразах для незвiдних функцiй Грiна. Таким чином, матриця незвi-

дних одновузлових функцiй Грiна є у наближеннi типу сплаву дiагональною:

Ĝ0
↑ =

(
Ĝ0
↑(14 . . . 41̃) 0

0 Ĝ0
↑(32 . . . 23̃)

)
,

Ĝ0
↑(14 . . . 41̃) =


A14

ω−ε41 0 0 0

0
A1̃4̃

ω−ε4̃1̃
0 0

0 0
A14̃

ω−ε4̃1
0

0 0 0
A1̃4

ω−ε41̃

 ,

Ĝ0
↑(32 . . . 23̃) =


A32

ω−ε23 0 0 0

0
A3̃2̃

ω−ε2̃3̃
0 0

0 0
A32̃

ω−ε2̃3
0

0 0 0
A3̃2

ω−ε23̃

 . (2.43)

Матриця масового оператора в такому випадку має вигляд

M̂↑ =

(
M̂↑(14 . . . 41̃) 0

0 M̂↑(32 . . . 23̃)

)
, (2.44)
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Рис. 2.1. Одновузловi енергетичнi електроннi рiвнi εp як функцiї h при Ω = 1.1,
n = 1.0, g = 1.0, U = 0.2.

M̂↑(14 . . . 41̃) = J↑(ω)


cos2 φ41
A14

0 sin 2φ41〈X11〉
2A14A14̃

− sin 2φ41〈X44〉
2A14A1̃4

0 cos2 φ41
A1̃4̃

sin 2φ41〈X 4̃4̃〉
2A14̃A1̃4̃

− sin 2φ41〈X 1̃1̃〉
2A1̃4A1̃4̃

sin 2φ41〈X11〉
2A14̃A14

sin 2φ41〈X 4̃4̃〉
2A14̃A1̃4̃

sin2 φ41
A14̃

0

− sin 2φ41〈X44〉
2A14A1̃4

− sin 2φ41〈X 1̃1̃〉
2A1̃4A1̃4̃

0 sin2 φ41
A1̃4

 ,

M̂↑(32 . . . 23̃) = J↑(ω)


cos2 φ32
A32

0 sin 2φ23〈X33〉
2A32A32̃

− sin 2φ23〈X22〉
2A32A3̃2

0 cos2 φ32
A3̃2̃

sin 2φ23〈X 2̃2̃〉
2A32̃A3̃2̃

− sin 2φ23〈X 3̃3̃〉
2A3̃2A3̃2̃

sin 2φ23〈X33〉
2A32̃A32

sin 2φ23〈X 2̃2̃〉
2A32̃A3̃2̃

sin2 φ32
A32̃

0

− sin 2φ23〈X22〉
2A32A3̃2

− sin 2φ23〈X 3̃3̃〉
2A3̃2A3̃2̃

0 sin2 φ23
A3̃2

 .

Вiдповiдно, матриця функцiї Грiна, як i матриця масового оператора, скла-

даються з двох незалежних блокiв:

Ĝ↑ =

(
Ĝ↑(14 . . . 41̃) 0

0 Ĝ↑(32 . . . 23̃)

)
. (2.45)

Використовуючи рiвняння (2.35) та (2.44) отримуємо елементи матриць

Ĝ↑(14 . . . 4̃1̃) та Ĝ↑(32 . . . 2̃3̃). Пiдставляючи їх у спiввiдношення (2.16), отриму-

ємо кiнцевий вираз для одновузлової функцiїї Грiна Ĝ
(a)
↑ (ω). В загальному цей

вираз дуже громiздкий. Внески вiд iндивiдуальних електронних переходiв з енер-

гiями εpq мiж вихiдними одновузловими рiвнями |p〉 та |q〉 залежать вiд їхнього

положення в спектрi. Цi рiвнi чутливi до значень параметрiв h,Ω та U i крiм
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Рис. 2.2. Одновузловi енергетичнi електроннi рiвнi εp як функцiї h при Ω = 0.5,
n = 1.0, g = 1.0, U = 0.2.

того визначаються середнiми Apq = 〈Xpp + Xqq〉, де у нульовому наближеннi

〈Xpp〉 ∼ exp(−βεp) (що означає, що для низьких температур можуть враховува-

тись тiльки рiвнi з найнижчими енергiями). Залежностi одновузлових електрон-

них енергетичних рiвнiв вiд поля асиметрiї h при рiзних значеннях тунельного

розщеплення Ω вказано на рис.2.1 та 2.2. У цьому випадку тiльки рiвнi ε1̃ . . . ε4̃

з вiд’ємним значенням проекцiї псевдоспiна є важливими. Енергiї електронних

переходiв мiж рiвнями з рисунку 2.2 вказанi на рис. 2.3. При заданих значеннях

поля h деякi пари електронних переходiв стають близькими за значенням енергiї,

а отже виникають близькi пiдзони у спектрi фермiонiв. При h ∼ 0 такою парою

є переходи 2̃3̃ та 4̃1̃; хiмiчний потенцiал електронiв для таких переходiв знаходи-

ться в цiй областi для концентрацiй близьких до половинного заповнення n ∼ 1

[14]. В цьому випадку дуже важливим є параметр ∆ = ε2̃3̃ − ε4̃1̃, що має змiст

енергiї ефективної взаємодiї електронiв на вузлi (енергiї появи пари “надлишко-

вий електрон”-“дiрка”) при наявностi взаємодiї з псевдоспiном [137]. При ∆ < 0

енергiї переходiв змiнюють їхнє вiдносне положення, що вiдповiдає ефективному

притяганню. На рис. 2.4 показано дiаграму, де такi областi зображено на площинi

(Ω, U) при рiзних значеннях h. Пiдзони (1̃4̃) та (3̃2̃) є близькими та можуть накла-

датись при ∆ . W , де W це напiвширина вихiдної електронної зони (W < g,U).

Такий випадок з накладанням i розглядається нами далi.

Функцiя Грiна G(a)
↑ (ω) для випадку, коли накладаються пiдзони (1̃4̃) та (3̃2̃),
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Рис. 2.3. Енергiї одновузлових електронних переходiв εpq = εp − εq як функцiя h.
n = 1.0, g = 1.0, U = 0.2, Ω = 0.5.
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Рис. 2.4. Дiаграма ∆ = 0. В областi нижче кривої параметр ∆ вiд’ємний.
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записується наступним чином:

G
(a)
↑ (ω) =

〈〈
X 1̃4̃|X 4̃1̃

〉〉
+
〈〈
X 3̃2̃|X 2̃3̃

〉〉
=

〈
X 1̃1̃+X 4̃4̃

〉
cos2 φ41

ω − ε4̃1̃ − J↑ cos2(φ4 − φ1)
+

〈
X 3̃3̃+X 2̃2̃

〉
cos2 φ32

ω − ε2̃3̃ − J↑ cos2(φ3 − φ2)
. (2.46)

Це частковий випадок рiвняння (А.10) для двох близьких пiдзон в набли-

женнi сплаву. Отже, використовуючи властивiсть локальностi функцiї Ξσ(ω) та

рiвняння (А.8) та (А.9), ми отримуємо наступний функцiональний зв’язок функцiї

Грiна G(a)
↑ (ω) та когерентного потенцiалу J↑(ω):

G
(a)
↑ (ω) =

1

N

∑
~k

1

G
(a)
↑ (ω) + J↑(ω)− tk

=

∞∫
−∞

dt
ρ0(t)

G
(a)
↑ (ω) + J↑(ω)− tk

. (2.47)

Визначаючи звiдси функцiю Грiна G↑(ω), для гратки Бете з напiвелiпти-

чною густиною станiв ρ0(t) = 2
πW 2

√
W 2 − t2, отримуємо, G↑(ω) = 4

W 2J↑(ω) [133].

Вiдповiдно, з (2.44) випливає рiвняння для когерентного потенцiалу

J↑ =
W 2

4

[
〈X 1̃1̃ +X 4̃4̃〉 cos2 φ41

ω − ε4̃1̃ − J↑ cos2 φ41
+
〈X 3̃3̃ +X 2̃2̃〉 cos2 φ32

ω − ε2̃3̃ − J↑ cos2 φ32

]
. (2.48)

Також врахуємо, що для цього випадку:

〈
X 1̃1̃ +X 4̃4̃

〉
∼= 1− n

2
,

〈
X 3̃3̃ +X 2̃2̃

〉
∼=
n

2
, (2.49)

i рiвняння для знаходження хiмiчного потенцiалу має вигляд:

〈
X 4̃4̃

〉
=
〈
X 3̃3̃

〉
, (2.50)

де середнi вiд операторiв Хаббарда розраховуються, використовуючи спе-

ктральну теорему для вiдповiдних компонент функцiй Грiна (2.45). Такими чи-

ном, шляхом розв’язування рiвнянь (2.48) та (2.50) знаходиться хiмiчний потен-

цiал та визначаються краї пiдзон як функцiї середньої концентрацiї електронiв.
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Залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд n показано в границi T → 0, (β → ∞) на

рис.2.5; розглянуто випадок, коли двi близькi пiдзони 1̃4̃ та 3̃2̃ не накладаються.

Можливiсть iснування двох роздiлених пiдзон чи об’єднання їх в одну (коли щi-

лина в спектрi зникає) залежить вiд значень пераметрiв моделi. На рисунку 2.6

показано обидва випадки. Iснує критичне значення параметра взаємодiї на ву-

злi Ueff , при якому густина станiв ρ(ω) змiнює свою топологiю (щiлина iснує при

U > Ueff). Залежностi Ueff вiд поля асиметрiї та тунельного розщеплення рiвнiв

показано на рис. 2.7 та 2.8 вiдповiдно.
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Рис. 2.5. Залежнiсть хiмiчного потенцiалу та країв пiдзон (1̃4̃) та 3̃2̃ вiд n при
нульовiй температурi. Пiдзона (1̃4̃) є нижньою. g = 1.0, W = 0.1, U =
0.3, Ω = 0.5, h = −0.1.

Розраховане критичне значення параметру тунельного розщеплення як

функцiя поля асиметрiї h при рiзних значеннях U подано на рис. 2.9. Щiлина

в спектрi виникає, коли Ω є меншим за певне критичне значення.
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Рис. 2.6. Густина станiв ρ(ω) при рiзних значеннях параметру взаємодiї на вузлi
U . U = 0.3: двi роздiленi пiдзони, U = 0.2: одна спiльна пiдзона. Ω = 0.5,
h = −0.1, n = 1.0.
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Рис. 2.7. Залежнiсть критичного значення кулонiвського потенцiалу Ueff вiд поля
h при рiзних значеннях тунельного розщеплення Ω; n = 1.0, g = 1.0,W =
0.1.

2.3. Електронний спектр псевдоспiн-електронної моделi
у границi U →∞

2.3.1. Гамiльтонiан моделi на редукованому базисi

У даному параграфi ми проведемо бiльш повний аналiз структури електрон-

ного спектру ПЕМ, звертаючи основну увагу на перебудову його енергетичних зон

при змiнi параметрiв, що характеризують локальний ангармонiзм гратки. На вiд-

мiну вiд попереднього дослiдження, обмежимось граничним випадком U → ∞
(коли виключаються стани |2〉 та |2̃〉 з подвiйним заповненням електронних рiв-

нiв). Проводячи розгляд в рамках методу ДСП i наближення сплаву, застосуємо
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Рис. 2.8. Залежнiсть критичного значення кулонiвського потенцiалу Ueff вiд ту-
нельного розщеплення рiвнiв Ω при рiзних значеннях поля асиметрiї h
n = 1.0, g = 1.0,W = 0.1.
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Рис. 2.9. Критичне значення параметру тунельного розщеплення Ω як функцiя
поля асиметрiї h при рiзних значеннях U ; n = 1.0, g = 1.0,W = 0.1.
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iнший спосiб розрахунку одновузлової електронної функцiї Грiна G(a)
σ , пов’язаний

з використанням теорiї збурень у мацубарiвському представленнi.

Гамiльтонiан псевдоспiн-електронної моделi буде мати в загальному такий

самий вигляд, як i ранiше

H =
∑
i

Hi +
∑

<i,j>,σ

tijc
+
iσcjσ, (2.51)

Hi = −µ(ni,↑ + ni,↓) + g(ni,↑ + ni,↓)S
z
i − ΩSxi − hSzi . (2.52)

Однак тепер доданок Un↑n↓ вiдсутнiй, оскiльки задача розглядається на

редукованому базисi, що складається з шести станiв

|1〉 = |0, 0, 1

2
〉, |3〉 = |0, 1, 1

2
〉, |4〉 = |1, 0, 1

2
〉, (2.53)

|1̃〉 = |0, 0,−1

2
〉, |3̃〉 = |0, 1,−1

2
〉, |4̃〉 = |1, 0,−1

2
〉.

Вводимо оператори Хаббарда на просторi вищезгаданих власних векто-

рiв; тодi оператори народження та знищення електронiв (в границi, коли стани

|2〉, |2̃〉 = |1, 1,±1
2〉 вiдсутнi) запишуться наступним чином [133]

ci,↑ = X14
i + X1̃4̃

i , ci,↓ = X13
i + X1̃3̃

i (2.54)

Одновузлова частина вихiдного гамiльтонiану на мовi операторiв Хаббарда

матиме наступний вигляд

Hi = (−µ+
g

2
− h

2
)(X33

i + X44
i ) + (−µ− g

2
+
h

2
)(X3̃3̃

i + X4̃4̃
i ) +

h

2
(X1̃1̃

i − X11
i )

+
Ω

2
(X11̃

i + X1̃1
i + X33̃

i + X3̃3
i + X4̃4

i + X44̃
i ). (2.55)

Цей гамiльтонiан є дiагональним за умови Ω = 0, але у випадку ненульового

тунельного розщеплення рiвнiв, щоб його здiагоналiзувати, необхiдно використо-

вувати перетворення [133]; аналогiчне до (2.6)
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(
R

R̃

)
=

(
cosφr sinφr
− sinφr cosφr

)(
r

r̃

)
. (2.56)

Тут

cos(2φr) =
nrg − h√

(nrg − h)2 + Ω2
, n1 = 0, n3 = n4 = 1. (2.57)

Таким чином отримуємо

H =
∑
i,r

εrX
rr
i +

∑
<i,j>,σ

tijc
+
iσcjσ, (2.58)

ε1,1̃ = ±1

2

√
h2 + Ω2,

ε3,3̃ = ε4,4̃ = −µ± 1

2

√
(g − h)2 + Ω2.

Далi, використавши перетворення (2.56), можемо записати

ci,↑ = cosφ41(X
14
i +X 1̃4̃

i ) + sinφ41(X
14̃
i −X 1̃4

i ),

ci,↓ = cosφ31(X
13
i +X 1̃3̃

i ) + sinφ31(X
13̃
i −X 1̃3

i ), (2.59)

cosφ41 = cos (φ4 − φ1), cosφ31 = cos (φ3 − φ1),

sinφ41 = sin (φ4 − φ1), sinφ31 = sin (φ3 − φ1).

де оператори Хаббарда вже дiють на новому базисi

2.3.2. Переформулювання теореми Вiка для ефективної

одновузлової задачi

Для встановлення явного вигляду спiввiдношення (А.10) необхiдно розраху-

вати одновузлову електронну функцiю Грiна. Використаємо розклад за степенями

когерентного потенцiалу Jσ(ω), коли в ролi збурення виступає гамiльтонiан взає-

модiї (2.11) з допомiжним фермi-полем. Для нульового наближення:
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−〈TXqp(τ)Xpq(τ ′)〉0 = −gqp0 (τ − τ ′)〈Xqq +Xpp〉0. (2.60)

В частотному представленнi gqp0 (ωn) = −(iωn − λpq)−1, λpq = εp − εq.
Використовуємо теорему Вiка для операторiв Хаббарда [138]:

X41(τ ′)X
�

14(τ) = −g14
0 (τ − τ ′)(X11 +X44)τ ′,

X 4̃1̃(τ ′)X

�

14(τ) = 0,

X 4̃1(τ ′)X

�

14(τ) = −g14
0 (τ − τ ′)X 4̃4(τ ′),

X41̃(τ ′)X

�

14(τ) = −g14
0 (τ − τ ′)X11̃(τ ′).

Як результат такого спарювання виникають оператори Хаббарда бозе типу.

Наближення сплаву (див [39, 40]) в загальному випадку означає нехтування

недiагональними операторами Хаббарда при спарюваннi операторiв за теоремою

Вiка. Використовуючи таке наближення, отримуємо наступний результат:

c+
↑ (τ ′)X

�
14(τ) = −g14

0 (τ − τ ′)(X11 +X44)τ ′ cosφ41,

c+
↓ (τ ′)X

�
14(τ) = 0,

c+
↑ (τ ′)X

�
1̃4̃(τ) = −g1̃4̃

0 (τ − τ ′)(X 1̃1̃ +X 4̃4̃)τ ′ cosφ41,

c+
↓ (τ ′)X

�
1̃4̃(τ) = 0,

c+
↑ (τ ′)X

�
1̃4(τ) = g1̃4

0 (τ − τ ′)(X 1̃1̃ +X44)τ ′ sinφ41,

c+
↓ (τ ′)X

�
1̃4(τ) = 0

c+
↑ (τ ′)X

�
14̃(τ) = −g14̃

0 (τ − τ ′)(X11 +X 4̃4̃)τ ′ sinφ41,

c+
↓ (τ ′)X

�
14̃(τ) = 0.

(2.61)

I тепер, використовуючи (2.61) можемо записати

c+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ) = −g14
0 (τ − τ ′)(X11 +X44)τ ′ cos2 φ41
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−g1̃4̃
0 (τ − τ ′)(X 1̃1̃ +X 4̃4̃)τ ′ cos2 φ41

−g1̃4
0 (τ − τ ′)(X 1̃1̃ +X44)τ ′ sin

2 φ41

−g14̃
0 (τ − τ ′)(X11 +X 4̃4̃)τ ′ sin

2 φ41 (2.62)

Цей результат означає, що у випадку наближення типу сплаву спарювання

операторiв фермi розкладається на суму доданкiв, що є проекцiями на одновузло-

вi стани (як наслiдок дiї операторiв Xrr). Таке спрощення можна трактувати як

модифiкацiю процедури спарювань X-операторiв, яка не враховує процесiв розсi-

яння, пов’язаних зi змiною локальних станiв.

Остаточно перепишемо спiввiдношення (2.62) у такому виглядi

c+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ) =

−[g14
0 (τ−τ ′) cos2 φ41+g14̃

0 (τ−τ ′) sin2 φ41]X
11(τ ′)

−[g1̃4̃
0 (τ−τ ′) cos2 φ41+g1̃4

0 (τ−τ ′)(sin2 φ41]X
1̃1̃(τ ′)

−[g14
0 (τ−τ ′) cos2 φ41+g1̃4

0 (τ−τ ′) sin2 φ41]X
44(τ ′) (2.63)

−[g1̃4̃
0 (τ−τ ′) cos2 φ41+g14̃4

0 (τ−τ ′) sin2 φ41]X
4̃4̃(τ ′) ≡

−g(1)
0↑ X

11(τ ′)− g(1̃)
0↑ X

1̃1̃(τ ′)− g(4)
0↑ X

44(τ ′)−−g(4̃)
0↑ X

4̃4̃(τ ′) = −
∑
r

g
(r)
0↑ X

rr(τ ′),

де запроваджено спроектованi одновузловi функцiї g(r)
0↑ нульового наближе-

ння. Формула (2.63) складає змiст т. зв. модифiкованої теореми Вiка для опера-

торiв Хаббарда. I це є основною вiдмiннiстю вiд iдеального фермiонного випадку,

де результатом спарювання є функцiя Грiна.

2.3.3. Одновузлова функцiя Грiна

В загальному випадку для розрахунку електронної функцiї Грiна ефектив-

ної одновузлової задачi ми виходимо з її означення

Gσ(τ − τ ′) = −〈Tcσ(τ)c+
σ (τ ′)e−βHeff 〉
〈e−βHeff 〉

= −〈Tcσ(τ)c+
σ (τ ′)σ̃(β)〉0
〈σ̃(β)〉0

. (2.64)
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Окремо розраховуємо чисельник та знаменник цього виразу, використову-

ючи розклад за степенями когерентного потенцiалу Jσ(τ − τ ′), який виникає

в результатi спарювання за теоремою Вiка операторiв допомiжного фермi-поля

(−V 2〈ξσ(τ)ξ+
σ (τ ′)〉 = Jσ(τ − τ ′)). Нижче показано другий порядок такого розкла-

ду - з чотирма операторами народження та знищення електронiв:

〈Tc↑(τ)c+
↑ (τ ′)c+

↑ (τ1)c↑(τ2)〉0 = −〈Tc+
↑ (τ)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ1)c

�

↑(τ2)〉0

+〈Tc+
↑ (τ1)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ2)〉0 (2.65)

= −
∑
r

g
(r)
0↑ (τ − τ ′)g(r)

0↑ (τ2 − τ1)〈Xrr〉0 +
∑
r

g
(r)
0↑ (τ − τ1)g

(r)
0↑ (τ2 − τ ′)〈Xrr〉0,

та

〈Tc↑(τ)c+
↑ (τ ′)c+

↓ (τ1)c↓(τ2)〉0 = −〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ)c+
↓ (τ1)c

�

↓(τ2)〉0

= −
∑
r

g
(r)
0↑ (τ − τ ′)g(r)

0↓ (τ2 − τ1)〈Xrr〉0. (2.66)

Спарювання операторiв фермi в цьому випадку виконано згiдно (2.63). Дi-

агональнi оператори Хаббарда, що виникли при промiжних кроках такої проце-

дури, перемножуємо, використовуючи правило XrrXpp = Xrrδrp. Як результат,

залишаються тiльки середнi 〈Xrr〉0.
Розлянемо ще третiй порядок в нашому розкладi - з шiстьма операторами

народження та знищення електронiв:

〈Tc↑(τ)c+
↑ (τ ′)c+

↑ (τ1)c↑(τ2)c
+
↑ (τ3)c↑(τ4)〉0

= −〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ1)c↑(τ2)c

+
↑ (τ3)c↑(τ4)〉0

+〈Tc+
↑ (τ ′)c+

↑ (τ1)c
�

↑(τ)c↑(τ2)c
+
↑ (τ3)c↑(τ4)〉0

+〈Tc+
↑ (τ ′)c+

↑ (τ1)c↑(τ2)〉0c+
↑ (τ3)c

�

↑(τ)c↑(τ4)〉0

= −〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ1)c

�

↑(τ2)c
+
↑ (τ3)c

�

↑(τ4)〉0
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+〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ1)c

�

↑(τ4)c
+
↑ (τ3)c

�

↑(τ2)〉0

+〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ2)c
+
↑ (τ1)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ3)c

�

↑(τ4)〉0

−〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ4)c
+
↑ (τ1)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ3)c

�

↑(τ2)〉0

+〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ4)c
+
↑ (τ1)c

�

↑(τ2)c
+
↑ (τ3)c

�

↑(τ)〉0

−〈Tc+
↑ (τ ′)c

�

↑(τ2)c
+
↑ (τ3)c

�

↑(τ)c+
↑ (τ1)c

�

↑(τ4)〉0. (2.67)

Остаточно

〈Tc↑(τ)c+
↑ (τ ′)c+

↑ (τ1)c↑(τ2)c
+
↑ (τ3)c↑(τ4)〉0

=
∑
r

g
(r)
0↑ (τ − τ ′)g(r)

0↑ (τ2 − τ1)g
(r)
0↑ (τ4 − τ3)〈Xrr〉0

−
∑
r

g
(r)
0↑ (τ − τ ′)g(r)

0↑ (τ4 − τ1)g
(r)
0↑ (τ2 − τ3)〈Xrr〉0

−
∑
r

g
(r)
0↑ (τ2 − τ ′)g(r)

0↑ (τ − τ1)g
(r)
0↑ (τ4 − τ3)〈Xrr〉0

+
∑
r

g
(r)
0↑ (τ4 − τ ′)g(r)

0↑ (τ − τ1)g
(r)
0↑ (τ2 − τ3)〈Xrr〉0

−
∑
r

g
(r)
0↑ (τ4 − τ ′)g(r)

0↑ (τ2 − τ1)g
(r)
0↑ (τ − τ3)〈Xrr〉0

+
∑
r

g
(r)
0↑ (τ2 − τ ′)g(r)

0↑ (τ − τ3)g
(r)
0↑ (τ4 − τ1)〈Xrr〉0. (2.68)

Подiбну процедуру виконуємо i у випадку вищих порядкiв розкладу. Ви-

користовуючи дiаграмнi зображення, маємо можливiсть роздiлити звiднi та не-

звiднi “вакуумнi” (без зовнiшнiх вершин) частини дiаграм. Першi, в частотному

представленнi, формують геометричну прогресiю. Другi - мають вигляд закри-

тих кiлець рiзної довжини (створених незбуреними функцiями Грiна та лiнiями

когерентного потенцiалу) та пiсля пiдсумовування дають експоненцiйний внесок

в пiдпросторах |r〉.
Таким чином, для чисельника функцiї Грiна 〈Tc↑(τ)c+

↑ (τ ′)〉num отримується:

〈Tc↑(τ)c+
↑ (τ ′)〉num

=
∑
r

[
g

(r)
0↑ (ωn)− g(r)

0↑ (ωn)J↑(ωn)g
(r)
0↑ (ωn) + g

(r)
0↑ (ωn)J↑(ωn)g

(r)
0↑ (ωn)J↑(ωn)g

(r)
0↑ (ωn)
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− . . .
]
〈Xrr〉0eQr =

∑
r

g
(r)
0↑ (ωn)

1 + g
(r)
0↑ (ωn)J↑(ωn)

〈Xrr〉0eQr . (2.69)

Тут:

Qr =
∑
ωn

∑
σ

g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)−

1

2

[∑
ωn

∑
σ

g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)

]2

(2.70)

+
1

3

[∑
ωn

∑
σ

g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)

]3

− · · · =
∑
ωn

∑
σ

ln(1 + g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)).

Зокрема,

Q1,1̃ =
∑
ωn

ln(1 + g
(1,1̃)
0↑ (ωn)J↑(ωn)) +

∑
ωn

ln(1 + g
(1,1̃)
0↓ (ωn)J↓(ωn)),

Q3,3̃ =
∑
ωn

ln(1 + g
(3,3̃)
0↓ (ωn)J↓(ωn)), (2.71)

Q4,4̃ =
∑
ωn

ln(1 + g
(4,4̃)
0↑ (ωn)J↑(ωn)).

(2.72)

Подiбним способом розраховуємо знаменник 〈σ̃(β)〉0

〈σ̃(β)〉0 = 1−
β∫

0

dτ1

β∫
0

dτ2

∑
σ

Jσ(τ1 − τ2)× 〈Tc+
σ (τ1)cσ(τ2)〉0 (2.73)

+
1

2!

β∫
0

dτ1· · ·
β∫

0

dτ4 ×
∑
σ

∑
σ′

Jσ(τ1 − τ2)Jσ′(τ3 − τ4)×

×〈Tc+
σ (τ1)cσ(τ2)c

+
σ′(τ3)cσ′(τ4)〉0 − . . . .

В дiаграмному представленнi цей ряд виражається як набiр “вакуумних”

дiаграм. Кiнцевий вираз можна представити через внески Qr вищезгаданих кiль-

цевих дiаграм:

〈σ(β)〉0 =
∑
r

[
1 +Qr +

1

2!
Q2
r +

1

3!
Q3
r + . . .

]
〈Xrr〉0 =

∑
r

eQr〈Xrr〉0. (2.74)
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Остаточно отримується аналiтичний вираз:

〈Tc+
σ cσ〉 =

∑
r

g
(r)
0σ (ωn)

1+g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)

〈Xrr〉0eQr∑
p
eQp〈Xpp〉0

, (2.75)

де σ =↑ чи ↓.

2.3.4. Електронний енергетичний спектр та його перебудова при

наявностi поперечного псевдоспiнового поля

В результатi отримано замкнуту систему рiвнянь для розрахунку функцiї

Грiна G(a)
↑ (ω) та когерентного потенцiалу J↑(ω)

Gσ
k(ω) =

1

[Ξσ(ω)]−1 − tk
,

G(a)
σ (ω) =

1

[Ξσ(ω)]−1 − Jσ(ω)
=

1

N

∑
k

Gσ
k(ω), (2.76)

G(a)
σ (ω) =

∑
r

g
(r)
0σ (ωn)

1+g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)

〈Xrr〉0eQr∑
p
eQp〈Xpp〉0

,

Qr =
∑
ωn

∑
σ

ln(1 + g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)).

Для розрахунку 〈Xrr〉0 ми використовуємо iтерацiйний процес: наступне

значення 〈Xrr〉0 залежить вiд попереднього 〈Xrr〉′0 як

〈Xrr〉0 =
〈Xrr〉′0eQr∑

p=1,1̃,4,4̃

〈Xpp〉0eQp
.

Початковi значення для середнiх розраховуються згiдно розподiлу Больцма-

на 〈Xrr〉0 = e−βλr∑
p
e−βλp

.
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Рис. 2.10. Залежнiсть меж електронних енергетичних зон вiд поля асиметрiї h
(g = 0.5,Ω = 0.1, T = 0.02, µ = 0,W = 0.5) Тут i надалi пунктирна лi-
нiя показує енергетичнi переходи pq (з енергiєю λpq = εp−εq) у випадку
вiдсутностi переносу.

Для обчислення суми за
−→
k ми використовуємо, як i ранiше, напiвелiптичну

густину станiв ρ0(t) = 2
πW 2

√
W 2 − t2. В цьому випадку Jσ(ω) = W 2

4 G
(a)
σ (ω) [35].

Кiнцеве рiвняння для когерентного потенцiалу Jσ(ω) є наступним:

Jσ(ωn) =
W 2

4

∑
r

g
(r)
0σ (ωn)

1+g
(r)
0σ (ωn)Jσ(ωn)

〈Xrr〉0eQr∑
p
eQp〈Xpp〉0

. (2.77)

Згiдно звичної процедури, ми виконуємо аналiтичне продовження на вiсь

дiйсних частот (iωn → ω − iδ); розглядаються тiльки розв’язки з =Jσ(ω) > 0.

Межi електронних енергетичних зон визначаються з умови =Jσ(ω) → 0. Їхнi

залежностi вiд поля асиметрiї та константи зв’язку наведено на рис. 2.10-2.13

Варто вiдмiтити вплив тунельного розщеплення Ω на ширину iснуючих зон (для

цього треба порiвняти рисунки зi значенням g = 0.5; видно, що збiльшення Ω з

0.1 to 0.3 призводить до помiтного розширення та додаткового розщеплення зон).

Також вiдзначимо, що псевдоспiн-електронна взаємодiя g приводить до по-

яви двох додаткових зон у випадку h ≈ g
2 та появи однiєї зони в iнших випадках

( це випливає з порiвняння графiкiв з рiзними g та однаковими Ω).

Залежностi меж електронних зон вiд константи псевдоспiн-електронної вза-



71

-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5
-1,5

-1,0

-0,5

0,0

0,5

1,0

1,5

~~

~

~41

41

41

41

Im J( )=0

Im J( )=0

h

Рис. 2.11. Залежнiсть меж електронних енергетичних зон вiд поля асиметрiї h
(g = 0.5,Ω = 0.3, T = 0.02, µ = 0,W = 0.5)
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Рис. 2.12. Залежнiсть меж електронних енергетичних зон вiд поля асиметрiї h
(g = 1.0,Ω = 0.1, T = 0.02, µ = 0,W = 0.5)
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Рис. 2.13. Залежнiсть меж електронних енергетичних зон вiд поля асиметрiї h
(g = 1.0,Ω = 0.3, T = 0.02, µ = 0,W = 0.5)
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Рис. 2.14. Залежнiсть меж електронних енергетичних зон вiд константи
псевдоспiн-електронної взаємодiї g (h = 0.1,Ω = 0.1, T = 0.02, µ =
0,W = 0.5)
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Рис. 2.15. Залежнiсть меж електронних енергетичних зон вiд константи
псевдоспiн-електронної взаємодiї g (h = 1.0,Ω = 0.3, T = 0.02, µ =
0,W = 0.5)

ємодiї g показано на рис. 2.14, 2.15. Варто вiдмiтити, що iснує також певне кри-

тичне значення g ≈ W , при якому виникає додаткова щiлина в спектрi. Такий

результат подiбний до отриманого в [18] для псевдоспiн-електронної моделi без

тунельного розщеплення.

Збiльшення величини параметра тунелювання Ω також (як у випадку з за-

лежнiстю вiд поля h) веде до збiльшення ширини енергетичних зон. При g ≈ 2h

в спектрi з’являються додатковi енергетичнi зони.

Залежностi електронних енергетичних зон вiд параметра тунелювання по-
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Рис. 2.16. Залежнiсть електронних енергетичних зон вiд константи тунелювання
Ω (g = 1.0, h = 0.1, T = 0.02, µ = 0,W = 0.5)
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Рис. 2.17. Густина електронних станiв при рiзних значеннях псевдоспiн-
електронної взаємодiї g (T = 0.02, µ = 0,W = 0.5)

дано на рис.2.16; очевидним є iснування двох критичних значень Ω ≈ 0.3 (злиття

зон) та Ω ≈ 0.6 (поява нових зон).

На рис. 2.17 показано густини станiв ρσ(ω) = 1
πImG

(a)
σ (ω − i0+) для рiзних

величин константи псевдоспiн-електронної взаємодiї g. Тут (як i ранiше для g ≈
W ) спостерiгається розщеплення однiєї зони i згодом при g ≈ 2h з’являються

двi центральнi зони; при подальшому збiльшеннi g ми отримуємо чотири зони в

спектрi електронiв.
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2.4. Висновки

З метою з’ясування впливу псевдоспiнової (локально ангармонiчної) пiд-

системи на електронний енергетичний спектр ПЕМ проведено його розрахунки

для двох випадкiв – промiжних та безмежно великих значень енергiї хаббардiв-

ської одновузлової кореляцiї U . У першому з них задача розглядається для двох

взаємодiючих близьких енергетичних пiдзон. Для цього використано наближення

динамiчного середнього поля. Ефективна одновузлова задача розв’язана у пiд-

ходi допомiжного фермiонного поля з використанням процедури рiзночасового

розчеплення функцiй Грiна вищих порядкiв та у випадку наближення сплаву.

Розглянуто випадок близьких пiдзон (1̃4̃) та (3̃2̃). Це реалiзовано при h ∼ 0

та для хiмiчного потенцiалу електронiв, розташованого в цiй областi значень енер-

гiй (що має мiсце для випадку половинного заповнення). Така задача є схожою

до стандартної моделi Хаббарда, проте в нашому випадку ефективнi параметри

одновузлового спектру та перенесення електронiв є функцiями вихiдних пара-

метрiв моделi (поля h, тунелювання Ω, константи взаємодiї g). Тому, критичне

значення Ucrit, при якому вiдкривається щiлина в спектрi, залежить вiд Ω та h.

Для розглянутих значень модельних параметрiв показано, що Ucrit зростає зi зро-

станням Ω та при спаданнi абсолютного значення h.

Дослiджено також граничний випадок великого хаббардiвського вiдштов-

хування (U →∞). Для розрахунку спектру нижньої хаббардiвської пiдзони (яка

залишається у цiй границi) застосовано, як i вище, метод динамiчного середнього

поля та наближення сплаву; ефективну одновузлову задачу розв’язано тут за до-

помогою оригiнального пiдходу, який грунтується на модифiкацiї теореми Вiка,

що вiдповiдає цьому наближенню. Показано, що електроннi переходи з можливi-

стю одночасного перевороту псевдоспiну (чи при незмiннiй його орiєнтацiї) вияв-

ляють себе в ускладненнi електронного спектру, в якому з’являються додатковi

пiдзони. Має мiсце розщеплення зон та поява нових щiлин; ефект залежить вiд

значень поздовжнього поля h, константи взаємодiї g та поперечного поля Ω.

Отриманi результати вказують, що в реальних системах, у яких присутнiй
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локальний ангармонiзм коливань гратки, перехiд метал-дiелектрик (за який вiд-

повiдають звичайно короткосяжнi електроннi кореляцiї) може бути спричиненим

цiєю ангармонiчної пiдсистемою. Змiною параметрiв локального ангармонiзму

(тобто форми потенцiйної ями), можна досягнути появи щiлини. З таким ефе-

ктом може бути пов’язаний механiзм впливу зовнiшнього тиску на згаданi вище

переходи метал-дiелектрик в кристалiчних системах з перехiдними та рiдкiснозе-

мельними елементами, що мають iстотнi ангармонiзми гратки.

Додатковi щiлини в фермiонному спектрi можуть виникати, зокрема при

збiльшеннi поперечного поля Ω. У випадку, коли ПЕМ застосовна до бозон-

фермiонних сумiшей на гратцi, збiльшення параметру Ω вiдповiдає заглиблен-

ню у фазу з бозе-конденсатом (Ω ∼
∑
tbij〈Sxj 〉). Додатковi щiлини можуть тут

виникати при певних критичних значеннях параметра порядку 〈Sx〉. Ця задача

бiльш детально дослiджується у роздiлi 7. Зазначимо, що в нашому дослiджен-

нi (що базується на стандартнiй версiї ПЕМ) перенесення бозонiв враховується в

наближеннi середнього поля. В той же ж час, внесок вiд колективної динамiки

псевдоспiнiв у електронний спектр може бути важливим, оскiльки обмiн квантами

псевдоспiнових (бозонних) збуджень формує ефективну взаємодiю мiж фермiона-

ми [111].
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РОЗДIЛ 3

ПСЕВДОСПIН-ЕЛЕКТРОННА МОДЕЛЬ
IНТЕРКАЛЯЦIЇ IОНIВ В КРИСТАЛАХ

3.1. Вступ

При теоретичному описi iонної iнтеркаляцiї в кристалах, поряд з ab ini-

tio квантово-хiмiчними розрахунками в рамках методу функцiоналу густини та

симуляцiями Монте-Карло, корисним виявився пiдхiд, що грунтується на гра-

ткових моделях. Моделi типу граткового газу успiшно використовуються в теорiї

iонних кристалiчних провiдникiв, даючи можливiсть проаналiзувати вплив мiж-

частинкової взаємодiї на рiвноважнi стани пiдсистеми рухомих iонiв та дослiди-

ти їх перескокову динамiку [5]. Необхiднiсть врахування взаємодiї впроваджених

(iнтеркальованих) iонiв з електронною пiдсистемою, у тому числi з електронами

провiдностi базової структури (кристала ”господаря” ), привела до псевдоспiн-

електронного опису iнтеркаляцiї. До кола цих задач була перенесена модель,

сформульована ранiше для локально ангармонiчних систем з сильними електрон-

ними кореляцiями (див. роздiл 2). Псевдоспiновi змiннi у випадку iнтеркаляцiї

пов’язанi iз заповненням ni позицiй, у яких можуть перебувати домiшковi iони

(Szi = ni − 1/2). Врахування iон-електронної взаємодiї в рамках ПЕМ, як було

показано в [139], дає принципову можливiсть дослiдити генезис i характер ефе-

ктивної взаємодiї мiж iонами через електрони (як зоннi, так i у локалiзованих

станах). Бiльш грунтовно, однак, роль при цьому iонних перестрибувань мiж рi-

зними позицiями у гратцi не була дослiджена.

Завданням цього роздiлу є дослiдження впливу перенесення iонiв на рiвно-

важнi стани системи iнтеркальованих iонiв. Як було показано в [139], ефективна
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взаємодiя мiж iонами може змiнювати (в залежностi вiд заповнення електрон-

них зон) свiй характер вiд вiдштовхування до притягання, призводячи до появи

зарядо-впорядкованих модульованих фаз або до роздiлення фаз на однорiднi фази

з рiзною концентрацiєю частинок, вiдповiдно. Для таких фаз чи фазових перехо-

дiв перенесення iонiв мiж локальними позицiями є несприятливим i призводить

до появи фази типу надплинної.

Ми розглядаємо граткову систему, для якої за основу опису взято

псевдоспiн-електронну модель, i застосовуємо такий пiдхiд для дослiдження тер-

модинамiки iнтеркаляцiї iонiв в кристалах. Взаємодiю електронiв та iонiв записа-

но у локальному наближеннi; враховано можливiсть перенесення iнтеркальованих

iонiв по вузлах гратки. В рамках використання наближення середнього поля до-

слiджено рiвноважнi стани моделi та побудовано вiдповiднi фазовi дiаграми.

3.2. Гамiльтонiан моделi та його перетворення

Гамiльтонiан граткової моделi, яка описує пiдсистему iнтеркальованих ча-

стинок i їх взаємодiю з електронами провiдностi кристалу - ”господаря”, має у

псевдоспiновому представленнi вигляд [139]:

H =
∑
ij

ΩijS
+
i S
−
j +

∑
ijσ

tijc
+
iσcjσ +

∑
iσ

(gSzi niσ − µniσ)−
∑
i

hSzi . (3.1)

Псевдоспiнова змiнна Szi набуває два можливi значення; Szi = 1/2 коли є iн-

теркальований iон на вузлi i та Szi = −1/2 коли немає iона, c+
iσ та ciσ - це оператори

народження та знищення фермiонiв, вiдповiдно. Розглядається також можливiсть

переносу iонiв та електронiв мiж вузлами гратки (перший та другий доданки в

(3.1)) та взаємодiя електронiв з iонами iнтеркалянта (величина взаємодiї g) ; µ та

h виконують роль хiмiчних потенцiалiв електронiв та iонiв, вiдповiдно.

Залежно вiд знаку i величини константи взаємодiї g, гамiльтонiан (3.1) мо-

же описувати як iнтеркалянт донорного типу (коли домiшковi атоми вiддають

електрони у зону провiдностi кристала - “господаря”), так й iнтеркалянт акце-

пторного типу (у цьому разi електрони переходять на домiшковi атоми, покида-
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ючи валентну зону). Першому з цих випадкiв вiдповiдає взаємодiя, яка понижує

енергiю зонних електронiв (g < 0), а другому - яка її пiдвищує (g > 0). У ролi

донорiв виступають переважно iнтеркальованi атоми Li,Na,K,Rb,Ca,Ba, . . . для

яких електроннi стани валентних електронiв розташованi поблизу дна зони про-

вiдностi, у той час як акцепторами є атоми F,Cl,Br, I, . . . , не враховуючи певного

типу iонних груп [45]; тут актуальнi домiшковi рiвнi є поблизу верхнього краю ва-

лентної зони. Iснує, разом з тим, можливiсть впровадження домiшкових атомiв iз

т. зв. промiжною окислювальною дiєю, до яких вiдносяться, зокрема, атоми групи

перехiдних елементiв , таких як Cu, In,Co,Ni, . . . [45]. Тут взаємодiя з зонними

електронами має бiльш складний характер, формується крiм цього у забороненiй

щiлинi окрема домiшкова електронна зона. Цей випадок не може бути зведений

до простої моделi (3.1) i вiн не є предметом нашого розгляду.

Зауважимо, що гамiльтонiан (3.1) схожий до того, що використовувався при

дослiдженнi бiполяронного механiзму надпровiдностi для опису системи спiвiсну-

ючих рухомих електронiв та одновузлових електронних пар, коли оператори наро-

дження та знищення локалiзованих пар (жорстких бозонiв) пiдлягають статистицi

Паулi для спiнiв 1/2 (див. наприклад [140]). Проте, вiдмiннiстю вiд нашої моделi

є те, що в [140] хiмiчнi потенцiали електронiв у парах та рухомих електронiв були

однаковими та використовувався режим фiксованої концентрацiї частинок.

Для дослiдження термодинамiки моделi застосовуємо наближення середньо-

го поля:

gniS
z
i → g〈ni〉Szi + gni〈Szi 〉 − g〈ni〉〈Szi 〉,

ΩS+
i S
−
j → Ω〈S+

i 〉S−j + ΩS+
i 〈S−j 〉 − Ω〈S+

i 〉〈S−j 〉. (3.2)

Псевсдоспiн-електронна взаємодiя та перенос iонiв в такому випадку врахо-

ванi в дусi наближення середнього поля (НСП) - через внутрiшнє самоузгоджене

поле, що дiє на електрони та псевдоспiни. Також, слiд зазначити, що приймає-

ться 〈S+
i 〉 = 〈S−i 〉 = 〈Sxi 〉, 〈S

y
i 〉 = 0. Середнє значення 〈Sxi 〉 вiдiграє роль параме-

тра порядку; для випадку надплинної фази (фази з конденсатом типу бозе) вiн

пов’язаний iз концентрацiєю частинок у конденсатi.
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Застосування НСП до сильноскорельованих систем у границi слабкої взає-

модiї на вузлi дозволяє досить добре описати їхнi властивостi, коли вiдсутнє туне-

лювання мiж електронними рiвнями. Це наближення аналогiчне до наближення

вiртуального кристалу, що часто застосовується до змiшаних систем. Для виходу

за рамки НСП використовуються бiльш складнi пiдходи, наприклад наближен-

ня когерентного потенцiалу. Також слiд зазначити, що у випадку моделi Бозе-

Хаббарда кiнетична енергiя завжди розглядається в рамках НСП i такi пiдходи

дають можливiсть отримати хорошi оцiнки критичного значення вiдштовхування

на вузлi, при якому виникає фазовий перехiд моттiвський дiелектрик - надплинна

фаза [81, 141].

Випадок Ω = 0 був розглянутий в роботах [22, 23]. Було показано, що у

випадку коли хiмiчний потенцiал знаходиться близько до центра зони, в системi

виникає подвiйна модуляцiя. Разом з тим у випадку, коли хiмiчний потенцiал

близький до країв зони, мають мiсце фазовi переходи мiж однорiдними фазами.

Для промiжних значень хiм. потенцiалу виникають неспiвмiрнi модульованi фази.

В подальшому в наших розрахунках беруться до уваги тiльки фази з подвiйною

модуляцiєю та однорiднi фази.

3.3. Термодинамiчнi фунцiї у наближеннi середнього
поля

Для врахування можливостi формування модульованих фаз кристал роз-

бивається на двi пiдгратки: 〈
∑

σ niασ〉 = nα, 〈Sziα〉 = ηα, де α - iндекс пiдгратки

(α = 1, 2) , та i - iндекс елементарної комiрки.

Гамiльтонiан моделi у наближеннi середнього поля

HMFA =
∑
iασ

(gηα − µ)niασ +
∑
iα

(gnα − h)Sziα +
∑
iα,jβ

tαβij c
+
iασcjβσ

+
∑
αβi

2Ωαβ〈Sxα〉Sxiβ − g
∑
iα

nαηα −NΩ〈Sx1 〉〈Sx2 〉, (3.3)

де N -це кiлькiсть вузлiв в гратцi, Ω ≡ Ω12 = Ω21 =
∑

i Ω
12
ij ; Ω11 = Ω22 = t11 =

t22 = 0.
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Для дiагоналiзацiї гамiльтонiана робиться перехiд до k-представлення та

виконується перетворення:

ck1σ = cosφkc̃k1σ + sinφkc̃k2σ ,

ck2σ = − sinφkc̃k1σ + cosφkc̃k2σ ,

sin 2φk =
tk√

(g η1−η22 )2 + t2k

, cos 2φk =
−g η1−η22√

(g η1−η22 )2 + t2k

; (3.4)

Sziα = σziα cos θα + σxiα sin θα, Sxiα = σxiα cos θα − σziα sin θα,

sin θα =
2Ω〈Sxβ〉
λ̃α

, cos θα = h−gnα
λ̃α

,

λ̃α =
√

(gnα − h)2 + (2Ω〈Sxβ〉)2, α 6= β. (3.5)

В результатi отримуємо:

H =
∑
ασk

(λkα − µ)ñkασ −
∑
iα

λ̃ασ
z
iα − g

N

2
(n1η1 + n2η2)−NΩ〈Sx1 〉〈Sx2 〉,

λkα = g
η1 + η2

2
+ (−1)α

√
(g
η1 − η2

2
)2 + t2k. (3.6)

Як видно з цих формул, електроннi зони змiнюють своє положення при iнтерка-

ляцiї (див. [139]). Крiм того, подвоєння елементарної комiрки спричиняє розще-

плення в електронному спектрi [22].

Вiдзначимо у цьому зв’язку, що модель, в основу якої покладено змiщення

енергiї електронних зон “господаря” , є однiєю з базових при описi iнтеркаляцiй-

них процесiв (т. зв. “модель детермiнованих зон” [57]). Вона знайшла своє пiдтвер-

дження, починаючи з робiт Бiла i Лiанга, де для системи MoS2 при iнтеркаляцiї

Nax (де натрiй виступає як донор) було виявлено перехiд напiвпровiдник-метал

[59] внаслiдок перемiщення хiмiчного потенцiалу електронiв у зону провiдностi

як наслiдок її опускання (подiбне має мiсце i для iнших донорних iнтекалянтiв,

наприклад для систем з лiтiєм LixTiS2 чи LixTiO2).

Рiвняння для електронної та iонної концентрацiй отримуються шляхом усе-

реднення за допомогою дiагонального гамiльтонiана (3.6):

nα=
1

N

∑
kσ

(
1 + cos 2φk

2

(
e
λkα−µ
T + 1

)−1

+
1− cos 2φk

2

(
e
λkβ−µ
T + 1

)−1
)
,
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ηα =
h− gnα

2λ̃α
th

(
βλ̃α

2

)
,

〈Sxα〉 = −
2Ω〈Sxβ〉

2λ̃α
th

(
βλ̃α

2

)
. (3.7)

Термодинамiчний потенцiал в такому випадку дорiвнює

Φ
N
2

= − T
N

∑
k,σ

ln
((

1 + e
µ−λk1
T

)(
1 + e

µ−λk2
T

))
−T ln

(
4 cosh

βλ̃1

2
cosh

βλ̃2

2

)
− g(n1η1 + n2η2)− 2Ω〈Sx1 〉〈Sx2 〉. (3.8)

Отримано, таким чином, систему рiвнянь, що визначає рiвноважнi значення пара-

метрiв порядку та концентрацiй у пiдгратках. Для знаходження розв’язкiв, яким

вiдповiдають термодинамiчно стiйкi стани пiдсистеми iнтеркалянт - електрони

провiдностi, використовується умова абсолютного мiнiмуму потенцiалу (3.8).

3.4. Фазовi переходи у випадку iнтеркалянта
акцепторного типу (g > 0)

Для розв’язання системи рiвнянь (3.7) та розрахунку термодинамiчного по-

тенцiалу (3.8) використано числовi методи. Пiдсумовування за хвильовим векто-

ром проведено за допомогою напiв-елiптичної густини станiв ρ(ε) = 2
πW 2

√
W 2 − ε2,

−W < ε < W , деW - пiвширина електронної зони (в подальшому бралосьW = 1).

На рисунку 3.1 показано отриману залежнiсть концентрацiї iонiв nionα =

ηα + 1/2 вiд їх хiмiчного потенцiалу для випадку g > 0 в режимi фiксованого

значення хiмiчного потенцiалу електронiв, де значення µ = 0 вiдповiдає середи-

нi електронної зони (подiбна поведiнка спостерiгається i у випадку концентрацiї

електронiв як функцiї h) для наступного набору параметрiв: W = 1, g = 0.5, T =

0.05, µ = 0,Ω = 0(a),Ω = 0.3(b).

Суцiльнi лiнiї вiдповiдають однорiднiй фазi, коли 〈Sx〉 = 0, пунктирна лiнiя

вiдповiдає випадку однорiдної фази з 〈Sx〉 6= 0, штрихова лiнiя вiдповiдає випадку

модульованої фази з η1 6= η2 (〈Sx1,2〉 = 0 коли Ω = 0 та 〈Sx1,2〉 6= 0 якщо Ω = 0.3).
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Рис. 3.1. Залежнiсть концентрацiї iонiв вiд хiмiчного потенцiалу iонiв. Значення
параметрiв: g = 0.5,W = 1, µ = 0, T = 0.05, Ω = 0(a), Ω = 0.3(b).

З рис. 3.1 видно, що в системi вiдбувається фазовий перехiд з однорiдної в

модульовану фазу (nion1 та nion2 - концентрацiї iонiв в двох пiдгратках модульова-

ної фази). Середнi значення 〈Sx〉 рiвнi нулю у випадку Ω = 0. При Ω 6= 0 вже iснує

можливiсть виникнення фази з 〈Sx〉 6= 0. Рiзка змiна iонної та електронної кон-

центрацiй має мiсце при переходi з однорiдної в модульовану фазу (вiдбувається

фазовий перехiд 1-го роду). Це означає, що у випадку фiксованої концентрацiї iо-

нiв iснує фазове розшарування на двi (однорiдну та модульовану) фази з рiзними

числами заповнення iонiв та електронiв [23]. На рисунку 3.2 показано залежнiсть
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Рис. 3.2. Залежнiсть концентрацiї iонiв вiд хiмiчного потенцiалу iонiв. g =
0.5,W = 1, T = 0.05, Ω = 0.5, µ = 0(a), Ω = 0, µ = 0.6(b).

концентрацiї iонiв вiд хiмiчного потенцiалу iонiв для випадкiв µ = 0,Ω = 0.5(a) та

µ = 0.6,Ω = 0(b). Видно, що при великих значеннях параметра переносу iонiв Ω,
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фазовий перехiд в модульовану фазу (та фазове розшарування в режимi фiксова-

ної концентрацiї) зникає. Разом з тим, коли хiмiчний потенцiал знаходиться бiля

країв зон, виникає фазовий перехiд першого роду мiж двома однорiдними фаза-

ми з стрибкоподiбною змiною iонної та електронної концентрацiй, це показано на

рис. 3.2(b).

 0.3

 0.6

 0.9

 1.2

 1.5

-0.6 -0.3  0  0.3  0.6

(1) (2) (3)

Ω

h

(a) (b)

Рис. 3.3. Фазовi дiаграми на площинi (h,Ω) ((a) – µ = 0, g = 0.4, (b) – µ =
0.8, g = 0.5). W = 1, T = 0.05. (1),(3) - однорiдна фаза з 〈Sx〉 6= 0 ((1):
〈Sx1 〉 = 〈Sx2 〉, (3): 〈Sx1 〉 = −〈Sx2 〉); (2) – однорiдна фаза з 〈Sx〉 = 0; (4) –
модульована фаза ((a): 〈Sx1,2〉 = 0, (b): 〈Sx1,2〉 6= 0). Тут, i надалi, суцiльнi
лiнiї вiдповiдають фазовим переходам 2-го роду, штриховi лiнiї - фазовим
переходам 1-го роду.

На рис. 3.3 показано фазовi дiаграми (h,Ω) для випадку µ = 0 (в центрi

зони) та µ = 0.8W (близько до краю зони). На рис. 3.4 показано фазовi дiагра-

ми (h, µ). З рис. 3.3, 3.4 видно, що при бiльших значеннях параметра переносу

iонiв Ω (та при достатньому вiдхиленнi параметрiв вiд симетричного значення

h = g), реалiзовуються тiльки однорiднi фази з 〈Sx〉 6= 0 та 〈Sx〉 = 0. Таким

чином, можна зробити висновок, що наявнiсть переносу iонiв призводить до зни-

кнення фазових переходiв, якi супроводжуються стрибкоподiбною змiною iонної

та електронної концентрацiї. Новi фази з 〈Sx〉 6= 0 є подiбнi до надплинної фази

в системi жорстких бозонiв. Можливiсть реалiзацiї такого стану iнтеркалянта є



84

наслiдком присутностi у гамiльтонiанi (3.1) першого доданка, який описує мiжву-

злове перестрибування iнтеркальованих частинок. Якщо такий рух має квантову

природу (тунелювання легких iонiв H+,Li+, . . . ), то середнє 〈Sxiα〉 описує справ-

жнiй бозе-конденсат i можна говорити про надплинну фазу. У цьому зв’язку фази

4(a) чи 4(b) з 〈Sx〉 6= 0 можуть мати вiдношення до суперiонних фаз з аномально

великою провiднiстю у iонних провiдниках. Тому для бiльш грунтовного розгля-

ду таких фаз варто було б провести дослiдження поведiнки провiдностi та iнших

статичних i динамiчних характеристик.
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(3)

(3)(2)

(2)

(4b)

h

Рис. 3.4. Фазова дiаграма на площинi(h, µ), g = 0.5,W = 1, T = 0.05,Ω = 0.3.
Позначення такi самi як i на рис. 3.3

3.5. Фазовi переходи у випадку iнтеркалянта
донорного типу (g < 0)

Як i ранiше, термодинамiчно стiйкi стани шукались при g < 0 з умови

мiнiмуму функцiї Φ. На рис. 3.5 показано фазовi дiаграми на площинi (h,Ω) для

випадкiв µ = 0 (центр пiдзони) та µ = −0.7W (бiля нижнього краю зони).

У випадку µ = 0 та при малих значеннях переносу iонiв Ω, в системi, як i

при g > 0, вiдбувається фазовий перехiд першого роду з однорiдної в модульовану

фазу (в модульованiй фазi n1 6= n2, η1 6= η2) при змiнi хiмiчного потенцiалу iонiв

(пунктирна лiнiя на рис. 3.5). У випадку µ = −0.7W та при малих значеннях
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(a) (b)

Рис. 3.5. Фазовi дiаграми на площинi (h,Ω) ((a) – µ = 0, (b) – µ = −0.7).
g = −0.4,W = 1, T = 0.03. (1),(3) - однорiдна фаза з 〈Sx〉 6= 0 ((1):
〈Sx1 〉 = 〈Sx2 〉, (3): 〈Sx1 〉 = −〈Sx2 〉); (2) – однорiдна фаза з 〈Sx〉 = 0; (4) –
модульована фаза ((a): 〈Sx1,2〉 = 0, (b): 〈Sx1,2〉 6= 0).

Ω, вiдбувається фазовий перехiд першого роду мiж двома однорiдними фазами зi

стрибком середньої концентрацiї iонiв та електронiв.

Легко бачити, що подiбно до випадку g > 0, при великих значеннях па-

раметру переносу iонiв Ω, реалiзовуються тiльки однорiднi фази з 〈Sx〉 6= 0 та

〈Sx〉 = 0. У випадку Ω < 0 для фази з 〈Sx〉 6= 0 реалiзується 〈Sx1 〉 = 〈Sx2 〉, в
той час як для Ω > 0 отримуємо 〈Sx1 〉 = −〈Sx2 〉. Фiзичний змiст таких фаз був

обговорений ранiше у п. 3.4.

Перебудову фазової дiаграми на площинi (h, µ) пiд впливом перенесення

iонiв показано на рис. 3.6. Область фази з 〈Sx〉 6= 0 з’являється тут як промiжна

мiж областями однорiдної фази з рiзними густинами iнтеркалянта (див. рис. 3.2).

На рис. 3.7 показано лiнiю фазових переходiв першого роду мiж двома одно-

рiдними фазами зi стрибком концентрацiй iонiв та електронiв (при розташуваннi

хiмiчного потенцiалу електронiв поблизу дна електронної зони). Ця крива закiн-

чується в критичнiй точцi при певному значенню температури Tcr. При значеннях

Ω, що перевищують порогове, цей фазовий перехiд зникає (див. рис. 3.5). Фазова

дiаграма (T, h) набуває при цьому вигляду, показаного на рис. 3.8, де замiсть лiнiї

ФП 1-го роду, представленiй на рис. 3.7, є промiжна область з однорiдною фазою
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(a) (b)

Рис. 3.6. Фазовi дiаграми на площинi (h, µ) ((a) – Ω = 0, (b) – Ω = 0.25). g =
−0.4,W = 1, T = 0.03.

Рис. 3.7. Фазова дiаграма на площинi (T, h) при Ω = 0. Значення параметрiв мо-
делi: g = −0.4,W = 1, µ = −0.7. Позначення такi самi як i на рис. 3.5.

(3), у якiй 〈Sx1 〉 = −〈Sx2 〉 6= 0.

Iснування фазових переходiв 1-го роду у пiдсистемi iнтеркалянта (в режимi

фiксованої концентрацiї вони вiдповiдають розшаруванню на фази з рiзними кон-

центрацiями iонiв) пiдтверджується експериментальним даними для iнтеркальо-

ваних кристалiв, де спостерiгалось iснування т. зв. бiдних i багатих фаз з малою

та великою iонними концентрацiями (див., наприклад [69]). Наявнiсть модульова-

ної фази в iнтеркальованих кристалах також пiдтверджено ексеприментально у

рiзних системах (див. огляд [45]).



87

Рис. 3.8. Фазова дiаграма на площинi (T, h) при Ω = 0.2. Значення параметрiв
моделi: g = −0.4,W = 1, µ = −0.7.

Рис. 3.9. Фазова дiаграма на площинi (T, h) при Ω = 0. Значення параметрiв мо-
делi: g = −0.4,W = 1, µ = 0.

Фазовий перехiд з однорiдної до модульованої фази може бути як першого

так i другого роду, це проiлюстровано на рис.3.9 та 3.10 для Ω = 0 та Ω = 0.3 у

випадку половинного заповнення електронної зони (µ = 0). Слiд звернути увагу

на те, що при зростаннi температури фазовi переходи першого роду змiнюються

фазовими переходом другого роду i згодом зникають взагалi.

Зауважимо, що зовнiшня подiбнiсть мiж фазовими дiаграмами для випад-

кiв g > 0 (вiдштовхування) та g < 0 (притягання) не випадкова. Iснує певна

симетрiя мiж задачами про термодинамiку, з одного боку донорного та з другого

- акцепторного iнтеркалянта. Це можна побачити, виконавши електрон-дiркове

перетворення у гамiльтонiанi (3.1).
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Рис. 3.10. Фазова дiаграма на площинi (T, h) при Ω = 0.3. Значення параметрiв
моделi: g = −0.4,W = 1, µ = 0.

Перейдемо вiд фермi-операторiв електронiв до фермi-операторiв дiрок за

допомогою унiтарного перетворення

ciσ = d+
iσ; c+

iσ = diσ. (3.9)

Тодi ∑
ij

∑
σ
tijc

+
iσcjσ = −

∑
ij

∑
σ
tijd

+
iσdjσ,∑

iσ

gSzi niσ =
∑
iσ

gSzi −
∑
iσ

gSzi ñiσ, (3.10)

−
∑
iσ

µniσ = −
∑
iσ

µ+
∑
iσ

µñiσ,

де niσ = c+
iσciσ; ñiσ = d+

iσdiσ.

Легко бачити, що у дiрковому представленнi гамiльтонiан може бути зведе-

ний до вигляду

Ĥd =
∑
ij

ΩijS
+
i S
−
j +

∑
ijσ

t̃ijd
+
iσdjσ +

∑
iσ

g̃Szi ñiσ −
∑
iσ

µ̃ñiσ −
∑
i

h̃iS
z
i + const,(3.11)

при чому

t̃ij = −tij, h̃ = h− 2g, g̃ = −g, µ̃ = −µ. (3.12)

За своєю формою оператор (3.11) збiгається з (3.1), з тим, однак, що параметри

взаємодiї та хiмiчнi потенцiали змiнились, вони вiдповiдають дiркам i пов’язанi
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спiввiдношеннями (3.12) з вихiдними. Важливою тут є змiна знакiв константи

взаємодiї g та хiмiчного потенцiалу µ. Якщо електронна задача вiдповiдає при-

тяганню (g < 0), то дiркова - вiдштовхуванню (g̃ > 0). Замiна параметрiв згiдно

(3.12) ставить у вiдповiднiсть мiж собою фазовi дiаграми, отриманi у моделi для

донорних та акцепторних домiшок.

3.6. Висновки

У цьому роздiлi продемонстровано iнший, у порiвняннi з роздiлом 2, аспект

псевдоспiн-електронної моделi. Її, як узагальнення моделi граткового газу, сфор-

мульоване в термiнах псевдоспiнових змiнних, можна використати для опису iон-

ної iнтеркаляцiї в кристалах. Зокрема, ПЕМ може бути застосована для опису

iнтеркаляцiї в матерiалах, де електроннi зони мають заповнення як металiчно-

го так i напiвметалiчного типу (прикладом є сполуки перехiдних металiв такi як

TiO2 чи iнших подiбних систем з вузькою зоною провiдностi).

Як показано в нашому дослiдженнi, важлива роль у формуваннi рiвнова-

жних фазових станiв пiдсистеми iнтеркалянта належить можливiй делокалiзацiї

впроваджених iонiв (пов’язаний iз стрибкоподiбним перемiщенням (тунелюван-

ням) мiж локальними позицiями у гратцi), за яку, у псевдоспiновому представ-

леннi вiдповiдає парна взаємодiя поперечних компонент псевдоспiнiв. З другого

боку, взаємодiя iонiв з електронами провiдностi приводить до появи ефективного

притягання або вiдштовхування мiж iонами, залежно вiд заповнення електричних

станiв (в першому випадку, хiмiчний потенцiал електронiв має бути близько до

краю зони, другий випадок реалiзується близько до половинного заповнення).

Як результат, в системi можуть виникати рiзнi фазовi стани; це визнача-

ється спiввiдношеннями мiж параметрами моделi i залежить також вiд темпе-

ратури. Можливою є поява, крiм однорiдної, модульованої фази (з перiодичним

просторовим розподiлом iнтеркальованих iонiв); такi фази часто спостерiгаються

на експериментi [43, 69]. Фазовi переходи мiж ними можуть бути як другого, так

i першого роду. В останньому випадку це пов’язане iз стрибкоподiбною змiною
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iонної та електронної концентрацiй ( в режимi фiксованої концентрацiї має мiсце

фазове розшарування); цей ефект важливий з точки зору практичного застосува-

ння iнтеркальованих матерiалiв як робочих елементiв у пристроях накопичення

заряду – акумуляторах i батареях [45]. Областi iснування згаданих фаз та лiнiї

фазових переходiв наведено на отриманих фазових дiаграмах. З них також видно,

що збiльшення параметру iонного перенесення приводить то зникнення модульо-

ваної фази чи фазового переходу зi стрибком iонної та електронної концентрацiй.

Додатково, виникає при цьому нова фаза з 〈Sx〉 6= 0, що є наслiдком делокалiзацiї

iонiв i їх перемiщень мiж вузлами гратки; ця фаза може iснувати для промiжних

значень хiмiчного потенцiалу iнтеркальованих iонiв та перехiд до неї є фазовим

переходом другого роду. Така фаза є аналогiчною до надплинної в системi з жорс-

ткими бозонами чи суперiонної фази в кристалiчних iонних провiдниках (фази з

високою рухливiстю iонiв).

Зазначимо, що в залежностi вiд знаку константи псевдоспiн-електронного

зв’язку модель, що задається гамiльтонiаном (3.1), може описувати iнтеркалянти

як донорного (при g < 0), так i акцепторного (при g > 0) типу. Це вiдповiдає

iонiзованим домiшковим (iнтеркальованим) частинкам з додатнiм або вiд’ємним

зарядом i є наслiдком опускання зони провiдностi у першому випадку, або пiд-

нiмання валентної зони у другому (йде мова про енергетичнi зони кристалiчної

матрицi “господаря”). У наближеннi середнього поля модель (3.1) вiдповiдає т. зв.

моделi детермiнованих зон, вiдомiй з лiтератури.
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РОЗДIЛ 4

ФАЗОВI ДIАГРАМИ МОДЕЛI
БОЗЕ-ФЕРМI-ХАББАРДА: НЕСТIЙКIСТЬ

НОРМАЛЬНОЇ (MI) ФАЗИ

4.1. Вступ

Наступним кроком, у порiвняннi з попереднiми роздiлами даної дисертацiї, є

розгляд рiвноважних станiв та фазових переходiв у моделi Бозе-Фермi-Хаббарда.

Ця модель виникла як узагальнення моделi Бозе-Хаббарда у зв’язку з необхiднi-

стю опису фiзичних властивостей сумiшей бозе- i фермi-атомiв у оптичних гра-

тках [2]. Разом з тим, модель БФХ можна трактувати як узагальнення псевдоспiн-

електронної моделi, доповненої врахуванням взаємодiї мiж поперечними компо-

нентами псевдоспiнiв (див. роздiл 3). Щоб здiйснити таке узагальнення, потрiбно

вiдмовитись вiд обмеження на числа заповнення nBi ≤ 1 бозонiв у локальних ста-

нах, перейшовши вiд псевдоспiнових операторiв до звичайних операторiв наро-

дження i знищення частинок. Можна, однак, розглядати модель БФХ у границi

жорстких бозонiв i тодi у псевдоспiновому представленнi (з S = 1/2) вона без-

посередньо спiввiдноситься з ПЕМ. Термодинамiка моделi у такому граничному

випадку вивчається у роздiлах 5 i 6.

В цьому роздiлi розглядається повна модель БФХ (без обмеження на числа

заповнення) та запропоновано спосiб розрахунку кореляцiйних функцiй (функцiй

Грiна) та середнiх бозонної та фермiонної концентрацiй. Метод базується на за-

стосуваннi операторiв Хаббарда, що дiють на вузловому базисi станiв i є схожим

до пiдходу композитних фермiонiв, який запропоновано в [117] (композитнi фер-

мiони утворюються фермiонами разом з бозонами або бозонними дiрками), але є
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бiльш загальним та унiверсальним. Вводячи вузловi оператори Хаббарда, можна

використати вiдому технiку, розвинену для розрахунку функцiй Грiна, побудова-

них на цих операторах (наприклад, метод рiвнянь руху [8] або дiаграмний пiд-

хiд, що базується на вiдповiднiй теоремi Вiка [88]). У даному роздiлi використано

перший з них. Ми обмежуємося розрахунком бозонної функцiї Грiна у випадку

нерухомих фермiонiв (бозонна функцiя Грiна розрахована в наближеннi хаоти-

чних фаз) та розглядаємо умову нестабiльностi нормальної фази стосовно появи

бозе-конденсату. Отриманi таким способом границi мiж областями iснування рi-

зних фаз вiдповiдають спiнодалям i є, таким чином, лiнiями переходiв 2-го роду.

Можливiсть реалiзацiї в цьому випадку переходiв 1-го роду є предметом розгля-

ду в наступних роздiлах дисертацiї. Побудувавши фазовi дiаграми на площинах

(T, µ) (температура-хiмiчний потенцiал бозонiв) та (W,µ) (параметр переносу бо-

зонiв - хiмiчний потенцiал бозонiв), ми аналiзуємо вплив фермiонiв на перехiд

до надплинної фази при рiзних спiввiдношеннях мiж параметрами моделi. Також

наводяться дiаграми основного стану моделi у випадках притягання або вiдштов-

хування мiж бозонами та фермiонами.

Областi iснування надплинної фази (SF) та фази моттiвського дiелетрика

(MI) проаналiзовано бiльш детально у режимi фiксованої концентрацiї фермiонiв.

Дослiджено також роль термiчної активацiї перескоку частинок, що проявляється

у його температурнiй залежностi; проаналiзовано перебудову фазових дiаграм у

цьому випадку.

4.2. Наближення хаотичних фаз

Сумiшi надхолодних бозонiв та фермiонiв зi спiновою поляризацiєю в опти-

чних гратках успiшно описуються гамiльтонiаном Бозе-Фермi-Хаббарда [2]

H = −
∑
ij

tijb
+
i bj −

∑
ij

t′ijf
+
i fj +

U

2

∑
i

nbi(n
b
i − 1) + U ′

∑
i

nbin
f
i −

µ
∑
i

b+
i bi − µ′

∑
i

f+
i fi . (4.1)
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Перший(другий) доданок описує перенесення мiж найближчими сусiдами

бозонiв (фермiонiв); параметри t (t′) визначають амплiтуду тунелювання бозо-

нiв (фермiонiв). Третiй та четвертий доданки - це, вiдповiдно одновузлова бозон-

бозонна та бозон-фермiонна взаємодiї. Останнi два доданки включають хiмiчнi

потенцiали бозонiв та фермiонiв, що введенi задля можливостi змiнювати сере-

дню концентрацiю цих частинок.

Першим кроком означимо наступний одновузловий базис

(nbi = n;nf
i = 0) ≡ |n, i〉; (nbi = n;nf

i = 1) ≡ |ñ, i〉, (4.2)

де nbi чи nf
i це число бозонiв чи фермiонiв на вузлi i.

Тепер можна ввести оператори Хаббарда Xnm
i = |n, i〉〈m, i|, X ñm̃

i =

|ñ, i〉〈m̃, i|, i т. д. В результатi, оператори народження та знищення бозе- та фермi-

частинок можуть бути записанi як

bi =
∑
n

√
n+ 1Xn,n+1

i +
∑
n

√
ñ+ 1X ñ,ñ+1

i ,

b+
i =

∑
n

√
n+ 1Xn+1,n

i +
∑
n

√
ñ+ 1X ñ+1,ñ

i ,

nbi =
∑
n

nXnn
i +

∑
ñ

ñX ññ
i , nf

i =
∑
n

X ññ
i ,

ai =
∑
n

Xn,ñ
i , a+

i =
∑
n

X ñ,n
i . (4.3)

В такому представленнi вихiдний гамiльтонiан отримує вигляд

H = H0 +Hb
1 +H f

1 ,

H0 =
∑
in

λnX
nn
i +

∑
iñ

λñX
ññ
i ;

λn =
U

2
n(n− 1)− µn, λñ =

U

2
ñ(ñ− 1)− µñ− µ′ + U ′ñ,

Hb
1 =

∑
ij

tijb
+
i bj , H f

1 =
∑
ij

t′ija
+
i aj . (4.4)



94

У цьому представленнi одновузлова частина H0 стає дiагональною i може

вiдiгравати роль незбуренної частини всього гамiльтонiана для випадкiв, коли

використовується розклад за степенями параметрiв перенесення в такого типу

моделях [17].

В нашiй роботi ми використовуємо метод рiвнянь руху. Для знаходження

двочасової функцiї Грiна Gij(t − t′) = 〈〈bi(t)|b+
j (t′)〉〉 записуємо рiвняння для

фур’є-образу її складової частини

ω〈〈Xm,m+1
l |Xr+1,r

p 〉〉 =
1

2π
δlpδmr〈Xmr

l −X
r+1,m+1
l 〉+ 〈〈[Xm,m+1

l , Ĥ]|Xr+1,r
p 〉〉. (4.5)

Використовуємо наближення хаотичних фаз (яке є аналогiчним до набли-

ження Хаббард-I у випадку фермiонної моделi Хаббарда та базовим для звичайної

моделi Бозе-Хаббарда, див. [82, 90]) та виконуємо таке розчеплення:

〈〈(
Xm,m
l −Xm+1,m+1

l

)
bj|Xr+1,r

p

〉〉
≈ 〈Xm,m−Xm+1,m+1〉〈〈bj|Xr+1,r

p 〉〉,

〈〈b+
i X

m,m+2
l |Xr+1,r

r 〉〉 ≈ 0. (4.6)

Таке наближення є застосовне у випадку 〈bi〉 = 0, що вiдповiдає нормальнiй

фазi (так званiй фазi моттiвського дiелектрика (MI)). Комутатори [Xmn, H] таким

чином запишуться:

[
Xm,m+1
l , Ĥ

]
= ∆mX

m,m+1
l +

∑
j

tlj
√
m+ 1Qmbj −

∑
j

t′ljX
m̃,m+1
l aj

+
∑
i

t′ila
+
i X

m,m̃+1
l , (4.7)[

Xm̃,m̃+1
l , Ĥ

]
= ∆m̃X

m̃,m̃+1
l +

∑
j

tlj
√
m̃+ 1Qm̃bj +

∑
j

t′ljX
m̃,m+1
l aj

−
∑
i

t′ila
+
i X

m,m̃+1
l , (4.8)

де ∆m = λm+1 − λm (∆m̃ = λm̃+1 − λm̃) - вiдстань мiж одновузловими рiвнями
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енергiй, та Qm = 〈Xm,m−Xm+1,m+1〉 (Qm̃ = 〈Xm̃,m̃−Xm̃+1,m̃+1〉) - рiзниця середнiх

заповненостей цих рiвнiв.

В подальшому розглядається випадок нерухомих фермiонiв, для якого t′ij =

0. Використовуючи спiввiдношення (4.3), можна записати рiвняння для функцiї

Грiна 〈〈bl|Xr,r+1
p 〉〉

〈〈
bl|Xr,r+1

p

〉〉
=
∑
m

~
2π
δlpδmr

√
m+ 1

Qm

ω −∆m
+
∑
m

Qm(m+ 1)

~ω −∆m

∑
j

tlj
〈〈
bj|Xr+1,r

p

〉〉
+
∑
m̃

Qm̃(m̃+ 1)

ω −∆m̃

∑
j

tlj
〈〈
bj|Xr+1,r

p

〉〉
. (4.9)

Рiвняння для функцiї 〈〈bj|X r̃,r̃+1
p 〉〉 має подiбний вигляд.

Переходимо до k-представлення та вводимо назбурену функцiю Грiна

g0(ω) =
∑
m

[
Qm(m+ 1)

ω −∆m
+
Qm̃(m̃+ 1)

ω −∆m̃

]
. (4.10)

В результатi, використовуючи спiввiдношення (4.3), отримаємо для функцiї

Грiна Gk(ω)

Gk(ω) =
1

2π

g0(ω)

1− g0(ω)tk
. (4.11)

Дана формула для бозонної функцiї Грiна дозволяє дослiдити вплив фер-

мiонiв на стiйкiсть нормальної фази та визначити умови появи бозе-конденсату в

змiшанiй гратковiй бозон-фермiоннiй системi.

4.3. Нестiйкiсть нормальної фази та фазовi дiаграми

Перш за все побудуємо дiаграми основного стану системи на площинi (µ′, µ),

використавши незбурену частину гамiльтонiана H0 (в цьому випадку середнi вiд

операторiв Хаббарда визначаються як 〈Xmm〉 = 1
Z e−βλm, 〈Xm̃m̃〉 = 1

Z e−βλm̃, де

Z =
∑

m e−βλm +
∑

m̃ e−βλm̃).



96

На рис 4.1 та 4.2, показано дiаграми що визначають основний стан (T = 0)

бозон-фермiонної сумiшi при t = t′ = 0 та рiзних значення параметрiв U та U ′. Як

видно, у порiвняннi з моделю Бозе-Хаббарда (де присутнi тiльки вертикальнi лiнiї

при значеннях µ кратних до U), у цьому випадку виникаєть новi областi. Нахиленi

лiнiї роздiляють стани |m〉 та |ñ〉 з рiзними числами заповнення бозонiв та фер-

мiонiв. Загальний вигляд дiаграм залежить вiд знаку константи бозон-фермiонної

взаємодiї. На такий ефект було також вказано в роботi [117] у зв’язку з дослiдже-

ння композитних фермiонiв. Отриманi дiаграми основного стану вказують на тi
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Рис. 4.1. Дiаграми основного стану для 0 < U ′ < U (a) та −U < U ′ < 0 (b).
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Рис. 4.2. Дiаграми основного стану для U < U ′ < 2U (a) та −2U < U ′ < −U < 0
(b).

областi у просторi (µ, µ′), де при t 6= 0 може виникати бозе-конденсат. Це вiдбу-

вається там, де змiнюється число бозонiв, тобто в околi вертикальних лiнiй (якi

розмежовують областi з основними станами |n〉 i |n+ 1〉 та |ñ〉 i |ñ+ 1〉), а також
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нахилених лiнiй (що є граничним мiж станами |ñ〉 i |n + 1〉 при U ′ > 0, та |n〉 i
|ñ+ 1〉 при U ′ < 0).

При подальшому аналiзi обмежимося у цьому роздiлi розглядом нестiйкостi

нормальної фази, пов’язаної iз спонтанним порушенням симетрiї i появою ано-

мального середнього 〈bi〉 = 〈b+
i 〉 6= 0, яке має змiст параметра порядку для бозе-

конденсату. Фазовий перехiд другого роду, що пов’язаний з такою нестiйкiстю, з

фази моттiвського дiелектрика до надплинної фази, характеризується розбiжнi-

стю функцiї Грiна Gk=0(ω = 0)→∞; це приводить до рiвняння

1 = t0
∑
m

(
Qm(m+ 1)

∆m
+
Qm̃(m̃+ 1)

∆m̃

)
. (4.12)

Ця умова у випадку t > 0 (що тут розглядається) виконується в центрi k = 0

зони Брiллюена (випадок однорiдної надплинної фази). Варто зазначити, що при

T → 0 рiвняння (4.12) вiдповiдає отриманому в [117] в рамках теорiї середнього

поля.

На рис. 4.3, 4.4 та рис. 4.5, показано фазовi дiаграми (W,µ) (тут W це

половина ширини вихiдної бозонної енергетичної зони, −W < tk < W ) у випадках

фiксованої концетрацiї фермiонiв та фiксованого хiмiчного потенцiалу фермiонiв.

Подiбно до чистої моделi Бозе-Хаббарда, областi, де фаза MI є стабiльною, мають

форму куполiв, проте в загальному, форма кривих роздiлення фаз бiльш складна.

На рис. 4.4 та 4.5a, показано фазовi дiаграми (W,µ) для рiзних значень

вузлової взаємодiї мiж бозонами та фермiонами U ′ та середнiх чисел заповнення

для фермiонiв nf . В границi T → 0 вiдповiднi фазовi дiаграми були отриманi в

роботi [117]. Для порiвняння наведено дiаграми, що вiдповiдають як випадку вiд-

штовхування (U ′ > 0) так i притягання (U ′ < 0) мiж бозонами та фермiонами.

Видно, що у першому випадку бозе-конденсат виникає в присутностi фермiонiв

при вищих значеннях бозонної константи тунелювання; у другому випадку спо-

стерiгаємо протилежну залежнiсть.

Наявнiсть бiльше нiж одного купола з фазою моттiвського дiелектрика в

областях значень n < µ/U < n + 1 є характерною особливiстю моделi Бозе-
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Рис. 4.3. (W,µ) фазовi дiаграми. a) Випадок рiзних температур при U ′/U =
0.5, nf = 0.5. b) Випадок рiзних величин параметру бозон-фермiонної
взаємодiї при T/U = 0.02, nf = 0.8.
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Рис. 4.5. (W,µ) фазовi дiаграми . a) Випадок фiксованого числа фермiонiв при
рiзних значеннях U ′, b) Випадок фiксованого хiмiчного потенцiалу фер-
мiонiв.

Фермi-Хаббарда в порiвняннi з моделлю Бозе-Хаббарда (коли iснує тiльки один

купол з фазою MI у кожнiй iз згаданих областей значень хiмiчного потенцiалу бо-
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зонiв). Розмiщення додаткових куполiв залежить вiд величини бозон-фермiонної

взаємодiї; їх межi узгоджуються з розмiщенням вертикальних лiнiй при U ′ > 0 на

дiаграмах основного стану (рис. 4.1 та 4.2), де має мiсце нестабiльнiсть пов’язана

з появою бозе-конденсату у присутностi фермiонiв. Висота цих куполiв залежить

вiд концентрацiї фермiонiв.

В режимi фiксованого хiмiчного потенцiалу фермiонiв (див. рис. 4.5b) вiд-

бувається перебудова куполiв MI в областi значень хiмiчного потенцiалу µ, що

вiдповiдають перетину лiнiї µ′ = const з нахиленими лiнiями меж роздiляючих

областi з рiзними одновузловими заповненнями фермiонiв та бозонiв на дiагра-

мах основного стану (див. 4.1 та 4.2). Злiва вiд цього перетину бозе-конденсат

з’являється в границi T → 0 при µ ∼ U ′, U + U ′, 2U + U ′, . . . в той час коли

зправа вiн винакє при µ = 0, U, 2U, . . . .
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Рис. 4.6. (T, µ) фазовi дiаграми U ′ = 0.5U, nf = 0.5. a) ∆ = 0, b) ∆ = 0.01U .

Фазовi дiаграми (T, µ) показано на рис. 4.6. В порiвняннi з чистою моделлю

Бозе-Хаббарда (див. наприклад [90]) критична температура переходу в SF фазу в

присутностi фермiонiв нижча (крiм того, що виникають новi областi з SF фазою;

при U ′/U=0,5 вони зосередженi бiля пiвцiлих значень вiдношення µ/U). Також

розглянуто дiаграму (T, µ) для випадку температурної активацiї перенесення бо-

зонiв. Можливiсть цього розглянута в [90], в рамках застосування моделi БХ до

iонних провiдникiв. Параметр бозонного (iонного у випадку iонних провiдникiв)

перенесення визначається тут як: t = t0 exp(−β∆); цей вираз може бути отрима-

ний як результат перенормування пiд впливом взаємодiї з фононами, чи внаслiдок
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надбар’єрних перестрибувань. Температурна активацiя призводить до збiльшення

областi фази з моттiвським дiелектриком. При зростаннi енергiї активацiї область

iснування НП фази звужується i згодом зникає. У режимi фiксованого хiмiчного

потенцiалу бозонiв (та фiксованого значення числа фермiонiв) iснують двi крити-

чнi температури, при яких вiдбувається фазовий перехiд з фази MI в SF. Схожий

ефект вiдбувається i у випадку моделi Бозе-Хаббарда; як було показано в [90];

нижча критична температура може бути пов’язана з переходом системи до супе-

рiонного стану в кристалi з суперiонною провiднiстю.

4.4. Висновки

У даному роздiлi дослiджено рiвноважнi стани та фазовi переходи у моде-

лi Бозе-Фермi-Хаббарда, яку використовують для опису фiзичних властивостей

бозон-фермiонних сумiшей у оптичних гратках. В доповнення до попереднiх тео-

ретичних дослiджень у цiй областi [2, 98], вiднесених до абсолютного нуля темпе-

ратури, розглянуто термодинамiку моделi БФХ у випадку T 6= 0. Застосований

нами пiдхiд грунтується на встановленнi умов стабiльностi нормальної (МI) фази

вiдносно появи бозе-конденсату та визначення точок переходу до SF фази, ви-

ходячи з вiдомого критерiю розбiжностi бозонної функцiї Грiна 〈〈b|b+〉〉q,ω при

ω = 0,−→q = 0 [90]. Таким способом побудовано лiнiї спiнодалей, якi одночасно є

лiнiями фазових переходiв 2-го роду.

Для розрахунку бозонної функцiї Грiна запропоновано пiдхiд, що базується

на використаннi формалiзму операторiв Хаббарда, якi дiють на повному одно-

вузловому базисi станiв (останнiй задається набором чисел заповнення бозонiв i

фермiонiв).

При обмеженнi випадком локалiзованих (“важких”) фермiонiв (tf = 0) отри-

мано вираз для бозонної функцiї Грiна в рамках наближення хаотичних фаз. Не-

стабiльнiсть нормальної фази щодо переходу у фазу з надплиннiстю розглянуто

при рiзних значеннях концентрацiї фермiонiв та константи бозон-фермiонної вза-

ємодiї. Отриманi результати подано у виглядi фазових дiаграм на площинi (W,µ),
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побудованих при рiзних температурах, значеннях константи бозон-фермiонної

взаємодiї (як додатнiх, так i вiд’ємних, що вiдповiдає випадкам вiдштовхування

або притягання), а також рiзним концентрацiям фермiонiв. Характерною рисою

таких дiаграм є наявнiсть (як i для звичайної моделi Бозе-Хаббарда [90]) послi-

довностi куполiв вздовж осi µ, що обмежують областi МI фази. Переходи мiж

куполами згладжуються при зростаннi T , в той час як їх розташування змiню-

ється залежно вiд концентрацiї фермiонiв. Якiсно цей ефект можна пояснити,

розглядаючи розташування вертикальних лiнiй, що розмежовують на дiаграмах

основного стану (одержаних при t = t′ = 0) сусiднi областi з числом бозонiв n

i n + 1 (саме в околi цих лiнiй, тобто при µ ≈ 0, U ′, U, U + U ′, 2U, 2U + U ′, . . . ,

з’являється при t 6= 0 SF фаза, якщо перемiщатись у випадку нецiлих nF = n′

вздовж ламаної лiнiї, що вiддiляє заповненi фермiонами стани вiд незаповнених).

Це добре видно з фазових дiаграм (T, µ), (див. рис. 4.6). На них проiлюстровано

також ефект “вiдриву” вiд осi абсцис областей SF фази, якщо задати активацiйний

механiзм перенесення бозонiв. При змiнi T надплинна фаза iснує у цьому випадку

як промiжна.

Потрiбно разом з тим зауважити, що побудова фазових дiаграм, виходячи iз

спiнодалей, дає розташування кривих фазових переходiв 2-го роду при умовi, що

такi переходи справдi можуть вiдбуватися. Бiльш повний аналiз повинен грун-

туватись у цьому випадку на дослiдженнi поведiнки термодинамiчних функцiй

(великого термодинамiчного потенцiалу у випадку ансамблю iз змiнним числом

частинок). Це зроблено для моделi БФХ у роздiлах 5 i 6 дисертацiї, де виявлено,

що при заданих хiмiчних потенцiалах бозонiв i фермiонiв фазовi MI-SF переходи

можуть змiнювати свiй рiд з 2-го на 1-ий, i встановлено вiдповiднi умови.
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РОЗДIЛ 5

ФАЗОВI ПЕРЕХОДИ В МОДЕЛI
БОЗЕ-ФЕРМI-ХАББАРДА В ГРАНИЦI

ВАЖКИХ ФЕРМIОНIВ ТА ЖОРСТКИХ
БОЗОНIВ У ВИПАДКУ T = 0

5.1. Вступ

У даному роздiлi ми зосередимось на бiльш детальному вивченнi термоди-

намiки моделi БФХ, обмежуючись випадком жорстких бозонiв. Як було показано

в роздiлi 4, перебудова фазових дiаграм, що вiдбувається пiд впливом фермiонної

пiдсистеми у порiвняннi з дiаграмами для чистої моделi БХ, є досить складною

i потребує бiльш детального аналiзу. Її легше дослiдити, якщо включити в роз-

гляд лише скiнченне число одновузлових станiв |nBi , nFi 〉. Для жорстких бозонiв i

безспiнових фермiонiв таких станiв чотири; в результатi приходимо до 4-станової

моделi, термодинамiку якої в границi T → 0 можна дослiдити навiть аналiтично.

Ще одне завдання, яке тут ставиться, пов’язане з переходом до термодина-

мiчного режиму фiксованих хiмiчних потенцiалiв як бозонiв µ, так i фермiонiв

(µ′). До цього часу бiльшiсть теоретичних дослiджень моделi БФХ проводилась

для заданої концентрацiї фермiонiв nF (тобто фiксованих µ i nF ). Разом з тим, як

показано у даному роздiлi, при заданнi певних значень µ′ ми отримуємо можли-

вiсть виявити тенденцiю до змiни роду фазового переходу до надплинної фази

(з другого на перший) та описати фазове розшарування, яке наступає у цьому

випадку при фiксацiї концентрацiї частинок. Слiд також вiдзначити, що режим

певних значень µ i µ′ є таким, що вiдповiдає реальнiй ситуацiї у пастках, де iснує

зовнiшнє поле з потенцiальним рельєфом, який забезпечує утримання частинок у
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обмеженiй областi простору.

Нашою метою є бiльш детальний розгляд термодинамiки згаданої чотири-

станової моделi при обмеженнi випадком “важких” фермiонiв (тобто при критично

малому значенню параметра переносу фермiонiв tF ). Такий випадок частково був

розглянутий в [109, 116]. Було показано, зокрема, що замороженi фермiони як

зафiксована система, коли tF = 0, можуть перешкоджати виникненню далекося-

жних кореляцiй надплинного типу та появi бозе-конденсату. Проте iснує критична

концентрацiя фермiонiв, нижче якої це явище вiдсутнє (для d = 2, ncritp ∼ 0, 59;

для d = 3, ncritp ∼ 0, 31; див. [109]).

Розглядаємо рiвноважний випадок, припускаючи, що tF набуває малих зна-

чень, але не настiльки малих щоб отримати стан типу скла [96, 142, 143]. Викори-

стовується наближення середнього поля, враховуючи разом з тим точно мiжча-

стинковi взаємодiї в дусi пiдходу сильних кореляцiй. Виходячи з умов термодина-

мiчної рiвноваги, проводимо аналiз переходу MI-SF, не обмежуючись критерiєм

стабiльностi нормальної (MI) фази для знаходження точки переходу. Розрахунки

проводяться в режимi фiксованого хiмiчного потенцiалу бозонiв µB та фермiонiв

µF при T = 0. Проаналiзовано поведiнку параметру порядку бозе-конденсату та

термодинамiчного потенцiалу як функцiй хiмiчного потенцiалу бозонiв при ну-

льовiй температурi. Будуються вiдповiднi фазовi дiаграми, що беруть до уваги

можливiсть змiни роду фазового переходу з другого на перший. Розгляд обме-

жено випадком одновузлової взаємодiї мiж жорсткими бозонами та фермiонами

типу вiдштовхування (UBF > 0).

5.2. Чотиристанова модель

Гамiльтонiан моделi Бозе-Фермi-Хаббарда записуємо як i у роздiлi 4:

H =
U

2

∑
i

nbi(n
b
i − 1) + U ′

∑
i

nbin
f
i − µ

∑
i

nbi − µ′
∑
i

nfi

+
∑
<i,j>

tijb
+
i bj +

∑
<i,j>

t′ija
+
i aj. (5.1)
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Тут U та U ′ константи бозон-бозонної та бозон-фермiонної взаємодiї; µ та

µ′ - хiмiчнi потенцiали бозонiв та фермiонiв вiдповiдно (ми розглядаємо у даному

роздiлi випадок вiдштовхувальних взаємодiй U > 0, U ′ > 0) та t, t′ амплiтуди

тунелювання бозонiв (фермiонiв), що описують перенос бозонiв (фермiонiв) мiж

сусiднiми вузлами гратки. Фермiони вважаються безспiновими, що на практицi

вiдповiдає спiн-поляризованiй системi частинок.

Використаємо запроваджений ранiше одновузловий базис:

(nbi = n;nfi = 0) ≡ |n, i〉; (nbi = n;nfi = 1) ≡ |ñ, i〉, (5.2)

де nbi(n
f
i ) - числа заповнення бозонiв (фермiонiв) на вузлi i.

У представленнi через оператори Хаббарда на базисi (5.2) гамiльтонiан (5.1)

має вигляд

H = H0 +Hb
1 +Hf

1 , (5.3)

H0 =
∑
i,n

λnX
nn
i +

∑
i,ñ

λñX
ññ
i ,

λn =
U

2
n(n− 1)− nµ, λñ =

U

2
ñ(ñ− 1)− µñ− µ′ + U ′ñ,

Hb
1 =

∑
<i,j>

tijb
+
i bj, Hf

1 =
∑
<i,j>

t′ija
+
i aj.

В подальшому обмежимось наближенням жорстких бозонiв (U → ∞), у

якому iснує обмеження на число заповнення бозонiв nbi ≤ 1. Одновузловий |nbi , n
f
i 〉

базис у цьому випадку складається з чотирьох станiв:

|0〉 = |0, 0〉, |0̃〉 = |0, 1〉,

|1〉 = |1, 0〉, |1̃〉 = |1, 1〉. (5.4)

В цiй границi, виходячи з (4.3), маємо

bi = X01
i +X 0̃1̃, b+

i = X10
i +X 1̃0̃
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ai = X00̃
i +X11̃, a+

i = X 0̃0
i +X 1̃1, (5.5)

nbi = X11
i +X 1̃1̃

i , nfi = X 0̃0̃
i +X 1̃1̃

i ;

λ0 = 0, λ1 = −µ, λ0̃ = −µ′, λ1̃ = −µ− µ′ + U ′; (5.6)

та у виразi (5.3) для гамiльтонiана системи дiє обмеження на числа заповнення

n = 0, 1 та ñ = 0̃, 1̃.

Як було вже згадано, ми розглядаємо так званий випадок важких фермiонiв,

коли виконуються нерiвностi t′ � t, t′ � U ′. Метою є вивчення умов, при яких в

таких системах має мiсце перехiд MI-SF у випадку, коли перенесенням фермiонiв

мiж вузлами можна знехтувати. Припустивши це, отримаємо гамiльтонiан:

Ĥ =
∑
i

(
λ0X

00
i + λ1X

11
i + λ0̃X

0̃0̃
i + λ1̃X

1̃1̃
i

)
+
∑
〈ij〉

tijb
+
i bj. (5.7)

5.3. Наближення середнього поля

Введемо параметр порядку для бозе-конденсату ϕ = 〈bi〉 = 〈b+
i 〉. У набли-

женнi середнього поля (НСП), яке буде використане далi при аналiзi термодина-

мiки моделi,

b+
i bj → ϕ(b+

i + bi)− ϕ2, (5.8)∑
ij

tijb
+
i bj = ϕt0

∑
i

(b+
i + bi)−Nt0ϕ2,

(тут t0 =
∑
tij = −|t0|, t0 < 0).

Тодi, для гамiльтонiана (5.7) пiсля видiлення середньопольової частини

отримаємо:

H = HMF +
∑
ij

tij(b
+
i − ϕ)(bi − ϕ), (5.9)
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тут

HMF =
∑
i

Hi −Nt0ϕ2; Hi =
∑
pr

HprX
pr
i ; (5.10)

та

||Hpr|| =


|0〉 |1〉 |0̃〉 |1̃〉
0 t0ϕ 0 0 |0〉
t0ϕ −µ 0 0 |1〉
0 0 −µ′ t0ϕ |0̃〉
0 0 t0ϕ −µ− µ′ + U ′ |1̃〉

 . (5.11)

Наступним кроком є дiагоналiзацiя даної матрицi

ÛT ∗ Ĥ ∗ Û =
ˆ̃
H, (5.12)

де : Û =

(
Û1 0̂

0̂ Û2

)
,

та:

Û1 =

(
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

)
, Û2 =

(
cos ψ̃ − sin ψ̃

sin ψ̃ cos ψ̃

)
.

Тут

sin 2ψ =
t0ϕ√

µ2/4 + t20ϕ
2
, (5.13)

sin 2ψ̃ =
t0ϕ√

(U ′ − µ)2/4 + t20ϕ
2
.

Таким чином, ми отримуємо дiагональну одновузлову частину (що є такою

ж як i середньопольова) гамiльтонiана:

Ĥi =
∑
p′

εp′X
p′p′

i −Nt0ϕ2, (5.14)

де p′ = 0′, 1′, 0̃′, 1̃′ iндекси, що визначають стани на новому базисi,

ε0′,1′ = −µ
2
±
√
µ2

4
+ t20ϕ

2,
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ε0̃′,1̃′ = −µ′ − µ

2
+
U ′

2
±
√

(U ′ − µ)2

4
+ t20ϕ

2. (5.15)

Для бозе-операторiв отримуємо, вiдповiдно

bi=
1

2
sin(2ψ)(X0′0′

i −X1′1′

i )+
1

2
sin(2ψ̃)(X 0̃′0̃′

i −X 1̃′1̃′
i )

+cos2 ψX0′1′

i −sin2 ψX1′0′

i +cos2 ψ̃X 0̃′1̃′
i −sin2 ψ̃X 1̃′0̃′

i . (5.16)

5.4. Термодинамiчний потенцiал та параметр порядку

Статистична сума в наближеннi НСП визначається як:

ZMF = Spe−βHMF = eβNt0ϕ
2
∏
i

Spe
−β
∑
pr
HprX

pr
i

= eβNt0ϕ
2
∏
i

e
−β
∑
p′
εp′X

p′p′
i

= eβNt0ϕ
2

ZN
0 , (5.17)

де

Z0 = e−βε0′ + e−βε1′ + e−βε0̃′ + e−βε1̃′ . (5.18)

Термодинамiчний потенцiал:

ΩMF = −θ lnZMF = N |t0|ϕ2 −NΘ lnZ0, (5.19)

або

ΩMF/N = |t0|ϕ2 − θ lnZ0, (5.20)

(тут враховано, що t0 = −|t0|).
Рiвноважне значення параметра порядку ϕ можна знайти з умови на гло-

бальний мiнiмум Ω.

Розглянемо рiвняння:

∂(ΩMF/N)

∂ϕ
= 2|t0|ϕ−

θ

Z0

∂Z0

∂ϕ
= 0, (5.21)
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чи

2|t0|ϕ+
∑
p′

〈Xp′p′〉∂εp
′

∂ϕ
= 0. (5.22)

Тут:

〈Xp′p′〉 =
1

Z0
e−βεp′ (5.23)

Використавши, що

∂ε0′,1′

∂ϕ
= ±t0 sin 2ψ = ∓|t0| sin 2ψ, (5.24)

∂ε0̃′,1̃′

∂ϕ
= ±t0 sin 2ψ̃ = ∓|t0| sin 2ψ̃,

з (5.5) отримаємо:

ϕ =
1

2
sin 2ψ

(
〈X0′0′〉 − 〈X1′1′〉

)
+

1

2
sin 2ψ̃

(
〈X 0̃′0̃′〉 − 〈X 1̃′1̃′〉

)
. (5.25)

або, в явнiй формi:

ϕ =
|t0|ϕ

2

〈X1′1′〉 − 〈X0′0′〉√
µ2

4 + t20ϕ
2

+
〈X 1̃′1̃′〉 − 〈X 0̃′0̃′〉√

(U ′−µ)2

4 + t20ϕ
2

 . (5.26)

Дане рiвняння має тривiальний ϕ = 0 та нетривiальний ϕ 6= 0 розв’язки;

другий з них може бути отриманим з рiвняння :

1

|t0|
=
〈X1′1′〉 − 〈X0′0′〉

2
√

µ2

4 + t20ϕ
2

+
〈X 1̃′1̃′〉 − 〈X 0̃′0̃′〉

2
√

(U ′−µ)2

4 + t20ϕ
2

. (5.27)

Якщо для цього рiвняння iснує декiлька розв’язкiв, тодi до розгляду бере-

ться той, що вiдповiдає абсолютному мiнiмуму ΩMF .

Застосуємо унiтарне перетворення ÛT (...)Û до операторiв X01
i та X 0̃1̃

i ; якi в

матричнiй формi записуються як
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||X01
i || =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ||X 0̃1̃
i || =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 . (5.28)

Отримаємо:

||ÛTX01
i Û || =


sinψ cosψ cos2 ψ 0 0
− sin2 ψ − sinψ cosψ 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 , (5.29)

та

||ÛTX 0̃1̃
i Û || =


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 sin ψ̃ cos ψ̃ cos2 ψ̃

0 0 − sin2 ψ̃ − sin ψ̃ cos ψ̃

 . (5.30)

На трансформованому базисi :

ÛTX01
i Û = cos2 ψX0′1′

i + sinψ cosψ(X0′0′

i −X1′1′

i )− sin2 ψX1′0′

i , (5.31)

ÛTX 0̃1̃
i Û = cos2 ψ̃X 0̃′1̃′ + sin ψ̃ cos ψ̃(X 0̃′0̃′ −X 1̃′1̃′)− sin2 ψ̃X 1̃′0̃′.

Пiсля усереднення за допомогою гамiльтонiана HMF :

〈X01
i 〉 =

1

Z0
Sp(X01

i e
−βHMF ) =

1

Z0
Sp(ÛTX01

i Ûe
−βHMF ). (5.32)

На новому базисi гамiльтонiан HMF є дiагональним; а отже - середнi тiльки

дiагональних операторiв Xp′p′

i (p′ = 0′, 1′, 0̃′, 1̃′) є ненульовими. Отже:

〈X01
i 〉 =

1

2
sin 2ψ

(
〈X0′0′〉 − 〈X1′1′〉

)
, (5.33)

〈X 0̃1̃
i 〉 =

1

2
sin 2ψ̃

(
〈X 0̃′0̃′〉 − 〈X 1̃′1̃′〉

)
.

В результатi маємо

ϕ = 〈bi〉 = 〈X01
i 〉+ 〈X 0̃1̃

i 〉 =
1

2
sin 2ψ

(
〈X0′0′〉 − 〈X1′1′〉

)
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+
1

2
sin 2ψ̃

(
〈X 0̃′0̃′〉 − 〈X 1̃′1̃′〉

)
. (5.34)

Таким чином, ми прийшли до такого ж рiвняння для ϕ, яке ми отримали з

умови екстремуму для термодинамiчного потенцiалу.

5.5. Спiнодалi при T = 0

Якщо в рiвняннi (5.27) покласти ϕ = 0, отримаємо умову фазового переходу

другого роду в НП фазу (у тому випадку, якщо такий перехiд iснує). В загальному,

це умова нестiйкостi нормальної (MI) фази до появи бозе-конденсату (на фазових

дiаграмах вона вiдповiдає лiнiям спiнодалей).

Рiвняння (5.10) може бути переписане як

1

|t0|
=
〈X1′1′〉 − 〈X0′0′〉

ε0′ − ε1′
+
〈X 1̃′1̃′〉 − 〈X 0̃′0̃′〉

ε0̃′ − ε1̃′
. (5.35)

Якщо ϕ→ 0,

ε0′ =

{
λ0, µ > 0

λ1, µ < 0
; ε0̃ =

{
λ1̃, µ < U ′

λ0̃, µ > U ′
(5.36)

ε1′ =

{
λ1, µ > 0

λ0, µ < 0
; ε1̃ =

{
λ0̃, µ < U ′

λ1̃, µ > U ′
.

Очевидно, що можна роздiлити вiсь µ на три областi (1) µ < 0; (2) 0 <

µ < U ′; (3) µ > U ′ (коли U ′ > 0). Для усiх цих областей рiвняння (5.35) набуває

форми:

1

|t0|
=
〈X00〉 − 〈X11〉

λ1 − λ0
+
〈X 0̃0̃〉 − 〈X 1̃1̃〉

λ1̃ − λ0̃

. (5.37)

Його можна переписати як

1

|t0|
=
〈X11〉 − 〈X00〉

µ
+
〈X 0̃0̃〉 − 〈X 1̃1̃〉

U ′ − µ
. (5.38)
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Рiвняння (5.37) є таким самим як i отримане в [132] з умови розбiжностi

бозонної функцiї Грiна (розрахованої в наближеннi хаотичних фаз) при ω = 0,q =

0. В такому випадку це є умовою нестабiльностi фази з ϕ = 0. Це пiдтверджує,

що рiвняння (5.37) є рiвнянням для спiнодалi.

Якщо T = 0, середнi 〈Xp′p′〉, 〈X p̃′p̃′〉 вiдрiзняються вiд нуля тiльки для най-

нижчого рiвня енергiї. Ось три випадки, якi можна видiлити:

1) µ′ < 0

Тут, при µ < 0 основним станом є стан |0〉, та при µ > 0 основний стан це

|1〉. Вiдповiдно, у першому з цих випадкiв 〈X00〉 = 1, в той час коли в другому

〈X11〉 = 1 (iншi середнi рiвнi нулю). Рiвняння (5.38) можна записати як:

1

|t0|
=

{
− 1
µ , µ < 0

1
µ , µ > 0

. (5.39)

Звiдси видно, що

µ =

{
t0, µ > 0

−t0, µ < 0
. (5.40)

I це є рiвняння спiнодалi для µ′ < 0.

2) µ′ > U ′

Змiна основного стану вiдбувається при µ = U ′. Для µ < U ′ стан |0̃〉 є

основним, i для µ > U ′ це стан |1̃〉. Вiдповiдно, при µ < U ′, 〈X 0̃0̃〉 = 1 та при

µ > U ′, 〈X 1̃1̃〉 = 1. Рiвняння (5.38) тепер набуває форми:

1

|t0|
=

{
1

U ′−µ , µ < U ′

1
µ−U ′ , µ > U ′

. (5.41)

В цьому випадку наступнi кривi будуть лiнiями спiнодалi:

{
µ = U ′ + t0, µ > U ′

µ = U ′ − t0, µ < U ′
. (5.42)
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3) 0 < µ′ < U ′

Змiна основного стану вiдбувається тодi, коли µ = µ′. Для µ < µ′ такий

стан |0̃〉, i для µ > µ′ це стан |1〉. Вiдповiдно, при µ < µ′, 〈X 0̃0̃〉 = 1 i для µ >

µ′, 〈X11〉 = 1. Для спiнодалi отримаємо рiвняння:

1

|t0|
=
〈X11〉
µ

+
〈X 0̃0̃〉
U ′ − µ

. (5.43)

Звiдси видно, що µ = U ′ − |t0| коли µ < µ′, та µ = |t0| коли µ > µ′. У

випадку |t0| < U ′, виникає крiм цього розв’язок µ = µ′. Коли µ′ > U ′/2, вiн iснує

для U ′ − µ′ < |t0| < µ′, i при µ′ < U ′/2 вiн iнсує для µ′ < |t0| < U ′ − µ′. Якщо

|t0| ≥ U ′, розв’язок µ = µ′ зникає.

5.6. Фазовий перехiд першого роду до надплинної фази

Тепер проаналiзуємо залежнiсть параметра порядку ϕ та термодинамiчного

потенцiалу Ω вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв при рiзних значеннях µ′, викори-

стовуючи рiвняння (5.27). В границi T → 0 тiльки середнi, пов’язанi з основним

станом, будуть враховуватись в правiй частинi рiвняння. Зi змiною ϕ основний

стан може перебудовуватись i це може спричинити проблеми у самоузгоджено-

му визначеннi розв’язкiв для параметра порядку. Ця задача може мати простий

аналiтичний розв’язок, якщо стани з фермiонами та без фермiонiв взаємно не

конкурують. Це досягається коли µ′ набуває значеннь поза iнтервалом [0, U ′].

Для вiд’ємних значень µ′ стан |1′〉 є основним i рiвняння (5.27) зводиться до

вигляду:

1

|t0|
=

1

2
√

µ2

4 + t20ϕ
2

. (5.44)

Тодi:

ϕ =
1

2

√
1− µ2/t20. (5.45)
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0
0,0

0,5

|t0|-|t0|

(a)

0,0

0,5

U'-|t0| U'+|t0|U'

(b)

Рис. 5.1. Параметр порядку ϕ як функцiя µ для µ′ < 0 (a) та для µ′ > U ′ (b).

В додатнiй областi, коли µ′ > U ′, стан |1̃′〉 є основним; вiдповiдно ми маємо

рiвняння:

1

|t0|
=

1

2
√

(U ′−µ)2

4 + t20ϕ
2

. (5.46)

В цьому випадку:

ϕ =
1

2

√
1− (µ− U ′)2/t20. (5.47)

Залежностi фунцiй (5.45) та (5.47) вiд µ представлено на рис. 5.1.

В областi промiжних значень µ′ (при 0 ≤ µ′ ≤ U ′), змагання мiж “тiльдо-

ваними” та “нетiльдованими” станами призводить до деформацiї кривої ϕ(µ). На

рис. 5.2(а)–5.6(а) можна бачити графiки параметра порядку ϕ як функцiї хiмi-

чного потенцiалу бозонiв µ для рiзних значень хiмiчного потенцiалу фермiонiв µ′.

Цi кривi отриманi чисельно з рiвняння (5.27) у випадку T = 0.

Видно, що в iнтервалах 0 < µ′ < |t0| та U ′− |t0| < µ′ < U ′ (при |t0| < U ′/2),

так само як i майже на всьому iнтервалi 0 < µ′ < U ′ (при |t0| > U ′/2) для зна-

чень µ′, залежнiсть ϕ(µ) має зворотнi ходи та S-подiбну поведiнку. Це є ознакою

можливостi iснування фазового переходу першого роду (замiсть фазового перехо-

ду другого роду). Такий висновок можна зробити з поведiнки термодинамiчного

потенцiалу ΩMF (µ) як функцiї µ.
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'

-|t0|

'0-|t0| |t0|

N

(b)

Рис. 5.2. Параметр порядку (a) та термодинамiчний потенцiал (b) як функцiя µ
у випадку |t0| < U ′/2; 0 < µ′ < |t0|. Тут, i на рис. 5.3-5.6, лiнiї (α), (β)
та (γ) описують формули (5.45), (5.47) та (5.52), вiдповiдно.

-U'-|t0|

U' U'+|t0|U'-|t0|

-U'
- '

/N

(b)

Рис. 5.3. Параметр порядку (a) та термодинамiчний потенцiал (b) як функцiя µ
у випадку |t0| < U ′/2; U ′ − |t0| < µ′ < U ′.

0
'U'-|t0|

( )

( )

( )

U'/2

(a)

Рис. 5.4. Параметр порядку (a) та термодинамiчний потенцiал (b) як функцiя µ
у випадку |t0| > U ′/2; U ′ − |t0| < µ′ < U ′/2.
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Рис. 5.5. Параметр порядку (a) та термодинамiчний потенцiал (b) як функцiя µ
у випадку |t0| > U ′/2; µ′ = U ′/2.

Рис. 5.6. Параметр порядку (a) та термодинамiчний потенцiал (b) як функцiя µ
у випадку |t0| > U ′/2; U ′/2 < µ′ < |t0|.
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У випадку вiд’ємних значень хiмiчного потенцiалу µ′, коли при T = 0 зали-

шається тiльки стан |1′〉

ΩMF/N → |t0|ϕ2 − θ ln e−βε1′ = |t0|ϕ2 − µ

2
−
√
µ2

4
+ t20ϕ

2. (5.48)

Використовуючи вираз (5.45), отримаємо:

ΩMF/N = −(µ+ |t0|)2

4|t0|
. (5.49)

Разом з тим, при ϕ = 0 основним станом в областi µ′ < 0 є стан |0〉 для
µ < 0 та стан |1〉 для µ > 0. Отже:

ΩMF/N |ϕ=0 =

{
0, µ < 0

−µ, µ > 0
. (5.50)

Можна бачити, що ΩMF < ΩMF

∣∣∣
ϕ=0

; НП фаза є бiльш стабiльною в iнтервалi

−|t0| < µ < |t0|. Похiднi ∂ΩMF

∂µ та ∂ΩMF |ϕ=0

∂µ збiгаються в граничних точках µ = ±|t0|.
Це показує, що фазовий перехiд в стан з бозе-конденсатом тут є другого роду.

Функцiя ΩMF/N(µ) має подiбну поведiнку у випадку µ′ > U ′. Тут:

ΩMF/N = −(µ− U ′ + |t0|)2

4|t0|
,

ΩMF/N |ϕ=0 =

{
−µ′, µ < U ′

U ′ − µ− µ′, µ > U ′
; (5.51)

фазовий перехiд другого роду вiдбувається в точках µ = U ′ ± |t0|.
Результати чисельних розрахункiв для функцiї ΩMF/N(µ) у випадку промi-

жних значень µ′ (виконанi за допомогою порахованих ранiше залежностей ϕ(µ))

показанi на рис. 5.2(б)–5.6(б). Тут i надалi числовi значення параметрiв дано в

одиницях U ′.
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Зрозумiти особливу поведiнку залежностi параметру порядку ϕ вiд µ можна

взявши до уваги змiну основного стану, що має мiсце в згаданому вище промiжно-

му iнтервалi значень µ′ коли ε1′ = ε1̃′. Рiвняння, що виникає за таких умов, має

розв’язок:

ϕ =

√
µ′(U ′ − µ′)(µ− µ′)(µ′ − U ′ + µ)

|t0||2µ′ − U ′|
, (5.52)

що, на площинi (µ, ϕ) описує лiнiю роздiлу областей з рiзними основними

станами: станом |1̃′〉, (|1′〉) злiва (справа) вiд кривої (при заданому значеннi µ′).

При µ′ = U ′/2 лiнiя (5.52) є вертикальною i проходить через точку µ = U ′/2.

При µ′ < U ′/2 вона вигинається налiво i лягає на вiсь абсцис коли µ′ → 0; i

вiдповiдно, при µ′ > U ′/2 вигинається в iншу сторону i крива лягає на вiсь абсцис

при µ′ → U ′.

В областi з основним станом |1′〉 залежнiсть ϕ(µ) визначається згiдно (5.45)

(див. рис. 5.1(а)); коли ж основним є стан |1̃′〉, вона описується згiдно (5.47) (див.

рис. 5.1(б)). В залежностi вiд розмiщення лiнiї (5.52), на обох її сторонах певнi

частини графiкiв (5.45) та (5.47) зберiгаються. Це показано на рис. 5.4(а), 5.5(а)

та 5.6(а).

У випадках, коли функцiя ϕ(µ) має зворотнi ходи, можна спостерiгати так

званi, “риб’ячi хвости” в поведiнцi термодинамiчного потенцiалу, коли точка пе-

ретину нижчих кривих вiдповiдає точцi фазового переходу першого роду (фазовi

переходи на обох iнших сторонах iнтервалу ненульових значень ϕ є другого роду).

Значення µ, при яких iснує фазовий перехiд першого роду, змiщенi щодо лiнiй спi-

нодалi (при µ′ < U ′/2 налiво та при µ′ > U ′/2 направо). Як результат - область

iснування НП фази при T = 0 є ширшою нiж та, що обмежена спiнодалями.

5.7. Фазовi дiаграми при T = 0

Бiльш детальний аналiз показує, що при |t0| < U ′/2 та 0 < µ′ < |t0| область
фазових переходiв першого роду в НП фазу визначається перетином гiлок термо-
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диномiчного потенцiалу.
ΩMF

N

∣∣∣
|τ〉

= −µ′, (5.53)

та
ΩMF

N

∣∣∣
|1′〉

= −(µ+ |t0|)2

4|t0|
; (5.54)

i пов’язана зi змiною (|0̃〉 → |1′〉) основного стану бозон-фермiонної системи. Отже,

вираз

µ′ =
(µ+ |t0|)2

4|t0|
, (5.55)

є рiвнянням лiнiї фазових переходiв на площинi (µ, µ′). На рис.5.7, де областi

iснування рiзних основних станiв вказанi на дiаграмi (µ, µ′), ця крива позначена

суцiльною лiнiєю. SF фаза iснує в областях зазначених як |1′〉 та |1̃′〉; щоб розрi-

зняти цi два випадки будемо використовувати позначення SF|1′〉 та SF|1̃′〉.
У випадку коли U ′/2 < |t0| < U ′, крива (5.55) описує фазовий перехiд

першого роду доки 0 < µ′ < U ′2/4|t0|. Разом з тим, вона залишаться злiва вiд

лiнiї спiнодалi (рис. 5.8). Якщо U ′2/4|t0| < µ′ < U ′ − U ′2/4|t0|, лiнiя фазового

переходу першого роду розмiщена мiж спiнодалями, що описуються рiвняннями

µ = U ′− |t0| та µ = |t0|; при таких значеннях µ виникає фазовий перехiд другого

роду в фазу НП. Для U ′− |t0| < µ < µ′ це є фаза SF|1̃′〉 а для µ′ < µ < |t0| – фаза

SF|1′〉 (iндекс вказує основний стан системи при T = 0). Перехiд мiж цими двома

фазами, є першого роду i визначається з рiвностi термодинамiчних потенцiалiв
ΩMF

N

∣∣∣
|1′〉

та ΩMF

N

∣∣∣
|1̃′〉

; тут:

ΩMF

N

∣∣∣
|1̃′〉

= −(µ− U ′ + |t0|)2

4|t0|
− µ′. (5.56)

Крива, що описує цей перехiд на площинi (µ, µ′), дається рiвнянням

µ′ =
U ′

4|t0|
(2µ+ 2|t0| − U ′). (5.57)

В областi U ′−U ′2/4|t0| < µ′ < U ′, лiнiя фазового переходу першого роду продов-

жується; вона вiддiляє фазу SF|1̃′〉 вiд нормальної фази (для останньої основним
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станом є |1〉). У цьому випадку рiвняння для фазової рiвноваги виникає з умови:
ΩMF

N

∣∣∣
1̃′〉

=
ΩMF

N

∣∣∣
|1〉
, (5.58)

де ΩMF

N

∣∣∣
|1〉

= −µ має форму:

µ′ = µ− (µ− U ′ + |t0|)2

4|t0|
. (5.59)

На площинi (µ, µ′) ця лiнiя розмiщена справа вiд лiнiї спiнодалi.

Рiвняня (5.55),(5.57) та (5.59) також визначають криву фазових переходiв

першого роду i при |t0| > U ′ . Набiр фазових дiаграм типу (µ, µ′) доповнюються

дiаграмами показаними на рис.5.9 та 5.10. Варто зазначити, що лiнiя переходiв

першого роду у всiй областi 0 < µ′ < U ′ роздiляє стани (фази) з одним фермiоном

(“тильдованi” ) та стани без фермiонiв (“нетильдованi”). З цим i пов’язана рiзни-

ця мiж надплинними фазами SF|1̃′〉 та SF|1′〉. В першому випадку бозе-конденсат

iснує при повному фермiонному заповненню (n̄f = 1), в другому – при вiдсутностi

фермiонiв (n̄f = 0).

При ненульових температурах залежнiсть n̄f вiд µ′ при перетинi лiнiї фа-

зового переходу першого роду є гладкою. Концентрацiя фермiонiв n̄f поступово

зменшується в “тильдованих” областях i подiбним чином вiдповiдно зростає в “не-

тильдованих”. Принципова рiзниця мiж фазами SF|1̃′〉 та SF|1′〉 зникає (див. роздiл

6).

Описаний ефект змiни роду фазового переходу має також мiсце, коли хiмi-

чний потенцiал µ′ розмiщений посерединi iнтервалу [0, U ′] (див. рис.5.9). Точка

µ′ = U ′/2 є особливою. Розпад областi НП фази на двi окремi має мiсце саме в

цiй точцi зi зменшенням µ′.

Маючи фазовi дiаграми (µ, µ′) побудованi для рiзних значень |t0|, можна

перейти до дiаграм на площинi (µ, |t0|). Використавши формули (5.55), (5.57) та

(5.59), легко отримати спiввiдношення мiж µ та |t0| (для фiксованих значень µ′)

на лiнiї фазового переходу першого роду:

µ =
√

4|t0|µ′ − |t0|, (5.60)
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Рис. 5.7. Фазова дiаграма (µ, µ′) при |t0| < U ′/2. Тут i надалi використано насту-
пнi позначення: суцiльна лiнiя - ФП 1-го роду, штрихована лiнiя - ФП
2-го роду, пунктирна лiнiя - спiнодаль, тонка суцiльна лiнiя - границя
мiж областями з рiзними основними станами, що належать нормальнiй
фазi.
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Рис. 5.8. Фазова дiаграма (µ, µ′) при |t0| = U ′/2.
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Рис. 5.10. Фазова дiаграма (µ, µ′) при |t0| > U ′.
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Рис. 5.11. Фазова дiаграма (µ, |t0|) при 0 < µ′ < U ′/2.

– для µ′ < U ′/2 ;

µ = U ′ + |t0| −
√

4|t0|(U ′ − µ′), (5.61)

– для µ′ > U ′/2 ; та

µ =
U ′

2
− |t0|+

2|t0|µ′

U ′
(5.62)

- в обох цих випадках коли виникає фазовий перехiд в НП фазу.

Згiдно рiвнянь (5.60), (5.61) та (5.62), та використавши рiвняння для спiно-

далей при T = 0, отримаємо дiаграми вказанi на рис. 5.11, 5.12 та 5.13. На вiдмiну

вiд дiаграм (µ, |t0|) для чисто бозонного випадку (див. наприклад [127, 129]), рис.

5.12, вони асиметричнi. Зi сторони менших (або бiльших) значень µ фазовий рiд

змiнює (пiд впливом фермiонiв) свiй рiд з другого на перший в залежностi вiд

значення хiмiчного потенцiалу µ′.

Також можна визначити мiнiмальне значення для параметра переносу бо-

зонiв (|t0|min = µ′ при µ′ < U ′/2 або |t0|min = U ′ − µ′ при µ′ > U ′/2). НП фаза

може iснувати тiльки якщо |t0| > |t0|min.
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Рис. 5.12. Фазова дiаграма (µ, |t0|) при µ′ = U ′/2.

Рис. 5.13. Фазова дiаграма (µ, |t0|) при U ′/2 < µ′ < U ′.



124

5.8. Роздiлення фаз в режимi фiксованого хiмiчного
потенцiалу фермiонiв

Крiм стрибка числа фермiонiв на лiнiї фазових переходiв першого ро-

ду спостерiгається i стрибкоподiбна поведiнка концентрацiї бозонiв, n̄B =

−∂ (ΩMF/N) /∂µ. При нульовiй температурi:

n̄B
∣∣
|0̃〉 = 0; n̄B

∣∣
|1〉 = 1;

n̄B
∣∣
|1̃〉=1

; n̄B
∣∣
|0〉 = 0;

n̄B
∣∣
|1̃′〉 =

µ− U ′ + |t0|
2|t0|

; n̄B
∣∣
|1′〉 =

µ+ |t0|
2|t0|

. (5.63)

Маючи цi спiввiдношення, можна записати граничнi значення n̄B (з лiвої чи правої

сторони вiд лiнiй роздiлення), для заданого µ′, використовуючи (5.55),(5.57) та

(5.59):

1) на лiнiї (5.55)

n̄B
∣∣
l
= 0; n̄B

∣∣
r

=
√
µ′/|t0|. (5.64)

1) на лiнiї (5.57)

n̄B
∣∣
l
= µ′/U ′ − U ′

4|t0|
; n̄B

∣∣
r

=
µ′

U ′
+

U ′

4|t0|
. (5.65)

1) на лiнiї (5.59)

n̄B
∣∣
l
= 1−

√
U ′ − µ′
|t0|

; n̄B
∣∣
r

= 1. (5.66)

Залежностi n̄B
∣∣
l,r

вiд µ′ представленi на рис. 5.14 та 5.15; випадки |t0| < U ′/2

та U ′/2 < |t0| < U ′ показано окремо. В режимi фiксованих значень хiмiчних

потенцiалiв µ та µ′ цi графiки iлюструють стрибок бозонної концентрацiї в рiзних

точках кривої фазової рiвноваги. В режимi фiксованих n̄B та µ′ вони можуть бути

iнтерпретованi як дiаграми, що описують роздiлення фаз з рiзною концентрацiєю

n̄B.

Величини n̄B
∣∣
l
та n̄B

∣∣
r
вiдповiдають в цьому випадку рiзним фазам (станам),

на якi система (в залежностi вiд величини хiмiчного потенцiалу µ′) роздiляється.

Це показано на дiаграмах 5.14 та 5.15.
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Рис. 5.14. (µ′, n̄B) дiаграма при |t0| < U ′/2.

Рис. 5.15. (µ′, n̄B) дiаграма при U ′/2 < |t0| < U ′.
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У випадку U ′/2 < |t0| < U ′ (як i у випадку |t0| > U ′) роздiлення виникає

на всьому iнтервалi 0 < µ′ < U ′. При |t0| < U ′/2, система роздiляється на рiзнi

фази тiльки при значеннях µ′ в областi µ′ < |t0| та U ′ − |t0| < µ′ < U ′. Роздiле-

ння, проте, вiдсутнє в центральнiй областi |t0| < µ′ < U ′ − |t0|; де, при заданiй

дробовiй величинi n̄B, система iснує в змiшаному станi : вузли гратки заповненi

(стан |1̃〉 - бозон та фермiон на вузлi) або порожнi (стан |0〉) з iмовiрностями, що

визначаються їхнiми вагами (n̄B or 1− n̄B, вiдповiдно).

5.9. Висновки

У цьому роздiлi нами проведено дослiдження стiйких рiвноважних станiв

та фазових переходiв у моделi Бозе-Фермi-Хаббарда для випадку жорстких бозо-

нiв та “важких” фермiонiв. На вiдмiну вiд традицiйного пiдходу, що грунтується

на режимi заданих значень хiмiчного потенцiалу бозонiв та концентрацiї фермiо-

нiв, ми аналiзуємо випадок, коли фiксуються обидва хiмiчнi потенцiали-бозонiв

µ i фермiонiв µ′ (тобто, розгляд ведеться у рамках великого канонiчного ансам-

блю для частинок обох сортiв). Ми обмежилися при цьому випадком обсолютного

нуля температури (T = 0), коли система перебуває у певному основному ста-

нi, або може переходити шляхом квантового фазового переходу з одного такого

стану в iнший при змiнi термодинамiчних параметрiв. Пiдхiд, який використано

в даному роздiлi, не пiдлягає традицiйнiй схемi, яка базується на розщепленнi

одновузлової взаємодiї U ′nbin
f
i . Замiсть цього застосовано формалiзм операторiв

Хаббарда, що дiють на базисi станiв |nbi , n
f
i 〉; це дає можливiсть точно врахувати

бозон-фермiонну взаємодiю U ′ (в данiй роботi розглянуто випадок вiдштовхува-

ння (U ′ > 0)). Одновузлова задача сформульована за допомогою тiльки одного

самоузгодженого параметра ϕ (ϕ = 〈bi〉 = 〈b+
i 〉), а при описi бозе-конденсацiї для

врахування перенесення бозонiв використано наближення середнього поля.

Стiйкi рiвноважнi стани, в тому числi стани, пов’язанi з появою бозе-

конденсату (що характеризуються параметром порядку ϕ = b = b+), визначено

виходячи з умови глобального мiнiмуму великого термодинамiчного потенцiалу.
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Це дало змогу виявити наявнiсть S-подiбних залежностей ϕ(µ) i, вiдповiдно, пе-

реходiв 1-го роду (замiсть 2-го) до SF фази у певних областях значень хiмiчних

потенцiалiв µ i (µ′). Важливою особливiстю є також iснування двох типiв бозе-

конденсатiв - SF 1̃′ (де всi фермiоннi стани при T = 0 зайнятi) i SF (1′) (де фермiони

при T = 0 вiдсутнi); фазовi переходи мiж ними є також 1-го роду. Це зображено

на фазових дiаграмах (µ, µ′) i (µ, |t0|), розрахованих при рiзних значеннях |t0| i µ′

вiдповiдно.

Появу переходiв 1-го роду i стрибкiв параметра порядку ϕ можна обгрун-

тувати конкуренцiєю мiж станами, у яких поряд з бозонами присутнi або вiдсу-

тнi фермiони, хоча в середньому iнтервал [0, U ′] значень µ′ вiдповiдає дробовiй

(0 < nF < 1)) концентрацiї фермiонiв. Точка µ′ = U ′/2 є особливою; у нiй iз змен-

шенням µ′ вiдбувається розбиття спiльної областi SF фази на двi окремi.Коли хi-

мiчний потенцiал µ′ набуває значень µ′ < 0 та µ′ > U ′, описаний вище ефект змiни

роду фазового переходу зникає. У першому випадку вiдсутнi фермiони (nF = 0)

а в другому фермiоннi стани повнiстю заповненi (nF = 1). При nF = 0 модель

зводиться до чистої моделi жорских бозонiв з фазовими переходами другого роду;

при nF = 1 картина MI-SF переходу є такою самою, але має мiсце зсув хiмiчного

потенцiалу бозонiв (µ→ µ+ U ′).

Характерною рисою нашої моделi є також асиметрiя фазових дiаграм

(µ, |t0|), що вiдрiзняє їх вiд дiаграм для чистої моделi жорстких бозонiв. Iснує,

крiм цього, значення параметра перенесення бозонiв |t0|, нижче якого SF фа-

за не iснує. Факт появи такого мiнiмального значення t0, необхiдного для по-

яви бозе-конденсату в присутностi фермiонiв, є наслiдком прямого врахування

бозон-фермiонної взаємодiї U ′ в нашому пiдходi. Проте, якщо така взаємодiя бе-

реться до уваги базуючись на простiй схемi лiнеаризацiї (в дусi середньопольово-

го розщеплення Хартрi-Фока) мiнiмальне значення |t0|min при T = 0 рiвне нулю

[112, 116, 119, 120]. Це значення досягається при певнiй величинi µ = µ∗ а вплив

фермiонiв полягає у цьому наближеннi лише в змiщеннi точки µ∗ [119]. Подiбний

вплив ми отримуємо i в нашому випадку: положення ненульового |t0|min як фун-

кцiя µ залежить вiд µ′ (див. рис. 5.11,5.13).
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Пряме порiвняння отриманих фазових дiаграм з наявними в лiтературi да-

ними щодо термодинамiки моделi БФХ не є дуже простим. В бiльшостi випадкiв

дослiдження проводились в iншому термодинамiчному режимi – режимi фiксо-

ваної концентрацiї фермiонiв (окрiм заданої концентрацiї бозонiв). Виходячи з

нашої схеми, перехiд до режиму фiксованих значень nF може бути проведений за

допомогою перетворення Лежандра Ω/N → Ω̃/N = Ω/N + µ′nF та вiдповiдного

переходу до нових термодинамiчних змiнних. Проте, можна бачити, що стани з

дробовими значеннями nF розмiщенi на дiаграмi (µ, µ′) при T = 0 на кривiй, що

роздiляє “тильдлованi” та “нетильдованi” областi (при перетинi цiєї лiнiї має мiсце

стрибкоподiбна змiна вiд nF = 1 до nF = 0). Рухаючись вздовж цiєї лiнiї (при

змiнi µ), проходимо через iнтервали значень µ, що вiдповiдають областям iснува-

ння НП фази. При T 6= 0 та nF > 1/2 (nF < 1/2) (див. роздiл 6) згадана вище

крива буде розмiщена дещо вище(нижче), нiж при нульовiй температурi. Симе-

трiя дiаграми буде порушена i це призведе до ситуацiї, коли при зменшеннi |t0|
НП фаза зникатиме ранiше (пiзнiше) в областi бiля точки µ = 0 нiж бiля µ = U ′.

Хоча такий висновок i є якiсним, вiн може бути розглянутий як пiдтвердження

та додаткове пояснення результатiв отриманих в роздiлi 4 для повної моделi БФХ

у випадку tF = 0 при скiнчених температурах в режимi nF = const. Варто зазна-

чити, що в роздiлi 4, як i в низцi робiт в цiй областi (див. наприклад [112, 119],

фазовi дiаграми були побудованi, виходячи з умови нестабiльностi НП фази (яка

визначалась спiнодалями).

Слiд зауважати, що наявнiсть фазових переходiв 1-го роду при заданих хi-

мiчних потенцiалах µ i µ′ є свiдченням того, що при заданих концентрацiях nB та

nF вiдбувається фазове розшарування.Як нами показано, в залежностi вiд значе-

ння µ′, система може розшаровуватись на областi з рiзними концентрацiями nB i

nF та рiзними фазами (MI та SF або SF |1̃′〉 та SF |1′〉).

Виходячи з отриманих результатiв, цiкаво було б розглянути картину фазо-

вих переходiв в режимi фiксованих хiмiчних потенцiалiв (µ and µ′) при скiнчен-

ному параметрi перенесення фермiонiв. Для фiксованої концентрацiї nF досить

повний аналiз було зроблено в [111], використовуючи просту версiю наближен-
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ня середнього поля для взаємодiї Ubf . Можливiсть спарювання фермiонiв веде

до появи фази з конденсатом фермiонних пар. Проте для цього треба перевищи-

ти деяке критичне значення параметру переносу tF для їхньої термодинамiчної

привабливостi [111, 125].
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РОЗДIЛ 6

ФАЗОВI ПЕРЕХОДИ В МОДЕЛI
БОЗЕ-ФЕРМI-ХАББАРДА В ГРАНИЦI

ВАЖКИХ ФЕРМIОНIВ ТА ЖОРСТКИХ
БОЗОНIВ ПРИ НЕНУЛЬОВИХ

ТЕМПЕРАТУРАХ

6.1. Вступ

У переважнiй бiльшостi робiт вивчення термодинамiки моделi БФХ та фазо-

вого переходу, пов’язаного з появою бозе-конденсату у бозон-фермiоннiй сумiшi в

оптичнiй гратцi, виконано у граничному випадку абсолютного нуля температури.

Серед таких дослiджень можна вiдзначити проведенi в [109], де з використанням

наближення середнього поля за перенесенням бозе-частинок при врахуваннi одно-

вузлової взаємодiї мiж бозонами i фермiонами типу вiдштовхування або притяга-

ння було отримано при T = 0 фазовi дiаграми, що визначають областi iснування

SF та MI фаз, включаючи фази з фермiонними композитами. Вихiд у область

ненульових температур в рамках подiбного пiдходу (з точним врахуванням мiж-

сортової та внутрiсортової взаємодiї) був зроблений в [120]; отриманi результати,

якi iлюструють змiни у фазових дiаграмах та поступове зникнення областей, де

iснує SF фаза, що при цьому вiдбувається, наведено у роздiлi 4 даної дисертацiї.

В обох випадках основну увагу було присвячено режиму фiксованої концентрацiї

фермiонiв при заданому хiмiчному потенцiалi бозонiв, та випадку, коли мiжвузло-

ве перенесення фермiонiв вiдсутнє (tF → 0), i тим самим не виникають ефективнi

взаємодiї мiж бозонами через фермiони (i, вiдповiдно, мiж фермiонами через бо-

зони) [111, 118].
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Результати, отриманi для “важких” фермiонiв у границi жорстких бозонiв в

рамках моделi БФХ, подано в роздiлi 5. Як доповнення до попереднiх дослiджень,

ми розглянули термодинамiчний режим заданих хiмiчних потенцiалiв як бозонiв,

так i фермiонiв. Це дозволило виявити можливiсть змiни роду (з 2-го на 1-ий)

фазових переходiв до SF фази та продемонструвати, що при фiксованих концен-

трацiях частинок (в. т.ч. фермiонiв) може наступити фазове розшарування.

Нашою метою у даному роздiлi є продовження дослiдження фазових перехо-

дiв в сумiшi ультрахолодних бозе- та фермi- атомiв у оптичнiй гратцi, проведеного

в роздiлi 5 на базi моделi Бозе-Фермi-Хаббарда, i поширення його на область вiд-

мiнних вiд нуля температур. Для граничного випадку “важких” фермiонiв та у

пiдходi жорстких бозонiв розглянемо змiни, якi вiдбуваються у фазових дiагра-

мах, отриманих при T = 0 на площинах (µ′,µ) та (|t0|, µ) (де µ = µB, µ′ = µF ,

t0 = tB(~q = 0)), аналiзуючи поведiнку параметра порядку бозе-конденсату та тер-

модинамiчного потенцiалу як функцiй хiмiчних потенцiалiв частинок при T 6= 0.

Як i в попередньому роздiлi, розрахунки проведемо, розглядаючи перенесення

бозонiв у наближеннi середнього поля, обмежуючись випадком безмежно малого

переносу фермiонiв та враховуючи точно одновузлову бозон-фермiонну взаємодiю

типу вiдштовхування. Побудуємо також фазовi дiаграми (T, µ), (µ′, µ), та (|t0|,
µ), що визначають при T 6= 0 областi iснування SF фази при рiзних значеннях

хiмiчного потенцiалу фермiонiв i проаналiзуємо, у яких випадках фазовi MI-SF

переходи є переходами 1-го роду. Зупинимось також на питаннi про розшарування

фаз.

6.2. Гамiльтонiан моделi та рiвняння для параметру
порядка

Як i в роздiлах 4 та 5, ми починаємо з гамiльтонiана моделi Бозе-Фермi-

Хаббарда у виглядi
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H =
U

2

∑
i

nbi(n
b
i − 1) + U ′

∑
i

nbin
f
i − µ

∑
i

nbi − µ′
∑
i

nfi

+
∑
<i,j>

tijb
+
i bj +

∑
<i,j>

t′ija
+
i aj. (6.1)

де, U та U ′ - константи бозон-бозонної та бозон-фермiонної взаємодiї на вузлi; µ та

µ′ хiмiчнi потенцiали бозонiв та фермiонiв вiдповiдно , t та t′ - амплiтуди тунелюва-

ння бозонiв чи фермiонiв. Як i ранiше, ми розглядаємо випадок вiдштовхувальної

взаємодiї, для якої U > 0, U ′ > 0.

Для випадку наближення жорстких бозонiв та для безспiнових фермiонiв

(див. роздiл 5) одновузловий базис |nbi , n
f
i 〉 складається з чотирьох станiв

|0〉 = |0, 0〉, |0̃〉 = |0, 1〉, |1〉 = |1, 0〉, |1̃〉 = |1, 1〉. (6.2)

Ми розглядаємо випадок “важких” фермiонiв, для якого виконуються не-

рiвностi t′ � t та t′ � U ′; в такому наближеннi ми покладаємо t′ij → 0.

Як i в попередньому роздiлi, застосовуємо наближення середнього поля (5.8)

та дiагоналiзуємо одновузловий гамiльтонiан; як результат, отримуємо новi власнi

значення

ε0′,1′ = −µ
2
±
√
µ2

4
+ t20ϕ

2,

ε0̃′,1̃′ = −µ′ − µ

2
+
U ′

2
±
√

(U ′ − µ)2

4
+ t20ϕ

2, (6.3)

де p′ = 0′, 1′, 0̃′, та 1̃′ iндекси, що позначають новий базис.

Вiдповiдно, термодинамiчний потенцiал в такому випадку має вигляд

ΩMF/N = |t0|ϕ2 − θ lnZ0, (6.4)

де

Z0 = e−βε0′ + e−βε1′ + e−βε0̃′ + e−βε1̃′ . (6.5)
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Для нетривiального (ϕ 6= 0) розв’язку рiвняння для параметра порядку,

отримане з умови екстремуму термодинамiчного потенцiалу (6.4), записується як

1

|t0|
=
〈X1′1′〉 − 〈X0′0′〉

2
√

µ2

4 + t20ϕ
2

+
〈X 1̃′1̃′〉 − 〈X 0̃′0̃′〉

2
√

(U ′−µ)2

4 + t20ϕ
2

, (6.6)

де середнi 〈Xp′p′〉 виражаються як больцманiвськi середнi: 〈Xp′p′〉 =

Z−1
0 exp(−βεp′).

Граничний перехiд ϕ = 0 у цьому спiввiдношеннi дає нам рiвняння для лiнiї

спiнодалей

1

|t0|
=
〈X11〉 − 〈X00〉

µ
+
〈X 0̃0̃〉 − 〈X 1̃1̃〉

U ′ − µ
. (6.7)

Отримане рiвняння, яке визначає нестабiльнiсть нормальної фази стосовно появи

бозе-конденсату при температурах T ≥ 0, є одночасно умовою фазового переходу

2-го роду до SF фази, якщо такий перехiд може реалiзовуватись. Цьому питанню

присвячений наш наступний розгляд.

6.3. Фазовi дiаграми

Розв’язки рiвняння (6.7) на площинi (T, µ) (кривi спiнодалей) для рiзних

значень µ′ показано на рис. 6.1, 6.2, та 6.3. Поза межами iнтервалу [0, U ′] для

µ′, такi кривi мають звичну куполоподiбну форму, що поступово стає симметри-

чною при зростаннi |µ′|. Досягнувши цього iнтервалу кривi пiдлягають помiтнiй

деформацiї та при заходженнi всередину виникають областi з двома критичними

температурами для одного значення µ. Зi змiною T стає при цьому можливою

“реентрант” поведiнка для переходiв MI-SF. Тому, для того щоб отримати реаль-

ну картину для фазових дiаграм (T, µ) (рис. 6.1- 6.4), слiд дослiдити поведiнку

термодинамiчного потенцiалу в цих областях.

Аналiз, виконаний для випадку T = 0 в попередньому роздiлi, показує, що

в цих областях значень (особливо коли µ′ & 0 та µ′ . U ′) рiд переходу MI-SF
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Рис. 6.1. (T, µ) фазова дiаграма для рiзних значень µ′; |t0| = 0.2, U ′ = 1.0. Тут i
надалi, суцiльна (штрихова) лiнiя є лiнiєю фазового переходу 1го (2го)
роду; пунктирна лiнiя вiдповiдає спiнодалям. Всi величини мають роз-
мiрнiсть енергiї даної в одиницях U ′. Для скорочення використано по-
значення T замiсть Θ = kT .
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Рис. 6.2. (T, µ) фазовi дiаграми при рiзних значеннях µ′; |t0| = 0.8, U ′ = 1.0.
Випадки 0 < µ′ < U ′2/4|t0| та U ′−U ′2/4|t0| < µ′ < U ′. Тут, U ′/2 < |t0| <
U ′.
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Рис. 6.3. (T, µ) фазова дiаграма для рiзних значень µ′; |t0| = 0.8, U ′ = 1.0. Випа-
док U ′2/4|t0| < µ′ < U ′ − U ′2/4|t0| при U ′/2 < |t0| < U ′.
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Рис. 6.4. Лiнiї фазових переходiв першого роду на площинi (T, µ) для рiзних зна-
чень µ′; |t0| = 0.8, U ′ = 1.0. Випадок U ′2/4|t0| < µ′ < U ′ − U ′2/4|t0| при
U ′/2 < |t0| < U ′.

може змiнюватись з 2-го на 1-ший. З рис. 6.5 та 6.6, можна бачити як форми кри-

вих ϕ(µ) та ΩMF/N(µ) змiнюються при зростаннi температури в областi значень

параметрiв для яких при T = 0 iснує фазовий перехiд першого роду. Тут є два

варiанти (див. роздiл 5).

Перший (i) реалiзовується при значеннях 0 < µ′ < |t0| або U ′−|t0| < µ′ < U ′

у випадку |t0| < U ′/2 та при значеннях 0 < µ′ < U ′2/4|t0| або U ′−U ′2/4|t0| < µ′ <

U ′ у випадку U ′ > |t0| > U ′

2 . Другий (ii) має мiсце тiльки у випадку U ′ > |t0| >
U ′/2, коли U ′2/4|t0| < µ′ < U ′ − U ′2/4|t0|.

У першому випадку (варiант (i)), перехiд другого роду при низьких темпе-

ратурах замiнюється переходом першого роду, лiнiя якого проходить на площинi

(T, µ) (рис. 6.2) злiва (справа) вiд лiнiї спiнодалi при µ′ < U ′/2 (µ′ > U ′/2). Це мо-

жна бачити з поведiнки кривих ϕ(µ) та ΩMF/N(µ) у згаданих iнтервалах значень

хiмiчного потенцiалу (рис. 6.5). При вищих температурах зворотнiй хiд функцiї

ϕ(µ) та “рибячий хвiст” ΩMF/N поступово зменшуються та зникають. При певнiй

температурi досягається трикритична точка i рiд фазовго переходу змiнюється

на другий. При подальшому зростаннi температури лiнiя фазового переходу на-

кладається на лiнiю спiнодалi. Це показано на рис. 6.1 та 6.2, де суцiльнi лiнiї

вiдповiдають лiнiям переходу першого роду.
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Рис. 6.5. Залежностi ϕ(µ) та ΩMF/N(µ) для рiзних значень T при |t0| = 0.2, µ′ =
0.05.
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Рис. 6.6. Залежностi ϕ(µ) та ΩMF/N(µ) для рiзних значень T при |t0| = 0.8, µ′ =
0.35.
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Варiант (ii) вiдрiзняється вiд попереднього розмiщенням лiнiї фазового пе-

реходу першого роду, що тепер знаходиться всерединi областi iснування SF фази.

При T = 0 вона роздiляє цю область на двi частини, що характеризуються рiзни-

ми числами заповнення фермiонних станiв. Набiр рисункiв 6.6 iлюструє посту-

пове зникнення зворотнього ходу ϕ(µ) (як i вiдповiдної особливостi в Ω(µ)) при

зростаннi температури. Лiнiя переходiв зникає а критичнiй точцi яка розмiщена

всерединi областi SF фази (див. рис 6.3). Перехiд з цiєї фази в нормальну є дру-

гого роду. Температура критичної точки стає меншою зi змiщенням µ′ до центру

iнтервалу [0, U ′] (див. рис. 6.4); в цiй границi фазовий перехiд першого роду при

T 6= 0 зникає.

З рис. 6.2 та 6.3 видно, що майже в усiх випадках для iнтервалу 0 < µ′ < U ′

є областi, де iснують “реентрант” пореходи. Тут SF фаза iснує при промiжних

температурах мiж областями, де нормальна фаза є стiйкою.

Тепер розглянемо фазовi дiаграми (µ′, µ) при ненульвих температурах. По-

чнемо з випадку низької температури коли є присутнi областi значень µ′ (та µ) з

фазовими переходами першого роду. Дiаграми (µ′, µ) мають iншу форму нiж для

випадкiв |t0| < U ′/2 та U ′/2 < |t0| < U ′. Перебудова таких дiаграм отриманих чи-

сельно при зростаннi T показана на рис. 6.7 та 6.8. Як видно, має мiсце поступове

скорочення лiнiї фазового переходу 1-го роду в першому випадку а згодом зни-

кнення цiєї лiнiї при T 6= 0 в областi U ′ − |t0| < µ < |t0| та вiдповiдне зменшення

областi фазових переходiв зi зростанням T в другому випадку.

В областях температури вище критичної та трикритичної точок лiнiї фазо-

вих переходiв спiвiснують з спiнодалями; переходи тут є другого роду. Межi мiж

фазами визначаються рiвнянням 6.7 де

〈Xnn〉 = Z−1
0 |ϕ=0 e

−βεn; 〈X ññ〉 = Z−1
0 |ϕ=0 e

−βεñ;

Z0 |ϕ=0=
1∑

n=0

e−βεn +
1̃∑

n=0̃

e−βεñ; (6.8)

та εn i εñ визначаються 6.3.
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Рис. 6.7. Фазовi дiаграми (µ′, µ) для |t0| = 0.8, U ′ = 1.0. Випадок U ′/2 < |t0| < U ′.
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У випадку U ′/2 < |t0| < U ′, фазовi дiаграми, отриманi з числових розра-

хункiв, на площинi (µ′, µ) представленi на рисунку 6.7. Змiну форми областi SF

фази при поступовому зростаннi температури, стартуючи з Θ = 0, 1U ′, показано

на рисунку 6.9. При T = 0 ця область мала простий вигляд. Проте, як видно

з графiкiв µ′ вiд µ, при певнiй (критичнiй) температурi Θc вiдбувається змiна

топологiї лiнiй фазових переходiв. Фаза SF стає двозв’язною (вона виникає при

Θc
∼= 0, 341U ′ якщо |t0| = 0, 8U ′). Таке розщеплення на двi частини реалiзовується

в точцi з координатами µ = µ′ = 0, 5U ′. При цих значеннях хiмiчних потенцiалiв

при Θc вiдбувається фазовий перехiд другого роду з фази SF до фази MI.

При подальшому зростаннi температури, роздiленi областi SF фази вiддаля-

ються одна вiд одної i стають вужчими. Остаточно вони зникають при Θ0
c = |t0|/2.

Ця температура отримується з рiвняння

1

|t0|
=

1

µ
th
βµ

2
, (6.9)

чи

1

|t0|
=

1

µ− U ′
th
β(µ− U ′)

2
, (6.10)

при великих вiд’ємних чи додатнiх значеннях µ′. Температура Θ0
c має змiст макси-

мальної температури, при якiй фаза SF зникає в чистiй моделi жорстких бозонiв

(в наближеннi середнього поля). При µ′ < 0, |µ′| � U ′, фермiони практично

вiдсутнi (nf ≈ 0), в той час як при µ′ > 0, |µ′| � U ′ майже всi вузли гра-

тки зайнятi фермiонами (nf ≈ 1). В обох границях фермiони немають жодного

пливу на фазовi переходи в бозоннiй пiдсистемi, змiщуючи тiльки критичне зна-

чення хiмiчного потенцiалу бозонiв. Кривi фазових переходiв на площинi (T, µ)

мають форму куполiв, що симетричнi стосовно точок µ = 0 або µ = U ′ (в яких

знаходяться вершини куполiв).

Додаткова iнформацiя стосовно картини фазових переходiв моделi може бу-

ти отримана з дiаграм (|t0|, µ). Такi дiаграми при заданому T , були побудованi
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Рис. 6.9. Змiна форми областi SF фази на площинi (µ′, µ) при поступовому зро-
станнi температури; |t0| = 0.8. Випадок U ′/2 < |t0| < U ′.
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Рис. 6.10. (|t0|, µ) фазовi дiаграми для µ′ = 0.2, U ′ = 1.0. Випадок 0 < µ′ < U ′/2.

використовуючи набiр дiаграм (T, µ) та (µ′, µ); деякi приклади представлено на

рис. 6.10 та 6.11.

Набiр графiкiв на рис. 6.10 iлюструє змiну умов iснування SF та MI фаз та

поступове зникнення лiнiї фазового переходу першого роду при зростаннi темпе-

ратури (що узгоджується з попереднiми результатами). В порiвнянi з дiаграма-

ми, що вiдносяться до випадку |t0| < U ′/2, на рис. 6.11 представлено дiаграму

для U ′/2 < |t0| < U ′. Iснує повна вiдповiднiсть мiж цими випадками при замiнi

µ′ → U ′− µ′ та при дзеркальному вiдображеннi µ→ U − µ. Фазовi переходи пер-

шого роду вiдбуваються в цьому випадку мiж SF фазою та : i) нормальною (MI)

фазою з низькою концентрацiєю фермiонiв (нижче половинного заповнення) при

µ > U ′/2; ii) нормальною фазою (MI) з високою концентрацiєю фермiонiв (бiльше

половинного заповнення) при µ < U ′/2.

Випадок µ′ = U ′/2 є особливим. Вiдповiднi (|t0|, µ) фазовi дiаграми при

рiзних температурах показано на рис. 6.12. Для такого значення µ′, фазовий пе-
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Рис. 6.11. (|t0|, µ) фазовi дiаграми для µ′ = 0.8, U ′ = 1.0. Випадок U ′/2 < µ′ < U ′.

рехiд при T 6= 0 є переходом другого роду. Область iснування SF фази спочатку

змiщується до вищих значень |t0| при зростаннi T , стає ширшою (в напрямку осi

µ), проте згодом, при достатньо високих температурах, стає вужчою i остато-

чно зникає. Така поведiнка узгоджується з дiаграмами (T, µ) при µ = U ′/2 (див.

рис. 6.13).

Симетричний випадок µ = U ′/2 (що вiдповiдає половинному заповненню

бозонiв (nB = 1/2)) заслуговує окремого обговорення. Розгляд термодинамiки в

цьому випадку сильно спрощується.

Енергiї локальних станiв (6.3) в такому випадку:

ε0′,1′ = −U
′

4
±

√(
U ′

4

)2

+ t20ϕ
2,

ε0̃′,1̃′ = −µ′ + U ′

4
±

√(
U ′

4

)2

+ t20ϕ
2. (6.11)
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Рис. 6.13. (T, µ) Фазова дiаграма у випадку µ′ = U ′/2
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Вiдповiдно, для статистичної суми отримаємо:

Z0 = 2
(
e
βU ′
4 + eβµ

′
e
−βU ′

4

)
cosh

(
β
√

(U ′/4)2 + t20ϕ
2

)
, (6.12)

та для рiвняння для параметру порядку:

1

|t0|
=
〈X1′1′〉 − 〈X0′0′〉+ 〈X 1̃′1̃′〉 − 〈X 0̃′0̃′〉

2
√

(U ′/4)2 + t20ϕ
2

(6.13)

=
sinh

(
β
√

(U ′/4)2 + t20ϕ
2
)

√
(U ′/4)2 + t20ϕ

2

(
e
βU ′
4 + eβµ

′
e
−βU ′

4

)
Z0

.

Замiнивши вираз (6.12), отримаємо наступне рiвняння:

√
(U ′/4)2 + t20ϕ

2 =
|t0|
2

th

(
β
√

(U ′/4)2 + t20ϕ
2

)
, (6.14)

i вже використовуючи це рiвняння, отримаємо ненульовi розв’язки для ϕ.

Як результат, розглянемо поведiнку радикала
√

(U ′/4)2 + t20ϕ
2 ≡ Q як фун-

кцiї температури. Величина Q є спадаючою функцiєю. температури Θ = 1/β,

проте не досягає нуля при зростаннi температури i обривається на значеннi

Qmin = U ′/4, що вiдповiдає точцi при якiй параметр ϕ перетворюється на нуль.

Виходячи з цього можна зробити два висновки:

1. Ненульовi розв’язки для ϕ iснують тiльки для Qmin <
|t0|
2 , тобто, для |t0| >

U ′/2.

2. Величина Q = Qmin вiдповiдає температурi спiнодалi, i визначається рiвня-

нням

U ′/4 =
|t0|
2

th βU ′/4, (6.15)

(це видно з (6.14) для ϕ = 0). Це призводить до виразу

Θspinod. =
U ′/4

Arth U ′

2|t0|
. (6.16)
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З рiвняння (6.14), можна бачити, що параметр порядку ϕ є поступово спадною

функцiєю температури, що перетворюється на нуль при Θ→ Θspinod.

Важливо вiдмiтити, що параметр порядку ϕ та температура Θc не залежать

при µ = U ′/2 вiд хiмiчного потенцiалу фермiонiв µ′. Це є справедливим для всi-

єї областi значень µ′ (не тiльки для iнтервалу 0 < µ′ < U ′ але i для µ′ < 0 та

µ′ > U ′). Для випадку, що розглянуто, фермiонна пiдсистема має вплив на темпе-

ратуру переходу в стан з бозе-конденсатом тiльки через взаємодiю з бозонами U ′.

Iснує критичне значення U ′crit = 2|t0| при якому SF фаза зникає в симетричному

випадку µ = U ′/2 (див. рис. 6.14).

Наведене вище показує, що температура Θspinod. є такою ж як i ця, при якiй

область SF фази розпадається на двi окремi частини (цей ефект було описане

вище). Фазовий перехiд до SF фази в цьому випадку є другого роду.

Виходячи з виразу (6.4) для термодинамiчного потенцiалу i використовуючи

диференцiювання, можна отримати вирази для середнiх концентрацiй бозонiв та

фермiонiв:

n̄B = − 1

N

∂ΩMF

∂µ
; n̄F = − 1

N

∂ΩMF

∂µ′
. (6.17)

В результатi, на основi (6.4) та (6.7), отримаємо:

0,0 0,5 1,0 1,5
0,00

0,25

0,50

0,75 spinod/U'

|t0|/U'

Рис. 6.14. Температура Θspinod. як функцiя |t0|. Пунктирна лiнiя вiдповiдає тем-
пературi Θ0

c = kT 0
c .



149

n̄B =
1

2
− µ

4
√
µ2/4 + t20ϕ

2

〈
X0′0′ −X1′1′

〉
− µ− U ′

4
√

(U ′−µ)2

4 + t20ϕ
2

〈
X 0̃′0̃′ −X 1̃′1̃′

〉
,

n̄F =
〈
X 0̃′0̃′ +X 1̃′1̃′

〉
. (6.18)

Параметр порядку ϕ має бути виключеним з цих спiввiдношень замiною на рiв-

новажне значення (ϕ = 0, для нормальної фази та розв’язок рiвняння (6.13),

для фази SF). Остаточно, ми отримаємо середнi n̄B та n̄F як функцiї хiмiчних

потенцiалiв µ та µ′ i температури.

Концентрацiї змiнюються на лiнiї фазових переходiв першого роду стриб-

коподiбно. Їхнi значення на цiй лiнiї представлено на рис. 6.15 та 6.16 у формi

графiкiв n̄B(µ′) та n̄F (µ′). Для кожного даного значення µ′ наведено граничнi

значення n̄+
B та n̄−B

(
n̄+
F

)
i
(
n̄−F
)
, що їх отримано наближенням до лiнiї фазового

переходу з одного та iншого бокiв (вiд нормальної та SF фаз).

Величини стрибкiв ∆n̄B = n̄+
B − n̄

−
B та ∆n̄F = n̄+

F − n̄
−
F змiнюються зi спада-

нням температури. Iснує два окремих iнтервали µ′ з стрибкоподiбною поведiнкою

концентрацiй; вони об’єднуються разом i формують один (0 < µ′ < U ′) в границi

T → 0 у випадку U ′/2 < |t0| < U ′ (рис. 6.15). При високих температурах, стрибок

∆n̄B,F зникає (разом зi змiною роду фазового переходу з першого на другий).

Iснування стрибкiв для концентрацiй бозе- та фермi-частинок (при перети-

нi лiнiї фазового переходу MI-SF) може трактуватись як можливiсть фазового

розшарування в системi для фiксованої концентрацiї. Разом з тим, розшарування

буде полягати в сегрегацiї на областi з MI та SF фазами. При низьких температу-

рах, для |t0| < U ′/2 та µ′ & 0, фаза MI заповнена в основному фермiонами, в той

час як у фазi SF бозе-конденсат характеризується промiжними значеннями кон-

центрацiї бозонiв, а концентрацiя фермiонiв є малою. У випадку U ′/2 < |t0| < U ′

та µ′ . U ′, характер фаз є iншим: у фазi MI концентрацiя бозонiв переважає, в

той час коли в фазi SF бозе-конденсат з промiжними значеннями концентрацiї
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Рис. 6.15. (nB, µ
′) дiаграми, що показують значення концентрацiї бозонiв nB на

лiнiї фазових переходiв першого роду.
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Рис. 6.16. (nF , µ
′) дiаграми, що iлюструють величини концентрацiй фермiонiв nF

на лiнiї фазового переходу першого роду.
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бозонiв iснує на фонi високої концентрацiї фермiонiв. У цьому випадку на фазове

розшарування впливає одновузлове вiдштовхування (U ′ > 0) мiж фермiонами та

бозонами.

6.4. Висновки

Розгляд термодинамiки моделi БФХ у границi жорстких бозонiв та у ви-

падку “важких” фермiонiв, проведений у 5 роздiлi дисертацiї для T = 0 у рамках

великого канонiчного ансамблю (коли вважаються заданими хiмiчнi потенцiали

частинок обох сортiв), поширено у даному роздiлi на ненульовi температури. За-

стосовано аналогiчний пiдхiд; бозон-фермiонна одновузлова взаємодiя U ′ врахова-

на точно, а перенесення бозонiв мiж вузлами гратки взято до уваги у наближеннi

середнього поля.

Шляхом аналiзу умов нестабiльностi (при T 6= 0) нормальної (МI) фази

стосовно конденсацiї бозонiв та дослiдження форми отриманих таким способом

спiнодалей виявлено, що зовнi iнтервалу [0, U ′] для µ′ кривi спiнодалей мають

звичну куполо-подiбну форму, однак при наближеннi до цього iнтервалу кривi

пiдлягають помiтнiй деформацiї i при потрапляннi всередину з’являються два

значення температури нестабiльностi, що вiдповiдають одному значенню µ. Зi

змiною T стають можливi ”ре-ентрант” переходи. Щоб отримати справжнi фазовi

дiаграми (T, µ), було дослiджено поведiнку термодинамiчного потенцiалу в таких

областях i встановлено умови, за яких лiнiя фазових переходiв не накладається

на лiнiю спiнодалей i переходи стають першого роду (замiсть другого як ранiше).

Побудовано вiдповiднi фазовi дiаграми (T, µ). Тут зреалiзовуються два випадки.

У першому з них лiнiя фазових переходiв 1-го роду роздiляє областi з MI та SF

фазами; область iснування фази SF є ширшою нiж та, що обмежена спiнодалями.

Така лiнiя переходить при певнiй температурi в трикритичнiй точцi у лiнiю фазо-

вих переходiв 2-го роду. В другому випадку лiнiя фазових переходiв першого роду

знаходиться всерединi областi SF фази та закiнчується при зростаннi температури

в стандартнiй критичнiй точцi (з координатами µc, Tc). При T = 0 вона дiлить цю
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область на згаданi вище ( у роздiлi 5) частини з бозе-конденсатом рiзних типiв:

SF(1̃′), де всi фермiоннi стани заповненi, та SF(1′), де фермiони вiдсутнi. Рiзниця

мiж цими двома типами бозе-конденсату поступово зникає у випадку ненульових

температур. Якщо T > Tc, iснує бозе-конденсат тiльки одного типу з промiжним

значенням фермiонної концентрацiї, яке змiнюється як функцiя µ.

Описанi вище особливостi фазових дiаграм (T , µ) вказують на скорочення

i подальше зникнення (при зростаннi T ) лiнiй переходу 1-го роду на фазових

дiаграмах на площинi (µ′, µ). При температурах вище трикритичної залишаються

тiльки переходи 2го роду (спiнодалi). Областi SF фази при |t0| < U ′/2 завжди

роз’єднанi. У випадку U ′/2 < |t0| < U ′ iснує лише одна обасть SF фази при

низьких температурах, проте при зростаннi T наступає змiна топологiї фазової

дiаграми (µ′, µ) i область SF фази стає двозв’язною. Таке розщеплення на двi

частини вiдбувається в точцi з координатами µ = µ′ = 0, 5U ′. Для цих значень

хiмiчних потенцiалiв, якi вiдповiдають половинному заповненню для бозонiв nB =

1/2, має мiсця фазовий перехiд 2-го роду з SF до MI фази.

Критична температура такого переходу не залежить вiд хiмiчного потенцi-

алу фермiонiв µ′ i фермiонна пiдсистема впливає на температуру переходу в стан

з бозе-конденсатом тiльки через взаємодiю з бозонами U ′. Для останньої iснує

критичне значення U ′crit = 2|t0|, i коли U ′ перевершує це значення, фаза SF в

симетричному випадку µ = U ′/2 зникає.

У обох згаданих вище випадках (|t0| < U ′/2 i U ′/2 < |t0| < U ′) роздiленi

областi SF фази при подальшому ростi T звужуються i зникають при температурi

T0.

Пiдсумовуючи, зазначимо, що змiни у картинi фазових переходiв, якi вiдбу-

ваються при T 6= 0 залишаються для повної моделi БФХ (при вiдходi вiд границi

жорстких бозонiв) ще мало дослiдженими. Можна вiдзначити у цьому зв’язку ро-

боту [119], де для границi важких фермiонiв було показано, що при скiнченних

температурах мiнiмальне значення параметра перенесення бозонiв |t0|min (нижче

якого неможлива конденсацiя бозонiв при наявностi фермiонiв) є ненульовим на-

вiть у простому наближеннi середнього поля. З даних, наведених в [120] випливає,
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що область SF фази стає ширшою бiля точки |t0|min i значення |t0|min зростає при

пiдвищеннi температури. Якiсно це узгоджується з нашими результатами.
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РОЗДIЛ 7

ЕНЕРГЕТИЧНИЙ СПЕКТР ФЕРМIОНIВ У
МОДЕЛI БОЗЕ-ФЕРМI-ХАББАРДА

7.1. Вступ

Дослiдження фермiонного енергетичного спектру моделi Бозе-Фермi-

Хаббарда i його перебудови, яка вiдбувається при появi бозе-конденсату (у SF

фазi) є цiкавою задачею, важливiсть якої пов’язана з одним iз способiв виявлення

самого факту iснування конденсату у бозон фермiоннiй-сумiшi. Спектр фермiонiв

у моделi БФХ досi не вивчався, у той час як бозонний спектр проаналiзований

достатнiм чином для звичайної моделi Бозе-Хаббарда i отримане легко перенести

на випадок, коли присутнi фермiони. Основною рисою бозонного спектру є iсну-

вання гiлки, яка у нормальнiй (MI) фазi вiддiлена щiлиною вiд рiвня хiмiчного

потенцiалу бозонiв. Однак, при прямуваннi до точки переходу 2-го роду до SF

фази щiлина занулюється, i у SF фазi ~ω → 0, при q → 0. Спектр фермiонiв, якi

ми вважаємо безспiновими (або частинками з зафiксованою спiновою компонен-

тою, що у оптичних гратках легко досягти за допомогою прикладеного магнiтного

поля), при вiдсутностi бозонiв є звичайним однозонним, як для вiльних частинок.

Нашим завданням у цьому роздiлi є дослiдження трансформацiї, якої вiн зазнає

внаслiдок взаємодiї з бозонами. Задача є подiбною до тiєї, що розв’язувалась у

випадку псевдоспiн-електронної моделi (роздiл 2) i де йшла мова про спектр еле-

ктронiв, що взаємодiють iз псевдоспiновою пiдсистемою.

Як i ранiше, у попереднiх роздiлах, обмежимося випадком жорстких бозо-

нiв i в основу розгляду покладемо описану чотиристанову модель. В її рамках

одновузловi взаємодiї частинок рiзних сортiв враховуються точно.
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Використовуємо метод, що базується на застосуваннi формалiзму операто-

рiв Хаббарда якi дiють на одновузловому базисi. Спектр знайдено за допомогою

фермiонних функцiй Грiна, якi розрахованi в дусi наближення Хаббард-I (випадок

сильної одновузлової взаємодiї). Знайденi вiдповiднi спектральнi густини. Зверне-

но увагу на умови появи додаткових зон в фермiонному спектрi що виникають у

станi з бозе-конденсатом. Такi додатковi зони можуть вказувати на наявнiсть ком-

позитних збуджень (коли поява фермiона на вузлi супроводжується одночасною

появою (або зникненням) бозона).

7.2. Гамiльтонiан моделi та його перетворення при
наявностi бозе-конденсату

Система надхолодних бозонiв та спiн-поляризованих (“безспiнових”) фер-

мiонiв в оптичних гратках добре описується в рамках гамiльтонiана моделi Бозе-

Фермi-Хаббарда на мовi операторiв народження та знищення бозонiв b+, b та фер-

мiонiв a+, a [131, 144].

H =
∑
<i,j>

tijb
+
i bj +

∑
<i,j>

t′ija
+
i aj +

U

2

∑
i

nbi(n
b
i − 1) + U ′

∑
i

nbin
f
i

− µ
∑
i

nbi − µ
∑
i

nfi (7.1)

Такий гамiльтонiан використовувався нами у попереднiх роздiлах при роз-

глядi термодинамiки БФХ.

Пiдхiд безспiнових фермiонiв може бути застосований для сумiшей надхо-

лодних фермiонiв на оптичних гратках в присутностi сильного магнiтного поля. В

такому випадку спiни фермiонiв будуть орiєнтованi в одному напрямку i їх можна

явно не вказувати. Ми не зупиняємся спецiально на типi гратки, але для число-

вих розрахункiв використовуємо напiв-еллiптичну густину станiв (див. нижче),

яка вiдповiдає (при певному наближеннi) простiй кубiчнiй гратцi.

Пiсля переходу до одновузлового базису |nB, nF 〉, який означається як i в

роздiлi 4 наступним чином: |n〉 = |n, 0〉, |ñ〉 = |n, 1〉, де nB(nF ) - число заповнення
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бозонiв (фермiонiв), та переходу до представлення операторiв Хаббарда Xmn
i =

|n, i〉〈m, i|, отримаємо (див. роздiл 4):

Ĥ =
∑
i,n

λnX
nn
i +

∑
i,ñ

λñX
ññ
i +

∑
<i,j>

t′ija
+
i aj +

∑
<i,j>

tijb
+
i bj, (7.2)

де

λn =
U

2
n(n− 1)− nµ, λñ =

U

2
ñ(ñ− 1)− µñ− µ′ + U ′ñ, (7.3)

та

bi =
∑
n

√
n+ 1X

n,(n+1)
i +

∑
ñ

√
ñ+ 1X

ñ,(n+1)
i , ai =

∑
n

Xn,ñ
i . (7.4)

Тут λn(ñ) - це енергiї одновузлових станiв.

Для дослiдження фермiонного спектру бозон-фермiонної сумiшi, що опи-

сується гамiльтонiаном (7.2), використовуємо пiдхiд двочасових температурних

функцiй Грiна 〈〈a|a+〉〉ω,q, побудованих на операторах народження та знищення

фермiонiв. Полюси цих функцiй описують одновузловий спектр, тодi як їх уяв-

нi частини (пiсля аналiтичного продовження ω → ω − iε) визначають густину

фермiонних станiв. В нашому випадку це означає, що ми повиннi розрахувати

функцiї Грiна побудованi на операторах Хаббарда 〈〈Xnñ|X r̃r〉〉. Подiбне пред-

ставлення було використано ранiше в роздiлi 2, де електронний енергетичний

спектр псевдоспiн-елетронної моделi був розрахований в рамках методу динамi-

чного середнього поля (ДСП), та наближення сплаву. Тодi ж було дослiджено

вплив псевдоспiн-електронної взаємодiї, локального поля асиметрiї та тунельного

розщеплення рiвнiв на iснування та число електронних пiдзон.

Використаємо рiвняння руху для фур’є-образу функцiї Грiна

~ω〈〈A|B〉〉 =
~
2π

[A,B] + 〈〈[A,H]|B〉〉. (7.5)
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Отже, ми повиннi розрахувати наступнi комутатори:

[Xm,m̃
p ,

∑
i,n

λnX
nn
i +

∑
i,ñ

λñX
ññ
i ] = (λm̃ − λm)Xm,m̃

p = (U ′m̃− µ′)Xm,m̃
p , (7.6)

[Xm,m̃
p ,

∑
<i,j>

tijb
+
i bj +

∑
<i,j>

t′ija
+
i aj]

=
∑
j

tpj(−
√
m+ 1Xm+1,m̃

p +
√
m̃Xm,m̃−1

p )bj

+
∑
i

tipb
+
i (−
√
mXm−1,m̃

p +
√
m̃+ 1Xm,m̃+1

p )

+
∑
j

t′pj(X
mm
p +Xm̃m̃

p )aj. (7.7)

В подальшому ми будемо використовувати розчеплення, що вiдповiдають

наближенню хаотичних фаз для бозонiв та наближенню Хаббард-I для фермiо-

нiв. Такий пiдхiд, як вiдомо з теорiї сильноскорельованих електронних систем [8],

виходить за рамки наближення середнього поля, враховуючи явно внески вiд рi-

зних конфiгурацiй локальних станiв (згiдно застосуванню базису Хаббардiвських

станiв, одновузлова взаємодiя U ′ враховується в нульовому наближеннi). Замiню-

ючи в (7.7)

bj → 〈bj〉 ≡ ϕ, b+
i → 〈b+

j 〉 ≡ ϕ∗ = ϕ,

(Xmm
p +Xm̃m̃

p )→ 〈Xmm +Xm̃m̃〉, (7.8)

та беручи до уваги, що наша система може перебувати в станi з однорiдним

бозе-конденсатом (БК), що описується пераметром порядку ϕ.

Тодi:

[Xm,m̃
p ,

∑
<i,j>

tijb
+
i bj +

∑
<i,j>

t′ija
+
i aj]→

= t0ϕ(−
√
m+ 1Xm+1,m̃

p +
√
m̃Xm,m̃−1

p )
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+ t0ϕ
∗
i (−
√
mXm−1,m̃

p +
√
m̃+ 1Xm,m̃+1

p )

+
∑
j

t′pj〈Xmm +Xm̃m̃〉aj, (7.9)

де: t0 =
∑
i,j

tij ≡ t~q=0. Згiдно трансляцiйної iнварiантностi tij = t( ~Ri − ~Rj);

при переходi до квазiiмпульсного представлення, для фур’є-образу отримуємо:

t~q =
∑
j

ei~q(
~Ri− ~Rj)tij. (7.10)

Остаточно, рiвняння для функцiй Грiна 〈〈Xmm̃|X ñn〉〉 може бути спрощено,

i у випадку близьких рiвнiв енергiї λm, λm̃ та λm̃−1 записано у формi:

~ω〈〈Xmm̃
p |X ñn

r 〉〉 =
~
2π
δprδmnδm̃ñ〈Xmm +Xm̃m̃〉

+ (U ′m̃− µ′)〈〈Xmm̃
p |X ñn

r 〉〉+ t0ϕ
√
m̃〈〈Xmm̃−1

p |X ñn
r 〉〉

+
∑
j

t′pj〈Xmm +Xm̃m̃〉〈〈aj|X ñn
r 〉〉. (7.11)

Щоб отримати повну систему рiвнянь, нам необхiдно знайти функцiю Грiна

〈〈Xmm̃−1
p |X ñn

r 〉〉. Для її розрахунку ми використовуємо тi самi кроки та наближе-

ння, що i до розрахованої ранiше функцiї 〈〈Xmm̃
p |X ñn

r 〉〉. Остаточно отримаємо:

~ω〈〈Xmm̃−1
p |X ñn

r 〉〉 =
~
2π
δpr

(
δmn〈X ñm̃−1〉+ δm̃−1,ñ〈Xmn〉

)
+ (λm̃−1 − λm)〈〈Xmm̃−1

p |X ñn
r 〉〉+ t0ϕ

∗
√
m̃〈〈Xmm̃

p |X ñn
r 〉〉+

∑
j

t′pj
ϕ∗√
m̃
〈〈aj|X ñn

r 〉〉.

(7.12)

Застосувавши перетворення Фур’є для параметра переносу та функцiї Грiна,

ми отримаємо остаточну систему рiвнянь:

(~ω − U ′m+ µ′)Gmm̃,ñn(ω, q) =
~
2π
δmnδm̃ñ〈Xmm +Xm̃m̃〉+
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Рис. 7.1. Дiаграма основного стану моделi Бозе-Фермi-Хаббарда у випадку 0 <
U ′ < U (див. рис. 4.1 (a))

+ t0ϕ
√
m̃Gmm̃−1,ñn(ω, q) + t′q〈Xmm +Xm̃m̃〉〈〈a|X ñn〉〉ω,q; (7.13)

(~ω−λm̃−1+λm)Gmm̃−1,ñn(ω, q) =
~
2π

(
δmn〈X ñm̃−1〉+δm̃−1,ñ〈Xmn〉

)
+ t0ϕ

√
m̃Gmm̃,ñn(ω, q) +

t′qϕ
∗

√
m̃
〈〈a|X ñn〉〉ω,q. (7.14)

7.3. Чотиристанове наближення

Спростимо систему рiвняннь (7.13,7.14), використовуючи пiдхiд, коли при-

ймається до уваги скiнченне число одновузлових станiв |nB, nF 〉. Ранiше (роздiл

4) ми дослiдили фазовi дiаграми основного стану моделi Бозе-Фермi-Хаббарда у

випадку вiдсутнього переносу.

Наведемо одну з таких дiаграм для випадку 0 < U ′ < U (див. рис. 7.1)

У границi U → ∞ (це вiдповiдає наближенню жорстких бозонiв) ми отри-

муємо випадок коли можна розглядати тiльки чотири стани: |0〉, |0̃〉, |1〉 та |1̃〉.
Це наближення також має змiст, коли U (енергiя вiдштовхування мiж бозонами

на вузлi) набагато бiльша за U ′ (енергiя одновузлової взаємодiї мiж фермiонами

та бозонами). Ситуацiя, коли необхiдно враховувати енергiю вiдштовхування мiж
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бозонами на вузлi U може бути зреалiзована в оптичних гратках у випадку гли-

боких ям потенцiальної енергiї (що досягається зростанням iнтенсивностi лазер-

них променiв). З iншого боку, параметр U ′ може змiнюватись в досить великому

дiапазонi регулюванням умов експерименту (за допомогою, зокрема, резонансу

Фешбаха [145]).

Термодинамiка отриманої таким чином 4-станової моделi була детально роз-

глянута у роздiлах 5 i 6 виходячи з середньопольового гамiльтонiана, записаного

пiсля унiтарного перетворення, що враховує внесок бозе-конденсату, у дiагональ-

нiй формi (див. (5.12), (5.13)):

Ĥ0 =
∑
p′

εp′X
p′p′, (7.15)

де p′ = 0′, 1′, 0̃′, 1̃′ це iндекси, що вiдповiдають новому базису,

ε0′,1′ = −µ
2
±
√
µ2

4
+ t20ϕ

2,

ε0̃′,1̃′ = −µ′ − µ

2
+
U ′

2
±
√

(U ′ − µ)2

4
+ t20ϕ

2. (7.16)

Для операторiв фермi та бозе ми отримуємо у даному представленнi

(див.(5.16)):

ai = cos (ψ̃−ψ)
(
X0′0̃′
i +X1′1̃′

i

)
+ sin (ψ̃−ψ)

(
X1′0̃′
i −X0′1̃′

i

)
, (7.17)

bi=
1

2
sin(2ψ)(X0′0′

i −X1′1′

i )+
1

2
sin(2ψ̃)(X 0̃′0̃′

i −X 1̃′1̃′
i )

+cos2 ψX0′1′

i −sin2 ψX1′0′

i +cos2 ψ̃X 0̃′1̃′
i −sin2 ψ̃X 1̃′0̃′

i .

Переписавши рiвняння типу (7.13) та (7.14) для цього нового 4-станового

базису, отримаємо наступний вираз для функцiї Грiна, побудованої на фермi-

операторах
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〈〈a|a+〉〉 =
1

2π

1

g−1
0 (ω)− t′q

, (7.18)

де одновузлова функцiя Грiна:

g0(ω) = cos2(ψ̃−ψ)
[〈X0′0′ +X 0̃′0̃′〉
~ω − ε0̃′ + ε0′

+
〈X1′1′ +X 1̃′1̃′〉
~ω − ε1̃′ + ε1′

]
+ sin2(ψ̃−ψ)

[〈X1′1′ +X 0̃′0̃′〉
~ω − ε0̃′ + ε1′

+
〈X0′0′ +X 1̃′1̃′〉
~ω − ε1̃′ + ε0′

]
. (7.19)

7.4. Спектр фермiонiв при T = 0

В подальшому ми обмежимось аналiзом фермiонного енергетичного спектру

в границi абсолютного нуля температури, враховуючи можливiсть присутностi

бозе-конденсату. Це означає, що ми повиннi розглянути поведiнку одновузлових

енергетичних рiвнiв, що визначаються виразом (7.16). За умови T = 0 тiльки

стани з найнижчими значеннями енергiї даватимуть внески у вираз (7.19) для

функцiї g0(ω).

У зв’язку з цим нам необхiдно проаналiзувати рiвняння для параметра по-

рядку, враховуючи iснування рiзних основних станiв. Так, якщо основним є стан

|1̃′〉 (тодi 〈X 1̃′1̃′〉 = 1 а iншi середнi рiвнi нулю), для параметра порядку ϕ ≡ 〈b〉 з
виразу (7.17) отримуємо рiвняння:

ϕ = −1

2
sin (2ψ̃) =

|t0|ϕ√
(U ′−µ)2

4 + t20ϕ
2

. (7.20)

Розв’язок ϕ = 0 вiдповiдає нормальнiй (NO) фазi; ϕ 6= 0 описує фазу з

бозе-конденсатом. Для цiєї фази, з рiвняння (7.20) ми отримаємо:

ϕ =
1

2

√
1− (U ′ − µ)2

t20
. (7.21)
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Таким самим чином, у випадку коли основним станом є стан |1′〉, з рiвняння
для параметру порядку маємо

ϕ =
1

2

√
1− µ2

t20
. (7.22)

Рис. 7.2. Одновузловi рiвнi енергiї εp′ для µ′ = 0.5, t0 = −0.8 (лiвий рисунок) та
µ′ = 1.2, t0 = −0.2 (правий рисунок)

Тут (див рис. 7.2), при змiнi величини хiмiчного потенцiалу бозонiв µ, мо-

жливими є два випадки : iз- або без змiни основного стану. На першому з наве-

дених графiкiв вказано випадок, коли ми маємо спочатку основний стан |1̃′〉 при
µ < µ′, але потiм |1′〉 якщо µ > µ′. На другому рисунку наведено випадок, коли

тiльки один основний стан |1̃′〉 є можливим ( тут маються на увазi стани |1̃′〉 та
|1′〉, що належать трансформованому базису)

У випадку T = 0, наприклад, якщо основним є стан |1̃′〉, тiльки 〈X 1̃′1̃′〉 = 1

а для решти станiв ми маємо 〈Xp′p′〉 = 0. Це означає, що в цьому випадку ми

будемо мати з (7.19):

g0(ω) = cos2(ψ̃−ψ)
〈X1′1′+X 1̃′1̃′〉
~ω−ε1̃′ + ε1′

+ sin2(ψ̃ − ψ)
〈X0′0′ +X 1̃′1̃′〉
~ω − ε1̃′ + ε0′

≡

≡ cos2(ψ̃ − ψ)

~ω − ε1̃′ + ε1′
+

sin2(ψ̃ − ψ)

~ω − ε1̃′ + ε0′
(7.23)
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Рис. 7.3. Енергетичнi переходи εp′ − εq′ для µ′ = 0.5, t0 = −0.8 (лiвий) та µ′ =
1.2, t0 = −0.2 (правий рисунок)

Тут враховано тiльки енергетичнi переходи, що включають основний стан

|1̃′〉 (див. Рис. 7.3).
Тодi для фермiонної функцiї Грiна ми отримаємо:

〈〈a|a+〉〉 =
1

2π

1

g−1
0 (ω)− tk

=
1

2π

(~ω−∆1̃′0′) cos2(ψ̃−ψ)+(~ω−∆1̃′1′) sin2(ψ̃−ψ)

det
,

(7.24)

де

det=(~ω−∆1̃′0′)(~ω−∆1̃′1′)+ (7.25)

+tq(~ω−∆1̃′0′) cos2(ψ̃−ψ)+tq(~ω−∆1̃′1′) sin2(ψ̃−ψ),

та ∆m′n′ = εm′ − εn′.
Цей вираз можна розкласти на простi дроби:

〈〈a|a+〉〉 =
1

2π

[ A1

~ω −X1
+

A2

~ω −X2

]
, (7.26)

де X1, X2 - розв’язки квадратного (стосовно ~ω) рiвняння, що визначають

полюси функцiї (7.25) (енергiї ε1,2(q) = X1,2 дають закон дисперсiї для фермiон-

ного спектру). A1, A2 - константи у розкладi на простi дроби.

Остаточно, для густини фермiонних станiв в цьому випадку отримаємо:
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ρ(~ω) =
1

~N
∑
q

−2Im(Gq(ω + iε))ε→0 =

=

W∫
−W

dxρ0(x)
(
A1(x)δ(x−X1) + A2(x)δ(x−X2)

)
, (7.27)

де, незбурена густина станiв - ρ0(x) = 1
N

∑
q
δ(x− tq).

Користуючись схожими мiркуваннями можна отримати вирази типу (7.24),

(7.26) та (7.27) i для випадку коли основним є стан |1′〉.

7.5. Густини фермiонних енергетичних станiв у
нормальнiй фазi (NO) та у фазi з
бозе-конденсатом (SF)

Для подальших числових розрахункiв використовувались наступнi значення

параметрiв моделi. Константа бозон-фермiонної взаємодiї на вузлi U ′ вважалась

одиничною (U ′ = 1). Iншi параметри нормувались стосовно цiєї сталої, тобто -

для константи переносу бозонiв бралось t0 = −0.2 та t0 = −0.8; напiвширина

зони незбурених станiв (описуваної напiвеллiптичною функцiєю густини ρ0(ω) =

1
2W

√
W 2 − ω2) W ≡ t′0 = 0.2 (випадок близьких пiдзон). Також, слiд вiдзначити,

що змiна параметрiв моделi не впливє суттєво на структуру фермiонного спектру.

В реальних системах, як вже згадувалось, цi параметри залежать тiльки вiд умов

експерименту та їх можна досить вiльно змiнювати [97]

Згiдно дiаграми основного стану (див. рис. 7.1) було розглянуто три випадки

для величини хiмiчного потенцiалу фермiонiв, що вiдповiдали рiзним переходам

(в позначеннi незбурених одновузлових станiв) зi змiною µ :

µ′ = −0.1 (перехiд |0〉 → |1〉;
µ′ = 0.5 ( перехiд зi змiною основного стану з |0̃〉 на |1〉);
µ′ = 1.2 ( перехiд |0̃〉 → |1̃〉 ).
Результати розрахункiв (згiдно (7.27)) густин станiв ρ(~ω) для рiзних зна-

чень хiмiчного потенцiалу бозонiв µ, та при певних значеннях µ′ наведено на
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рисунках 7.4,7.6 та 7.8.

Рис. 7.4. Густина фермiонних станiв для рiзних значень µ при µ′ = 1.2, t0 = −0.2

Енергетичнi зони фермiонiв (областi де ρ(~ω) 6= 0) та значення параметру

порядку ϕ в залежностi вiд µ наведено на Рис. 7.5, 7.7 та 7.9.

Рис. 7.5. Енергетичнi рiвнi фермiонiв (лiвий рисунок) та параметр порядку (пра-
вий рисунок) при µ′ = 1.2, t0 = −0.2

З отриманих результатiв видно, що незважаючи на зсув фермiонних рiвнiв

енергiї, що залежить вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв (а отже i вiд концетрацiї

бозонiв ), у фазi з бозе-конденсатом (де ϕ 6= 0) має мiсце поява нових, дода-

ткових до традицiйних хаббардiвських, пiдзон. Пояснити це можна змiшуванням

станiв з рiзним числом бозонiв та появою нових фермiонних переходiв, що су-

проводжуються народженням або знищенням бозона. Такi збудження подiбнi до

“композитних” фермiонiв, якi були описанi в [6, 112].

Розщеплення фермiонного спектру, яке є наслiдком присутностi бозе-

конденсату, подiбне до писаного нами у роздiлi 2 ускладнення електронної енерге-
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Рис. 7.6. Густина фермiонних станiв для рiзних значень µ при µ′ = −0.1, t0 = −0.2

Рис. 7.7. Енергетичнi рiвнi фермiонiв (лiвий рисунок) та параметр порядку (пра-
вий рисунок) при µ′ = −0.1, t0 = −0.2

Рис. 7.8. Густина фермiонних станiв для рiзних значень µ при µ′ = 0.5, t0 = −0.8

тичної структури (з появою додаткових пiдзон) псевдоспiн-електронної моделi пiд

впливом поперечного поля Ω, що дiє на псевдоспiни. Таке поле у випадку ПЕМ

притаманне самiй моделi i має конкретну фiзичну природу, пов’язану, наприклад,



168

Рис. 7.9. Енергетичнi рiвнi фермiонiв (лiвий рисунок) та параметр порядку (пра-
вий рисунок) при µ′ = 0.5, t0 = −0.8

з тунельним перестрибуванням частинок у кристалiчнiй гратцi з локальним ан-

гармонiзмом фононних коливань [4].

У бозон-фермiоннiй сумiшi, яка описується гамiльтонiаном (7.1), аналогом

поперечного поля Ω є параметр порядку бозе-конденсату ϕ. Однак, поле ϕ iснує

тiльки у SF-фазi, виникає самоузгоджено, i змiнюється за величиною при змiнi

хiмiчних потенцiалiв бозонiв та фермiонiв. У цьому полягає аналогiя, але одно-

часно i вiдмiннiсть, мiж моделями ПЕМ i БФХ, а разом з тим i мiж фiзичними

об’єктами, що ними описуються.

7.6. Висновки

У проведеному дослiдженнi одночастинкового фермiонного спектру моделi

Бозе-Фермi-Хаббарда ми обмежилися, як i ранiше, випадком жорстких бозонiв i

вiдштовхувальної бозон-фермiонної взаємодiї (U ′ > 0), однак на вiдмiну вiд задач,

розглянених у роздiлах 4-6, тут враховано перенесення фермiонiв (тепер tF 6= 0).

Задача є подiбною до розв’язаної у роздiлi 2, де була проаналiзована електронна

складова спектру ПЕМ i де була звернена окрема увага на вплив поперечного

поля, що дiє на псевдоспiни. Таке поле формально подiбне до внутрiшнього поля,

що з’являється при появi бозе-конденсату у моделi БФХ. Тому, як i слiд було

очiкувати, у спектрi фермiонiв виникають аналогiчнi змiни; це проявляється перш

за все у його розщепленнi i появi нових пiдзон.
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При розрахунку фермiонного спектру нами використано, в рамках методики

двочасових температурних функцiй Грiна, наближення Хаббард-I, яке дозволяє

описати вплив одновузлових бозон-фермiонних кореляцiй. З’ясовано умови, при

яких у спектрi має мiсце розщеплення; отриманi результати сформульовано на

мовi густин фермiонних станiв. При їх iнтерпретацiї слiд мати на увазi, що в чистiй

бозоннiй системi, яка описується моделлю Бозе-Хаббарда, надплинна фаза (SF)

iснує при T = 0 в iнтервалах значень µ, що мають ширину пропорцiйну до t0, та

центрованi в точках µ = nU . У випадку наближення жорстких бозонiв (U →∞)

залишається тiльки одна така область з центром в точцi µ = 0. Ця точка роздiляє

дану область на двi частини, що вiдповiдають нормальнiй (MI) фазi з 〈nB〉 = 0

та 〈nB〉 = 1, вiдповiдно. У присутностi фермiонiв область iснування надплинної

(SF) фази лишається незмiнною для випадку µ′ < 0. Проте, якщо µ′ > U ′ така

область має центр в точцi µ = U ′. Тут бозе-конденсат iснує в гратцi з 〈nF 〉 =

1, в той час коли у попередньому випадку 〈nF 〉 = 0. Бiльш складний випадок

реалiзується в промiжнiй областi значень µ′. Границi SF фази тут змiщуються зi

змiною спiввiдношення мiж параметрами t0 та U ′ (див. роздiл 2).

Незбурений фермiонний спектр складається з одної суцiльної зони, її ши-

рина пропорцiйна до параметру переносу t′. Взаємодiя мiж бозе- та фермi-

частинками, що описується моделлю БФХ, призводить до змiн в фермiонному

спектрi. На форму спектру при T = 0 мають вплив два фактори : (i) змiна основ-

ного стану, що є можливою при 0 < µ′ < U ′ та має мiсце при певних значеннях

хiмiчного потенцiалу µ бозонiв; (ii) присутнiсть бозе-конденсату (в SF фазi)

В нормальнiй фазi, змiна основного стану призводить до змiщення фер-

мiонних зон. Причина цього змiщення наступна. Переходи, що формують зону,

вiдбуваються мiж станами |n, 0〉 та |n, 1〉 з однаковим числом заповнення бозонiв;

а воно може бути рiзним. Зсув зон (при n = 1 вiдповiдно до n = 0) має поря-

док константи взаємодiї U ′ (поява фермiона на вузлi, де вже є бозон, пов’язана зi

зростанням енергiї на U ′).

У випадку надплинної фази з бозе-конденсатом, окрiм згаданого вище зсу-

ву фермiонних зон, що залежить вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв (концентрацiї
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бозонiв), вiдбувається також розщеплення в спектрi та поява нових фермiонних

пiдзон в НП фазi. Явище має мiсце в областi значень хiмiчного потенцiалу бозонiв

µ, для яких параметр порядку ϕ бозе-конденсату є ненульовим. Його фiзичний

змiст полягає у змiшуваннi станiв з рiзним числом бозонiв та у можливостi нових

фермiонних переходiв, що супроводжуються виникненням чи знищенням бозона.

Такi корельованi збудження мають назву “композитних фермiонiв” [6, 112], i тут

в електронному спектрi ми бачимо їх присутнiсть. Новi пiдзони з’являються над

(або пiд) основною фермiонною зоною залежно вiд значення хiмiчного потенцi-

алу фермiонiв: при µ′ > U ′ у першому випадку, та при µ′ < 0 у другому. Для

промiжних значень µ′ (при 0 < µ′ < U ′) на розташування додаткової пiдзони

впливає i хiмiчний потенцiал бозонiв; перший випадок реалiзується для µ > U ′/2

(що вiдповiдає nB > 1/2), а другий – для µ < U ′/2 (i, вiдповiдно, nB < 1/2).

Наведенi результати обмеженi границею T = 0. При скiнченних темпера-

турах будуть виникати ще додатковi пiдзони (зокрема з’являться чотири нових

пiдзони у випадку чотиристанової моделi). Подiбний ефект розщеплення в спе-

ктрi описаний нами для псевдоспiн-електронної моделi у роздiлi 2, де розрахун-

ки проводились в пiдходi динамiчного середнього поля. Iснує, однак, вiдмiннiсть,

пов’язана з тим, що у протилежнiсть до ПЕМ внутрiшнє поперечне псевдоспiнове

поле у моделi БХФ (яке утворюється за наявностi бозе-конденсату) є самоузго-

дженим; його величина залежить вiд параметрiв моделi i визначається значення-

ми хiмiчних потенцiалiв µ i µ′.
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ВИСНОВКИ

1. Виходячи з псевдоспiн-електронної моделi (ПЕМ) показано, що у кристалах

з сильними електронними кореляцiями хаббардiвського типу та з локальним

ангармонiзмом коливань гратки умови переходу метал-дiелектрик (з вiдкри-

ттям щiлини у енергетичному спектрi) визначаються не тiльки величиною

одновузлової взаємодiї електронiв, але й параметрами, що характеризують

локальнi потенцiальнi ями (їх асиметрiю та частоту коливань тунельного

типу).

2. Виявлено складний характер перебудови електронного спектру псевдоспiн-

електронної моделi з безмежним хаббардiвським вiдштовхуванням електро-

нiв, зумовленої змiною поперечного поля Ω, поля асиметрiї h та константи

псевдоспiн-електронного зв’язку g; ефект полягає у появi чи зникненнi до-

даткових пiдзон у спектрi i пов’язаний з процесами, при яких мiжвузлове

перенесення електронiв супроводжується переорiєнтацiєю псевдоспiнiв.

3. В рамках ПЕМ показано, що при iоннiй iнтеркаляцiї у кристалах з рiзним за-

повненням електронних зон є можливою реалiзацiя (пiд впливом електрон-

ної пiдсистеми та внаслiдок перескокової динамiки домiшкових частинок)

однорiдного або просторово модульованого розподiлу iнтеркалянта, вини-

кнення фазового розшарування, а також поява фаз з високою рухливiстю

iонiв. Це залежить вiд типу iнтеркалянта (акцептор чи донор), рiвня хi-

мiчних потенцiалiв iнтеркалянта та електронiв, частоти мiжвузлового пе-

рестрибування, а також температури; переходи мiж фазами є другого або

першого роду.

4. Показано, що у гратковiй бозон-фермiоннiй сумiшi (що описується моделлю
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БФХ) iснування двох типiв бозе-конденсату, пов’язаних з характером запов-

нення фермiонних станiв, проявляється при промiжних концентрацiях ñF у

появi додаткових областей SF-фази на (T, µ) фазових дiаграмах; їх форма

змiнюється з ñF , а також зазнає перебудови при активацiйному механiзмi

перестрибування бозонiв.

5. Встановлено, що у моделi БФХ у випадку жорстких бозонiв i “важких” фер-

мiонiв, взаємодiя мiж якими має характер вiдштовхування, фазовi переходи

до SF фази у термодинамiчному режимi заданих хiмiчних потенцiалiв ча-

стинок стають переходами першого роду у тих областях значень µ i µ′, де

бозе-конденсацiя зазнає впливу з боку як зайнятих так i вiльних фермiонних

станiв; як наслiдок, це приводить до фазового розшарування при фiксованих

концентрацiях частинок. Область iснування SF-фази на фазових дiаграмах

(µ′, µ) може бути одно- або двозв’язною, залежно вiд величини взаємодiї мiж

бозонами i фермiонами, та температури.

6. Для моделi БФХ з жорсткими бозонами та “важкими” фермiонами встанов-

лено, що при ненульових температурах можуть iснувати т. зв. “реентрант”

переходи (коли фаза з бозе-конденсатом є промiжною); на фазових (T, µ) дi-

аграмах лiнiї переходiв 1-го роду, залежно вiд значень хiмiчного потенцiалу

фермiонiв µ′, переходять у трикритичних точках у лiнiї переходiв 2-го роду,

або закiнчуються у звичайних критичних точках (перебуваючи всерединi

областей SF-фази).

7. Шляхом розрахунку одночастинкових густин фермiонних станiв для моделi

БФХ для випадку сильної одновузлової взаємодiї U та у пiдходi жорстких

бозонiв встановлено, що у станi з бозе-конденсатом (SF-фаза) у фермiонно-

му спектрi вiдбувається розщеплення i з’являються додатковi пiдзони, що є

наслiдком появи нових фермiонних переходiв при змiшуваннi станiв з рiзним

числом бозонiв (проявом т. зв. композитних збуджень).
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ДОДАТОК А

БАЗОВI РIВНЯННЯ ТЕОРIЇ ДИНАМIЧНОГО
СЕРЕДНЬОГО ПОЛЯ

Основу теорiї динамiчного середнього поля (ДСП) складає перехiд до гра-

ницi нескiнченої вимiрностi простору d = ∞. Вiн супроводжується скейлiнгом

параметра переносу електронiв:

tij →
tij√
d
. (А.1)

У цьому випадку власноенергетична частина електронної функцiї Грiна стає

локальною [36, 37]:

Σij,σ(ω) = Σσδij, d =∞. (А.2)

Фур’є-образ Σij,σ(ω) не залежить вiд iмпульса

Σσ(~k, ω) = Σσ(ω). (А.3)

Тому електронна функцiя Грiна в представленнi (k, ω):

Gσ
k(ω) =

∑
i−j

ei
~k( ~Ri− ~Rj)Gij,σ(ω), (А.4)

може бути переписана як:

Gσ
k(ω) =

1

[Ξσ(ω)]−1 − tk
(А.5)

де Ξσ(ω) є незвiдною (в дiаграмному представленнi) за Ларкiним.
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Для розрахунку функцiї Ξσ(ω) використовується ефективна одновузлова

задача. Перехiд до такої задачi вiдбувається замiною

e−βH → e−βHeff = e−βH0Texp{−
β∫

0

dτ

β∫
0

dτ
′∑

σ

Jσ(τ−τ ′)a+
σ (τ)aσ(τ

′
)} ≡ e−βH0σ̃(β),

(А.6)

де

H0 = Hi, (А.7)

та Jσ(τ−τ ′) - ефективне часовозалежне поле (когерентний потенцiал), що са-

моузгоджено визначається з умови, що та сама власноенергетична частина Ξσ(ω)

визначає як граткову функiю Gσ
k(ω) так i фунцiю Грiна G(a)

σ (ω) ефективної одно-

вузлової задачi:

G(a)
σ (ω) =

1

[Ξσ(ω)]−1 − Jσ(ω)
. (А.8)

В такому випадку:

G(a)
σ = Gii,σ(ω) =

1

N

∑
k

Gσ
k(ω). (А.9)

Система рiвнянь А.5,А.8,А.9 стає замкнутою, якщо її доповнити функцiо-

нальною залежнiстю

G(a)
σ (ω) = f([Jσ(ω)]), (А.10)

що отримується як результат розв’язку ефективної одновузлової задачi з

статистичним оператором exp(−βHeff).

Така схема розрахунку одночастинкової функцiї Грiна застосовується у роз-

дiлi 2 для знаходження електронної функцiї Грiна псевдоспiн-електронної моделi

(ПЕМ).
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ДОДАТОК Б

РIЗНОЧАСОВI РОЗЩЕПЛЕННЯ ФУНКЦIЙ
ГРIНА

Функцiя Грiна 〈〈X̃12ξ+
↓ |ξ̃↓X21〉〉 ≡ I3(ω)〈

ξ↓(t)X
21(t)X12ξ+

↓

〉ir

≈
〈
X21(t)X12

〉 〈
ξ↓(t)ξ

+
↓

〉
,〈

X21(t)X12
〉

= exp[i(ε2 − ε1)t]
〈
X22

〉
,

I3(ω) =
1

2

〈
X11+X22

〉 〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω−ε2+ε1

+
1

2π

〈
X11−X22

〉
×

∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε2 + ε1
. (Б.1)

Функцiя Грiна 〈〈X̃34ξ↓|ξ̃+
↓ X

43〉〉 ≡ I4(ω):

〈
ξ+
↓ (t)X43(t)X34ξ↓

〉ir

≈
〈
X43(t)X34

〉 〈
ξ↓(t)ξ

+
↓

〉
,〈

X43(t)X34
〉
≈
〈
X44

〉
,

I4(ω) =
〈
X44

〉 〈〈
ξ↓|ξ+

↓

〉〉
ω
. (Б.2)

Функцiя Грiна 〈〈X̃12̃ξ+
↓ |ξ̃↓X 2̃1〉〉 ≡ I5(ω):

〈
ξ↓(t)X

2̃1(t)X12̃ξ+
↓

〉ir

≈
〈
X 2̃1(t)X12̃

〉〈
ξ↓(t)ξ

+
↓

〉
,〈

X 2̃1(t)X12̃
〉

= exp[i(ε2̃ − ε1)t]
〈
X 2̃2̃

〉
,

I5(ω) =
1

2

〈
X11+X 2̃2̃

〉〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω−ε2̃+ε1

+
1

2π

〈
X11−X 2̃2̃

〉
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×
∞∫

−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε2̃ + ε1
. (Б.3)

Функцiя Грiна 〈〈X̃ 3̃4ξ↓|ξ̃+
↓ X

43̃〉〉 ≡ I6(ω):

〈
ξ+
↓ (t)X43̃(t)X 3̃4ξ↓

〉ir

≈
〈
X43̃(t)X34̃

〉〈
ξ+
↓ (t)ξ↓

〉
,〈

X43̃(t)X 3̃4
〉

= exp[i(ε4 − ε4̃)t]
〈
X44

〉
,

I6(ω) =
1

2

〈
X44+X 3̃3̃

〉〈〈
ξ↓|ξ+

↓

〉〉
ω−ε4+ε3̃

+
1

2π

〈
X44−X 3̃3̃

〉
×

∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ↓|ξ+

↓

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε4 + ε3̃

. (Б.4)

Повний вираз для незвiдної функцiї Грiна 〈〈Z14|Z41〉〉

〈〈
Z14|Z41

〉〉 1

V 2
= cos2(φ4 − φ1)A14

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
+R14

(1)↑(ω) +R14
(2)↑(ω). (Б.5)

Тут, для R14
(1)↑(ω):

R14
(1)↑(ω) =

1

2
sin2(φ4 − φ1)A44̃

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω−ε4+ε4̃

+
1

2
sin2(φ4 − φ1)A11̃

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω−ε1̃+ε1

+
1

2
cos2(φ2 − φ4)A12

〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω−ε2+ε1

+
〈
X44

〉
cos2(φ3 − φ1)

〈〈
ξ↓|ξ+

↓

〉〉
ω

+
1

2
sin2(φ2 − φ4)A12̃

〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω−ε2̃+ε1

+
1

2
sin2(φ3 − φ1)A43̃

〈〈
ξ↓|ξ+

↓

〉〉
ω−ε4+ε3̃

(Б.6)

Цей доданок враховує самоузгоджене ренормування одновузлового спектру

внаслiдок дiї зовнiшнього динамiчного поля, сформованого збудженнями магнон-

ного типу, електронними (дiрковими) парами та псевдоспiновою пiдсистемою.
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Останнiй доданок R14
(2)↑(ω):

R14
(2)↑(ω) =

1

2π
sin2 φ41

〈
X 4̃4̃−X44

〉 ∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε4 + ε4̃

+
1

2π
sin2 φ41

〈
X11−X 1̃1̃

〉 ∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ↑|ξ+

↑

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε1̃ + ε1

+
1

2π
cos2 φ24

〈
X11−X22

〉 ∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε2 + ε1

+
1

2π
sin2 φ24

〈
X11−X 2̃2̃

〉 ∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ+
↓ |ξ↓

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε2̃ + ε1

+
1

2π
sin2 φ31

〈
X44−X 3̃3̃

〉 ∞∫
−∞

thβω
′

2

[
−2Im

〈〈
ξ↓|ξ+

↓

〉〉
ω′+iδ

]
dω′

ω − ω′ − ε4 + ε3̃

, (Б.7)

вiдповiдає за процеси розсiяння.

Доданки типу R14
(1)↑(ω) та R14

(2)↑(ω) розглядаються по-рiзному в рiзних на-

ближеннях. Наприклад, для наближення Хаббард-III тiльки перший з них вра-

ховується [39, 40]. В нашому випадку використовується наближення сплаву тому

нехтується обидвома доданками (див. [40]).
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альнi проблеми фiзики напiвпровiдникiв”, (Дрогобич, Нацiональний педагогiчний

унiверситет, 27-30.06.2005 р., 23-26.09.2008 р., 29.09-1.10.2010 р.); IV Мiжнародна

наукова конференцiя “Фiзика невпорядкованих систем”, ( Львiв, 14-16 жовтня 2008

р.); The 3-rd conference “Statistical physics: modern trends and applications” ( Lviv,

23-25 June, 2009); Конференцiя молодих вчених “Проблеми теоретичної фiзики”

(Київ, Iнститут теоретичної фiзики iменi М.М. Боголюбова НАН України, 24-27

грудня 2013 р.).

Окремi результати доповiдалися на семiнарах Iнституту фiзики конденсо-

ваних систем НАН України та вiддiлу квантової стастистики цього iнституту.
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