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Дисертацiя присвячена вивченню принципiв скейлiнгу та унiверсальностi

в критичних явищах, якi є фундаментальними концепцiями в багатьох

дiлянках науки. В теорiї критичних явищ гiпотеза скейлiнґу стверджує,

що термодинамiчнi потенцiали є узагальненими однорiдними функцiями

вiдповiдних змiнних поблизу критичної точки, а унiверсальнiсть означає,

що поведiнка системи не залежить вiд деталей i мiкроскопiчної структури

системи. Незважаючи на те, що цi iдеї виявилися ефективними для вирiшення

рiзноманiтних завдань, їх застосування та розумiння залишається неповним.

Ця дисертацiя дослiджує явища скейлiнґу вище верхньої критичної вимiрностi

та заглиблюється в масштабування складних полiмерних мереж.

При дослiдженнi скейлiнґу над верхньою критичною вимiрнiстю основна

увага придiляється скiнченновимiрному скейлiнґу з вiльними граничними

умовами. Звичайнi методи недостатньо точнi, що перешкоджає всебiчному

розумiнню скейлiнґової поведiнки в рiзних явищах. Крiм того, це

дослiдження стосується масштабування кополiмерних мереж, зокрема в

рамках моделi Поланди-Шераги, що описує термiчну денатурацiю ДНК. Для

опису розщеплення ланцюга ДНК використовуються новi показники для

кополiмерних мереж. Структура дисертацiї наступна: чотири основнi роздiли

(огляд лiтератури, комп’ютерне моделювання п’ятивимiрної моделi Iзiнга,

аналiз Фур’є мод намагнiчення та аналiз нулiв Лi Янга, а також комплексне

дослiдження скейлiнгових показникiв полiмерних мереж), заключний роздiл з

ключовими висновками.
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У другому роздiлi ми пiдтверджуємо запропонований скейлiнг

для п’ятивимiрної моделi Iзiнга з вiльними граничними умовами при

псевдокритичнiй температурi. Ми використали алгоритм Вольфа для

моделювання d = 5 моделi Iзiнга з вiльними граничними умовами, щоб

отримати скейлiнгову картину таких величин, як намагнiчення, iзотермiчна

сприйнятливiсть, енергiя та теплоємнiсть при нульовому магнiтному полi

та критичнiй, а також псевдокритичнiй температурах вище за верхню

критичну вимiрнiсть dc = 4. У дослiдженнi моделi Iзiнга над верхньою

критичною вимiрнiстю за допомогою комп’ютерного моделювання, головний

акцент поставлено на скiнченновимiрному скейлiнгу. Коли розмiр ґратки

малий, вплив поверхнi стає надто сильним, що ускладнює спостереження

за очiкуваними змiнами при псевдокритичнiй температурi TL. По сутi,

чим менша система, тим бiльше цi поверхневi ефекти перешкоджають

скейлiнгу, i чим вищу вимiрнiсть ми розглядаємо, тим меншi розмiри

ґраток можна обчислити. Ми помiтили, що для намагнiчення виключення

найменших розмiрiв ґратки допомогло обмежити поверхневi ефекти та точнiше

спостерiгати за скейлiнговою поведiнкою. Однак, для сприйнятливостi усi нашi

розмiри ґраток доводиться вважати «малими». Це означає, що покращення

розумiння скейлiнгу намагнiчення при нехтуваннi ґратками малого розмiру

не застосовне унiверсально до всiх величин. Хоча у магнiтному секторi

загалом спостерiгаються узгодженi результати, пiдтверджуючи G-скейлiнг

(тривiальна фiксована точка Гауса, де всi поля прийнятi за нуль) при

критичнiй температурi Tc та Q-скейлiнг (спецiальний скейлiнг, у якому

кореляцiї перевищують розмiр системи, i введено новий показник ϙ, який

виправляє спiввiдношення гiперскейлiнгу) при псевдокритичнiй температурi

TL для намагнiченостi, у енергетичному секторi скiнченновимiрний скейлiнг

не можна приписати жодному iз вiдомих скейлiнгових режимiв.

У третьому роздiлi застосовано новi пiдходи, зокрема дослiдження Фур’є

мод намагнiчення, а також аналiз нулiв статистичної суми (нулiв Л-Янга) в

комплекснiй площинi, що пiдвищують точнiсть спостережуваного скейлiнгу.
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Хоча для перiодичних граничних умов лише нульова мода намагнiчення

має внесок у скейлiнг, для вiльних граничних умов усi непарнi моди

впливають на скiнченновимiрний скелiнг, а всi парнi моди зануляються. Ми

показуємо, що Фур’є моди намагнiчення повторюють поведiнку намагнiчення,

спостережувану в роздiлi 2, i пiдтверджуємо Q-скейлiнг, але не покращуємо

кардинально скейлiнгову картину. Аналiз на основi скiнченновимiрного

скейлiнгу нулiв статистичної суми в комплекснiй площинi призводить до

поведiнки першого нуля Лi-Янга як функцiї розмiру системи L: h1 ∼ L−3,16±0,48

при Tc, що вказує на G-масштабування (h1 ∼ L−3 ), а h1 ∼ L−3.75 на TL, що

вказує на Q-скейлiнг. Крiм того, при дослiдженнi iзотермiчної сприйнятливостi

в термiнах нулiв Лi-Янга з вищою точнiстю лiпше спостерiгається скейлiнгова

поведiнка у псевдокритичнiй точцi TL. Зауважимо, що цей скейлiнг є набагато

ближчим до Q-скейлiнг, нiж до G-скейлiнгу. Це вказує на те, що скейлiнгова

поведiнка при вiльних граничних умовах проявляється у спосiб, який бiльше

узгоджується з Q-скейлiнгом, нiж iз попереднiми суперечливими висновками в

лiтературi, що дає цiнну iнформацiю про динамiку цiєї властивостi.

У четвертому роздiлi ми розглянули показники скейлiнгу складної

кополiмерної мережi, яка виникає при термiчнiй денатурацiї ДНК в межах

моделi Поланда-Шераги. Ми отримали новi скейлiнговi спiввiдношення

для показника замикання петлi c, який контролює порядок фазового

переходу з упорядкованої до невпорядкованої фази з урахуванням можливої

неоднорiдностi мiж денатурованою петлею та зв’язаними ланцюгами. У

дисертацiї досягнуто найвищої на сьогоднi точностi пiд час обчислення

показникiв скейлiнгу для полiмерних мереж, обчислення їх значень у

тривимiрному та двовимiрному випадках, а також врахування впливу

середовища та неоднорiдностi. Вплив можливої неоднорiдностi в показниках

скейлiнгу денатурованих ланцюгiв ДНК на показник закриття петлi c

проявляється через взаємодiю двох факторiв. З одного боку, кiлькiсть

конфiгурацiй денатурованої петлi бiльша для петлi випадкових блукань

(random walks, RW) i менша для блукань iз самоуниканням (self-avoiding



4

walks, SAW). З iншого боку, кiлькiсть конфiгурацiй петлi обмежена бiчними

ланцюгами. Розрахунки, представленi в цьому роздiлi, дають надiйний спосiб

судити про значення показникiв c для рiзних умов неоднорiдностi, а отже

i про порядок фазового переходу термiчної денатурацiї ДНК. Наш аналiз

ґрунтується на польовiй теорiї кополiмерних мереж. Завдяки спiввiдношенням

скейлiнгу, ми зв’язуємо показники замикання петлi c зi скейлiнговими

показниками ηf1f2, якi визначають ентропiйнi властивостi кополiмерних зiрок,

створених взаємно взаємодiючими наборами f1 SAW i f2 RW. Використовуючи

потужну технiку пересумовування, ми дослiджуємо асимптотичнi розклади

для цих показникiв i оцiнюємо їх при вимiрностi простору d = 3. Ми показуємо,

що ефекти неоднорiдностi iстотно впливають на силу переходу першого роду

(показник c зростає в порiвняннi зi звичайним однорiдним випадком, коли всi

ланцюги є SAW). Ми пiдтримуємо результати цього спостереження точними

результатами для d = 2. Крiм того, ми показуємо, що таке загострення рiзкостi

фазового переходу стає ще суттєвiшим у так званому зайнятому середовищi з

далекосяжними корельованими неоднорiдностями.

У пiдсумку, це дослiдження покращує наше розумiння явища скейлiнгу

i дає цiннi висновки, якi модуть бути застосованi до широкого класу наукових

проблем. Результатами цiєї роботи є три статтi, двi з яких опублiкованi, одна

прийнята до друку, три препринти та одинадцять тез конференцiй.

Ключовi слова: скейлiнґ, унiверсальнiсть, критичнi явища, фазовi

переходи, модель Iзiнга, модель Поланда-Шераги, критичнi показники,

моделювання Монте-Карло, нулi Лi-Янга, асимптотичнi ряди.
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ABSTRACT

Honchar Y.I.M.N. Scaling properties of phase transitions above the upper

critical dimension and in the description of DNA denaturation. — Qualifying sci-

entific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the Degree of Doctor of Philosophy on the speciality 104 — Physics

and Astronomy. — Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy

of Sciences of Ukraine, Lviv, 2023.

The thesis is devoted to the study of scaling and universality in critical phe-

nomena that constitute foundational concepts in various scientific domains. In the

theory of critical phenomena scaling hypothesis states that thermodynamic poten-

tials are generalized homogeneous functions of their respective variables in vicinity

of critical point, while universality in criticality means that the system’s behaviour

does not depend on the details and microscopic structure of the system. Despite

their proven efficacy in diverse applications, the application and understanding of

these fundamental concepts remain incomplete. In particular, this dissertation ex-

plores scaling phenomena above the upper critical dimension and delves into the

scaling of complex polymer networks.

In investigating scaling above the upper critical dimension, a focus is placed on

finite-size scaling for systems with free boundary conditions. Conventional methods

fall short in accuracy, hindering a comprehensive understanding of phenomena in

physics and beyond. Additionally, this research addresses the scaling of copolymer

networks, in particular within the Polanda-Scheraga model describing the thermal

denaturation of DNA. Novel exponents for copolymer networks are employed to

describe DNA chain unzipping. The thesis structure encompasses four chapters: a

literature review, numerical simulations of the five-dimensional Ising model, Fourier

analysis of magnetization modes and Lee Yang zeros analysis, and a comprehensive

examination of scaling parameters in polymer networks. The concluding chapter

consolidates key findings.

In the second chapter, the study validates proposed scaling for the five-
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dimensional Ising model with free boundary conditions at the pseudocritical temper-

ature. We used Wolff algorithm to simulate d = 5 Ising model with free boundary

conditions to get a scaling picture of the quantitities like magnetisation, isothermal

susceptibility, energy, and heat capacity at zero magnetic field and critical as well as

pseudocritical temperatures above the upper critical dimension dc = 4. In studying

the Ising model above its critical dimension with numerical simulations, we focused

on the finite-size scaling. When the lattice size is small, the impact of the bound-

aries becomes too significant, making it difficult to see the expected changes at the

pseudocritical temperature TL. Essentially, the smaller the system, the more these

boundary effects overshadow the scaling picture, and the larger dimensionality we

consider, the smaller lattice sizes are possible to compute. We noticed that for mag-

netisation, excluding the smallest lattice sizes helped to supress the boundary efects

and observe the scaling behaviour more accurately. However, for susceptibility, all

our lattice sizes can only be considered "small". This means that the improvement

in understanding magnetisation scaling doesn’t apply universally to all properties.

Though, magnetic sector, in general showed consistent results proving G-scaling

(Gaussian trivial fixed point, where all fields are set to zero) at the critical tem-

perature Tc, and Q-scaling (special scaling, where correlations exceed system size,

and a new exponen ϙ is introduced to fix the hyperscaling) at the pseudocritical

temperature TL for magnetisation, unlike the thermal sector, where the finite-size

scaling could not be fit into any of the scaling regimes.

In the third chapter, innovative approaches involving study of magnetisation

Fourier modes as well as analysis of partition function zeros in complex plane en-

hance the accuracy of observed scaling. While for the periodic boundary conditions

only the zero magnetisation mode contributes to scaling, for the free boundary con-

ditions all odd modes collectively contribute to the FSS, and all even modes vanish.

We show that the magnetisation Fourier modes repeat the behaviour of magnetisa-

tion observed in Chapter 2, and confirm Q-scaling, but do not improve the scaling

picture drastically. Analysis based on the FSS of partition function zeros in com-

plex plane results in the following behaviour of the first Lee-Yang zero as function
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of system size L: h1 ∼ L−3.16±0.48 at Tc, that hints towards G-scaling (h1 ∼ L−3 ),

and h1 ∼ L−3.75 at TL, which hints towards Q-scaling. Moreover, when examining

the isothermal susceptibility in terms of Lee-Yang zeros, a scaling behavior was

observed at the pseudocrtitcal point TL with better accuracy. Notably, this scal-

ing is found to be much closer to Q-scaling than to G-scaling. This indicates that

the scaling behaviour at FBC exhibits in a manner that is more consistent with

Q-scaling than with the conflicting conclusions in the literature, providing valuable

insights into the dynamics of this property.

In the fourth chapter we have considered the scaling exponents of a complex

copolymer network that occurs in the thermal denaturation of DNA within the

Poland Scheraga model. We have derived new scaling relations for the loop closure

exponent c that controls the order of the phase transition from ordered to disor-

dered phase with the account of pssible heterogeeity between the denaturated loop

and bound chains. Our analysis achieves heightened accuracy in calculating scaling

exponents for polymer networks, determining their values in three-dimensional and

two-dimensional cases, and considering the impact of environment and heterogene-

ity. Influence of possible heterogeneity in entropic scaling exponents of bound and

denaturated DNA strands on the loop closure exponent c is manifest by an interplay

of two factors. On the one hand, the number of configurations of a denaturated

loop is influenced by the loop self-avoidance interactions (the number is larger for

the RW loop and smaller of the SAW one). On the other hand, the number of loop

configurations is restricted by the side chains. Calculations presented in this chapter

give a reliable way to judge about the values of exponents c for different heterogene-

ity conditions and hence to judge about the order of DNA thermal denaturation

transition. Our analysis is grounded on the field theory of co-polymer networks. By

scaling relations we connect loop closure exponents c to scaling exponents ηf1f2 that

govern entropic properties of co-polymer stars made by mutually interacting sets of

f1 SAWs and f2 RWs. Using powerful resummation technique, we resum asymptotic

expansions for these exponents and evaluate them at space dimension d = 3. As one

can see, the effects of heterogeneity significantly influence the strength of the first
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order transition (the exponent c increases in comparison to the usual homogeneous

SAW case). We support this observation providing exact results at d = 2. More-

over, we show that the effect of strengthening is further enhanced by the so-called

crowded environment with the long-range correlated inhomogeneities.

In summary, this research advances our understanding of scaling phenomena,

providing valuable insights applicable to diverse scientific challenges.The outcomes

of this work have yielded three articles, two published, one accepted for publication,

three preprints and eleven conference reports.

Keywords : scaling, universality, critical phenomena, phase transitions, Ising

model, Poland-Scheraga model, critical exponents, Monte-Carlo simulations, Lee-

Yang zeros, asymptotic series.
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