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Кiнетичний опис iонного транспорту у системi iонний роз-
чин – пористе середовище

М.В. Токарчук

Анотацiя. Для опису процесiв переносу iонiв у системi iонний роз-
чин – пористе середовище застосовано кiнетичний пiдхiд, що базу-
ється на модифiкованому ланцюжку рiвнянь ББГКI для нерiвнова-
жних функцiй розподiлу частинок. Отримано узагальнене кiнети-
чне рiвняння ревiзованої теорiї Енскога–Власова–Ландау для нерiв-
новажної функцiї розподiлу iонiв у моделi заряджених твердих сфер
з врахуванням короткодiючих притягальних взаємодiй для системи
iонний розчин-пористе середовище.

Kinetic description of ion transport in the system ionic solution
– porous environment

M.V. Tokarchuk

Abstract. A kinetic approach based on a modified chain of BBGKI
equations for nonequilibrium particle distribution functions was used to
describe the ion transfer processes in the ionic solution-porous medium
system. A generalized kinetic equation of the revised Enskog–Vlasov–
Landau theory for the nonequilibrium ion distribution function in the
model of charged solid spheres is obtained, taking into account attractive
short-range interactions for the ionic solution-porous medium system.
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1. Вступ

Дослiдження процесiв переносу частинок (атомiв, молекул, iонiв)
у пористих середовищах (грунтах, наногетерогенних композицiй-
них матерiалах - електродах, полiмерних та бiологiчних мембра-
нах та iн.) є актуальнi з точки зору сучасних технологiй у ство-
реннi нанобатарей, суперконденсаторiв, мембранних структур для
роздiлення розчинiв, очистки водних розчинiв та iн.. Важливiсть
та обгрунтування таких дослiджень вiдзначається у багатьох робо-
тах, зокрема [1–17]. Актуальними з точки зору практичних застосу-
вань є дослiдження механiзмiв аномальної дисперсiї потокiв реологi-
чних рiдин в неоднорiдних пористих середовищах [11, 15–17]. Iнший
аспект дослiджень пов’язаний з iонною провiднiстю iонних розчи-
нiв у пористих та шаруватих структурах, який важливий у зв’яз-
ку з аномальною поведiнкою дифузiї iонiв та поляризацiйними ефе-
ктами [2,13,18–21]. Зокрема, актуальними є теоретичнi дослiдження
електродифузiйних процесiв переносу iонiв у системах “електролiт–
електрод” [4,5,13,22–28] i пов’язанi як iз необхiднiстю опису нерiвно-
важних процесiв iнтеркаляцiї-деiнтеркаляцiї iонiв, так i з потребою
придатної для застосування на практицi теорiї для прогнозування та
керування цими процесами. Проблеми в описi електродних процесiв
пов’язанi, насамперед, як iз поверхневими явищами на межi подiлу
“електролiт–електрод”, де вiдбуваються складнi процеси адсорбцiї,
десорбцiї, дифузiї, так i в серединi електродiв (пористих, шаруватих
за структурою), де вiдбуваються складнi процеси асоцiацiї, дисоцiа-
цiї мiж iонами, їх аномальної (суб чи супер) дифузiї через складну
взаємодiю iз структурою електрода, з якими пов’язанi у свою чергу
проблеми накопичення зарядiв на електродах в акумуляторах. Тому
дуже важливо враховувати у тiй чи iншiй мiрi змiну мiкрострукту-
ри електродного матерiалу, зокрема, через його поляризацiйнi вла-
стивостi та пористiсть. У значнiй бiльшостi дослiджень для опису
електродифузiйних процесiв переносу iонiв у системах “електролiт–
електрод” використовуються рiвняння нерiвноважної термодинамi-
ки [22] з постiйними коефiцiєнтами дифузiї. Цiкавими є дослiдження
процесiв самодифузiї iонiв у заряджених нанопористих середовищах
(частинки, яких замороженi) методами комп’ютерного моделюван-
ня [29, 30]. У той же час важливою особливiстю даних систем є їх
суттєва просторова неоднорiднiсть, коли коефiцiєнти дифузiї є фун-
кцiями просторових координат та часу, тобто часовими кореляцiйни-

ми функцiями “потiк-потiк” 〈~̂j(~rl; t)~̂j(~rl′ ; t
′)〉 у кожнiй iз фаз та мiж

фазами. Необхiдно зазначити, що деякий шлях розрахунку коефiцi-
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єнтiв дифузiї iонiв, залежних вiд координат для у системах ”розчин
електролiту - мембрана”, ”розчин електролiту - склоподiбнi паливов-
мiснi матерiали”, ”розчин електролiту - грунт” був запропонований
у роботах [31–33]. У роботах [13,25] була запропонована статистична
теорiя для опису електродифузiйних процесiв переносу iонiв в систе-
мi “електролiт–електрод” з врахуванням просторової неоднорiдностi
та ефектiв пам’ятi, використавши метод нерiвноважного статисти-
чного оператора (НСО) Зубарєва. У [13, 26–28] були проведенi екс-
периментальнi та теоретичнi дослiдження субдифузiйного iмпедансу
для мультишарової системи GaSe з iнкапсульованим β - циклодекс-
трином, яка має фрактальну пористу структуру. З точки зору теоре-
тичних дослiджень були застосованi узагальненi рiвняння електро-
дифузiї типу Кеттано у дробових похiдних [28]. Однак, у бiльшостi
згаданих робiт, крiм [31–33] у вiдповiдних рiвняннях переносу коефi-
цiєнти переносу: дифузiї, в’язкостi та теплопровiдностi, якi факти-
чно визначають основнi механiзми процесiв переносу, є константами
при вiдповiдних температурах. Очевидно, що для з’ясування таких
механiзмiв дуже важливо застосовувати такi теоретичнi пiдходи, якi
б давали зв’язок коефiцiєнтiв перносу iз характерними потенцiалами
взаємодiї частинок та їх функцiями розподiлу.

У данiй роботi буде застосовано кiнетичний пiдхiд до опису про-
цесiв переносу iонiв у системi iонний розчин – пористе середовище. А
саме, кiнетичнi рiвняння типу Енскога-Ландау [34–36], якi отриму-
ються iз ланцюжка рiвнянь ББГКI з модифiкованими граничними
умовами.

2. Ланцюжок рiвнянь ББГКI для системи iонний

розчин – пористе середовище

Будемо розглядати систему iонного розчину, який взаємодiє iз по-
ристим середовищем, дифундуючи у нього. Позитивно та негативно
зарядженi iони розчину можуть проникати у структуру пористого
середовища (матрицi) i рухатись у ньому, взаємодiючи iз його ча-
стинками. Весь об’єм системи приймемо рiвним V = Vl + Vs, де Vl

- об’єм, який займає iонний розчин, а Vs - iстинний об’єм пористої
матрицi. Увiвши об’єм Vpor пористого простору матрицi, можемо ви-
значити її пористiсть: ϕ = 1−

Vpor

V
. Iонний розчин будемо розглядати

з певними дiелектричними властивостями без явного врахування мо-
лекулярної пiдсистеми, а пористу матрицю як формовану рухомими
частинками (атомами, молекулами) сортiв ξ пiдсистему, кiнетична
енергiя, якої набагато менше вiд її потенцiальної енергiї. Вважаємо,
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що частинки пористої матрицi здiйснюють коливнi рухи i динамi-
ку її можна описувати взаємодiючими фононами, як для прикла-
ду у випадку пористого кремнiю та iнших пористих матерiалiв [37].
При взаємодiї iз iонним розчином можуть змiнюватися як структура
пористої матрицi, так i динамiчнi та структурнi властивостi самого
iонного розчину. Гамiльтонiан такої системи iонний розчин - пориста
матриця можна подати у виглядi:

H =

Nα
∑

α,j=1

(~pj −
Zαe
c

~A(~rj ; t))
2

2mα

+
∑

α,γ

Nα,Nγ
∑

j,l

Φαγ(~rj , ~rl) (2.1)

+
∑

α,ξ

Nα,Nξ
∑

j,l

Φαξ(~rj , ~Rl) +
∑

α

Nα
∑

j

Zαeϕ(~rj ; t) + Hs,

де iндекси j, l нумерують iони розчину сортiв α, γ, з масами mα,mγ

та вектор-iмпульсами ~pj , ~pl, ~rj , ~Rl – вектори координат вiдповiдно
iонiв та частинок пористої матрицi, Nα – повне число iонiв сорту
α; Φαγ(~rj , ~rl) = Φsh

αγ(~rj , ~rl) + Φl
αγ(~rj , ~rl) – парний потенцiал взаємодiї

мiж iонами сорту α, γ, Φαξ(~rj , ~Rl) = Φsh
αξ(~rj , ~Rl) + Φl

αξ(~rj ,
~Rl) – пар-

ний потенцiал взаємодiї iонiв iз частинками пористої матрицi, якi ма-
ють короткодiючi та далекодiючi (притягувальнi) вклади. Причому
короткодiючi вклади можуть мати вiдштовхувальнi та притягаль-
нi складовi Φsh

αγ(~rj , ~rl) = Φsh−rep
αγ (~rj , ~rl) + Φsh−att

αγ (~rj , ~rl), тобто мiж
iонами на малих вiдстаннях можуть дiяти сили вiдштовхування та
притягання. Зокрема, притягувальнi короткодiючi взаємодiї можуть
описувати процеси асоцiацiї мiж iонами. Hs - гамiльтонiан пористої
матрицi, структуру якого на даному етапi моделювання не будемо
конкретизувати. ~A(~rj ; t), ϕ(~rj ; t) - сумарнi векторнi та скалярнi по-
тенцiали електромагнiтного поля, створюваного iонами валентностi
Zα та зовнiшнього поля, e - заряд електрона та c - швидкiсть свiтла.
Надалi ми не будемо розглядати вихровi електромагнiтнi процеси
порядку e

c
, а тiльки потенцiальнi вклади вiд скалярного потенцiалу

ϕ(~rj ; t). Крiм того, на даному етапi дослiджень не враховуємо можли-
вий вплив електромагнiтного поля на частинки пористої матрицi, що
може бути пов’язано iз процесами поляризацiї, змiни дiелектричних
властивостей її. Хоча в реальностi, у багатьох випадках, зокрема для
електродiв, бiологiчних мембран таке врахування важливе.

Нерiвноважний стан iонного розчину при взаємодiї iз пористою
матрицею повнiстю описується рiвнянням Лiувiлля для нерiвнова-
жної функцiї розподiлу всiх частинок ρ(x1, ...., xNα

|~R1, ..., ~RNξ
; t) =

ρ(xNα , RNξ ; t) (де введенi позначення: xNα = x1, ...., xNα
, xj = ~pj~rj
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- координата та iмпульс j - го iона розчину, RNξ = ~R1, ..., ~RNξ
, ~Rl -

координата l - ої частинки пористої матрицi)

∂

∂t
ρ(xNα , RNξ ; t) + iLNρ(xNα , RNξ ; t) = 0 (2.2)

з оператором Лiувiлля

iLN =

Nα
∑

α,j=1

~pj

mα

·
∂

∂~rj
+

Nξ
∑

ξ,l=1

~Pl

mξ

·
∂

∂ ~Rl

(2.3)

−
∑

α,γ

NαNγ
∑

j,l

∂

∂~rj
Φαγ(~rj , ~rl)(

∂

∂~pj
−

∂

∂~pl
)

−
∑

α,ξ

Nα,Nξ
∑

j,l

∂

∂~rj
(Φαξ(~rj , ~Rl) + Zαeϕ(~rj ; t)) ·

∂

∂~pj
,

при цьому в операторi Лiувiлля не враховуємо доданки

−
∑

α,ξ

Nα,Nξ
∑

j,l

∂

∂ ~Rl

Φαξ(~rj , ~Rl) ·
∂

∂ ~Pl

,

окiльки вважаємо, що мiкроскопiчнi сили, якi дiють з боку атомiв по-
ристої матрицi на iон розчину не змiнює iмпусiв самих атомiв матри-
цi. Нерiвноважний стан системи iонний розчин - пористе середовище
будемо описувати за допомогою модифiкованого ланцюжка рiвнянь
ББГКI [34–36, 38, 39] для частинкових нерiвноважних функцiй роз-
подiлу iонiв та частинок пористої матрицi. Для цього використаємо
пiдхiд запропонований у роботах [34–36, 38, 39], де модифiкований
ланцюжок рiвнянь ББГКI будується з врахуванням концепцiї узго-
дженого опису кiнетики та гiдродинамiки нерiвноважних процесiв
системи взаємодiючих частинок у методi нерiвноважного статисти-
чного оператора Зубарєва, виходячи iз рiвняння Лiувiлля з джере-
лом:

∂

∂t
ρ(xNα , RNξ ; t) + iLNρ(xNα , RNξ ; t) = (2.4)

−ε(ρ(xNα , RNξ ; t) − ̺rel(x
Nα , RNξ ; t)),

яке вiдбирає запiзнюючi (ε → +0, пiсля термодинамiчного перехо-
ду) розв’язки рiвняння Лiувiлля при заданих початкових умовах.
У даному випадку початковою умовою розв’язку рiвняння Лiувiлля
(задача Кошi) можуть розглядатися два варiанти: перший

ρ(xNα , RNξ ; t)t=t0 = ̺rel(x
Nα , RNξ ; t0) = ρ

liq
rel(x

Nα ; t0)ρs(R
Nξ ; t0),
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це означає, що у початковий момент часу t0 iонний розчин та пориста
матриця розглядаються незалежними; другий

ρ(xNα , RNξ ; t)t=t0 = ρrel(x
Nα , RNξ ; t0),

коли iонний розчин i пориста матриця розглядаються у початко-
вий момент часу взаємодiючими пiдсистемами. У першому випад-
ку ρ

liq
rel(x

Nα ; t) - релевантна функцiя розподiлу iонiв, що отримується
вiдповiдно [34–36, 38, 39] iз умови максимуму функцiоналу ентропiї
Гiббса при збереженi умови нормування для розподiлу та заданих
параметрiв скороченого опису нерiвноважного стану iонного розчи-
ну: 〈n̂α(x)〉t = fα(x; t) - нерiвноважної одночастинкової функцiї роз-
подiлу iонiв сорту α та 〈ε̂int(~r)〉t - нерiвноважної середньої енергiї
взаємодiї iонiв розчину, має наступну структуру:

ρ
liq
rel(x

Nα ; t) = e−Φliq(t)−
∫
d~rβliq(~r,t)ε̂int(~r)−

∑
α

∫
dxaα(x,t)n̂α(x) (2.5)

де Φliq(t) - функцiонал Масьє-Планка

Φliq(t) =

∫

dΓNliq
(x)e−

∫
d~rβliq(~r,t)ε̂int(~r)−

∑
α

∫
dxaα(x,t)n̂α(x), (2.6)

у яких

n̂α(x) =

Nα
∑

j=1

δ(x− xj) =

Nα
∑

j=1

δ(~r − ~rj)δ(~p− ~pj) (2.7)

- мiкроскопiчна фазова густина числа iонiв сорту α та

ε̂int(~r) =
1

2

∑

α,γ

Nα,Nγ
∑

j,l

Φαγ(~rj , ~rl)δ(~r − ~rj) (2.8)

- мiкроскопiчна густина енергiї взаємодiї iонiв розчину. Параметри
Лагранжа βliq(~r, t) (обернене значення нерiвноважної температури
iонного розчину), aα(x, t) визначаються iз умов самоузгоджень:

〈ε̂int(~r)〉t = 〈ε̂int(~r)〉trel, 〈n̂α(x)〉t = 〈n̂α(x)〉trel.

У цьому випадку iонний розчин має температуру βliq(~r, t), а пориста
матриця βs.

У другому випадку ρrel(x
Nα , RNξ ; t) - релевантна функцiя роз-

подiлу iонiв та частинок пористої матрицi, що отримується вiдпо-
вiдно [34–36, 38, 39] iз умови максимуму функцiоналу ентропiї Гiбб-
са при збереженi умови нормування для розподiлу та заданих па-
раметрiв скороченого опису нерiвноважного стану iонного розчину:
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〈n̂α(x)〉t = fα(x; t) - нерiвноважної одночастинкової функцiї розподi-
лу iонiв сорту α, 〈Êint(~r)〉t - нерiвноважної середньої енергiї взаємо-
дiї iонiв розчину та частинок пористої матрицi, 〈n̂ξ(~R)〉t = nξ(~R; t) -
середньої густини частинок пористої матрицi сорту ξ має наступну
структуру:

ρrel(x
Nα , RNξ ; t) = exp(−Φ(t) −

∫

d~rβ(~r, t)(Êint(~r) + Hs) (2.9)

−
∑

α

∫

dxaα(x, t)n̂α(x) −
∑

ξ

∫

d~Rµξ(~R)n̂ξ(~R))

де Φ(t) - функцiонал Масьє-Планка

Φ(t) =

∫

dΓ(x, r) exp(−

∫

d~rβ(~r, t)(Êint(~r) + Hs) (2.10)

−
∑

α

∫

dxaα(x, t)n̂α(x) −
∑

ξ

∫

d~Rµξ(~R)n̂ξ(~R)),

у яких n̂α(x) - мiкроскопiчна фазова густина числа iонiв сорту α та

Êint(~r) =
1

2

∑

α,γ

Nα,Nγ
∑

j,l

Φαγ(~rj , ~rl)δ(~r−~rj)+
∑

α,ξ

Nα,Nξ
∑

j,l

Φαξ(~rj , ~rl)δ(~r−~rj)

(2.11)
- мiкроскопiчна густина енергiї взаємодiї iонiв розчину та частинок
пористої матрицi, якi можуть здiйснювати коливнi рухи. Параметри
Лагранжа β(~r, t) (обернене значення нерiвноважної температури си-
стеми iонний розчин - пориста матриця), aα(x, t) визначаються iз
умов самоузгоджень:

〈(Êint(~r) + Hs)〉
t = 〈(Êint(~r) + Hs)〉

t
rel, 〈n̂α(x)〉t = 〈n̂α(x)〉trel.

У цьому випадку iонний розчин та пориста матриця мають темпе-
ратуру β(~r, t).

2.1. Кiнетичнi рiвняння з початковою умовою незалежних
пiдсистем: iонний розчин i пориста матриця

Врахувавши структуру ρ
liq
rel(x

Nα ; t) та пiдхiд [34–36, 38, 39], проiнте-
грувавши рiвняння Лiувiлля з джерелом (2.4) за вiдповiдними ко-
ординатами та iмпульсами iонiв розчину та координатами частинок
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пористої матрицi, отримаємо ланцюжок рiвнянь ББГКI iз модифiко-
ваними граничними умовами (врахування просторово часових мiж-
частинкових кореляцiй) для системи iонний розчин -пориста матри-
ця:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) +
∑

γ

∫

dx2iLαγ(1, 2)fαγ(x1, x2; t) (2.12)

+

∫

d~RsiLαs(1, s)fαs(x1, ~Rs; t) = 0,

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLγ(2) + iLαγ(1, 2)

)

fαγ(x1, x2; t) (2.13)

+
∑

ν

∫

dx3

(

iLαξ(1, 3) + iLγξ(2, 3)
)

fαγν(x1, x2, x3; t)

+

∫

d~Rs

(

iLαs(1, s) + iLγs(2, s)
)

fαγs(x1, x2, ~Rs; t)

= −ε
(

fαγ(x1, x2; t) − gαγ(~r1, ~r2|n; t)fα(x1; t)fγ(x2; t)
)

,

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLαs(1, s)

)

fαs(x1, ~Rs; t) + (2.14)

∑

γ

∫

dx3

(

iLαγ(1, 3) + iLsγ(s, 3)
)

fαsγ(x1, ~Rs, x3; t) +

∫

d~Rs′ iLαs′(1, s
′)fαss′(x1, ~Rs, ~Rs′ ; t)

= −ε
(

fαs(x1, ~Rs; t) − fα(x1; t)n(~Rs; t)
)

,

де ε → +0 пiсля граничного термодинамiчного переходу,

iLα(j) =
~pj

mα

·
∂

∂~rj
−

∂

∂~rj
Zαeϕ(~rj ; t) ·

∂

∂~pj
, (2.15)

iLαγ(j, l) = −
∂

∂~rj
Φαγ(~rj , ~rl) ·

( ∂

∂~pj
−

∂

∂~pl

)

– одночастинковi та двочастинковi частини оператора Лiувiлля,

iLαs(j, s) = −
∂

∂~rj
Φαs(~rj , ~Rs) ·

∂

∂~pj
(2.16)
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– двочастинковий оператор Лiувiлля частинок рiдинної пiдсистеми i
пористої пiдсистеми. gαγ(~r1, ~r2|n, β; t) – парнi квазiрiвноважнi коор-
динатнi функцiї розподiлу iонiв сортiв α, γ пiдсистеми розчину

gαγ(~r1, ~r2|n, β; t) =
1

nα(~r1; t)nγ(~r2; t)

∫

dΓNliq
(x)n̂α(~r1)n̂γ(~r2)ρliqrel(x

Nα ; t),

(2.17)

nα(~r; t) =

∫

d~pfα(x; t) (2.18)

- нерiвноважне середнє значення густини числа iонiв сорту α, n(~rs; t)
–нерiвноважна середня густина числа частинок пористої пiдсисте-
ми, fα(x1; t), fαγ(x1, x2; t), fαγν(x1, x2, x3; t) – одно-, дво- i триiон-
нi нерiвноважнi функцiї розподiлу, fαγs(x1, x2, ~Rs; t), fαs(x1, ~Rs; t),
fαss′(x1, ~Rs, ~Rs′ ; t) – нерiвноважнi функцiї розподiлу iонiв i части-
нок пористого середовища. Тричастинковi функцiї задовольняють
наступним рiвнянням ланцюжка рiвнянь ББГКI, у якi входять чоти-
ричастинковi нерiвноважнi функцiї розподiлу. Важливо зазначити,
що одно- та двочастинковi (iоннi) нерiвноважнi функцiї розподiлу
визначають поведiнку гiдродинамiчних змiнних: середнiх нерiвнова-
жних значень густин числа iонiв nα(~r; t), їх iмпульсу ~pα(~r; t), кiнети-
чної енергiї εkinα (~r; t), а також потенцiальної енергiї εintα (~r; t):

~pα(~r; t) =

∫

d~pfα(~r, ~p; t)~p, (2.19)

εkinα (~r; t) =

∫

d~p
p2

2mα

fα(~r, ~p; t), (2.20)

εintα (~r; t) =
∑

γ

∫

d~p

∫

d~p′
∫

d~r′Φαγ(~r, ~r′)fαγ(~r, ~p, ~r′, ~p′; t)

+

∫

d~p

∫

d~RsΦαs(~r, ~Rs)fαs(~r, ~p, ~Rs; t),

якi задовольняють вiдповiднi закони збереження середнiх нерiвно-
важних значень числа iонiв nα(~r; t), повного iмпульсу ~p(~r; t)

~p(~r; t) =
∑

α

~pα(~r; t) (2.21)

та повної енергiї

ε(~r; t) =
∑

α

(

εkinα (~r; t) + εintα (~r; t)
)

, (2.22)
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що лежать в основi гiдродинамiчного опису нерiвноважних процесiв
в системi iонний розчин-пористе середовище. Крiм того, парнi ква-
зiрiвноважнi функцiї розподiлу gαγ(~r, ~r′|n, β; t) у ланцюжку рiвнянь
ББГКI описують багаточастинковi кореляцiї i зв’язанi з ними коре-
ляцiйнi функцiї hαγ(~r, ~r′|n, β; t) задовольняють неоднорiднi рiвняння
Орнштейна-Цернiке, якi залежать вiд часу:

hαγ(~r, ~r′; t) = cαγ(~r, ~r′; t) (2.23)

+
∑

ν

∫

d~r′′cαν(~r, ~r′′; t)nν(~r′′; t)hνγ(~r′′, ~r′; t)

де cαγ(~r, ~r′; t) – прямi кореляцiйнi функцiї розподiлу iонiв розчину.
Важливо зазначити, що гранична умова у рiвняннi (2.13) враховує
просторово неоднорiднi кореляцiї мiж частинками розчину, у той же
час гранична умова у рiвняннi (2.15) не враховує просторово нео-
днорiднi кореляцiї мiж частинками розчину i пористої матрицi, що
вiдповiдає принципу повного послаблення кореляцiй Боголюбова i у
даному випадку є наслiдком незалежностi iонного розчину вiд пори-
стої матрицi у початковий момент часу.

2.2. Кiнетичнi рiвняння з початковою умовою взаємодiючих
пiдсистем: iонний розчин i пориста матриця

У випадку, коли у початковий момент часу iонний розчин та пориста
матриця розглядаються взаємодiючими пiдсистемами першi рiвнян-
ня ланцюжка ББГКI мають наступний вигляд:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) +
∑

γ

∫

dx2iLαγ(1, 2)fαγ(x1, x2; t) (2.24)

+

∫

d~RsiLαs(1, s)fαs(x1, ~Rs; t) = 0,

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLγ(2) + iLαγ(1, 2)

)

fαγ(x1, x2; t) (2.25)

+
∑

ξ

∫

dx3

(

iLαξ(1, 3) + iLγξ(2, 3)
)

fαγξ(x1, x2, x3; t)

+

∫

d~Rs

(

iLαs(1, s) + iLγs(2, s)
)

fαγs(x1, x2, ~Rs; t)

= −ε
(

fαγ(x1, x2; t) − gαγ(~r1, ~r2|n; t)fα(x1; t)fγ(x2; t)
)

,
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( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLαs(1, s)

)

fαs(x1, ~Rs; t) +
∑

γ

∫

dx3

(

iLαγ(1, 3) (2.26)

+iLsγ(s, 3)
)

fαsγ(x1, ~Rs, x3; t) +

∫

d~Rs′ iLαs′(1, s
′)fαss′ (x1, ~Rs, ~Rs′ ; t)

= −ε
(

fαs(x1, ~Rs; t) − gαs(~r1, ~Rs|n; t)fα(x1; t)n(~Rs; t)
)

,

де gαγ(~r1, ~r2|n, β; t), gαs(~r1, ~Rs|n, β; t) – парнi квазiрiвноважнi функцiї
розподiлу iонiв сортiв α, γ пiдсистеми розчину i розчин-пориста ма-
триця, n(~rs; t) – нерiвноважна унарна функцiя розподiлу частинок
пористої пiдсистеми, fα(x1; t), fαγ(x1, x2; t), fαγξ(x1, x2, x3; t) – одно-
, дво- i триiоннi нерiвноважнi функцiї розподiлу, fαγs(x1, x2, ~Rs; t),
fαs(x1, ~Rs; t), fαss′(x1, ~Rs, ~Rs′ ; t) – нерiвноважнi функцiї розподiлу iо-
нiв i частинок пористого середовища.

Крiм того, парнi квазiрiвноважнi функцiї розподiлу
gαγ(~r, ~r′|n, β; t), gαs(~r, ~Rs|n, β; t) у ланцюжку рiвнянь ББГКI
описують багаточастинковi кореляцiї i зв’язанi з ними кореляцiйнi
функцiї hαγ(~r, ~r′|n, β; t), hαs(~r, ~Rs|n, β; t) задовольняють неоднорiднi
рiвняння Орнштейна-Цернiке, якi залежать вiд часу:

hαγ(~r, ~r′; t) = cαγ(~r, ~r′; t) (2.27)

+
∑

ξ

∫

d~r′′cαξ(~r, ~r′′; t)nξ(~r
′′; t)hξγ(~r′′, ~r′; t)

+

∫

d~Rscαs(~r, ~Rs; t)ns(~Rs; t)hsγ(~Rs, ~r
′; t),

hαs(~r, ~Rs; t) = cαs(~r, ~Rs; t) (2.28)

+
∑

ξ

∫

d~r′′cαξ(~r, ~r′′; t)nξ(~r
′′; t)hξs(~r

′′, ~Rs; t)

+

∫

d~Rs′cαs(~r, ~Rs; t)ns′(~Rs′ ; t)hs′s(~Rs′ , ~Rs),

hsα(~Rs, ~r; t) = csα(~Rs, ~r; t) (2.29)

+
∑

ξ

∫

d~r′′csξ(~Rs, ~r
′′; t)nξ(~r

′′; t)hξα(~r′′, ~r; t)

+

∫

d~Rs′css′(~Rs, ~Rs′)ns′(~Rs′ ; t)hs′α(~Rs′ , ~r; t),

hss(~Rs, ~Rs′ ; t) = css(~Rs, ~Rs′ ; t)+ (2.30)
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∫

d~Rs′′css(~Rs, ~Rs′′ ; t)ns(~Rs′′ ; t)hss(~Rs′′ , ~Rs′ ; t),

де cαγ(~r, ~r′; t), cαs(~r, ~Rs; t), css(~Rs, ~Rs′ ; t) – прямi кореляцiйнi функцiї
iонiв та частинок пористого середовища. Як бачимо, за структурою
це зв’язана система рiвнянь для знаходження кореляцiйних функцiй
hαγ(~r, ~r′|n, β; t), hαs(~r, ~Rs|n, β; t). При цьому виникає проблема роз-
робки методiв розв’язку неоднорiдних рiвнянь Орнштейна-Цернiке,
залежних вiд часу.

У наступному роздiлi розглянемо наближення парних зiткнень
мiж частинками для випадку, коли пiдсистеми iонний розчин та по-
риста матриця у початковий момент часу розглядаються взаємодiю-
чими.

3. Наближення парних зiткнень

У наближенi парних зiткнень мiж частинками, коли не враховуються
тричастинковi функцiї розподiлу, для нерiвноважних двочастинко-
вих функцiй розподiлу частинок, отримуємо [34, 36] наступнi рiвня-
ння:

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLγ(2) + iLαγ(1, 2)

)

fαγ(x1, x2; t) (3.1)

= −ε
(

fαγ(x1, x2; t) − gαγ(~r1, ~r2|n, β; t)fα(x1; t)fγ(x2; t)
)

,

( ∂

∂t
+ iLα(1) + iLαs(1, s)

)

fαs(x1, ~Rs; t) (3.2)

= −ε
(

fαs(x1, ~Rs; t) − gαs(~r1, ~Rs|n, β; t)fα(x1; t)n(~Rs; t)
)

.

Розв’язки даних рiвнянь (3.1), (3.2) можна подати у виглядi:

fαγ(x1, x2; t) = ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αγ (1,2))τgαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ) (3.3)

×fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ),

fαs(x1, ~Rs; t) = ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αs (1,s))τgαs(~r1, ~Rs|n, β; t + τ) (3.4)

×fα(x1; t + τ)n(~Rs; t + τ),

де

iL(2)
αγ (1, 2) = iLα(1) + iLγ(2) + iLαγ(1, 2),

iL(2)
αs (1, s) = iLα(1) + iLαs(1, s).
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Пiдставивши данi розв’язки у рiвняння (2.12), отримуємо немарков-
ське кiнетичне рiвняння для нерiвноважної одночастинкової функцiї
розподiлу iонiв у системi iонний розчин - пориста матриця:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫

dx2iLαγ(1, 2) (3.5)

× ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αγ (1,2))τgαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ)

× fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−

∫

d~RsiL(1, s)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL(2)
αs (1,s))τgαs(~r1, ~Rs|n, β; t + τ)

× fα(x1; t + τ)n(~Rs; t + τ).

Отримане кiнетичне рiвняння для нерiвноважної одночастинко-
вої функцiї розподiлу iонiв враховує також просторову неодно-
рiднiсть системи. Якщо у даному рiвняннi формально покласти
gαs(~r1, ~Rs|n, β; t + τ) = 1, то отримуємо кiнетичне рiвняння для не-
рiвноважної одночастинкової функцiї розподiлу iонiв, яке вiдповiдає
початковiй умовi невзаємодiючих пiдсистем iонного розчину та по-
ристої матрицi. При отриманi кiнетичного рiвняння (3.5) ми не кон-
кретизували парнi потенцiали взаємодiї мiж iонами та частинками
пористої матрицi.

У наступному роздiлi розглянемо модель заряджених твердих
сфер для опису iонного розчину при наявностi пористої матрицi.

4. Модель заряджених твердих сфер. Кiнетичне

рiвняння ревiзованої теорiї Енскога-Власова-

Ландау для системи iонний розчин-пориста ма-

триця

Розглянемо модель заряджених твердих сфер для iонної пiдсистеми,
коли потенцiал взаємодiї можна подати у виглядi суми [34,36, 40]:

Φαγ(~r, ~r′) = Φsh
αγ(~r, ~r′) + Φl

αγ(~r, ~r′),

де Φsh
αγ(~r, ~r′) – короткодiючий потенцiал взаємодiї мiж iонами, який

будемо моделювати сумою Φsh−rep
αγ (~r, ~r′) - потенцiалу твердих сфер

та Φsh−att
αγ (~r, ~r′) - потенцiалу короткодiючого притягання, який опи-

сує можливi асоцiативнi зв’язки мiж iонами; Φl
αγ(~r, ~r′) – далекодiю-

чий потенцiал взаємодiї мiж iонами, зокрема потенцiал типу Юкави.
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Крiм того, взаємодiю iонiв та частинок пористого середовища будемо
описувати короткодiючим потенцiалом твердих сфер Φsh−rep

αs (~r, ~Rs)

та деяким притягальним потенцiалом Φsh−att
αs (~r, ~Rs) з ефективним

радiусом дiї reff . На основi робiт [34, 36] у випадку моделi твердих
сфер для рiдинної пiдсистеми iз (3.5) отримаємо:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫ σγ

0

d~r2

∫

d~p2 iLsh−rep
αγ (12)(4.1)

×ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLsh−rep

αγ (12))τgαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ)

× fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−
∑

γ

∫ reff

σγ

d~r2

∫

d~p2iL
sh−att
αγ (12)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLsh−att

αγ (12))τ

× gαγ(~r1, ~r2|n; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−
∑

γ

∫ ∞

reff

d~r2

∫

d~p2iL
l
αγ(12)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ(12)+iLl

αγ(12))τ

× gαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−

∫ σs

0

d~RsiL
sh−rep
αs (1s)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iLα(1)+iLsh−rep
αs (1s))τ

× gαs(~r1, ~Rs|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)ns(~Rs; t + τ)

−

∫ reff

σs

d~RsiL
sh−att
αs (1s)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iLα(1)+iLsh−att
αs (1s))τ

× gαs(~r1, ~Rs|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)ns(~Rs; t + τ)

– кiнетичне рiвняння для нерiвноважної одночастинкової функцiї
розподiлу iонiв з врахуванням областей дiї короткодiючого (твер-
досферного) i далекодiючого потенцiалiв. Врахувавши, що в областi
дiї потенцiалу твердих сфер час взаємодiї τ → +0 i детальнi виклад-
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ки [34, 36, 40], рiвняння можна подати у виглядi:

( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫

dx2T̂αγ(12)gαγ(~r1, ~r2|n, β; t) (4.2)

× fα(x1; t)fγ(x2; t) −

∫

d~RsT̂αs(1s)gαs(~r1, ~Rs|n, β; t)fα(x1; t)ns(~Rs; t)

−
∑

γ

∫ reff

σγ

d~r2

∫

d~p2iL
sh−att
αγ (12)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ(12)+iLsh−att

αγ (12))τ

× gαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−
∑

γ

∫ ∞

reff

d~r2

∫

d~p2iL
l
αγ(12)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLl

αγ(12))τ

× gαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ)

−

∫ reff

σs

d~RsiL
sh−att
αs (1s)ε

∫ 0

−∞

dτe(ε+iLα(1)+iLsh−att
αs (1s))τ

× gαs(~r1, ~Rs|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)ns(~Rs; t + τ),

де T̂αγ(12) – оператор зiткнення Енскога для заряджених твердих
сфер (iонiв) [34], T̂αs(1s) – оператор зiткнення Енскога для зарядже-
них твердих сфер i твердих сфер, що описують пористе середовище.
Далi, якщо у далекодiючiй частинi iнтегралу зiткнення виконати iн-
тегрування за частинами, то отримуємо наступне кiнетичне рiвнян-
ня:
( ∂

∂t
+ iLα(1)

)

fα(x1; t) = −
∑

γ

∫

dx2T̂αγ(12)gαγ(~r1, ~r2|n, β; t)× (4.3)

fα(x1; t)fγ(x2; t) −

∫

d~RsT̂αs(1s)gαs(~r1, ~Rs|n, β; t)fα(x1; t)ns(~Rs; t)

−
∑

γ

∫ reff

σγ

d~r2

∫

d~p2iL
sh−att
αγ (12)gαγ(~r1, ~r2|n, β; t)fα(x1; t)fγ(x2; t)

+
∑

γ

∫ reff

σγ

d~r2

∫

d~p2iL
sh−att
αγ (12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLsh−att

αγ (12))τ×

(
∂

∂τ
+iL0

αγ(12)+iLsh−att
αγ (12))gαγ(~r1, ~r2|n, β; t+τ)fα(x1; t+τ)fγ(x2; t+τ)

−
∑

γ

∫ ∞

reff

d~r2

∫

d~p2iL
l
αγ(12)gαγ(~r1, ~r2|n, β; t)fα(x1; t)fγ(x2; t)
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+
∑

γ

∫ ∞

reff

d~r2

∫

d~p2iL
l
αγ(12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLl

αγ(12))τ×

(
∂

∂τ
+ iL0

αγ(12)+ iLl
αγ(12))gαγ(~r1, ~r2|n, β; t+ τ)fα(x1; t+ τ)fγ(x2; t+ τ)

−

∫ reff

σs

d~RsiL
sh−att
αs (1s)gαs(~r1, ~Rs|n; t)fα(x1; t)ns(~Rs; t),

+

∫ reff

σs

d~RsiL
sh−att
αs (1s)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iLα(1)+iLsh−att
αs (1s))τ

× (
∂

∂τ
+iLα(1)+iLsh−att

αs (1s))gαs(~r1, ~Rs|n, β; t+τ)fα(x1; t+τ)ns(~Rs; t+τ),

де третiй, пятий i сьомий доданки у правiй частинi - це узагальненi
iнтеграли зiткнення Власова – узагальненi середнi поля, а четвер-
тий, шостий та восьмий доданки – узагальненi iнтеграли зiткнення
типу Ландау мiж iонами та iонами i частинками пористої матрицi з
врахуванням ефектiв пам’ятi.

Розкривши дiю оператора Енскога в правiй частинi, у просторово
неоднорiдному випадку, (з точнiстю до лiнiйних значень за градiєн-
тами) та без врахування ефектiв пам’ятi, отримаємо:

( ∂

∂t
+iLα(1)

)

fα(x1; t) = I
(0)
αE(x1; t)+I

(1)
αE(x1; t)+I

(1)
αMF (x1; t)+I

(1)
αL(x1; t),

(4.4)
де доданки справа є iнтегралами зiткнень, що обумовленi вкладом
вiд певного типу мiжчастинкової взаємодiї. Перший та другий з них
– iнтеграли зiткнення типу Енскога теорiї RET [34] :

I
(0)
αE(x1; t) =

∑

γ

∫

d~v2

∫

dε

∫

b db g(12)gαγ(σαγ |n; t) (4.5)

×
(

fα(~r1, ~v
′
1; t)fγ(~r2, ~v

′
2; t) − f1(~rα, ~v1; t)fγ(~r2, ~v2; t)

)

,

I
(1)
αE(x1; t) =

∑

γ

σ3
αγ

∫

d~̂r12

∫

d~v2Θ
(

~̂r12 · ~g(12)
)(

~̂r12 · ~g(12)
)

(4.6)

·
(

gαγ(~r12|n; t)~r12 · [fα(~r1, ~v′1; t)~▽2fγ(~r2, ~v′2; t)

−fα(~r1, ~v1; t)~▽2fγ(~r2, ~v2; t)] +
1

2

(

~̂r12 · ~▽2gαγ(~r12|n; t)
)

· [fα(~r1, ~v′1; t)fγ(~r2, ~v′2; t) − fα(~r1, ~v1; t)fγ(~r2, ~v2; t)]
)

,



16 Препринт

де b – прицiльний параметр, gαγ2 (σαγ |n; t) – контактне значення пар-
ної квазiрiвноважної функцiї розподiлу, ~̂r12 = ~r12

|~r12|
– одиничний ве-

ктор, ~v′1 = ~v1 + ~̂r12(~̂r12 · ~g(12)), ~v′2 = ~v2 − ~̂r12(~̂r12 · ~g(12)) – значення
швидкостей частинок 1, 2 пiсля зiткнення, тодi як ~v1, ~v2 – значення
їх швидкостей до зiткнення, де ~g(12) = ~v2−~v1 – вiдносна швидкiсть.

Наступний доданок – це вклад теорiї середнього поля KMFT [34]:

I
(1)
αMF (x1; t) =

1

mα

∑

γ

∫ reff

σγ

d~r2
∂

∂~r1
Φsh−att

αγ (~r12) ·
∂

∂~v1
(4.7)

×gαγ(~r12|n, β; t)fα(~r1, ~v1; t)nγ(~r2; t)

+
1

mα

∑

γ

∫ ∞

reff

d~r2
∂

∂~r1
Φl

αγ(~r12) ·
∂

∂~v1
gαγ(~r12|n, β; t)fα(~r1, ~v1; t)nγ(~r2; t)

+
1

mα

∑

γ

∫ reff

σγ

d~R2
∂

∂~r1
Φsh−att

αs (~r1, ~R2, ) ·
∂

∂~v1
×

gαs(~r1, ~R2|n, β; t)fα(~r1, ~v1; t)ns(~R2; t).

Останнiй доданок є iнтегралом зiткнень типу Ландау [34, 36]

I
(1)
αL(x1; t) = (4.8)

∑

γ

∫ reff

σγ

d~r2

∫

d~p2iL
sh−att
αγ (12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLsh−att

αγ (12))τ

×(
∂

∂τ
+ iLsh−att

αγ (12))gαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ),

+
∑

γ

∫ ∞

reff

d~r2

∫

d~p2iL
l
αγ(12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αγ (12)+iLl

αγ(12))τ

×(
∂

∂τ
+ iLl

αγ(12))gαγ(~r1, ~r2|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)fγ(x2; t + τ),

+

∫ reff

σs

d~R2iL
sh−att
αs (12)

∫ 0

−∞

dτe(ε+iL0
αs(12)+iLsh−att

αs (12))τ

×(
∂

∂τ
+ iLsh−att

αs (12))gαs(~r1, ~R2|n, β; t + τ)fα(x1; t + τ)ns(~R2; t + τ).

Шляхом розв’язку [40] кiнетичних рiвнянь Енскога-Власова-Ландау
(4.4) для заряджених твердих сфер можуть бути побудованi рiвня-
ння гiдродинамiки та отриманi аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв
взаємної дифузiї, термодифузiї, в’язкостi та теплопровiдностi через
функцiї розподiлу частинок i їх характер взаємодiї.
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5. Висновки

Кiнетичний пiдхiд застосовано до опису процесiв переносу iонiв у си-
стемi iонний розчин–пористе середовище. Нерiвноважний стан систе-
ми описано за допомогою модифiкованого ланцюжка рiвнянь ББГ-
КI [34–36,38,39] для частинкових нерiвноважних функцiй розподiлу
iонiв та частинок пористої матрицi. Для цього використано пiдхiд
запропонований у роботах [34–36, 38, 39], де модифiкований ланцю-
жок рiвнянь ББГКI будується з врахуванням концепцiї узгоджено-
го опису кiнетики та гiдродинамiки нерiвноважних процесiв систе-
ми взаємодiючих частинок у методi нерiвноважного статистичного
оператора Зубарєва. Отримано узагальнене кiнетичне рiвняння ре-
вiзованої теорiї Енскога-Власова-Ландау для нерiвноважної функцiї
розподiлу iонiв у моделi заряджених твердих сфер з врахуванням
короткодiючих притягальних взаємодiй для системи iонний розчин-
пористе середовище.
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