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Анотацiя. Технiку, розроблену ранiше для побудови рiвняння ста-
ну комiркової моделi плину у високотемпературнiй областi (T > Tc),
узагальнено на випадок T < Tc. Велика статистична сума, термо-
динамiчний потенцiал та рiвняння стану моделi розрахованi в ме-
тодi колективних змiнних з врахуванням негаусового (четвiрного)
розподiлу флуктуацiй параметра порядку. Приведено i аналiтично
розв’язано нелiнiйне рiвняння, яке описує зв’язок мiж густиною та
хiмiчним потенцiалом. Графiки залежностi густини вiд хiмiчного по-
тенцiалу отримано для рiзних значень вiдносної температури.

The equation of state of a cell fluid model in the region below
the critical temperature

I.V. Pylyuk, M.P. Kozlovskii, O.A. Dobush

Abstract. A previously elaborated technique for constructing the equa-
tion of state of a cell fluid model in the high-temperature region (T >
Tc) is generalized to the case of T < Tc. The grand partition functi-
on, thermodynamic potential and equation of state of the model are
calculated within the framework of the collective variables method, taki-
ng into account the non-Gaussian (quartic) distribution of order para-
meter fluctuations. A nonlinear equation which links the density and the
chemical potential is presented and solved analytically. Graphs of the
dependence of the density on the chemical potential are obtained for
various values of the relative temperature.
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1. Вступ

Протягом бiльш як столiття увагу науковцiв привертає поведiнка ба-
гаточастинкових систем в рiдиннiй i газовiй фазах. Задача теорети-
чного опису властивостей плинiв на рiвнi мiкроскопiчних взаємодiй
мiж частинками не втратила актуальностi i донинi [1].

Дослiдження поведiнки плинiв часто проводиться iз застосуван-
ням поняття системи вiдлiку. Роль останньої зазвичай вiдiграє си-
стема твердих кульок (див., наприклад, [2–5]). Новизна пiдходу, роз-
винутого в данiй працi, полягає у використаннi виключно мiкроско-
пiчних характеристик моделi (параметрiв потенцiалу взаємодiї) для
отримання макроскопiчних величин (тиску та iнших термодинамi-
чних величин) без залучення системи твердих кульок. Розглядається
область температур, нижчих вiд критичної температури Tc.

Теоретичний опис простого плину здiйснюється в рамках комiр-
кової моделi. Весь об’єм V системи N взаємодiючих частинок умовно
дiлиться на Nv комiрок об’ємом v = V/Nv кожна, причому v = c3,
де c – лiнiйний розмiр комiрки. Зауважимо, що на вiдмiну вiд моде-
лi граткового газу (де вважається, що комiрка може мiстити або не
мiстити лише одну частинку) в даному пiдходi в комiрцi може пе-
ребувати бiльше однiєї частинки. Замiсть вiдстанi мiж частинками
вводиться вiдстань мiж центрами комiрок. Потенцiал взаємодiї комi-
рок має вигляд потенцiалу Морзе. Параметри потенцiалу взаємодiї,
якi приведенi в [6] i необхiднi для кiлькiсних оцiнок, вiдповiдають да-
ним для натрiю iз працi [7]. Остання присвячена вивченню кривих
рiвноваги пара–рiдина для металiв з використанням Монте-Карло
симуляцiй та потенцiалу Морзе.

Данi дослiдження доповнюють результати працi [6], в якiй розви-
нуто спосiб розрахунку рiвняння стану для випадку T > Tc. Вирази
для згаданих i не приведених тут величин (зокрема, для безрозмiр-
них параметрiв критичної точки) можна знайти в [6].

Стисло опишемо структуру працi. Роздiл 2, який слiдує пiсля
вступу (роздiл 1), мiстить основнi вихiднi спiввiдношення, справе-
дливi для температур, нижчих вiд Tc. Тут приведено вираз для вели-
кої статистичної суми моделi, який необхiдно розрахувати для отри-
мання термодинамiчного потенцiалу, а також формули для величин,
що входять в цей вираз. Схема розрахунку термодинамiчного потен-
цiалу подана у роздiлi 3. Основна iдея такого розрахунку в методi
колективних змiнних полягає в окремому врахуваннi вкладiв вiд ко-
роткохвильових та довгохвильових флуктуацiй параметра порядку.
У цьому ж роздiлi 3 приведено вираз для короткохвильової частини
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термодинамiчного потенцiалу (вклад вiд критичного режиму флу-
ктуацiй). Процедуру розрахунку довгохвильової частини термодина-
мiчного потенцiалу (вклад вiд iнверсного гаусового режиму флукту-
ацiй) розвинуто у роздiлi 4. Використовуючи одержанi результати,
записано повний вираз для термодинамiчного потенцiалу. Викладе-
ний у роздiлi 5 спосiб отримання рiвняння стану комiркової моделi
плину при T < Tc з врахуванням негаусових флуктуацiй – основне
досягнення запропонованого пiдходу. Короткi пiдсумки виконаних
дослiджень мiстяться у роздiлi 6.

2. Основнi спiввiдношення при температурах,

нижчих вiд критичної

Велика статистична сума плину нижче вiд критичної температури
Tc з використанням комiркової моделi в рамках найпростiшого не-
гаусового (четвiрного) розподiлу флуктуацiй може бути записана у
виглядi

Ξ = Gµ (Q(r0))
Nv





n′
p
∏

n=1

Qn



ΞIGR. (2.1)

Порiвнюючи вираз (2.1) iз аналогiчним виразом T > Tc [6], знаходи-
мо їхню подiбнiсть. Вiдмiннiсть полягає в замiнi величини np на n′

p

та множника ΞLGR на ΞIGR. Тут, як i при T > Tc, маємо

Gµ = gW (βW (0))Nv/2eNv(Eµ−a0),

gW =
∏

~k∈B

(2πβW (k))−1/2 ,

Eµ = −βW (0)

2
(M + ã1)2 + Ma34 +

1

2
d(0)a234 −

a4
24

a434,

a34 = −a3/a4,

M = µ/W (0) − ã1, ã1 = a1 + d(0)a34 +
a4
6
a334,

d(0) = (1 − βW (0)ã2)/βW (0), ã2 =
a4
2
a234 − a2, (2.2)

де Nv – загальне число комiрок з об’ємом v = c3 (c – лiнiйний розмiр
елементарної кубiчної комiрки), β = 1/(kTc) – обернена температура,
W (k) – фур’є-образ ефективного потенцiалу взаємодiї, µ – хiмiчний
потенцiал. Потенцiал взаємодiї має вигляд потенцiалу Морзе. Як по-
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казують розрахунки, у випадку Na (натрiю) отримуємо

a0 = −0.3350, a1 = −0.2862, a2 = −0.2073,

a3 = −0.0938, a4 = 0.0376, W (0) = 17.7687. (2.3)

Величина Q(r0) вiдповiдає вкладу до статистичної суми вiд великих
значень хвильового вектора [6], а Qn – парцiальна статистична сума
n-го шару фазового простору колективних змiнних [8]. Добуток в
(2.1) ведеться до величини n′

p, яка визначає точку виходу системи з
критичного режиму флуктуацiй параметра порядку. При T < Tc n′

p

знаходиться згiдно з формулою [9]

n′
p = − ln(h̃2 + h2

cm)

2 lnE1
− 1. (2.4)

Тут
h̃ = M(βW (0))1/2 (2.5)

вiдiграє роль перенормованого зовнiшнього поля i є функцiєю хiмi-
чного потенцiалу. Температурне поле

hcm = τ̃p0

1 (2.6)

характеризується перенормованою вiдносною температурою

τ̃1 = −τ
c11
q
En0

2

та показником

p0 =
lnE1

lnE2
,

де El – власнi значення матрицi лiнiйного перетворення ренормгру-
пи. Величини c11 та q приведенi в [6], а τ = (T − Tc)/Tc. Зауважимо,
що у випадку T > Tc в [6] вводилось температурне поле hc = τ̃p0 , де
τ̃ = τc11/q. Змiнна τ̃ вiдрiзняється вiд τ̃1 вiдсутнiстю множника En0

2 .
Величина n0 = np − n′

p (при h̃ = 0) є рiзницею мiж точками виходу
iз критичного режиму флуктуацiй при T > Tc(np) та T < Tc(n

′
p).

У виразi (2.1) величина

ΞIGR = 2
(Nn′

p+1−1)/2
[Q(Pn′

p
)]
Nn′

p+1Ξn′
p+1 (2.7)

визначає вклад до великої статистичної суми вiд довгохвильових
флуктуацiй параметра порядку. Тут Nn′

p+1 = Nvs
−3(n′

p+1), s – па-
раметр подiлу фазового простору колективних змiнних ρ~k на шари.
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Як i при T > Tc, розрахунки будемо проводити для s = s∗ = 3.5977.
Величина Q(Pn) означена в [6, 10], а Ξn′

p+1 задовольняє вираз

Ξn′
p+1 =

∫

(dρ)
Nn′

p+1 exp

[

a
(n′

p+1)

1

√

Nn′
p+1ρ0 −

−1

2

∑

~k∈Bn′
p+1

gn′
p+1(k)ρ~kρ−~k −

−a
(n′

p+1)

4

4!
N−1

n′
p+1

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B

n′
p+1

ρ~k1
. . . ρ~k4

δ~k1+...+~k4

]

. (2.8)

Для коефiцiєнтiв a
(n)
1 , gn(0) та a

(n)
4 мають мiсце рекурентнi спiввiд-

ношення, явний вигляд яких поданий в [6]. Там же приведена й ве-
личина b, яка входить у рiвнiсть gn′

p+1(k) = gn′
p+1(0)+2bk2 i визначає

квадратичний за хвильовим вектором доданок.
Вiдмiтимо, що вищезгадану величину n0 для тривимiрної iзинго-

подiбної системи можна знайти з порiвняння вiдношення критичних
амплiтуд кореляцiйної довжини при T > Tc i T < Tc iз даними чи-
слового розрахунку [11]. Для s = s∗ отримуємо n0 = 0.50 (див. [12]).

3. Схема розрахунку термодинамiчного потенцiа-

лу моделi в областi температур T < Tc

Як i при T > Tc [6], термодинамiчний потенцiал Ω = −kT ln Ξ об-
числюватимемо, роздiляючи вклади вiд коротко- i довгохвильових
флуктуацiй параметра порядку (Ω(−)

CR i ΩIGR, вiдповiдно). При T <
Tc маємо

Ω = Ωµ + Ωr + Ω
(−)
CR + ΩIGR. (3.1)

Кожний iз доданкiв – вклад певного множника виразу (2.1). Скла-
довi Ωµ i Ωr задовольняють такi ж вирази, що й при T > Tc.

Доданок Ω
(−)
CR iз (3.1) вiдповiдає вкладу до термодинамiчного по-

тенцiалу вiд дiлянки критичного режиму флуктуацiй. Згiдно з (2.1),
для нього знаходимо

Ω
(−)
CR = −kT

n′
p
∑

n=1

Nnfn, (3.2)
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де Nn = Nvs
−3n, а для функцiї fn(xn, yn−1) отримуємо

fn =
1

2
ln yn−1 +

9

4
y−2
n−1 +

x2
n

4
+ lnU(0, xn). (3.3)

Тут U(0, xn) – функцiя параболiчного цилiндра [13]. Вирази для ар-
гументiв xn та yn−1 приведенi в [14]. Зазначимо, що з врахуванням
(2.4) приходимо до рiвностей

s−(n′
p+1) =

(

h̃2 + h2
cm

)
1

d+2

, E
n′
p+1

1 =
(

h̃2 + h2
cm

)−
1
2

,

τ̃E
n′
p+1

2 = −Hcm, Hcm = −τ̃
(

h̃2 + h2
cm

)− 1
2p0

,

E
n′
p+1

3 = H3m, H3m =
(

h̃2 + h2
cm

)
∆

2p0
, (3.4)

де p0 можна представити як p0 = (d+ 2)ν/2 (d = 3 – вимiрнiсть про-
стору, ν = ln s∗/ lnE2 – критичний показник кореляцiйної довжини),
∆ = − lnE3/ lnE2 – показник поправки до скейлiнгу. Значення па-
раметра ренормгрупи s∗ = 3.5977 вiдповiдає випадку, коли величина
xn у фiксованiй точцi обертається в нуль (x∗ = 0) [12]. Для моделi
ρ4 маємо ν = 0.605, p0 = 1.512, ∆ = 0.465. В результатi розрахунку
Ω

(−)
CR (3.2) одержуємо

Ω
(−)
CR = −kTNv

(

γ01 + γ02τ + γ03τ
2
)

+ Ω
(s)′

CR . (3.5)

Формули для коефiцiєнтiв γ0l аналiтичної частини цього виразу спiв-
падають iз вiдповiдними величинами при T > Tc (див. [6]). Сингу-
лярна частина має вигляд

Ω
(s)′

CR = kTNvγ̄
(−)s−3(n′

p+1). (3.6)

Тут коефiцiєнт
γ̄(−) = γ̄1 − γ̄2Hcm + γ̄3H

2
cm (3.7)

є функцiєю Hcm. Постiйнi величини γ̄l приведенi в [6, 12].
Доданок ΩIGR iз (3.1) задається формулою

ΩIGR = −kT ln ΞIGR, (3.8)

де вираз для ΞIGR приведений в (2.7). Зауважимо, що Ξn′
p+1 iз (2.8)

можна записати у виглядi добутку парцiальних статистичних сум
окремих шарiв побiдно до того, як це зроблено для вкладу вiд дi-
лянки критичного режиму флуктуацiй. Тодi для вкладу до термо-
динамiчного потенцiалу вiд iнверсного гаусового режиму (подiбно
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до вкладу до термодинамiчного потенцiалу вiд граничного гаусового
режиму при T > Tc) маємо

ΩIGR = Ω
(−)
TR + Ω′′. (3.9)

Тут
Ω

(−)
TR = −kTNvfn′

p+1s
−3(n′

p+1). (3.10)

Коефiцiєнт fn′
p+1 вiдповiдає fn iз (3.3) при n = n′

p+1. Вiн є функцiєю
xn′

p+1 та величини yn′
p
, яка в свою чергу виражається через xn′

p
.

Вираз
xn′

p+m = −x̄Em−1
2 Hcm(1 − ΦqE

m−1
2 Hcm)−1/2 (3.11)

можна знайти на основi розв’язкiв рекурентних спiввiдношень з вра-
хуванням (3.4). Позначення для x̄ та Φq такi ж, як i у випадку T > Tc

(див. [6]). Зазначимо, що при розрахунку (3.11) доданками, пропор-
цiйними до H3mEm−1

3 , знехтувано, оскiльки поблизу точки фазового
переходу величина H3m iз (3.4) є малою, а E3 < 1.

При розрахунку Ω
(−)
TR (3.10) ми видiляли перехiдну область вiд не-

гаусових до гаусових флуктуацiй параметра порядку, яка вiдповiдає
одному шару фазового простору колективних змiнних. Як випливає
iз результатiв [10], видiлення дiлянки перехiдної областi при T < Tc є
необов’язковим. Вводячи цю область для температур T < Tc, ми слi-
дували викладенiй в [6] схемi розрахунку термодинамiчного потен-
цiалу при T > Tc. Це нi в якiй мiрi не знижує загальностi розгляду,
однак, дозволяє унiфiкувати схему розрахунку.

4. Формування iнверсного гаусового розподiлу

флуктуацiй

Тепер можна розрахувати вклад до термодинамiчного потенцiалу
Ω′′ = −kT ln Ξ′′ iз (3.9). Для цього потрiбно обчислити вiдповiдну
йому складову великої статистичної суми

Ξ′′ = 2
(Nn′

p+2−1)/2
[Q(Pn′

p+1)]
Nn′

p+2Ξn′
p+2, (4.1)

де

Ξn′
p+2 =

∫

(dρ)
Nn′

p+2 exp

[

h̃
√

Nvρ0 −
1

2

∑

~k∈Bn′
p+2

gnp+2(k)ρ~kρ−~k −

−a
(n′

p+2)

4

4!
N−1

n′
p+2

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B

n′
p+2

ρ~k1
. . . ρ~k4

δ~k1+...+~k4

]

. (4.2)

ICMP–19–01U 7

Для коефiцiєнтiв gn′
p+2(k) та a

(n′
p+2)

4 отримуємо

gn′
p+2(k) = gn′

p+2(0) + 2bk2,

gn′
p+2(0) = s−2(n′

p+2)rn′
p+2,

a
(n′

p+2)

4 = s−4(n′
p+2)un′

p+2, (4.3)

а rn′
p+2 та un′

p+2 визначаються спiввiдношеннями

rn′
p+2 = q(−1 − E2Hcm),

un′
p+2 = u∗(1 − ΦqE2Hcm). (4.4)

Тут u∗ = [q(1 − s−2)
√

3U(x∗)[1 + 3/(2y∗)2]]2 – величина un = s4na
(n)
4

у фiксованiй точцi (див. [6]).
Коефiцiєнт un′

p+2 залишається додатнiм для довiльних значень
температури та хiмiчного потенцiалу, завдяки чому iнтеграл в (4.2)
залишається скiнченним. Поведiнку коефiцiєнта rn′

p+2, як i анало-
гiчної величини rnp+2 при T > Tc, в залежностi вiд змiни τ та M
демонструє рис. 1. Як бачимо iз рис. 1b, коефiцiєнт rnp+2 з ростом
величини хiмiчного потенцiалу |M | зменшується i при малих значе-
ннях вiдносної температури τ стає вiд’ємним. Коефiцiєнт rn′

p+2 для
всiх температур T < Tc приймає вiд’ємнi значення (див. рис. 1a).
Внаслiдок цього використання гаусового наближення при розрахун-
ку (4.2) не має сенсу. Ситуацiю можна змiнити виконанням у виразi
(4.2) замiни змiнних

ρ~k = η~k +
√

Nvσ−δ~k, (4.5)

де σ− – деяка постiйна величина. В результатi замiни (4.5) вираз (4.2)
матиме вигляд

Ξn′
p+2 = eNvE0(σ−)

∫

(dη)
Nn′

p+2 exp

[

A′
0

√

Nvη0 −

−1

2

∑

~k∈Bn′
p+2

ḡ′(k)η~kη−~k − b̄′

6
N

−1/2
n′
p+2

∑

~k1,...,~k3
~ki∈B

n′
p+2

η~k1
. . . η~k3

δ~k1+...+~k3
−

− ā′4
24

N−1
n′
p+2

∑

~k1,...,~k4
~ki∈B

n′
p+2

η~k1
. . . η~k4

δ~k1+...+~k4

]

. (4.6)
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a

b

Рис. 1. Залежнiсть величини rn′
p+2 у випадку T < Tc (рисунок a)

та аналогiчної величини rnp+2 при T > Tc (рисунок b) вiд хiмiчного
потенцiалу M для рiзних значень вiдносної температури τ .
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Тут

E0(σ−) = h̃σ− −
rn′

p+2

2
s−2(n′

p+2)σ2
− −

un′
p+2

24
s−(n′

p+2)σ4
−, (4.7)

а для коефiцiєнтiв A′
0, ḡ′(k), b̄′ та ā′4 одержуємо такi вирази:

A′
0 = h̃− rn′

p+2s
−2(n′

p+2)σ− −
un′

p+2

6
s−(n′

p+2)σ3
−,

ḡ′(k) = ḡ′(0) + 2bk2,

ḡ′(0) = rn′
p+2s

−2(n′
p+2) +

un′
p+2

2
s−(n′

p+2)σ2
−,

b̄′ = un′
p+2s

−5(n′
p+2)/2σ−, ā′4 = un′

p+2s
−4(n′

p+2). (4.8)

Для знаходження величини змiщення σ−, подiбно до випадку T > Tc,
використаємо умову

∂E0(σ−)

∂σ−

= 0. (4.9)

З врахуванням (4.7) та виразу для A′
0 iз (4.8), отримуємо рiвняння

A′
0 = 0. (4.10)

Його розв’язок будемо шукати у виглядi

σ− = σ′
0s

−(n′
p+2)/2. (4.11)

Для величини σ′
0 матимемо кубiчне рiвняння

(σ′
0)3 + p′σ′

0 + q′ = 0 (4.12)

з коефiцiєнтами

p′ = 6
rn′

p+2

un′
p+2

, q′ = −6
s5/2

un′
p+2

h̃

(h̃2 + h2
cm)1/2

.

В загальному випадку величини p′ та q′ є функцiями температури
та хiмiчного потенцiалу. Вигляд розв’язкiв (4.12) залежить вiд знаку
дискримiнанта

Q = (p′/3)3 + (q′/2)2. (4.13)

Розрахуємо значення хiмiчного потенцiалу Mq, при якому виконує-
ться рiвнiсть Q = 0. Iз спiввiдношення

Mq =

[

−
8r3n′

p+2(1 + α2
mq)

9un′
p+2s5βW (0)

]1/2

hcm, (4.14)
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отриманого з умови Q = 0, шляхом пiдстановки в нього величини
αmq = Mq(βW (0))1/2/hcm знаходимо

Mq =









−
8r3n′

p+2

9un′
p+2s5βW (0)

(

1 +
8r3

n′
p+2

9un′
p+2s

5

)









1/2

hcm.

Для Q > 0 дiйсний розв’язок σ′
0 рiвняння (4.12) згiдно з формулою

Кардано приймає вигляд

σ′
0b = A+B, A = (−q′/2+Q1/2)1/3, B = (−q′/2−Q1/2)1/3. (4.15)

Для Q < 0 маємо три дiйснi розв’язки (величина σ′
0 приймає три

можливi дiйснi значення)

σ′
01 = 2(−p′/3)1/2 cos(αr/3),

σ′
02,03 = −2(−p′/3)1/2 cos(αr/3 ± π/3), (4.16)

де αr визначається iз спiввiдношення

cosαr = − q′

2(−p′/3)3/2
. (4.17)

Графiк залежностi коренiв кубiчного рiвняння (4.12) вiд хiмiчного
потенцiалу M при T < Tc приведений на рис. 2.

Як показують розрахунки, коефiцiєнт квадратичного доданку в
експонентi виразу (4.6) порiвняно з коефiцiєнтами iнших доданкiв
приймає велике значення. Видiлимо в (4.6) доданки з k = 0 i викона-
ємо iнтегрування за змiнними η~k iз k 6= 0 з використанням базисно-
го гаусового розподiлу флуктуацiй. В нульовому наближеннi будемо
мати

Ξn′
p+2 = eNvE0(σ−)

∏

k 6=0
~k∈B

n′
p+2

(

π/ḡ′(k)
)1/2

Ξ
(0)
n′
p+2. (4.18)

Тут

Ξ
(0)
n′
p+2 =

∫ +∞

−∞

dη0 exp

[

A′
0

√

Nvη0 −
1

2
ḡ′(0)η20 −

b̄′

6
N

−1/2
n′
p+2η

3
0−

− ā′4
24

N−1
n′
p+2η

4
0

]

. (4.19)
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Рис. 2. Розв’язки кубiчного рiвняння (4.12) як функцiї хiмiчного по-
тенцiалу M при τ = −0.005. Кривi 1, 2, 3 та 4 вiдповiдають випадкам
σ′
0 = σ′

01, σ
′
0 = σ′

02, σ
′
0 = σ′

03 та σ′
0 = σ′

0b, вiдповiдно.

Лiквiдовуючи кубiчний член в експонентi виразу для Ξ
(0)
n′
p+2 замiною

змiнної
η0 = ρ0 −

√

Nvσ− (4.20)

i використовуючи метод перевалу при iнтегруваннi за змiнною ρ0,
для вкладу до термодинамiчного потенцiалу вiд (4.18) одержуємо

Ωn′
p+2 = −kTNvE0(σ−) − 1

2
kTNn′

p+2 lnπ +
1

2
kT

∑

k 6=0
~k∈B

n′
p+2

ln ḡ′(k).

(4.21)
Тут

E0(σ−) = e
(−)
0 h̃s−(n′

p+1)/2 − e
(−)
2 s−3(n′

p+1), (4.22)

а коефiцiєнти e
(−)
0 та e

(−)
2 задовольняють спiввiдношення

e
(−)
0 = σ′

0s
−1/2, e

(−)
2 =

(σ′
0)2

2
s−3

[

rn′
p+2 +

un′
p+2

12
(σ′

0)2
]

. (4.23)

Зауважимо, що замiна змiнної (4.20) та пiдстановка ρ0 =
√
Nvρ в

(4.19) приводять до появи рiзкого максимуму пiдiнтегрального ви-
разу в точцi ρ̄. Умова екстремуму пiдiнтегрального виразу, з якої
визначається ρ̄, та представлення ρ̄ = ρ̄′′s−(n′

p+2)/2 ведуть до такого
ж кубiчного рiвняння для ρ̄′′ (з такими ж коефiцiєнтами), що й для
σ′
0 (4.12). Величини ρ̄′′ i σ′

0, а також ρ̄ i σ− (4.11) приймають однаковi
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значення. Це дає змогу подати пiдiнтегральний вираз E0(ρ̄) в точцi
ρ̄ як E0(σ−) (див. (4.22)) з коефiцiєнтами (4.23), де величину ρ̄′′ замi-
нено на σ′

0. Замiнюючи пiдсумовування за ~k ∈ Bn′
p+2 iнтегруванням,

для останнього доданка виразу (4.21) знаходимо

1

2

∑

~k∈Bn′
p+2

ln ḡ′(k) = kTNn′
p+2

{

1

2
ln(1 + a2I) − (n′

p + 2) ln s+

+
1

2
ln r′R − 1

3
+

1

a2I
− 1

a3I
arctg aI

}

,

aI =
π

c

(

2b

r′R

)1/2

, r′R = rn′
p+2 +

un′
p+2

2
(σ′

0)2. (4.24)

Тепер, скориставшись (4.21), запишемо вклад до термодинамiчно-
го потенцiалу вiд (4.1) як суму двох доданкiв

Ω′′ = Ω
(−)
0 + Ω′

I . (4.25)

Складова
Ω

(−)
0 = −kTNvE0(σ−) (4.26)

пов’язана зi змiщенням змiнної ρ0, яке визначається величиною, що
є розв’язком кубiчного рiвняння. Для iншої складової Ω′

I отримуємо

Ω′
I = −kTNn′

p+2fI , (4.27)

де

fI =

(

−1

2
ln 3 + 2 ln s +

1

2
lnun′

p+1 − ln r′R − lnU(xn′
p+1) −

−3

4
y−2
n′
p+1 − f ′′

I

)

/2. (4.28)

Величина r′R означена в (4.24). Для решти величин iз (4.28) маємо

un′
p+1 = u∗(1 − ΦqHcm),

xn′
p+1 = −x̄Hcm(1 − ΦqHcm)−1/2,

yn′
p+1 = s3/2U(xn′

p+1)
(

3/ϕ(xn′
p+1)

)1/2

,

f ′′
I = ln(1 + a2I) − 2

3
+

2

a2I
− 2

a3I
arctg aI . (4.29)
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Приймаючи до уваги Ω
(−)
TR (3.10) та Ω′′ (4.25), можна знайти вклад

до термодинамiчного потенцiалу ΩIGR (3.9).
Пiдсумуємо одержанi вище вклади до термодинамiчного потенцi-

алу поблизу критичної точки при T < Tc. Вiдповiдно до (3.1) термо-
динамiчний потенцiал комiркової моделi плину зображається у ви-
глядi суми декiлькох доданкiв. Видiляючи аналiтичну та неаналiти-
чну частини термодинамiчного потенцiалу, отримуємо еквiвалентний
до (3.1) повний вираз

Ω = Ωa + Ω(−)
s + Ω

(−)
0 . (4.30)

Аналiтичний вклад має вигляд

Ωa = −kTNv

(

γ01 − γ02|τ | + γ03|τ |2
)

+ Ω01, (4.31)

де для γ01, γ02, γ03 та Ω01 справедливi тi ж формули, що й при T > Tc

(див. [6]). Неаналiтичний вклад задовольняє спiввiдношення

Ω(−)
s = −kTNvγ

(−)
s

(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

. (4.32)

Тут
γ(−)
s = fn′

p+1 − γ̄(−) + fI/s
3. (4.33)

Доданок

Ω
(−)
0 = −kTNv

[

e
(−)
0 h̃(h̃2 + h2

cm)
d−2

2(d+2)−

−e
(−)
2 (h̃2 + h2

cm)
d

d+2

]

, (4.34)

який, як i випадку T > Tc, пов’язаний зi змiщенням змiнної ρ0, ха-
рактеризується коефiцiєнтами e

(−)
0 та e

(−)
2 , приведеними в (4.23).

Порiвнюючи температурнi областi вище [6] i нижче (данi роз-
рахунки) вiд Tc, слiд вiдмiтити, що вирази для термодинамiчного
потенцiалу є функцiонально подiбними мiж собою. Основна вiдмiн-
нiсть полягає в тому, що для T < Tc значення точки виходу системи
з критичного режиму флуктуацiй є дещо меншим, нiж аналогiчна
величина для випадку T > Tc. З цiєї причини маємо рiзний мас-
штаб вимiру температури для кожного з дiапазонiв температур. То-
му, використовуючи отриманi результати, можна записати загальну
формулу для термодинамiчного потенцiалу

Ω = Ωa + Ωs + Ω0, (4.35)
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де аналiтична частина Ωa є спiльною для обох дiапазонiв температур,
а вклади Ωs та Ω0 задаються виразами

Ωs =

{

Ω
(−)
s , при T < Tc

Ω
(+)
s , при T ≥ Tc

(4.36)

та

Ω0 =

{

Ω
(−)
0 , при T < Tc

Ω
(+)
0 , при T ≥ Tc,

(4.37)

вiдповiдно. Таким чином, маємо функцiональний запис виразу для
термодинамiчного потенцiалу, що залежить як вiд температури, так
i хiмiчного потенцiалу, i справедливий по обидвi сторони критичної
температури.

5. Рiвняння стану моделi при T < Tc з врахуван-

ням флуктуацiй параметра порядку

Будемо використовувати спiввiдношення

N̄ =
∂ ln Ξ

∂βµ
, (5.1)

яке дає змогу виразити хiмiчний потенцiал через середнє число ча-
стинок N̄ або через середню густину

n̄ =
N̄

Nv
=

(

N̄

V

)

v. (5.2)

Тут v – об’єм елементарної комiрки.
На основi (5.1) та (5.2) з врахуванням (4.30) для T < Tc одержу-

ємо
n̄ = n̄a + n(−)

s + n
(−)
0 , (5.3)

де

n̄a =
∂Eµ

∂βµ
,

n(−)
s =

∂

∂βµ

[

γ(−)
s

(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

]

,

n
(−)
0 =

∂

∂βµ

[

e
(−)
0 h̃

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)− e
(−)
2

(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

]

.(5.4)
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Перший доданок iз (5.3)

n̄a = −M − ã1 +
a34

βW (0)
(5.5)

вiдповiдає аналiтичнiй частинi.
Другий доданок iз (5.3) зображається у виглядi

n(−)
s =

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)

[

(

h̃2 + h2
cm

)1/2 ∂γ
(−)
s

∂βµ
+

2d

d + 2
γ(−)
s ×

× 1

(βW (0))1/2
h̃

(

h̃2 + h2
cm

)1/2

]

. (5.6)

Похiдна вiд величини γ
(−)
s (4.33) розраховується для кожного iз чле-

нiв, явнi вирази яких вiдомi.
При розрахунку n

(−)
0 (див. (5.4)) похiднi вiд σ′

0 за βµ приводять

до виразу, тотожного з умовою (4.10). Тому при обчисленнi n(−)
0 ве-

личину σ′
0 вважаємо незалежною вiд хiмiчного потенцiалу. Маємо

n
(−)
0 =

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)

[

e
(−)
0

1

(βW (0))1/2

(

1 +
d− 2

d + 2

h̃2

h̃2 + h2
cm

)

−

− 2d

d + 2
e
(−)
2

1

(βW (0))1/2
h̃

(h̃2 + h2
cm)1/2

−

−
(

h̃2 + h2
cm

)1/2 ∂e
(−)
2

∂βµ

]

. (5.7)

Використовуючи (5.3), знаходимо сумарний вклад до середньої
густини

n̄ = −M − ã1 +
1

βW (0)
a34 + σ

(−)
00

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)

. (5.8)

Для коефiцiєнта σ
(−)
00 маємо

σ
(−)
00 = e

(−)
0

1

(βW (0))1/2

(

1 +
d− 2

d + 2

h̃2

h̃2 + h2
cm

)

+

+e
(−)
00

h̃

(h̃2 + h2
cm)1/2

+ e
(−)
02 . (5.9)
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Тут величина e
(−)
0 означена в (4.23), а для e

(−)
00 та e

(−)
02 знаходимо

вирази

e
(−)
00 =

2d

d + 2

1

(βW (0))1/2

(

γ(−)
s − e

(−)
2

)

,

e
(−)
02 =

(

∂γ
(−)
s

∂βµ
− ∂e

(−)
2

∂βµ

)

(

h̃2 + h2
cm

)1/2

. (5.10)

Першi два доданки правої частини рiвностi (5.9) залежать лише вiд

змiнної αm = h̃/hcm. Для того, щоб величина σ
(−)
00 була функцiєю

лише αm, необхiдно, щоб такою функцiєю був доданок e
(−)
02 . Шляхом

прямого розрахунку похiдних вiд величин γ
(−)
s та e

(−)
2 в цьому можна

переконатися.
Для похiдної вiд e

(−)
2 за βµ отримаємо

∂e
(−)
2

∂βµ
= − 1

(βW (0))1/2
q′s(σ

′
0)2
[

1 +
ql
12

(σ′
0)2
]

(h̃2 + h2
cm)−1/2, (5.11)

де

q′s = − E2

2p0
qs−3Hcm

αm

(1 + α2
m)1/2

,

ql = Φqu
∗q−1. (5.12)

Тут враховано, що

∂rn′
p+2

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
qE2Hcmd

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

,

∂un′
p+2

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
u∗ΦqE2Hcmd

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

,

∂Hcm

∂βµ
=

∂Hcm

∂h̃

∂h̃

∂βµ
= − 1

(βW (0))1/2
Hcmd

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

,

Hcmd =
Hcm

p0

αm

(1 + α2
m)1/2

. (5.13)

Явний вираз для похiдної

∂γ
(−)
s

∂βµ
=

∂fn′
p+1

∂βµ
− ∂γ̄(−)

∂βµ
+ s−3 ∂fI

∂βµ
(5.14)

є сумою похiдних вiд величин γ̄(−), fn′
p+1 та fI/s

3, що описують вiд-
повiдно вклади вiд областi критичного режиму флуктуацiй параме-
тра порядку, перехiдної областi та вiд областi iнверсного гаусового
режиму.
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Перейдемо до розрахунку похiдної вiд величини fn′
p+1 (див. (3.3)

при n = n′
p+1) за хiмiчним потенцiалом. Враховуючи спiввiдношення

∂yn′
p+m

∂βµ
= yn′

p+mr′p+m

∂xn′
p+m

∂βµ
,

∂xn′
p+m

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
g′p+m

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

,

U ′(0, xn′
p+m)=−

xn′
p+m

2
U(0, xn′

p+m) − 1

2
U(1, x′

np+m), (5.15)

де

r′p+m =
U ′(xn′

p+m)

U(xn′
p+m)

− 1

2

ϕ′(xn′
p+m)

ϕ(xn′
p+m)

,

g′p+m = x̄HcmdE
m−1
2

(

1 − ΦqHcmEm−1
2

)−1/2 ×

×
[

1 +
Φq

2
HcmEm−1

2

(

1 − ΦqHcmEm−1
2

)−1
]

,

U ′(xn′
p+m) =

1

2
U2(xn′

p+m) + xn′
p+mU(xn′

p+m) − 1,

ϕ′(xn′
p+m) = 6U ′(xn′

p+m)U(xn′
p+m) + 2U(xn′

p+m) +

+2xn′
p+mU ′(xn′

p+m), (5.16)

знаходимо

∂fn′
p+1

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
f ′
p

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

. (5.17)

Тут

f ′
p =

1

2
r′pg

′
p

(

1 − 9/y2n′
p

)

− 1

2
g′p+1U(xn′

p+1). (5.18)

Похiдна вiд величини γ̄(−) (див. (3.7)) за хiмiчним потенцiалом за-
писується у виглядi

∂γ(−)

∂βµ
= − 1

(βW (0))1/2
γ′
p

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

, (5.19)

де
γ′
p = Hcmd (−γ̄2 + 2γ̄3Hcm) . (5.20)

Розрахунок похiдної вiд fI (див. (4.28)) за βµ будемо здiйснювати,
приймаючи до уваги, що величина σ′

0 є функцiєю хiмiчного потенцi-
алу. Рiвнiсть (4.10) дає змогу отримати спiввiдношення

∂σ′
0

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
g′σ

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

, (5.21)
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з врахуванням якого знаходимо вираз для похiдної

∂r′R
∂βµ

=
1

(βW (0))1/2
g′R

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

. (5.22)

Тут

g′σ =
s5/2

r′R

1

1 + α2
m

− σ′
0

r′R
HcmdqE2

(

1 +
ql
6

(σ′
0)2
)

,

g′R = qE2Hcmd

(

1 +
ql
2

(σ′
0)2
)

+ un′
p+2g

′
σσ

′
0. (5.23)

Iнша одержана формула

∂aI
∂βµ

=
1

(βW (0))1/2
gaI

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

, (5.24)

де

gaI = −aIg
′
R

2r′R
, (5.25)

дозволяє розрахувати похiдну вiд величини f ′′
I (див. (4.29)), що вхо-

дить до складу fI (4.28). Маємо

∂f ′′
I

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
gaIaIg

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

. (5.26)

Тут

aIg =
2aI

1 + a2I
− 4

a3I
+

6

a4I
arctg aI −

2

a3I

1

1 + a2I
. (5.27)

Використовуючи (5.22) та (5.26), приходимо до виразу

∂fI
∂βµ

=
1

(βW (0))1/2
fIv

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

, (5.28)

де

fIv =
1

4

u∗Φq

un′
p+1

Hcmd −
1

2

(

g′R
r′R

+ gaIaIg

)

+

+g′p+1

(

3

4

r′p+1

y2n′
p+1

− 1

2

U ′(xn′
p+1)

U(xn′
p+1)

)

. (5.29)

Похiдна ∂γ
(−)
s /∂βµ (5.14) пiсля пiдсумовування вкладiв (5.17),

(5.19) та (5.28) може бути представлена як

∂γ
(−)
s

∂βµ
=

1

(βW (0))1/2
fδ1

(

h̃2 + h2
cm

)−1/2

. (5.30)
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Тут
fδ1 = f ′

p + γ′
p + fIv/s

3. (5.31)

Величини f ′
p, γ

′
p та fIv залежать лише вiд параметра αm.

Одержанi вище вирази (5.10), (5.11) та (5.30) дають змогу подати

коефiцiєнт σ
(−)
00 (5.9) у явному виглядi. Можемо записати

σ
(−)
00 = e

(−)
0

1

(βW (0))1/2

(

1 +
d− 2

d + 2

α2
m

1 + α2
m

)

+

+e
(−)
00

αm

(1 + α2
m)1/2

+ e
(−)
02 , (5.32)

де

e
(−)
02 =

1

(βW (0))1/2
[

fδ1 + q′s(σ
′
0)2
(

1 + ql(σ
′
0)2/12

)]

. (5.33)

Таким чином, величина σ
(−)
00 є функцiєю

αm =
h̃

hcm
= (βW (0))1/2

(

q

c11
E−n0

2

)p0

α0.

Множник

α0 =
M

|τ |p0
=

µ/W (0) − ã1
|τ |p0

включає в себе вихiднi µ та τ . На основi формули для σ
(−)
00 (5.32) та

вiдповiдного виразу для σ
(+)
00 при T > Tc (див. [6]) можна описати

поведiнку величини σ00 як функцiї вiдносної температури τ для обох
дiапазонiв температур T < Tc та T > Tc при фiксованому значеннi
хiмiчного потенцiалу M .

Приймаючи до уваги спiввiдношення для ã1, d(0) та ã2 (див.
(2.2)), перепишемо рiвняння (5.8) в такому виглядi:

n̄ = ng −M + σ
(−)
00

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)

. (5.34)

Тут

ng = −a1 − a2a34 +
a4
3
a334. (5.35)

Коефiцiєнт σ
(−)
00 приведений в (5.32). Величина h̃ як функцiя M озна-

чена в (2.5).
Нелiнiйне рiвняння (5.34) описує зв’язок мiж густиною n̄ та хi-

мiчним потенцiалом M , заданим в (2.2). Його можна представити у
виглядi

n̄− ng + M =

(

Mb
(−)
1

b
(−)
2

)1/5

σ
(−)
00 (5.36)
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або
b
(−)
3 M1/5 = n̄− ng + M, (5.37)

де

b
(−)
1 = (βW (0))1/2 , b

(−)
2 =

αm

(1 + α2
m)1/2

,

b
(−)
3 =

(

b
(−)
1

b
(−)
2

)1/5

σ
(−)
00 . (5.38)

Використовуючи (5.37), можемо виразити хiмiчний потенцiал M
через середню густину n̄. Вважаючи, що M ≪ 1 i нехтуючи останнiм
членом в (5.37), одержуємо наближену формулу

M =

(

n̄− ng

σ
(−)
00

)5
b
(−)
2

(βW (0))1/2
(5.39)

або (враховуючи в (5.39) вирази для b
(−)
2 та αm)

M =
hcm

(βW (0))1/2





(

n̄− ng

σ
(−)
00

)10
1

h2
cm

− 1





1/2

.

Рiвняння (5.37) дає змогу прослiдкувати еволюцiю середньої густини

n̄ ≈ ng+b
(−)
3 M1/5 iз змiною M для рiзних вiд’ємних значень вiдносної

температури τ (див. рис. 3 та рис. 4).
Приймаючи до уваги спiввiдношення pV = kT ln Ξ, а також (4.30)

та V = Nvv, отримуємо таке рiвняння стану при T < Tc:

Pv

kT
= P (−)

a (T ) + Eµ +
(

γ(−)
s − e

(−)
2

)(

h̃2 + h2
cm

)
d

d+2

+

+e
(−)
0 h̃

(

h̃2 + h2
cm

)
d−2

2(d+2)

,

P (−)
a (T ) = γa + γ01 − γ02|τ | + γ03|τ |2,

γa = f ′
W − a0 +

1

4
ln

(

3

u0

)

+
x2

4
+ lnU(0, x),

f ′
W=−1

2
ln
[

1 − (a′)2
]

+
1

3
+

1

(a′)2
− 1

2(a′)3
ln

∣

∣

∣

∣

1 + a′

1 − a′

∣

∣

∣

∣

. (5.40)

Тут a′ = π(2b)1/2/c. Величина M , яка входить у вираз для Eµ iз (2.2),
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Рис. 3. Густина n̄ при вiд’ємних значеннях хiмiчного потенцiалу M
для рiзних τ .

Рис. 4. Густина n̄ при додатнiх значеннях хiмiчного потенцiалу M
для рiзних τ .
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приведена в (5.39). Для h̃ iз врахуванням (5.39) знаходимо

h̃ =

(

n̄− ng

σ
(−)
00

)5

b
(−)
2 , (5.41)

а величина hcm означена в (2.6). Визначаючи суму h̃2 + h2
cm iз (5.34)

та пiдставляючи її у рiвняння iз (5.40), будемо мати

Pv

kT
= P (−)

a (T ) + Eµ +

(

n̄− ng

σ
(−)
00

)6 [

e
(−)
0

αm

(1 + α2
m)1/2

+

+γ(−)
s − e

(−)
2

]

. (5.42)

Вираз для P
(−)
a (T ) приведений в (5.40).

6. Висновки

В низькотемпературнiй областi (T < Tc) з врахуванням флуктуацiй
параметра порядку розвинуто методику отримання рiвняння стану
комiркової моделi плину. Як i в [6], математичний опис здiйснено в
методi колективних змiнних з використанням потенцiалу Морзе. Роз-
рахунки великої статистичної суми i термодинамiчного потенцiалу
моделi виконано в рамках четвiрного розподiлу флуктуацiй (моделi
ρ4). Повний вираз для термодинамiчного потенцiалу одержано згi-
дно з розробленою при T < Tc технiкою шляхом сумування вкладiв
вiд усiх режимiв флуктуацiй.

З використанням отриманого нелiнiйного рiвняння прослiдковано
поведiнку густини iз змiною хiмiчного потенцiалу для рiзних вiд’єм-
них значень вiдносної температури.

Дана стаття логiчно доповнює попереднi дослiдження при T >
Tc [6]. В результатi такого доповнення створюється цiлiсна картина
опису поведiнки плину в околi критичної точки в рамках комiркової
моделi (охоплено як випадок T > Tc, так i T < Tc). При порiвняннi
температурних областей вище [6] i нижче (данi розрахунки) вiд Tc ба-
чимо, що вирази для термодинамiчного потенцiалу є функцiонально
подiбними мiж собою. Певна вiдмiннiсть стосується значення точки
виходу системи з критичного режиму флуктуацiй, яке для T < Tc є
дещо меншим, нiж аналогiчна величина для випадку T > Tc. Внаслi-
док цього маємо рiзний масштаб вимiру температури для кожного з
дiапазонiв температур.
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Розвинутий пiдхiд може бути застосований до опису фазового пе-
реходу в простих рiдких лужних металах. Виконанi дослiдження по-
глиблюють знання про критичнi властивостi плинiв та служать пев-
ним методологiчним внеском у теоретичний опис критичних явищ.
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