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Анотацiя. Розглядається механiка точкових частинок у просторi-
часi де Сiттера. В конформно-пласкiй параметризацiї цього простору-
часу побудовано реалiзацiю групи його симетрiї, дiю точкової ча-
стинки, її лаґранжiв та гамiльтонiв опис. В рамках формалiзму iн-
теґралiв дiї типу Фоккера будується класична механiка системи вза-
ємодiючих частинок у просторi-часi де Сiттера. Отримано загальний
вигляд де Сiттер-iнварiантного iнтеґралу Фоккера. Показано, що вi-
домi в лiтературi приклади скалярної та електромагнетної взаємодiй
узгоджуються з отриманими результатами. Запропоновано рiвняння
руху точкового заряду в зовнiшньому електромагнiтному полi з вра-
хуванням реакцiї випромiнювання.

Radiation reaction of a point charge and action-at-a-distance
in de Sitter space

A.A. Duviryak, Yu.H. Yaremko

Abstract. A pointlike particle mechanics in the de Sitter space-time is
considered. In terms of conformally flat parametrization of this space-
time it is constructed the realization of a group of its symmetry O(1,4),
the point-like particle action, its Lagrangian and Hamiltonian descripti-
on. Within the formalism of Fokker action integrals the classical mechani-
cs of interacting particles in the de Sitter space-time is constructed.
A general form of de Sitter-invariant Fokker action integral is deri-
ved. It is shown that the known in the literature examples of scalar
and electromagnetic interactions agree with the results obtained here.
Equation of motion of a point charge in an external electromagnetic
field where the radiation reaction is taken into account is proposed.

Подається в Physica A

Submitted to Physica A

c© Iнститут фiзики конденсованих систем 2018
Institute for Condensed Matter Physics 2018



Препринти Iнституту фiзики конденсованих систем НАН України
розповсюджуються серед наукових та iнформацiйних установ. Вони
також доступнi по електроннiй комп’ютернiй мережi на WWW-сер-
верi iнституту за адресою http://www.icmp.lviv.ua/

The preprints of the Institute for Condensed Matter Physics of the Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine are distributed to scientific and
informational institutions. They also are available by computer network
from Institute’s WWW server (http://www.icmp.lviv.ua/)

Аскольд Андрiйович Дувiряк
Юрiй Григорович Яремко

Радiацiйне гальмування точкового заряду в просторi де

Сiттера

Роботу отримано 13 грудня 2018 р.

Затверджено до друку Вченою радою IФКС НАН України

Рекомендовано до друку вiддiлом комп’ютерного моделювання
багаточастинкових систем

Виготовлено при IФКС НАН України
c© Усi права застереженi

ICMP–18–06U 1

1. Вступ

Iнтерес до руху класичного електричного заряду у сильних електро-
магнiтних полях стимулюється дослiдженнями космiчних променiв,
випромiнювання пульсарiв, джетiв зарядженої матерiї, що генерую-
ться у рiзноманiтних астрофiзичних процесах. Рухаючись iз приско-
ренням, заряджена частинка генерує електромагнетне поле яке подi-
ляється на двi частини: причастинкову та радiацiйну. Причастинкова
частина поля, невiддiльна вiд зарядженої сингулярностi, модифiкує
iнерцiйнi властивостi заряду. Далекосяжна радiацiйна частина по-
водиться як випромiнювання що покидає заряд, забираючи у нього
енергiю, iмпульс та момент iмпульсу. Внаслiдок радiацiйного галь-
мування заряджена частинка вiдхиляється вiд геодезичної [1–3].

Рух безструктурного точкового заряду e з масою m пiд дiєю зов-
нiшнього електромагнiтного поля з врахуванням радiацiйного галь-
мування у плоскому просторi Мiнковського описується рiвнянням
Лоренца-Абрагама-Дiрака [4]:

aµ =
e

m
Fµ

νu
ν + τ0 [ȧµ − (a · a)uµ] . (1.1)

Тут uµ(τ) = dzµ(τ)/dτ – 4-швидкiсть заряду, параметризована вла-
сним часом τ , aµ(τ) = duµ(τ)/dτ – його 4-прискорення, Fµ

ν – тензор
напруженостi зовнiшнього електромагнiтного поля. Множник τ0, що
стоїть перед 4-вектором реакцiї випромiнювання Абрагама,

τ0 =
2e2

3mc3
, (1.2)

є малим параметром iз розмiрнiстю часу (зокрема для електрона вiн
дорiвнює τ0 = 6.24 · 10−24s). Застосувавши до рiвняння (1.1) метод
послiдовних наближень, Ландау та Лiфшиць [5, §76] отримали рiв-
няння другого порядку iз стандартною задачею Кошi:

maµ = fµ
ext + τ0 (δµν + uµuν)

dfν
ext

dτ
. (1.3)

Тут fµ
ext = eFµ

νu
ν . Спун показав [6, 7], що множина розв’язкiв но-

вого рiвняння спiвпадає з множиною фiзичних розв’язкiв вихiдного
рiвняння Лоренца-Абрагама-Дiрака. Вплив реакцiї випромiнювання
зростає iз ростом напруженостi зовнiшнього електромагнiтного по-
ля. Експериментальнi роботи [8, 9], де дослiджувався рух електрона
в ультраiнтенсивному полi лазерного променя, це пiдтверджують.
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Рух точкового заряду у просторi з нетривiальною метрикою в зов-
нiшньому електромагнiтному полi з урахуванням реакцiї випромiню-
вання визначається рiвнянням ДеВiтта-Бреме-Гоббса [2, eq.(1.33)]

maµ = fµ
ext + e2 (δµν + uµuν)

(

2

3m

Dfν
ext

dτ
+

1

3
Rν

λu
λ

)

+ fµ
tail, (1.4)

де зовнiшня сила – це сила Лоренца, а нелокальний доданок

fµ
tail = 2e2uν(τ)

τ−

∫

−∞

dτ ′∇[µG
ν]
+λ′ (z(τ), z(τ ′))uλ′

(τ ′) (1.5)

вiдображає ту обставину, що в просторi з кривиною носiї електро-
магнiтної взаємодiї (фотони) рухаються в дiапазонi швидкостей вiд
нуля до швидкостi свiтла в просторi Мiнковського. Тензори в ло-
кальних доданках у правiй частинi рiвняння (1.4) є функцiоналами
миттєвого положення частинки z(τ), а пiдiнтегральний вираз у (1.5)
залежить ще й вiд вiд положення заряду z(τ ′) у всi попереднi момен-
ти часу τ ′ ∈] −∞, τ − 0+]. Формула (1.4) вперше з’являється в робо-
тi [10]; вона була скоректована Гобсом [11] який обгрунтував доданок,
пропорцiйний до тензора Рiччi Rν

λ. Слiд зауважити, що на рiмано-
вому многовидi D/dτ позначає коварiантну похiдну вздовж траєкто-
рiї зарядженої частинки, тобто 4-прискорення aµ(τ) = Duµ(τ)/dτ ≡
duµ(τ)/dτ +Γµ

νλu
νuλ. Спiввiдношення (u ·u) = −1 та (a ·u) = 0 спра-

ведливi також i для величин, що описують свiтову лiнiю точкового
заряду на рiмановому многовидi (див. напр. [12]). У данiй роботi бу-
демо дослiджувати проблему самодiї точкового заряду в просторi де
Сiттера.

При розглядi системи частинок у просторi де Сiттера їх взаємодiя
мiж собою може виявитися значно сильнiшою вiд реакцiї випромi-
нювання. У цих випадках систему частинок можна тлумачити як за-
мкнену, а її динамiку описувати з допомогою варiацiйного принципу
типу Тетроде-Фоккера. Узагальнення цього формалiзму на кривий
простiр-час здiйснено у роботах Гойла i Нарлiкара [22] та iнших.
Ключовим елементом опису деякої теоретико-польової взаємодiї у
фоккерiвському формалiзмi є симетрична функцiя Ґрiна вiдповiд-
ного хвильового рiвняння. Для простору де Сiттера функцiї Ґрiна
скалярної та електромагнетної взаємодiй отримано Нарлiкаром [16].
Загалом, побудова функцiй Ґрiна в кривому просторi-часi є скла-
дною математичною проблемою [2, 10], i навiть формулювання вiд-
повiдних хвильових рiвнянь є неоднозначним. Деяке спрощення цiєї
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проблеми може дати вiдповiдь на питання: а якою може бути взає-
модiя у кривому просторi. У просторi де Сiттера критерiєм вiдбору
може слугувати вимога iнварiантностi iнтеґралу типу Фоккера щодо
перетворень групи О(1,4). Це питання є предметом дослiдження цiєї
роботи.

2. Реакцiя випромiнювання заряду у викривлено-

му просторi-часi

Понад сто рокiв минуло вiд моменту, коли Альберт Айнштайн сфор-
мулював основнi постулати загальної теорiї вiдносностi, основаної на
припущеннi Бернгарда Рiмана про те, що просторово-часовий кон-
тинуум – це еластична субстанцiя що може розтягуватися чи сти-
скатися, вигинатися та скручуватися. Локальнi властивостi цiєї ела-
стичної мембрани (рiманового многовиду M) задаються скалярним
добутком на дотичному просторi TM iз означеним в кожнiй точцi
p ∈ M метричним тензором g : TpM × TpM → R який парi векто-
рiв, дотичних до многовиду в точцi p, ставить у вiдповiднiсть дiйсне
число. В координатному представленнi метричний тензор задає ква-
драт елемента довжини

ds2 = gαβdxαdxβ , (2.1)

тобто квадрат iнтервалу мiж двома дуже близькими точками (по-
дiями) на многовидi M . На основi матричного тензора конструюю-
ться iншi величини, якi описують деформацiї еластичної просторово-
часової мембрани:

• символи Крiстоффеля

Γαβγ =
1

2
(gγα,β + gγβ,α − gαβ,γ) , Γµ

βγ = gµαΓαβγ ;

• тензор Рiмана

Rα
βγδ = Γα

βδ,γ − Γα
βγ,δ + Γα

γλΓλ
βδ − Γα

δλΓλ
βγ ;

• тензор Рiччi

Rβδ = Rα
βαδ, Rα

δ = gαβRβδ;

• скалярна кривина Рiччi

R = gνσRνσ.



4 Препринт

Комою позначена часткова похiдна: gγα,β = ∂gγα/∂x
β. Скалярна

кривина простору Мiнковського дорiвнює нулю; простори з вiдмiн-
ною вiд нуля скалярною кривиною R 6= 0 будемо називати просто-
рами з нетривiальною метрикою.

Операцiя диференцiювання означається за допомогою оператора
коварiантної похiдної ∇ν i мiстить символи Крiстоффеля. Похiдна
вiд векторного поля

∇νA
µ = ∂νA

µ + Γµ
νλA

λ, (2.2)

вiд поля один-форм

∇νAµ = ∂νAµ − Γλ
µνAλ. (2.3)

Цi формули узагальнюються у наступному виразi для коварiантної
похiдної тензорного поля довiльного рангу:

∇σT
α...λ

µ...ρ = ∂σT
α...λ

µ...ρ + Γα
χσT

χ...λ
µ...ρ + . . . + Γλ

χσT
α...χ

µ...ρ

− Γχ
µσT

α...λ
χ...ρ − Γχ

ρσT
α...λ

µ...χ. (2.4)

Дослiджуючи задачу самодiї (реакцiї випромiнювання) для то-
чкового заряду в просторi з нетривiальною метрикою де Вiтт та Бре-
ме [10] розв’язували хвильове рiвняння для векторного потенцiалу
A електромагнiтного поля в калiбровцi Лоренца

�Aµ −Rµ
νA

ν = −4πjµ. (2.5)

Тут � = gαβ∇α∇β – коварiантний оператор Даламбера а jµ – струм
точкового заряду, що моделюється чотиривимiрною дельта-функцiєю
[10, eq.(1.5)] та задовiльняє закон збереження ∇αj

α = 0, а калiбров-
ка має вигляд ∇αA

α = 0. Рiвняння розв’язували шукаючи функцiю
Грiна

Aα(x) =

∫

d4x′
√

−g′Gα
β′(x, x′)jβ

′

(x′) (2.6)

що задовiльняє рiвняння

�Gα
β′(x, x′) −Rα

β(x)Gβ
β′(x, x′) = −4πgαβ′(x, x′)δ4(x, x′), (2.7)

де gαβ′(x, x′) – пропагатор паралельного переносу а δ4(x, x′) – чоти-
ривимiрна дельта-функцiя Дiрака.

Функцiю Грiна [10, eq.(2.53)] наведемо у бiльш iнформативному
виглядi [2, eq.(15.4)] який пiдкреслює аспекти, пов’язанi iз причин-
нiстю:

Gα
±β′(x, x′) =

√
∆gαβ′(x, x′)δ±(σ) + V α

β′(x, x′)θ±(−σ). (2.8)
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Iндексом «+» позначена спiзнена функцiя Грiна, а знаком «−» – ви-
передна. ∆ – так званий детермiнант Ван-Влека [2, Ch.1.7], а функцiя
V α

β′(x, x′) є розв’язком хвильового рiвняння

�V α
β′(x, x′) −Rα

β(x)V β
β′(x, x′) = 0, (2.9)

з крайовою умовою [2, eq.(15.7)], що задає значення цiєї функцiї на
поверхнi конуса. Аргументом узагальнених функцiй є скалярна фун-
кцiя σ(x, x′) двох точок: точки емiсiї x′ в якiй знаходиться заряд, що
генерує електромагнiтне поле, та польової точки x, в якiй вимiрює-
ться його напруженiсть i яка знаходиться в околi N (x′) точки емiсiї.
Цi точки з’єднанi сегментом геодезичної, параметризованої коорди-
натними функцiями yµ(λ), де афiнний параметр λ змiнюється вiд λ0

до λ1 так що y(λ0) = x′ а y(λ1) = x. Її називають свiтова функцiя
Синга [2, Ch.3] та задають iнтегралом

σ(x, x′) =
1

2
(λ1 − λ0)

λ1
∫

λ0

dλgµν(y)tµtν , (2.10)

де вектор tµ = dyµ/dλ – дотичний до геодезичної. Вiн задовiльняє
рiвняння геодезичної Dtµ/dλ = 0. Коли x та x′ з’єднанi часоподiбною
геодезичною, свiтова функцiя σ(x, x′) < 0.

Окрiм доданка, пропорцiйного до дельта-функцiї δ±(σ), функцiя
Грiна (2.8) мiстить також доданок, пропорцiйний до скодинкової
функцiї θ±(−σ). Надалi нас цiкавитиме спiзнена функцiя
Грiна Gα

+β′(x, x′). Функцiї θ+(−σ) та δ+(σ) означаються за допомо-
гою узагальненої функцiї Гевiсайда θ+(x,Σ) що дорiвнює одиницi
коли точка x належить до областi хронологiчного майбутнього пев-
ним чином обраної просторовоподiбної гiперповерхнi Σ ⊂ M . Отже

θ+(−σ) = θ+(x,Σ)θ(−σ), δ+(σ) = θ+(x,Σ)δ(σ), (2.11)

де x′ ∈ Σ, тобто точка емiсiї в свiтовiй функцiї (2.10) лежить на гiпер-
поверхнi Σ. Таким чином сходинкова функцiя θ+(−σ) рiвна 1 коли
польовi точки x належать до хронологiчного майбутнього I+(x′) то-
чки емiсiї. Область визначення спiзненої функцiї Gα

+β′(x, x′) включає
не лише точки на поверхнi конуса I+(x′), а й точки всерединi цьо-
го конусу. Через взаємодiю випромiнювання iз гравiтацiйним полем
швидкiсть носiїв електромагнiтної взаємодiї (фотонiв) не є фiксова-
ною, а змiнюється в iнтервалi вiд 0 до c – швидкостi свiтла у вакуумi.

Маючи функцiю Грiна можемо порахувати потенцiал (2.6) та тен-
зор напруженостi електромагнiтного поля Fαβ = ∇βAα−∇αAβ . Ско-
риставшись алгоритмом Дiрака [4], автори [10, 11] порахували потiк
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енергiї-iмпульсу цього електромагнiтного поля через тоненьку труб-
ку, що оточує свiтову лiнiю заряду в просторi з нетривiальною метри-
кою. Iз рiвнянь балансу цих збережних величин отримали рiвняння
руху точкового заряду у зовнiшньому електромагнiтному полi з ура-
хуванням реакцiї випромiнювання (1.4). Новий (порiвняно з аналогi-
чним рiвнянням (1.1) для заряду в плоскому просторi) нелокальний
доданок (1.5) описує, як на заряд в момент часу τ дiє його власне
поле, генероване в усi попереднi моменти часу:

fµ
tail = e

τ−

∫

−∞

dτ ′Fµν
tail[z(τ), z(τ ′)]uν(τ). (2.12)

Пiд знаком iнтегралу маємо згортку тензора поля, генерованого за-
рядом в момент часу τ ′ та вимiряного в точцi на свiтовiй лiнiї, пара-
метризованiй моментом спостереження τ , iз 4-швидкiстю в момент
часу τ . Тобто силу Лоренца, з якою заряд у момент часу τ ′ < τ дiє
на той же заряд в точцi, в якiй вiн перебуває в момент часу τ . Не-
локальне поле Fµν

tail[z(τ), z(τ ′)] = ∇[µG
ν]
+λ′ (z(τ), z(τ ′))uλ′

(τ ′) де Gν
+λ′

– нелокальна частина електромагнiтного потенцiалу, тобто згортка
нелокальної частини функцiї Грiна зi струмом точкового заряду.

Верхня межа iнтеграла (2.12) τ− = τ − 0+ вiдображає ту обста-
вину, що коли польова точка x спiвпадає з точкою емiсiї x′ функцiї
(2.11) стають неозначеними. Щоб обiйти розбiжностi, що виникають
при спробi помiряти напруженiсть поля в точцi x = x′, аргумен-
ти узагальнених функцiй змiщують на малу величину 0 < ε ≪ 1:
θ+(−σ − ε), δ+(σ + ε). В процесi обчислень вiдповiдно змiщується i
верхня часова межа iнтегралу (2.12), при наближеннi до якої пiдiн-
тегральний вираз необмежено зростає.

В роботах [13, 14] дослiджується проблема самодiї точкового за-
ряду у тривимiрному просторi Мiнковського. Функцiя Грiна, що є
розв’язком вiдповiдних рiвнянь Максвелла з точковим джерелом,
пропорцiйна до функцiї Гевiсайда (як i в просторi з нетривiальною
метрикою). Електромагнiтнi хвилi поширюються у широкому дiа-
пазонi швидкостей – вiд нуля до c. Був порахований потiк енергiї-
iмпульсу та моменту iмпульсу електромагнiтного поля через пло-
щину Σt =

{

x ∈ M3|x0 = t
}

, пов’язану з нерухомим спостерiгачем.
З аналiзу законiв збереження енергiї, iмпульсу та моменту iмпульсу
отримане ефективне iнтегро-диференцiйне рiвняння руху
[13, eq. (3.30)], [14, eq. (4.16)], що описує рух точкового заряду у
зовнiшньому електромагнiтному полi з врахуванням реакцiї випро-
мiнювання.
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В процесi перенормування в потоках збережних величин були ви-
дiленi радiацiйнi частини, якi покидають зону взаємодiї, забираючи
вiд заряду енергiю, iмпульс та момент iмпульсу [14, Р.3]. Саме цi
доданки входять в рiвняння балансу та з’являються в фiнальному
рiвняннi руху. Причастинковi доданки перенормовуються, модифi-
куючи iнерцiйнi властивостi зарядженої частинки (зокрема перенор-
мована маса стає залежною вiд часу). На основi сформульованого
в роботах [13, 14] алгоритму перенормування нелокальних теорiй,
у [15] було знайдено вираз для реакцiї випромiнювання масивного
скалярного поля в чотиривимiрному просторi Мiнковського. Розв’я-
зок вiдповiдного хвильового рiвняння з точковим струмом наведено
зокрема у [2, Пар. 12.1]. Застосувавши цей алгоритм до гравiтуючого
заряду, нелокальний доданок (2.12), що входить у рiвняння ДеВiтта-
Бреме-Гоббса (1.4), замiнимо виразом

fµ
tail,R =

e

2

τ
∫

−∞

dτ ′ {Fµν
tail[z(τ), z(τ ′)]uν(τ) − Fµν

tail[z(τ ′), z(τ)]uν(τ ′)} .

(2.13)
В границi τ ′ → τ пiдiнтегральний вираз збiгається, тому верхньою
межею iнтегрування є τ . На вiдмiну вiд iнтеграла, що фiгурує в рiв-
няннi (1.4), вiн не розбiгається бiля верхньої межi. Це означає що вiн
не мiстить вкладу вiд поля, локалiзованого поблизу заряду. Iнтеграл
(2.13) описує ту частину «хвоста» електромагнiтного випромiнюва-
ння, що покидає зону взаємодiї. В наступному Роздiлi розглянемо
задачу самодiї електричного заряду в просторi де Сiттера.

3. Заряд у просторi де Сiттера

Простiр де Сiттера належить до класу космологiчних моделей, що
описують вакуумнi стани Всесвiту. Їхня метрика задовiльняє рiвня-
ння Айнштайна з космологiчною сталою Λ за вiдсутностi матерiї.
Групою iзометрiї 4-вимiрного простору де Сiттера є узагальнена ор-
тогональна група Лоренца O(1, 4). Їй вiдповiдає максимально мо-
жливе число (десять) незалежних векторних волiв Кiллiнга, тому
його скалярна кривина є константою: R = 4Λ.

Рiвняння Максвелла з точковим струмом, що рухається в просто-
рi де Сiттера, розв’язане в роботi [16]. У Роздiлi 2.21 каталогу [17]
наведенi всi вiдомi на сьогоднi параметризацiї цього космологiчного
простору. В роботi [16] використана параметризацiя, що з точнiстю
до замiни сферичних координат на декартовi спiвпадає з наведеною
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у Параграфi 2.21.3 каталогу. Квадрат елемента довжини в нiй зада-
ється наступним чином

ds2 =
R2

t2
(

−dt2 + dx2 + dy2 + dz2
)

. (3.1)

Порiвнявши з (2.1) бачимо, що метричний тензор є дiагональним:
−gtt = gxx = gyy = gzz = R2/t2.

Запишемо рiвняння руху точкового заряду з врахуванням реакцiї
випромiнювання в просторi де Сiттера. Згiдно з рiвнянням ДеВiтта-
Бреме-Гоббса (1.4), для цього потрiбен тензор Рiччi та символи Крi-
стоффеля, що входять у формулу для коварiантної похiдної зовнi-
шньої сили:

Dfν
ext

dτ
=

dfν
ext

dτ
+ Γν

αβu
αfβ

ext. (3.2)

Вiдмiннi вiд нуля символи мають вигляд

Γt
tt = Γt

xx = Γt
yy = Γt

zz = −1

t
, Γx

tx = Γy
ty = Γz

tz = −1

t
.

Врахувавши симетрiю Γα
βγ = Γα

γβ , другий доданок у правiй частинi
спiввiдношення для похiдної (3.2) має такий вигляд:

Γt
αβu

αfβ
ext = −1

t

(

utf t
ext +

∑

i

uif i
ext

)

,

Γi
αβu

αfβ
ext = −1

t

(

utf i
ext + uif t

ext

)

, (3.3)

де i = x, y, z.
В термiнах компонент метричного тензора тензор Рiмана просто-

ру де Сiттера виглядає просто:

Rαβγδ =
1

R2
(gαγgβδ − gαδgβγ) . (3.4)

Тензор Рiччi пропорцiйний до метричного:

Rµν =
3

R2
gµν . (3.5)

У рiвняння руху (1.4) входить тензор, пропорцiйний до символу Кро-
некера

Rν
λ =

3

R2
δνλ.
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Тому рiвняння (1.4) дещо спрощується:

maµ = fµ
ext +

2e2

3m
(δµν + uµuν)

Dfν
ext

dτ
+ fµ

tail, (3.6)

де коварiантна похiдна за параметром еволюцiї задається спiввiдно-
шеннями (3.2) та (3.3).

Рiвняння (2.9) на нелокальну частину функцiї Грiна потенцiалу
електромагнiтного поля, генерованого точковим зарядом в просторi
з нетривiальною метрикою, є нелiнiйним. Нечисленнi випадки коли
вдається розв’язати подiбне рiвняння стосуються скалярного заряду
в конформно iнварiантних метриках [18, 19]. У роботi [16] знайдене
поле нерухомого електричного заряду, локалiзованого в початку ко-
ординат простору де Сiттера. Спiзнена функцiя Грiна [16, eqs.(54)]
є комбiнацiєю локальних та нелокальних доданкiв. Скориставшись
iнварiантнiстю метрики (3.1) стосовно просторових трансляцiй, по-
зицiйний вектор r польової точки прирiвняємо до рiзницi x − x′ де
3-вектор x′ позначає точку емiсiї; часову координату a, що задає
момент народження заряду, позначимо t′. Згорнувши модифiкова-
ну таким чином функцiю Грiна з 4-швидкiстю заряду, отримаємо
векторний потенцiал його електромагнiтного поля:

Aret
0 (t,x) =

e

|x− x′|

[

t2 + t′2

2tt′
u0(t′) +

t + t′

2tt′
(r·u(t′))

]

t′=tret(t,x)

− e
8t

3

tret(t,x)
∫

−∞

dt′
[(

3

D2
− r2

D3

)

t′u0(t′)

+

(

1

D2
+

4t′(t + t′)

D3

)

(r·u(t′))

]

, (3.7)

Aret(t,x) = − e

|x− x′|

[

t + t′

2tt′
u0(t′)r + u(t′) +

(r·u(t′))

2tt′
r

]

t′=tret(t,x)

+ e

tret(t,x)
∫

−∞

dt′
{

8t′

3

[

1

D2
+

4t(t + t′)

D3

]

ru0(t′)

+ f

[

u(t′) − (r·u(t′))

(t + t′)2
r

]}

, (3.8)
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де точка емiсiї (t′,x′) помiщена на свiтову лiнiю заряду, а

D = (t + t′)
2 − |x− x′|2, (3.9)

f =
4(t + t′)2

3D2

[

ln
4tt′

D
+

2(t2 + t′2 + r2)

D
+

12tt′(t + t′)2

D2

− 3(t2 + t′2)

4tt′
− 1

]

. (3.10)

Звiдси знаходимо компоненти напруженостi електромагнiтного поля
Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα якi теж є комбiнацiями локальних та нелокаль-
них доданкiв. Внесок локальних доданкiв у вираз для самодiї опи-
сується другим доданком в рiвняннi (3.6). Вiн узагальнює вiдповiд-
ний вираз у рiвняннi Ландау-Лiфшиця (1.3). Пiдставивши в рiвняння
(2.13) нелокальну частину сили Лоренца у якiй польова точка (t,x)
помiщена на свiтову лiнiю заряду, отримаємо нелокальну частину
сили самодiї.

4. Симетрiя простору де Сiттера

Простiр-час де Сiттера можна представити як гiперболоїд H:
ηABy

AyB = R2 у 5-вимiрному псевдо-евклiдовому просторi E1,4 з
координатами yA (A = 0, 1, . . . , 4) i метричним тензором ||ηAB|| =
diag(−,+, . . . ,+). Константа R визначає скалярну кривину цього ча-
сопростору R = −12/R2.

Гiперболоїд H iнварiантний щодо дiї 10-параметричної групи
O(1,4), представленої в E1,4 iнфiнiтезимальними перетвореннями:

y′A = yA + 1

2
λCD(δACηDB − δADηCB)yB, A = 0, . . . , 4 (4.1)

де параметри перетворень λCD = −λDC – кути повороту у вiдповiд-
них (псевдо)гiперплощинах.

Надалi зручно використовувати таку параметризацiю гiперболо-
їда H координатами x0 ≡ t ∈ R−, x

i ∈ R (i = 1, 2, 3) [16, 17]:

y0 =
t2 − x2 −R2

2t
, yi = −R

t
xi, y4 =

x2 − t2 −R2

2t
, (4.2)

де x ≡ {x1, x2, x3}, x2 ≡ x2
1 + x2

2 + x2
3.

Тодi представлення (4.1) групи O(1,4) в E1,4 iндукує вiдповiдну
реалiзацiю на H:

x′i = xi + λαζiα(x, t),

t′ = t + λαηα(x, t), (4.3)
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де груповi параметри λα (α = 1, . . . , 10) є лiнiйними комбiнацiями
вихiдних параметрiв λCD. З огляду на параметризацiю (4.2) зручно
обрати λα так:

λD ≡ λ04, λi
R ≡ 1

2
εijkλ

jk, λi
T ≡ R(λ0i + λi4)/2, λi

S ≡ (λ0i − λi4)/R.

Тодi компоненти ζiα, ηα перетворень (4.3) мають такий вигляд:

просторовi трансляцiї ζjT i = δji , ηT i = 0

просторовi повороти ζjR i = ε j
i kx

k, ηR i = 0

перетворення де Сiттера ζjS i = 1

2
δji (t2−x2) + xjxi, ηS i = txi

масштабнi перетворення ζjD = −xj , ηD = −t (4.4)

Вiдповiднi векторнi поля на H:

Xα = ηα
∂

∂t
+ ζjα

∂

∂xj
(4.5)

задовольняють комутацiйнi спiввiдношення:
[

XT
i ,XT

j

]

= 0,
[

XR
i ,XT

j

]

= ε k
ij XT

k ,
[

XR
i ,XR

j

]

= ε k
ij XR

k ,
[

XT
i ,X S

j

]

= −δijXD + ε k
ij XR

k ,
[

XR
i ,X S

j

]

= ε k
ij X S

k ,
[

X S
i ,X S

j

]

= 0,
[

XD,XT
i

]

= XT
i ,
[

XD,XR
i

]

= 0,
[

XD,X S
i

]

= −X S
i . (4.6)

5. Механiка точкової частинки у просторi де Сiт-

тера

Згiдно iз загальною теорiєю вiдносностi, динамiка вiльної точкової
частинки у псевдорiмановому просторi задається iнтеґралом дiї

I = −m

∫

dτ = −m

∫

dλ
√

−gµν(x(λ))ẋµ(λ)ẋν (λ), (5.1)

iнварiантним щодо вибору параметру λ, що параметрує свiтову лi-
нiю частинки x(λ). Для часопростору де Сiттера, параметризованого
координатами (4.2) цей параметр зручно обрати як λ = t, що вiдпо-
вiдає шаруванню гiперболоїда H гiперплощинами y0 + y4 = −R2/t
в E1,4. Кожен шар представляє собою конфiґурацiйний простiр си-
стеми – 3-вимiрний евклiдiв простiр E3, як це випливає з 1-ї стрiчки
(4.4), так що H ≃ R− × E3. Тодi дiя (5.1) набуває вигляду

I =

∫

dt L(v, t), де L = mR
√

1 − v2/t, (5.2)
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а v = dx /dt . Рiвняння Ойлера-Лаґранжа: dp /dt = 0, де

p ≡ dL

dv
= − mRv

t
√

1 − v2
, (5.3)

звiдки p = const. Цього достатньо, щоб отримати розв’язок рiвнянь
руху:

x− x0 =
mRp

p2







√

1 +

(

pt0
mR

)2

−
√

1 +

(

pt

mR

)2






. (5.4)

Окрiм iмпульсу p система володiє й iншими iнтеґралами руху, що
iснують внаслiдок iнварiантностi дiї (5.2) щодо групи O(1,4). Щоб
їх знайти, побудуємо в першу чергу представлення групи O(1,4) на
1-му продовженнi TE3 конфiґурацiйного простору частинки. Воно
задається iнфiнiтезимальними операторами:

Xα = Xα + ζ(1)jα

∂

∂vj
, де ζ(1)jα = ζ̇jα − η̇αv

j , (5.5)

Xα означене в (4.5), а символ « ˙ » означає диференцiювання за t.
Маємо:

ζ
(1)j
T i = ζ

(1)j
D = 0, ζ

(1)j
R i = ε j

i kv
k, ζ

(1)j
S i = δji (t−x·v) + (xj− tvj)vi. (5.6)

Тепер можна переконатися, що функцiя

l ≡
√

1 − v2/t, (5.7)

а отже i лаґранжiан L = mRl, що входить у дiю (5.2), задовольняє
умовам iнварiантностi [21] щодо групи O(1,4):

Xαl + lη̇α = 0, α = 1, . . . , 10 (5.8)

Це означає, що згiдно з теоремою Нетер iснують 10 iнтеґралiв руху

Gα = (ζjα − ηαv
j)pj + ηαL. (5.9)

Пiсля переходу до гамiльтонового опису, що здiйснюється перетво-
ренням Лежандра (5.3), iнтеґрали руху (5.9) стають ґенераторами
канонiчної реалiзацiї групи O(1,4). Вони мають явний вигляд (для
простоти покладаємо mR = 1):

GT = p, GR = x× p, GS = 1

2
(t2 − x2)p− xGD,

GD = −
√

1 + p2t2 − x·p ≡ −tH − x·p, (5.10)
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i задовольняють у термiнах дужок Пуасона спiввiдношення, анало-
гiчнi до (4.6). Зауважимо, що гамiльтонiан системи

H = v·p− L =
√

p2 + 1/t2 (5.11)

не є iнтеґралом руху, оскiльки система не є iнварiантною щодо ча-
сових трансляцiй.

6. Фоккерiвська механiка двох частинок у просторi

де Сiттера

Розглянемо у просторi де Сiттера двi точковi частинки, що взає-
модiють мiж собою. Їх динамiку задаватимемо iнтеґралом дiї типу
Фоккера:

I =
∑

a

∫

dta La(va, ta) +

∫ ∫

dt1 dt2 Φ(t1, t2,x1,x2,v1,v2), (6.1)

де xa(ta) – координати a-ї частинки, va = dxa /dta . Вiльночастинко-
вi лаґранжiани La(va, ta) та фоккерiан взаємодiї Φ(t1, t2,x1,x2,v1,v2)
повиннi задовольняти умови iнварiантностi [21] щодо групи O(1.4):

XaαLa + η̇aαLa = 0, α = 1, . . . , 10, a = 1, 2, (6.2)
∑

a

{XaαΦ + η̇aαΦ} = 0, (6.3)

де Xaα = ηaα
∂

∂ta
+ ζjaα

∂

∂xj
a

+ ζ(1)jaα

∂

∂vja
, (6.4)

ηaα ≡ ηα(xa, ta) i т.д., де компоненти векторних полiв ηα(x, t), ζjα(x, t)

заданi рiвняннями (4.4), a ζ
(1)j
α (x, t) – рiвняннями (5.6).

Рiвняння (6.2) мають єдиний розв’язок la(va, ta) =
√

1 − v2
a/ta,

означений з точнiстю до довiльного сталого коефiцiєнта. Тому по-
кладаємо La = maRla.

Щоб знайти загальний вигляд фоккерiану взаємодiї Φ, покладiмо:

Φ = R2l1(v1, t1)l2(v2, t2)F (t1, t2,x1,x2,v1,v2). (6.5)

Тодi з (6.2), (6.3) випливають рiвняння на F :

{X1α + X2α}F (t1, t2,x1,x2,v1,v2) = 0, α = 1, . . . , 10. (6.6)
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За цих умов iснують 10 iнтеґралiв руху, аналогiчних до одночастин-
кових (5.10):

Gα =
∑

a

{

(ζiaα − ηaαv
i
a)
∂La

∂via
+ ηaαLa

}

− 1

2





t1
∫

−∞

0
∫

t2

−
0
∫

t1

t2
∫

−∞



dt1 dt2 l1l2 [X1α −X2α]F, α = 1,...,10, (6.7)

де La = Rla

{

ma + R

0
∫

−∞

dtā lāF

}

, a = 1, 2, ā = 2, 1. (6.8)

Рiвняння (6.6) для пiдгрупи Евклiда (α = Ti,Ri, i = 1, 2, 3)
обмежують вигляд F до довiльної ф-ї вiд 3-скалярних арґументiв
t1, t2, r·v1, r·v2,v1·v2,v

2
1,v

2
1, де r ≡ x1 − x2. Рiвняння (6.6) для ди-

латацiй (α = D) вимагає, щоб F була однорiдною ф-єю 0-го степеня
щодо змiнних t1, t2, r. Нарештi, з рiвнянь (6.6) для перетворень де
Сiттера (α = Si, i = 1, 2, 3) випливає, що F може бути довiльною
функцiю 4-х арґументiв – iнварiантiв щодо групи O(1,4):

F = F (σ, ̺1, ̺2, ω), (6.9)

де σ = − (t1 − t2)2 − r2

t1t2
, (6.10)

̺1 = γ1

{

t1 − t2 − v1·r
t2

+
σ

2

}

, (6.11)

̺2 = γ2

{

t1 − t2 − v2·r
t1

− σ

2

}

, (6.12)

ω = γ1γ2 {1 − v1·v2 − σ/2} − γ1̺2 + γ2̺1; (6.13)

тут γa = 1/
√

1 − v2
a, a = 1, 2.

Отриманий загальний iнтеґрал Фоккера (6.1), (6.5), (6.9) можна
подати i в явно коварiантмому виглядi, подiбно до того, як з 1-
частинкової дiї у 3-вимiрнiй формi (5.2) можна отримати її явно
коварiантний запис (5.1). Для цього зауважимо, що елемент вла-
сного часу у вжитих тут термiнах має вираз dτa = −Rladta , звiдки
отримаємо:

I = Ifree + Iint ≡ −
∑

a

ma

∫

dτa +

∫ ∫

dτ1 dτ2 F (σ, ̺1, ̺2, ω). (6.14)

Покажемо, що ця загальна форма включає вiдомi приклади, по-
данi в [10, 16, 22].
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Взаємодiя через безмасове скалярне поле описується iнтегралом
дiї (6.14), де F = −4πg1g2G, ga – скалярнi «заряди» частинок, а G –
симетрична функцiя Ґрiна безмасового поля [16]. Оскiльки її можна
представити у наших термiнах так:

G =
1

4πR2
{δ(σ) + 1

2
θ(−σ)}, (6.15)

то O(1,4)–iнварiантнiсть дiї Iint очевидна.
У випадку електромагнетної взаємодiї [16, 22] маємо

Iint = −4πe1e2

∫ ∫

dxµ
1 dxν

2 Gµν(x1, x2), (6.16)

де µ, ν = 0, . . . , 3, x0
a ≡ ta (a = 1, 2), ea – заряди частинок, а Gµν(x1, x2)

– симетрична функцiя Ґрiна рiвнянь Максвела у просторi-часi де
Сiттера. Вона будується у термiнах спiзненої та випередної функцiй
Ґрiна у кривому просторi-часi (2.8): Gµν(x1, x2) = 1

2
gµλG

λ
+ν(x1, x2) +

1

2
gµλG

λ
−ν(x1, x2) i, подiбно до скалярної функцiї Ґрiна (6.15), має два

доданки: Gµν(x1, x2) = Gδ
µν(x1, x2)+Gθ

µν(x1, x2), один з яких мiстить
δ(σ), а iнший θ(−σ).

Для простору-часу де Сiттера член Gδ
µν(x1, x2) легко вiдтворити

на основi спiзненої функцiї Ґрiна для точкового джерела, знайденої
в [16]. Отримаємо:

Gδ
00(x1, x2) =

t21 + t22
8πt21t

2
2

δ(σ),

Gδ
i0(x1, x2) = − (t1 + t2)ri

8πt21t
2
2

δ(σ) = −Gδ
0i(x1, x2),

Gδ
ij(x1, x2) = − 1

4πt1t2

(

δij +
rirj
2t1t2

)

δ(σ), i, j = 1, 2, 3. (6.17)

Побудова члену Gθ
µν(x1, x2) вимагає бiльш тонкого аналiзу, i тут не

розглядається.
З (6.16), (6.17) отримаємо:

Φ = −e1e2{Gδ
00 + Gδ

i0v
i
1 + Gδ

0jv
j
2 + Gδ

ijv
i
1v

j
2} (6.18)

= −e1e2

{

t21+ t22
2t21t

2
2

− t1+ t2
2t21t

2
2

(v1−v2)· r− v1·v2

t1t2
− (v1· r)(v2· r)

2t21t
2
2

}

δ(σ),

що iз врахуванням тотожностей σδ(σ) ≡ 0, σ2δ(σ) ≡ 0 дає вираз:

F = −e1e2(ω − 1

2
̺1̺2)δ(σ)/R2. (6.19)

Його O(1,4)–iнварiантнiсть очевидна.
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7. Висновки

У класичних роботах ДеВiтта i Бреме [10] та Гоббса [11] верхня межа
iнтегрування у нелокальному доданку рiвняння руху (1.4) спiвпадає
з моментом спостереження τ . У цей момент часу пiдiнтегральний
вираз розбiгається. В сучаснiй лiтературi [2, 18–20] верхня межа iн-
тегрування у радiацiйному «хвостi» трохи не дотягує до моменту
спостереження, як у виразi (2.12). Замiна τ на τ− = τ − 0+, де
0+ – малий параметр 0 < 0+ ≪ 1, дозволяє формально позбутися
розбiжностi, поглинувши її константою перенормування яка стає за-
лежною вiд часу [18, 19]. В данiй роботi нами запропонована нова
форма радiацiйного «хвоста» (2.13) що збiгається на всьому iнтерва-
лi iнтегрування ] −∞, τ ]. Вираз такого типу був вперше отриманий
у роботах [13,14] де дослiджувалась проблема самодiї заряду, що ру-
хався в просторi Мiнковського трьох вимiрiв. Перенормована маса
такого заряду залежить вiд часу, як i перенормована маса скалярно-
го заряду в просторi з нетривiальною метрикою [18, 19]. Цiкаво що
рiвняння Максвелла у цьому просторi математично тотожнi рiвнян-
ням, що описують еволюцiю квазiчастинок у плiвцi надплинного ге-
лiю [23]. Це вiдкриває можливiсть експериментальної перевiрки [24]
взаємодiй, де заряди генерують радiацiйнi «хвости».

Локальна частина реакцiї випромiнювання пов’язана з тiєю ча-
стиною спiзненої функцiї Ґрiна рiвнянь Максвела, яка пропорцiйна
до δ-функцiї, а радiацiйнi «хвости» – iз частиною, пропорцiйною до
θ-функцiї. Мiжчастинкова дiя на вiдстанi зарядiв виражається через
симетричну функцiя Ґрiна. Її δ-частина (6.17) однозначно пов’язана
з такою ж частиною спiзненої функцiї Ґрiна [2], а вiдповiдний вклад
у дiю на вiдстанi цiлком вписується у загальний вигляд отримано-
го тут iнтеґралу типу Фоккера (6.9)-(6.14), iнварiантного щодо групи
О(1,4). Нелокальна ж частина електромагнетної дiї на вiдстанi вима-
гає побудови θ-частини симетричної функцiї Ґрiна рiвнянь Максве-
ла. Невiдомими також є функцiї Ґрiна iнших взаємодiй у просторi де
Сiттера. Дослiдження цих проблем планується у наступних роботах.
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