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Бозе-конденсацiя та/або модуляцiя «змiщень»
у двостановiй моделi Бозе-Хаббарда

I.В. Стасюк, О.В. Величко

Анотацiя. Вивчаються нестiйкостi у системi квантових частинок,
якi описуються двостановою моделлю Бозе-Хаббарда, вiдносно по-
яви бозе-конденсату та/або модуляцiї «змiщень». Показано, що у си-
стемi залежно вiд спiввiдношення мiж енергiєю збудженого стану та
параметром взаємодiї змiщень виникає стан з модульованим (з по-
двоєнням перiоду ґратки) або однорiдним змiщенням частинок. Про-
аналiзовано умови виникнення фази з бозе-конденсатом. Дослiджено
поведiнку параметрiв порядку й побудовано фазовi дiаграми системи
як аналiтично (для основного стану), так i числовими методами (при
ненульовiй температурi). Встановлено, що фаза суперсолiд є одним
з можливих метастабiльних станiв, але вона не є термодинамiчно
стiйкою. Натомiсть реалiзуються фазовi переходи мiж нормальною i
модульованою фазами, якi можуть бути як 1-го так i 2-го роду. Фаза
з бозе-конденсатом, при її появi, є промiжною мiж ними.

Bose–Einstein condensation and/or modulation of “displace-
ments” in the two-state Bose-Hubbard model

I.V. Stasyuk, O.V. Velychko

Abstract. Instabilities resulting in Bose–Einstein condensation and/or
modulation of “displacements” in the system of quantum particles descri-
bed by the two-state Bose-Hubbard model are investigated. A modulati-
on, which doubles the lattice constant, is detected. Conditions for reali-
zation of the mentioned instabilities are analyzed, behavior of order
parameters is investigated and phase diagrams of the system are calculat-
ed both analytically (ground state) and numerically (at non-zero temper-
atures). It is revealed that the supersolid phase is thermodynamically
unstable and does not appear.
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1. Вступ

Фiзичнi ефекти в системi ультрахолодних бозе-атомiв у оптичних
гратках є в полi зору дослiдникiв протягом останнiх двох десяти-
лiть. Крiм вивчення термодинамiки i опису фазового переходу до
надплинної (SF) фази у гратках рiзної структури та вимiрностi, при-
вертають увагу колективнi ефекти, пов’язанi iз взаємодiями рiзного
типу. Основу розгляду складає модель Бозе-Хаббарда, запропонова-
на в [1, 2] i розвинута шляхом включення прямих мiжвузлових вза-
ємодiй мiж частинками, вiдповiдальних за появу модульованих та
розшарованих фаз [3], а також врахування збуджених одновузлових
станiв [4]. Розширення одновузлового базису, яке має мiсце також
i у випадку бозонiв з ненульовим спiном (наприклад, S = 1, [5, 6])
приводить до ускладнення фазових дiаграм i змiни, у тому числi, ро-
ду фазового переходу до надплинної фази з 2-го на 1-ий. Основною,
разом з тим, при такому переходi залишається одновузлова кореля-
цiя U бозонiв хаббардiвського типу, яка визначає характерний ба-
гатокупольний вигляд фазових (t, µ) – дiаграм [2–7], де t–параметр
мiжвузлового переселення бозонiв, а µ – їх хiмiчний потенцiал.

Граничний перехiд U → ∞, який вiдповiдає т.зв. жорстким бо-
зонам (з обмеженням на числа заповнення ni ≤ 1), звужує область
застосування теорiї до дiлянок в околi точок дотику (при T = 0)
згаданих куполiв [8]. Тим не менше, модель жорстких бозонiв до-
статньо широко використовується при описi бозе-конденсацiї в опти-
чних гратках (див. [9]). Разом з тим, така модель має свою область
застосування в теорiї iонних провiдникiв [10], систем iнтеркальова-
них чи адсорбованих (на кристалiчних поверхнях) частинок [11–13],
а також при описi локально-зв’язаних електронних пар у теорiї ви-
сокотемпературних надпровiдникiв [14].

В рамках моделi жорстких бозонiв, доповненої врахуванням пер-
шого збудженого локального коливного стану, нами в [4] було прове-
дено дослiдження фазового переходу до надплинної фази у випадку,
коли перенесення частинок вiдбувається по збуджених станах; вста-
новлено умови, за яких рiд переходу змiнюється на 1-ий, описано
фазове розшарувавння на нормальну i надплинну фази. Як продов-
ження, в [15] було розглянуто ефекти неергодичностi i їх внесок у
розподiл бозе-частинок за iмпульсами.

Згадану вище двостанову модель жорстких бозонiв було розши-
рено в [16] шляхом включення в розгляд змiщень бозе-частинок вiд
рiвноважних положень в оптичнiй гратцi та їх мiжвузлової взаємо-
дiї, яка приводить до появи збуджень фононного типу (пов’язаних
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на квантовiй мовi з переходами мiж основним i збудженим колив-
ними станами бозе-атомiв у вузлах гратки). Розрахунки корелятора
(функцiї Грiна 〈〈x̂|x̂〉〉) змiщень, який визначає статичну сприйня-
тливiсть "дипольного"типу, виявили тенденцiю до появи м’яких фо-
нонних мод у спектрi та пов’язаних з цим нестiйкостей щодо втрати
вихiдної симетрiї i переходу у стан iз "замороженими"змiщеннями.

Нашою метою у данiй роботi є поглиблене вивчення цiєї пробле-
ми. Розглянемо, зокрема, як мiж собою спiввiдносяться та взаємно на
себе впливають, з одного боку, бозе-конденсацiя, а з другого – моду-
ляцiя (або однорiдне впорядкування) змiщень бозе-частинок. В осно-
ву нашого розгляду буде покладено двостанову модель жорстких бо-
зонiв, у якiй, на вiдмiну вiд [4,16], перенесення частинок вiдбувається
по основних станах. Дане наближення, як показано нижче, враховує
зокрема особливостi перенесення бозе-атомiв у оптичних гратках з
подвiйними локальними потенцiальнми ямами [17, 18]. Такi гратки
заслуговують уваги у зв’язку з можливостями легкого керування
параметрами, що їх характеризують (такими, як енергiя тунельного
розщеплення в ямах). Будуть побудованi фазовi дiаграми, що визна-
чають областi iснування рiзних фаз. Обговоримо також iншi, крiм
оптичних граток, можливi застосування отриманих результатiв.

2. Модель

Гамiльтонiан системи жорстких бозонiв на гратцi при врахуваннi ли-
ше двох найнижчих локальних рiвнiв, роздiлених енергетичним про-
мiжком δ (δ > 0), можна записати у виглядi

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ + Ĥ ′′, (2.1)

де

Ĥ0 =
∑

ij

tijb
+
i bj +

∑

ij

t′ijc
+
i cj − µ

∑

i

b+i bi + (δ − µ)
∑

i

c+i ci

–гамiльтонiан невзаємодiючих бозонiв, який мiстить доданки, що
описують мiжвузлове перенесення бозонiв по основних (tij) та збу-
джених (t′ij) станах

Ĥ ′ =
1

2

∑

ij

Φij x̂ix̂j (2.2)
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– гамiльтонiан взаємодiї мiж змiщеннями частинок вiд їх рiвнова-
жних положень у рiзних потенцiальних мiнiмумах;

Ĥ ′′ = −h
∑

i

x̂i (2.3)

– гамiльтонiан взаємодiї iз зовнiшнiм полем, спряженим до змiщень.
Тут

x̂i = d(c+i bi + b+i ci) (2.4)

де d - матричний елемент оператора координати мiж основним та
збудженим станами; bi (b+i ) та ci (c+i ) – бозе-оператори, що вiднося-
ться до таких станiв, вiдповiдно.

Надалi наш розгляд проводимо у границi t′ij → 0, що вiдповiдає
моделi з перенесенням по основних станах. До такого випадку можна
звести задачу про динамiку бозе-частинок та бозе- конденсацiю у
гратцi, утворенiй подвiйними потенцiальними ямами (див. Д.1.1)).

Вважаємо, що у кожнiй потенцiальнiй ямi може бути не бiльше
одного бозона. Це обмежує базис локальних станiв |nb

i , n
c
i〉 до трьох:

|0〉 = |00〉, |1〉 = |10〉, |2〉 = |01〉 [4]. У цьому випадку у представленнi
через оператори Хаббарда

bi = X01
i , ci = X02

i ; x̂i = d
(

X21
i +X12

i

)

b+i bi = X11
i ; c+i ci = X21

i (2.5)

i, в результатi,

Ĥ =
∑

ij

t′ijX
10
i X01

j − µ
∑

i

X11
i + (δ − µ)

∑

i

X22
i

+
1

2

∑

ij

Φijd
2
(

X21
i +X12

i

) (

X21
j +X12

j

)

−hd
∑

i

(

X21
i +X12

i

)

(2.6)

Нашим завданням є дослiдження термодинамiки та рiвноважних
станiв даної моделi i вивчення, зокрема, фазових переходiв, пов’я-
заних з бозе-конденсацiєю та змiщеннями частинок з рiвноважних
локальних положень у гратцi. Перенесення бозонiв та взаємодiю Φij

врахуємо у наближеннi середнього поля, замiнюючи
∑

ij

tijX
10
i X01

j → t(0)ξ
∑

i

(

X10
i +X01

i

)

−Nt(0)ξ2, (2.7)
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де t(0) =
∑

j tij , ξ =
〈

X01
i

〉

=
〈

X10
i

〉

, та

1

2

∑

ij

ΦijX̂iX̂j → ρΦ(0)d
∑

i

(

X12
i +X21

i

)

− N

2
Φ(0)ρ2, (2.8)

причому Φ(0) =
∑

j Φij , ρ = 〈x̂i〉 = 2d〈X12
i 〉 (тут 〈X12

i 〉 = 〈X21
i 〉)

У цьому наближеннi

ĤMF =
∑

i

Ĥi −Nt(0)ξ2 − N

2
Φ(0)ρ2, (2.9)

де

Ĥi = t(0)ξ
(

X10
i +X01

i

)

− µX11
i + (δ − µ)X22

i

+ρΦ(0)d
(

X12
i +X21

i

)

− hd
(

X12
i +X21

i

)

(2.10)

Енергiї локальних бозонiв станiв визначаються тепер власними зна-
ченнями λα матрицi

||Ĥi|| =





t(0)ξ
−µ (ρΦ(0) − h)d

t(0)ξ (ρΦ(0) − h)d δ − µ



 (2.11)

Вiдповiдно, термодинамiчний потенцiал моделi запишеться як

Ω/N = −t(0)ξ2 − 1

2
Φ(0)ρ2

− θ ln
(

e−βλ1 + e−βλ2 + e−βλ3

)

(2.12)

Параметри порядку ξ та ρ мають визначатись з умов самоузго-
дження

∂Ω/N

∂ξ
= 0;

∂Ω/N

∂ρ
= 0; (2.13)

та вiдповiдати абсолютному мiнiмуму потенцiалу Ω при заданих зна-
ченнях хiмпотенцiалу µ та поля h.

В принципi, є можливiсть iснування (крiм нормальної з ρ = 0,
ξ = 0) фаз з (ρ = 0, ξ 6= 0), (ρ 6= 0, ξ = 0) та (ρ 6= 0, ξ 6= 0). Нижче
ми розглянемо спочатку, як незалежнi, переходи до фаз ρ 6= 0 та
ξ 6= 0.
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3. Фаза з ρ 6= 0.

Розв’язок системи рiвнянь (2.13) з ρ 6= 0 i ξ = 0 описує фазу iз
спонтанним однорiдним змiщенням частинок. У випадку гратки з
локальнии потенцiалами у виглядi подвiйних потенцiальних ям цьо-
му вiдповiдає стан з асиметричною заселенiстю позицiй у ямах (типу
однорiдного дипольного впорядкування). При ξ = 0 власними зна-
ченнями матрицi (2.11) є

λ1 = 0; λ2,3 =
δ

2
− µ±

√

δ2/4 +B2, (3.1)

де B = d(ρΦ(0) − h).
Термодинамiчний потенцiал записується у виглядi

Ω/N =
1

2
Φ(0)ρ2 − θ ln

[

1 + 2 chβ
√

δ2/4 +B2e−β(δ/2−µ)
]

, (3.2)

а для параметра ρ отримується за допомогою другої з умов (2.13)
рiвняння

ρ = − 2 shβR · e−β(δ/2−µ)

1 + 2 chβR · e−β(δ/2−µ)
· Bd
R
, (3.3)

де запроваджено позначення R =
√

δ2/4 + B2.
За наявностi поля h рiвняння (3.3) не має нульового розв’язку

ρ = 0. Вiн iснує лише при h = 0; у цьому випадку ненульовi розв’язки
визначаються з рiвняння

1 = − 2 shβR0 · e−β(δ/2−µ)

1 + 2 chβR0 · e−β(δ/2−µ)
· d

2Φ(0)

R0
, (3.4)

де R0 =
√

δ2/4 + d2Φ2(0)ρ2.
Як видно, це рiвняння може мати розв’язки для ρ лише при

Φ(0) < 0. Якщо ж Φ(0) > 0, то однорiдне впорядкування змiщень
〈x̂0〉 змiнюється на модульоване. Справдi, як показано в Додатку 2,
при взаємодiї лише найближчих сусiдiв та модуляцiї з подвоєнням
перiоду гратки (коли 〈x̂i〉 дорiвнює +ρ або −ρ для першої або другої
пiдграток, вiдповiдно) рiвняння, аналогiчне до (3.4) має iнший знак
з правої сторони.

Цей факт дозволяє розглядати єдине рiвняння

1 =
2 shβR0 · e−β(δ/2−µ)

1 + 2 chβR0 · e−β(δ/2−µ)
· d

2|Φ(0)|
R0

, (3.5)
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яке стосується обох випадкiв.
Розв’язки рiвняння (3.5) отримуються числовим методом. Серед

них слiд вiдiбрати тi, що вiдпоавiдають абсолютному мiнiмуму фун-
кцiї (3.2). У границi нульової температури завдання спрощується i
таке дослiдження можна провести аналогiчно.

3.1. Випадок T = 0.

При температурi абсолютного нуля тiльки основний стан системи
дає внесок у термодинамiчний потенцiал. Залежно вiд спiввiдношень
мiж параметрами моделi основними можуть бути лише одновузловi
стани з енергiями λ1 та λ3. У першому з цих випадкiв

Ω/N = −1

2
Φ(0)ρ2 + λ1 = −1

2
Φ(0)ρ2 (3.6)

i з умов (2.13) випливає, що ρ = 0. Це фаза без змiщень, i бiльше
того – без частинок.

Коли ж основним є стан λ3,

Ω/N = −1

2
Φ(0)ρ2 + δ/2 − µ−

√

δ2/4 +B2; (3.7)

для параметра ρ, виходячи з (2.13), маємо рiвняння

ρ = − Bd
√

δ2/4 +B2
; (3.8)

Пiсля замiни Φ(0) = −|Φ(0)| (для Φ(0) < 0) це рiвняння можна за-
писати у виглядi

ρ =
B̄d

√

δ2/4 + B̄2
; (3.9)

де B̄ = d(ρ|Φ(0)| + h). Згiдно iз засначеним вище, воно охоплює i
випадок Φ(0) > 0.

Врештi, при певних умовах може наступати змiна основного ста-
ну. Виходячи iз спiввiдношення λ1 = λ3, знаходимо, що це вiдбуває-
ться при

ρ =

√

µ(µ− δ)

|Φ(0)|d − h

|Φ(0)| (3.10)

З формули (3.9) випливає, що ρ → ±d при h → ±∞, вiдповiдно. З
другого боку, з розв’язку рiвняння (3.9) вiдносно h

h =
δ

2d
· ρ
√

d2 − ρ2
− ρ|Φ(0)| (3.11)
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видно, що при ρ << d

h ≃
(

δ

2d2
− |Φ(0)|

)

ρ (3.12)

Звiдси випливає, що залежнiсть ρ вiд h має S- подiбний характер
при

δ/2 < d2|Φ(0)| ≡W, (3.13)

що є умовою iснування при h = 0 спонтанного значення

ρs0 = d

√

1 − δ2

4W 2
, (3.14)

яке можна отримати з (3.9). Воно описує стан з однорiдним або мо-
дульованим (залежно вiд знаку Φ(0)) змiщенням бозе-частинок, що
знаходяться у вузлах гратки. Важливо, що ρs0 не залежить вiд хiмi-
чного потенцiалу бозонiв.

Таким чином, є двi фази, у яких при T = 0 може перебувати
система: 1) фаза з ρ = 0 (коли основним є стан з енергiєю λ1); 2)
фаза з ρ = ρs0 (основний стан має енергiю λ3). Перехiд мiж ними
можна описати, дослiдивши поведiнку термодинамiчного потенцiалу
Ω при змiнi µ, коли виконується умова λ1 = λ3.

Пiдставимо значення ρ (формула (3.10)), що випливає з цiєї умо-
ви, у вираз

Ω/N = +
1

2
|Φ(0)|ρ2 + λ1 = −1

2
|Φ(0)|ρ2 + λ3 (3.15)

Як результат, отримаємо

Ω/N =
1

2|Φ(0)|

[

√

µ(µ− δ)

d
+ h

]2

(3.16)

Зокрема, при h = 0

Ω/N =
µ(µ− δ)

2W
(3.17)

Графiки функцiй

(a) Ω/N
∣

∣

λ1, h=0
= 0

(b) Ω/N
∣

∣

λ3, h=0
= − (W − δ/2)2

2W
− µ

(c) Ω/N
∣

∣

λ1=λ3, h=0
=
µ(µ− δ)

2W
(3.18)
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наведено на рис... в об’єднаному виглядi. Видно структуру типу "ри-
б’ячого хвоста що вказує на перехiд 1-го роду мiж фазами ρ = 0
(гiлка(a)) та ρ 6= 0 (гiлка (b)). Гiлка (c) описує нестiйкi стани. То-
чками абсолютної нестiйкостi першої з них є µ = 0, а другої – µ =
δ/2 −W . Фазовий перехiд вiдбувається при

µ = µ1 ≡ − 1

2W

(

W − δ

2

)2

. (3.19)

Залежнiсть параметра порядку ρ ≡ ρ̃d вiд хiмiчного потенцiалу
бозонiв, що описується при h = 0 формулами

(a) ρ̃ = 0

(b) ρ̃ =

√

1 − δ2

4W 2

(c) ρ̃ =

√

µ(µ− δ)

W
(3.20)

представлено на рис... . У точцi µ = µ1 має мiсце стрибок iз значення
ρ̃ = 0 до значення ρ̃ = ρs0/d.

Цей фазовий перехiд супроводжується також стрибком концен-
трацiї бозонiв n̄B = −∂(Ω/N)

∂µ , при якому n̄B змiнюється при ростi µ
вiд n̄B = 0 до n̄B = 1; це випливає з формул (3.6) i (3.7). Фаза з ρ = 0
– це стан з вiдсутнiми бозонами.

3.2. Випадок T 6= 0.

Наведене вище стосувалося температури абсолютного нуля. При T 6=
0 треба виходити з рiвнянь (3.3) чи (3.5) та загального виразу для
термодинамiчного потенцiалу Ω (3.2) i проводити розрахунки число-
вим способом. Очевидним фактом є зменшення спонтанного (при
h = 0) значення параметра порядку ρ при ростi температури. Пе-
рехiд до нормальної фази вiдбувається при цьому шляхом фазового
переходу 2-го роду. Його температура визначається з рiвняння

1 =
2 sh βδ

2 e−β(δ/2−µ)

1 + 2 ch βδ
2 e−β(δ/2−µ)

· 2W

δ
, (3.21)

яке випливає з (3.5) при граничному переходi ρ→ 0.
Графiки, якi зображають залежнiсть Ω i ρ вiд µ при рiзних тем-

пературах, а також фазову дiаграму (T, µ), подано, вiдповiдно, на
рис. 3 та 4. Останнiй iлюструє область iснування фази з ρ 6= 0 при
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певному спiввiдношеннi мiж параметром W , що описує взаємодiю
мiж змiщеннями бозонiв, та енергiєю δ переходiв бозонiв у збудже-
ний стан на окремому вузлi гратки. На рис. 4 зображено також лiнiю
спiнодалi, на якiй нормальна фаза стає абсолютно нестiйкою (спiн-
одаль визначається умовою (∂ρ/∂µ)ρ=0 = ∞).

4. Фаза ξ 6= 0.

Розглянемо тепер перехiд вiд нормальної фази до фази з бозе-кон-
денсатом (з ξ 6= 0) у моделi (2.1) (де перенесення бозонiв вiдбуває-
ться по основному стану), вважаючи, що вiн вiдбувається незалежно
вiд переходу з параметром порядку ρ. Це має мiсце, очевидно, при
вiдсутностi взаємодiї змiщень Φij . Для ненульових значень Φij така
ситуацiя також можлива; вiдповiдний критерiй буде сформульовано
нижче.

Видiлимо частину гамiльтонiана, яка вiдповiдає за конденcацiю.
У наближеннi середнього поля та при ρ = 0 i h = 0 одновузловий
спектр бозонiв для ξ-фази має згiдно з (2.10), (2.11) вигляд

z1,2 = −µ
2
±
√

µ2/4 + t2(0)ξ2

z3 = δ − µ (4.1)

Термодинамiчний потенцiал Ω записується у цьому випадку як

Ω/N = −t(0)ξ2 − θ ln

(

e−β(δ−µ) + e
βµ
2 · chβ

√

µ2

4
+ t2(0)ξ2

)

(4.2)

Вiдповiдно, виходячи з умови рiвноваги (2.13), отримуємо наступне
рiвняння для параметра порядку бозе-конденсату

ξ = − shβ
√

µ2/4 + t2(0)ξ2

e−βδeβµ/2 + 2 chβ
√

µ2/4 + t2(0)ξ2
· t(0)ξ
√

µ2/4 + t2(0)ξ2
(4.3)

Дане рiвняння вiдоме для двостанової моделi. У подiбнiй формi воно
було отримане в [4] у випадку перенесення бозе-частинок по збудже-
них станах (що вiдповiдає у нашому розглядi iншому знаку параме-
тра δ).

Рiвняння (4.3) має ненульовi розв’язки при t(0) < 0. Як показано
в [4] , при δ > 0 фазовi переходи до фази з бозе-конденсатом є у гра-
ницi T → 0 другого роду. Це видно також з аналiзу основного стану



10 Препринт

системи бозонiв; при будь-яких значеннях µ енергетично найнижчим
є рiвень z2. Термодинамiчний потенцiал дається виразом

Ω/N = |t(0)|ξ2 − µ/2 −
√

µ2/4 + t2(0)ξ2, (4.4)

а рiвняння для ненульового ξ зводиться до

1 =
|t(0)|

2
√

µ2/4 + t2(0)ξ2
(4.5)

Звiдси

ξ =
1

2

√

1 − µ2

t2(0)
(4.6)

Даний результат показує, що фаза ξ 6= 0 iснує в областi |t(0)| < µ <
+|t(0)|.

Пiдставляючи (4.6) у вираз для термодинамiчного потенцiалу,
отримаємо

Ω/N =











0, µ < −|t(0)|
−µ µ > |t(0)|
− 1

4|t0| (µ+ |t(0)|)2, −|t(0)| < µ < |t(0)|
(4.7)

Похiдна ∂
∂µ (Ω/N) = −n̄B, яка визначає концентрацiю бозонiв, змi-

нюється неперервно в точках µ = ±|t(0)|. Це пiдтверджує, що пере-
ходи до фази ξ 6= 0 є 2-го роду (при T = 0).

Графiки залежностей Ω/N та n̄B вiд µ подiно на рис. 5,6.
Зауважимо, що при T 6= 0 внаслiдок часткового заселення збу-

дженого стану рiд фазового переходу до фази з ξ 6= 0 може змiнюва-
тись з 2-го на 1-ий. Така ситуацiя має мiсце при невеликих енергiях
збудження δ та при промiжних температурах (бiльш детально це
описано в [4]).

5. Повнi фазовi дiаграми.

Встановленi в попереднiх параграфах умови реалiзацiї при T = 0
фаз ξ 6= 0 чи ρ 6= 0 отриманi в припущеннi, що iснування однiєї з
фаз виключає появу iншої. Формально, для першої з них це вико-
нується при Φij = 0, а для другої – при tij = 0. Коли ж обидва
параметри Φij i tij , вiдмiннi вiд нуля, може мати мiсце конкуренцiя

ICMP–17–08U 11

мiж згаданими фазами у випадку накладання областей, що їм вiдпо-
вiдають. Щоб дослiдити це питання, потрiбно розглянути поведiнку
повного термодинамiчного потенцiалу Ω.

Як показують числовi розрахунки, проведенi виходячи з виразу
(2.12) з використанням власних значень матрицi (2.11) i рiвнянь са-
моузгодження (2.13) , термодинамiчно вигiдними залишаються окре-
мi фази ξ i ρ; фаза, де одночасно ξ 6= 0 та ρ 6= 0, є нестiйкою. Тим
самим, областi їх iснування та умови, при яких вiдбувається перехiд
з однiєї фази в iншу, можна встановити шляхом порiвняння вiдпо-
вiдних термодинамiчних потенцiалiв.

При T = 0 це вдасться здiйснити аналiтично, використовуючи
формули (3.18) i (4.7). Графiки цих функцiй сумiщено на рис. 7 i
видiлено два випадки. Перший з них (рис. 7a) реалiзується при

W

2

(

1 − δ

2W

)2

> |t(0)| (5.1)

Тут фазовий перехiд до фази ρ при зростаннi µ вiдбувається ранiше,
нiж була б можливою поява бозе-конденсату. Становi з ξ 6= 0 вiдпо-
вiдає гiлка Ωξ з бiльшим значенням Ω, нiж для стану ρ 6= 0 (гiлка
Ωρ), i фаза ξ не виникає. Iснують тим самим, тут двi фази: 1) нор-
мальна (ρ = 0, ξ = 0) при µ < µ1; i 2) фаза з ρ 6= 0 – при µ > µ1
(

µ1 = −W
2

(

1 − δ
2W

)2
)

.

Другий випадок, коли виконується обернена нерiвнiсть до (5.1),
вiдповiдає великим значенням параметра бозонного перенесення |t(0)|.
Як видно з рис. 7б, мiнiмальнi значення потенцiалу Ω досягаються
на трьох гiлках: 1) µ < −|t(0)| – гiлка Ω0 = 0, нормальна фаза, 2)
−|t(0)| < µ < µ∗ – гiлка Ωξ, фаза ξ 6= 0; 3) µ > µ∗ – гiлка Ωρ, фаза
ρ 6= 0. Точка µ∗ вiдповiдає перетину гiлок Ωξ i Ωρ i визначається з
рiвняння

− 1

4|t(0)| (µ+ |t(0)|)2 = − (W − δ/2)2

2W
− µ, (5.2)

що дає

µ∗ = −|t(0)| −
√

2|t(0)|
W

(W − δ/2) , (5.3)

У цьому випадку фаза з бозе-конденсатом iснує як промiжна злiва
вiд фази ρ 6= 0. Фазовий перехiд до фази ξ в точцi µ = −|t(0)| є 2-го
роду, а перехiд мiд фазами ξ i ρ при µ = µ∗ є першого роду.
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Подiбно до цього, коли виконується, умова (5.1) i фаза з бозе-
конденсатом вiдсутня, перехiд до фази ρ також є 1-го роду.

Поведiнку бозонної концентрацiї n̄B в областi цих фазових пере-
ходiв представлено на рис. 8a i 8б. При переходi 1-го роду до фа-
зи ρ має мiсце стрибкоподiбна змiна n̄B, а в областi фази ξ з бозе-
конденсатом n̄B змiнюється лiнiйно. Така залежнiсть вiд µ при T = 0
є характерною для надплинної фази в моделi Бозе-Хаббарда [19,20].

Наведенi результати стосуються абсолютного нуля температури.
При T 6= 0, як показують числовi розрахунки, фаза ξ залишається
промiжною i в цьому випадку. Як видно з фазових дiаграм (T, µ),
побудованих при рiзних значеннях параметра |t(0)| (рис.9), при змен-
шеннi |t(0)| ї ї область звужується. Понижується також максимальна
температура, при якiй ця область iснує. Якщо |t0| < |t0|cr, фаза з
бозе-конденсатом вiдсутня ( |t0|cr ≈ 0, 2 при T = 0, 1, δ = −0, 9,
W = 0, 8; див. рис.10, де подано дiаграму (|t0|, µ).

Перехiд з фази ξ до фази ρ є 1-го роду i при T 6= 0. Для невеликих
значень |t(0)| таким є також перехiд мiж нормальною i ρ фазами,
однак при пiдвищеннi температури рiд його змiнюється з 1-го на
2-ий (рис.9). Для достатньо великих |t(0)| цей перехiд є 2-го роду
починаючи з потрiйної точки, де у рiвновазi мiж собою перебувають
усi три фази.

6. Висновки

Дослiдження термодинамiки граткової бозе-системи, проведене в рам-
ках двостанової моделi жорстких бозонiв, показує, що мiжвузлова
взаємодiя, яка виникає при змiщеннях частинок з їх рiвноважних
положень у гратцi, може приводити до спонтанного порущення си-
метрiї i появи фази з однорiдним або просторово модульованим змi-
щенням. Матричнi елементи змiщень пов’язанi з переходами бозо-
нiв мiж основним i збудженим коливним станом i тому згаданi впо-
рядкування змiщень є аналогом дипольних впорядкувань у сегне-
тоелектричних кристалах. У областях значень хiмiчного потенцiалу
бозонiв, де їх концентрацiя не є цiлочисельною i змiнюється, мiж-
вузлове перенесення частинок приводить до нестiйкостi щодо появи
бозе-конденсату. Конкуренцiя мiж цим ефектом i тенденцiєю до "за-
морожування"змiщень проявляється на формi фазових дiаграм, якi
визначають областi iснування нормальної фази, фази iз спонтанним
змiщенням (ρ 6= 0) та фази з бозе-конденсатом (ξ 6= 0). Числовий
аналiз рiвноважних станiв та умов їх стiйкостi не виявив фази з
ненульовими значеннями обох параметрiв порядку ρ i ξ (такий стан
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вiдповiдав би фазi "суперсолiд вiдомiй iз дослiджень фазових перехо-
дiв у оптичних гратках з бозе-атомами, виконаних на основi простої
моделi Бозе-Хаббарда).

При застосуваннi до оптичних граток наш модельний розгляд
має безпосереднє вiдношення до гратки, утвореної системою локаль-
них подвiйних потенцiальних ям. У цьому випадку визначальним
є внесок, пов’язаний iз перестрибуванням мiж вузлами, при яко-
му частинки не покидають основного коливного стану. "Замороже-
не"змiщення, коли ρ 6= 0, вiдповiдає у даному випадку локалiзацiї в
одному iз двох потенцiальних мiнiмумах у ямi. Така ситуацiя є ана-
логiчною до картини впорядкувань протонiв на водневих зв’язках у
Н-зв’язаних сегнетоелектричних кристалах. Вiдмiннiсть, однак, по-
лягає в тому, що у таких кристалах число протонiв фiксоване (один
протон на зв’язок). Винятком є кристали з т.зв. суперпротонними
(суперiонними) фазами, у яких число вiртуальних Н-зв’язкiв пере-
вищує кiлькiсть протонiв i середня заселенiсть на зв’язок є дробовою
(n̄i < 1). У цьому вiдношеннi наша модель могла б бути застосова-
ною до опису, крiм впорядкованих, ще й фаз iз суперпротонною про-
вiднiстю, якi iснують при температурах вищих за температури, при
яких реалiзуються впорядкованi фази з цiлочисельним заповненням
водневих зв’язкiв. Можливiсть такої ситуацiї iлюструє рис. 9.... Це
питання, однак, потребує окремого i бiльш детального розгляду.

(c)

(b)

(a)

(W ) W

 (W ) W

W

0
 

 

 N

Рис. 1. Залежнiсть термодинамiчного потенцiалу Ω/N вiд хiмiчного
потенцiалу бозонiв µ при T = 0 i t(0) = 0 в областi переходу до фази
ρ 6= 0. Точка µ = µ1 вiдповiдає фазовому переходу першого роду.
Тут i на наступних рисунках суцiльна лiнiя позначає стiйкi стани,
штрихова — метастабiльнi.
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Рис. 2. Залежнiсть параметра порядку ρ вiд хiмiчного потенцiалу
бозонiв µ при T = 0 i t(0) = 0 в околi переходу до фази ρ 6= 0.
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Рис. 3. Залежнiсть термодинамiчного потенцiалу Ω/N i параметра
порядку ρ вiд хiмiчного потенцiалу бозонiв µ при T 6= 0 (t(0) = 0).
Величини, що мають розмiрнiсть енергiї, подано в одиницях W .
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Рис. 4. Фазова дiаграма (T, µ) при переходi до фази ρ 6= 0. Суцiль-
на лiнiя позначає переходи першого роду, штрихова — другого роду,
пунктирна лiнiя — спiнодаль.

|t(0)|

|t(0)|

(c)

(b)

(a)

|t(0)|0

 

 

 N

Рис. 5. Залежнiсть термодинамiчного потенцiалу Ω/N вiд хiмiчного
потенцiалу бозонiв µ в околi переходу до фази ξ 6= 0 при T = 0
(Φij = 0).
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Рис. 6. Залежнiсть концентрацiї бозонiв n̄B вiд хiмiчного потенцiалу
бозонiв µ в околi переходу до фази ξ 6= 0 при T = 0 (Φij = 0).
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Рис. 7. Термодинамiчнi потенцiали Ωρ (формула (3.18)) i Ωξ (фор-
мула (4.7)) як функцiї хiмiчного потенцiалу бозонiв µ при T = 0.
Злiва: випадок безпосереднього переходу з нормальної фази до фа-
зи ρ 6= 0 (виконується нерiвнiсть (5.1)). Справа: випадок, коли iснує
промiжна фаза ξ 6= 0 (виконується нерiвнiсть, обернена до (5.1)).
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Рис. 8. Концентрацiя бозонiв n̄B як функцiя хiмiчного потенцiалу
бозонiв µ при T = 0. Випадки злiва i справа вiдповiдають поданим
на рис. 7.

ICMP–17–08U 19

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5

T
em

pe
ra

tu
re

 Θ

Chemical potential µ

|t0|= 1.0, δ = 0.9, W= 0.8

1st ord. PhT
2nd ord. PhT

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5

T
em

pe
ra

tu
re

 Θ

Chemical potential µ

|t0|= 0.5, δ = 0.9, W= 0.8

1st ord. PhT
2nd ord. PhT

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5

T
em

pe
ra

tu
re

 Θ

Chemical potential µ

|t0|= 0.3, δ = 0.9, W= 0.8

1st ord. PhT
2nd ord. PhT

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5

T
em

pe
ra

tu
re

 Θ

Chemical potential µ

|t0|= 0, δ = 0.9, W= 0.8

1st ord. PhT
2nd ord. PhT

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

-2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5

T
em

pe
ra

tu
re

 Θ

Chemical potential µ

|t0|= 0.1, δ = 0.9, W= 0.8

1st ord. PhT
2nd ord. PhT

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0.045

-1 -0.995 -0.99 -0.985 -0.98 -0.975 -0.97 -0.965

T
em

pe
ra

tu
re

 Θ

Chemical potential µ

Рис. 9. Фазовi дiаграми (T, µ). Показано областi iснування нормаль-
ної фази та фаз ξ 6= 0 i ρ 6= 0 при рiзних значеннях |t(0)| (δ = 0.9,
W = 0.8). Позначення лiнiй ФП — такi, як на рис. 4.
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Рис. 10. Фазова дiаграма (|t(0)|, µ) при фiксованiй температурi (T =
0.1, δ = 0.9, W = 0.8). Позначення лiнiй ФП — такi ж, як на рис. 4.
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Д.1. Додатки

Д.1.1. Оптична гратка з подвiйними потенцiальними яма-
ми.

Як приклад, розглянемо оптичну гратку з подвiйними локальними
потенцiальними ямами. Для простоти обмежимось випадком простої
кубiчної гратки з перiодом R0, у якiй подвiйнi мiнiмуми орiєнтованi
вздовж однiєї з осей (рис. Д1). Приймемо, як звичайно, що бозе-
атоми, перебуваючи у потенцiальних ямах гратки, локалiзуються у
енергетично найнижчих коливних станах. Для ями, що знаходиться
у вузлi гратки i – це стани |i, a〉 i |i, b〉, зосередженi у мiнiмумах a та
b вiдповiдно.

Враховуємо можливiсть перестрибування бозонiв мiж найближ-
чими позицiями у гратцi: 1) перестрибування мiж положеннями a та
b у межах однiєї подвiйної ями; 2) перестрибування мiж сусiднiми
подвiйними ямами [21]. У першому з цих випадкiв гамiльтонiан для

a b a ba b

a b a ba b

a b a ba b

R0

ij
ϕ

R0

2δ

ψ
ij'

Рис. 11. Взаємодiї бозонiв у ґратцi з подвiйними локальними мiнiму-
мами.
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i-ї ями (у i-му вузлi гратки) має вигляд

Ĥ0 = Ω(c+iacib + c+ibcia) − µ(c+iacia + c+ibcib), (Д.1.1)

де cia(c+ia) та cib(c
+
ib) – оператори знищення (народження) бозонiв у

потенцiальних мiнiмумах |i, a〉, (|i, b〉); Ω – параметр перестрибування
(тунелювання) мiж ними, µ - хiмiчний потенцiал бозонiв. Шляхом
перетворення

cia =
1√
2

(di1 + di2)

cib =
1√
2

(di1 − di2), (Д.1.2)

яке еквiвалентне до переходу вiд локалiзованих станiв |i, a〉 та |i, b〉
до їх симетричних

(

1√
2

(|i, a〉 + |i, b〉) ≡ |i, 1〉
)

та антисиметричних
(

1√
2

(|i, a〉 − |i, b〉) ≡ |i, 2〉
)

комбiнацiй, гамiльтонiан (Д.1.1) набуває

дiагонального вигляду:

Ĥi = E1d
+
i1di1 + E2d

+
i2di2 (Д.1.3)

де E1,2 = ±Ω − µ. При Ω < 0 основним станом є симетричний |i, 1〉.
За рахунок тунельного розщеплення збуджений стан вiддiлений вiд
основного щiлиною 2|Ω|.

Перестрибування мiж сусiднiми подвiйними потенцiальними яма-
ми (випадок 2) описується оператором

Ĥ =
∑(‖)

ij

∑

αβ

ϕαβ
ij c

+
iαcjβ +

∑(⊥)

ij

∑

αβ

Ψαβ
ij c

+
iαcjβ , (Д.1.4)

де перший доданок вiдноситься до перемiщень бозонiв у поздовжньо-
му напрямку (паралельно до орiєнтацiї подвiйних ям), а другий –
перпендикулярно до нього (α, β = a або b).

У випадку, коли вiддаль rab мiж позицiями (a) i (b) у потенцiаль-
нiй ямi набагато менша нiж вiддаль R0 мiж сусiднiми ямами [21],
можна застосувати розклади за степенями вiдношення rab/R0. Для
параметрiв перестрибування отримаємо

ϕaa
ij = ϕbb

ij = ϕ(R0); ϕ
ab(ba)
ij = ϕ(R0) ± ϕ′(R0) · 2rab

ψaa
ij = ψbd

ij = ψ(R0); ψab
ij = ψba

ij =

= ψ(R0) + ψ′(R0) · 2r2ab
R0

(Д.1.5)
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Пiсля переходу до операторiв di1, di2 гамiльтонiан (Д.1.4) запи-
шеться як Ĥ = Ĥ‖ + Ĥ⊥, де

Ĥ‖ =
∑(‖)

i<j

[

2ϕ(R0)d+i1dj1 − ϕ′(R0)2rab · d+i1dj2
+ ϕ′(R0)2rab · d+i2dj1

]

+ h.c., (Д.1.6)

Ĥ⊥ =
∑(⊥)

ij

{[

2ψ(R0) + ψ′(R0) · 2r2ab
R0

]

d+i1dj1

− ψ′(R0) · 2r2ab
R0

d+i2dj2

}

+ h.c., (Д.1.7)

При малому вiдношеннi rab/R0 основний внесок належить пере-
стрибуванню мiж симетричними станами. У наближеннi середнього
поля поправки починаються з членiв другого порядку (лiнiйнi по-
правки компенсуються). Нехтуючи внесками другого ( i вище) по-
рядку, приймемо, що перенесення бозе-частинок описується гамiль-
тонiаном

Ĥ‖ + Ĥ⊥ =
∑(‖)

ij
t
‖
ijd

+
i1dj1 +

∑(⊥)

ij
t+ijd

+
i1dj1 (Д.1.8)

Покладемо t‖ij = t⊥ij ≡ tij , оскiльки ефекти локальної анiзотропiї
мало впливають на вiдповiднi матричнi елементи (ϕ(R0) ≈ ψ(R0)).
В результатi прийдемо до гамiльтонiана двостанової моделi

Ĥ = Ω
∑

i

(

d+i1di1 − d+i2di2
)

− µ
∑

i

(

d+i1di1 + d+i2di2
)

+
∑

ij

tijd
+
i1dj1, (Д.1.9)

де перенесення вiдбувається по основних станах, a − 2|Ω| = δ має
змiст енергiї збудження (рiзницi мiж енергiями збудженого i основ-
ного станiв на вузлi). Пiсля замiни µ → µ − δ/2 оператор (Д.1.8)
переходить у гамiльтонiан (2.1)

Д.1.2. Стан з модуляцiєю змiщень.

Для опису модуляцiї з подвоєнням перiоду використаємо пiдхiд, що
грунтується на розбиттi вихiдної гратки на двi пiдгратки. Покладемо

〈x̂i1〉 = ρ1; 〈x̂i2〉 = ρ2 (Д.1.10)
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для першої i другої з них, вiдповiдно. При врахуваннi мiжвузлової
взаємодiї мiж змiщеннями Φij у наближеннi середнього поля гамiль-
тонiан системи запишеться при tij → 0 та за вiдсутностi зовнiшнього
поля як

Ĥ =
∑

i1

Ĥi1 +
∑

i2

Ĥi2 −
N

2
φ(0)ρ1ρ2, (Д.1.11)

де

Ĥi1 = −µX11
i1 + (δ − µ)X22

i1 + ρ2Φ(0)d(X12
i1 +X21

i1 ),

Ĥi2 = −µX11
i2 + (δ − µ)X22

i2 + ρ1Φ(0)d(X12
i2 +X21

i2 ) (Д.1.12)

Власнi значення операторiв (Д.1.12), що дiють на базисi станiв |0〉,
|1〉 i |2〉, мають вигляд

λ
(1,2)
1 = 0, λ

(1,2)
2 =

δ

2
− µ+

√

δ2/4 +B2
(2,1)

λ
(1,2)
3 =

δ

2
− µ−

√

δ2/4 +B2
(2,1), (Д.1.13)

причому

B1 = ρ1Φ(0)d; B2 = ρ2Φ(0)d; (Д.1.14)

Вiдповiдно, для термодинамiчного потенцiалу отримується вираз

Ω/N = −1

2
Φ(0)ρ1ρ2 −

θ

2

(

1 + 2 chβ
√

δ2/4 +B2
1 · e−β( δ

2
−µ)

)

−θ
2

ln

(

1 + 2 chβ
√

δ2/4 +B2
2 · e−β( δ

2
−µ)

)

(Д.1.15)

(враховано, що число вузлiв у пiдгратцi дорiвнює N/2).
З умов рiвноваги

∂Ω/N

∂ρ1
= 0,

∂Ω/N

∂ρ2
= 0 (Д.1.16)

випливають рiвняння для параметрiв самоузгодження ρ1 i ρ2

ρ1(2) = −
2 shβ

√

δ2/4 +B2
2(1)

eβ(
δ
2
−µ) + 2 chβ

√

δ2/4 +B2
2(1)

· d2φ(0)
√

δ2/4 +B2(1)

· ρ2(1) (Д.1.17)

ICMP–17–08U 25

При Φij 6= 0 для найближчих сусiдiв фур’є-образ Φ(~q) має екстрему-
ми лише в центрi та на межi зони Бриллюена. Можливi, тим самим,
два випадки:
1)ρ1 = ρ2 = ρ (однорiдне впорядкування змiщень). Рiвняння (Д.1.17)
зводиться до отриманого вище (4.3) i має ненульовi розв’язки при
Φ(0) < 0.
2)ρ1 = −ρ2 = ρ (знакозмiнна модуляцiя з подвоєнням перiоду гра-
тки).

Тут рiвняння (Д.1.17), переписане для ρ має справа знак "+".
Ненульовi розв’язки присутнi при Φ(0) > 0.
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