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Анотацiя. У роботi розглянуто малi магнiтнi молекули (дво- i три-
вузловi) та їхнi магнiтнi властивостi у межах моделей Гайзенберга
i Габарда (при половинному заповненнi та з флуктуацiєю числа за-
повнення). Також розглянуто вплив мiжмолекулярної обмiнної вза-
ємодiї на процес намагнiчення в основному станi для системи двову-
злових молекул.

Цей препринт грунтується на магiстерськiй роботi Т. I. Гутака.

Strongly correlated models in the theory of magnetic molecules

T.I.Hutak, O.V.Derzhko

Abstract. We consider small magnetic molecules (consisting of two
and three sites) within the Heisenberg and the Hubbard models and
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intermolecular exchange interaction on the magnetization process in the
ground state for a system of the two-site magnetic molecules.
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1. Вступ: магнiтнi молекули

Магнiтнi молекули – це сполуки вiд двох до декiлькох десяткiв па-
рамагнiтних iонiв (спiнiв) з’єднаних антиферомагнiтною взаємодi-
єю [1,2]. Зазвичай зразки знаходяться в кристало- або пилоподiбному
станi (> 1017 iдентичних молекул) i мiжмолекулярна взаємодiя є зна-
чно меншою нiж внутрiшньомолекулярна. Тому вимiрянi величини є
характеристикою окремої молекули (змiна поведiнки спостережува-
них величин при змiнi мiжмолекулярної взаємодiї рiзна; наприклад,
для малих молекул намагнiченiсть є найчутливiшою [3]). Можна ви-
дiлити два пiдкласи в цьому напрямку: спiновi кiльця i так званi
кеплерати – металевi многогранники, що складаються з платонових
i архiмедових тiл. Iснує багато версiй для потенцiйного застосування
магнiтних молекул: в бiохiмiї, квантовiй iнформацiї, для магнiтного
охолодження [4] та iншi.

В бiльшостi випадкiв внутрiшньомолекулярнi взаємодiї є взаємо-
дiями мiж локалiзованими магнiтними моментами, тому вважається,
що такi системи мали б добре описуватися iзотропним гамiльтонiа-
ном Гайзенберга з взаємодiєю мiж найближчими сусiдами:

H =
∑

i,j

JijSi · Sj − gµBB · S. (1.1)

Тут Jij – попарна взаємодiя мiж найближчими сусiдами у молекулi,
g – g-фактор, µB – магнетон Бора, а B – магнiтне поле. Гiльберто-
вий простiр такої задачi є дуже великим; для N вузлiв iз спiном S

(звичайно 1/2 ≤ S ≤ 7/2) – dimH = (2S + 1)N i росте експонен-
цiйно з ростом N . Тому точна дiагоналiзацiя можлива тiльки для
малих молекул (див., наприклад, [5]). В iншому випадку використо-
вують наближенi методи: метод Ланцоша, метод ренормалiзацiйної
групи для матрицi густини (Density Matrix Renormalization Group
(DMRG)) [2]. Для побудови базису використовують симетрiї гамiль-
тонiану (1.1), а саме:

[H,Sz] = 0, [H,S2] = 0. (1.2)

В цьому випадку вектори стану можна “посортувати” за цими кван-
товими числами |S2, Sz, i〉 (iндекс i нумерує стани з однаковими зна-
ченнями S2 i Sz), а гамiльтонiан набуде блок-дiагональної форми:

H =

Sz

max⊕

α=−Sz

max

H(α). (1.3)
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Рис. 1. Залежнiсть намагнiченостi вiд температури i магнiтного поля
для кiлькох молекулярних магнетикiв (експериментальнi данi взятi
з роботи [6]). Злiва – сприйнятливiсть, а справа – намагнiченiсть.

Вiдносно нещодавно було синтезовано новий клас кеплератiв [6],
крива намагнiченостi яких не має сходинкоподiбного характеру на-
вiть при дуже низьких температурах, а натомiсть спостерiгається
плавний рiст намагнiченостi з збiльшенням магнiтного поля (див.
праву панель на рис. 1). Анiзотропний гамiльтонiан Гайзенберга (з
симетричною i антисиметричною взаємодiєю), взаємодiя Дзялошин-
ського-Морiя не дають пояснення цьому ефекту [6]. В данiй роботi
ми спробували iнший шлях: розглянути замiну спiнового гамiльто-
нiану системи на електронний. Ми розглянули магнiтнi молекули
малих розмiрiв (дво- i тривузловi) на основi моделi Габарда при по-
ловинному заповненнi (число електронiв дорiвнює числу вузлiв) i
з флуктуюючим числом заповнення (флуктуюючим зарядом), коли
середнє число заповнення дорiвнює числу вузлiв. Термодинамiчнi
величини в моделi Габарда (намагнiченiсть i магнiтна сприйнятли-
вiсть) порiвнювались з вiдповiдними у моделi Гайзенберга. Крiм то-
го, ми обговорюємо вплив на криву намагнiченостi в основному станi
слабких мiжмолекулярних обмiнних взаємодiй, використовуючи для
цього просту варiацiйну хвильову функцiю.

Робота має таку структуру: в роздiлах 2 i 3 розглядаються магнi-
тнi молекули на 2 i 3 вузлах i їхнi магнiтнi спостережуванi величини
(намагнiченiсть i магнiтна сприйнятливiсть), якщо їх описувати мо-
делями Гайзенберга i Габарда (при половинному заповненнi i з флу-
ктуацiєю заряду); в роздiлi 4 розглядається вплив мiжмолекулярної
взаємодiї на спостережуванi величини на прикладi двовузлових мо-
лекул в одновимiрному ланцюжку; робота завершується висновками.
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2. Двовузлова магнiтна молекула

2.1. Модель Гайзенберга для N = 2 вузлiв

Гамiльтонiан (спiн- 12 ) моделi Гайзенберга для N = 2 вузлiв в магнi-
тному полi має наступний вигляд:

H = JS1 · S2 − h(Sz
1 + Sz

2 )

= J

(
1

2
(S+

1 S
−
2 + S−

1 S
+
2 ) + Sz

1S
z
2

)
− h(Sz

1 + Sz
2 ), (2.1)

де S± = Sx ± iSy - оператори народження i знищення z-компоненти
спiну з такими комутацiйними спiввiдношеннями: [Sz

i , S
±
j ] = ±S±

j δij ,
[S+

i , S
−
j ] = 2Sz

j δij . Як бачимо, гамiльтонiан (2.1) комутує з опера-
тором z-компоненти спiну Sz = Sz

1 + Sz
2 i оператором S

2 = (S1 +
S2)2. Щоб побудувати власний базис для гамiльтонiану (2.1) введе-
мо обмiнний оператор [7], з такою дiєю на базиснi вектори:

P12 =
1

2
+ 2 S1 · S2, P12 |αβ〉 = |βα〉 . (2.2)

Записавши оператор S
2 як S

2 = 1 + P12 бачимо, що вектори |↑↑〉,
|↓↓〉 є власними векторами Sz i S

2 з власними значеннями {Sz =
1, S2 = 2} i {Sz = −1, S2 = 2} вiдповiдно. Значення Sz = − 1

2 є
подвiйно виродженим. Тому, взявши лiнiйну комбiнацiю a |↑↓〉+b |↓↑〉
i подiявши на неї S2, отримаємо:

S
2
(
a |↑↓〉 + b |↓↑〉

)
= (a+ b)

(
|↑↓〉 + |↓↑〉

)
,

звiдки бачимо, що при a = b отримаємо власну функцiю S
2 з власним

значенням S2 = 2, а при a = −b отримаємо власну функцiю S
2 з

власним значенням S2 = 0. Отже, власним базисом гамiльтонiану
(2.1) буде триплет

Sz = 1, S2 = 2 : |↑↑〉 , E =
J

4
− h,

Sz = 0, S2 = 2 :
1√
2

(
|↑↓〉 + |↓↑〉

)
, E =

J

4
,

Sz = −1, S2 = 2 : |↓↓〉 , E =
J

4
+ h (2.3)

i синглет

Sz = 0, S2 = 0 :
1√
2

(
|↑↓〉 − |↓↑〉

)
, E = −3J

4
. (2.4)
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Рис. 2. Спектр моделi Гайзенберга (J > 0) в залежностi вiд магнiтно-
го поля h. При малих h основним є стан з енегрiєю − 3J

4 i хвильовою
функцiєю 1√

2

(
|↑↓〉 − |↓↑〉

)
. При h = J вiдбувається перехiд у стан

|↑↑〉 з енергiєю J
4 − h.

Маючи такi енергетичнi рiвнi (рис. 2):

{Ei} =

{
J

4
± h,

J

4
, −3J

4

}
,

можемо обчислити статистичну суму

Z =

4∑

i=1

exp(−βEi) = exp
(
− βJ

4

)(
1 + 2 cosh(βh) + exp(βJ)

)
.

Звiдки вiльна енергiя F = −T lnZ, а намагнiченiсть (рис. 3, лiва
панель)1

M = −∂F
∂h

=
2 sinh(βh)

1 + 2 cosh(βh) + exp(βJ)
. (2.5)

Магнiтна сприйнятливiсть χ при h = 0 (рис. 3, права панель):

χ =
∂M

∂h

∣∣∣∣
h=0

=
2β

3 + exp(βJ)
. (2.6)

1Оскiльки M(−h) = −M(h) надалi будуть наводитися графiки намагнiченостi
лише для M ≥ 0, h ≥ 0.
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Рис. 3. Злiва: намагнiченiсть (2.5) при рiзних значеннях температури
(J = 1). Справа: магнiтна сприйнятливiсть (2.6) (J = 1).

2.2. Модель Габарда для N = 2 вузлiв при половинному
заповненнi

Запишемо гамiльтонiан одноорбiтальної моделi Габарда на двох ву-
злах:

H = −t
(
c
†
1↑c2↑ + c

†
2↑c1↑ + c

†
1↓c2↓ + c

†
2↓c1↓

)
+ U (n1↑n1↓ + n2↑n2↓)

−h
2

(n1↑ − n1↓ + n2↑ − n2↓) , (2.7)

де доданки пропорцiйнi до t вiдповiдають переносу електронiв з ву-
зла на сусiднiй вузол, пропорцiйнi до U (U > 0) – вiдштовхуванню,
якщо два електрони з рiзними спiнами опиняються на одному вузлi,
а до h – взаємодiї з магнiтним полем (доданок Зеємана). Оператори
c, c† є операторами фермi-типу з вiдповiдними комутацiйними спiв-
вiдношеннями:

{ciα, c†jβ} = δijδαβ , (ciα)2 = (c†iα)2 = 0,

а niσ = c
†
iσciσ. Гамiльтонiан (2.7) комутує з оператором повної кiль-

костi частинок N =
∑

iσ niσ = n1↑ +n1↓ +n2↑ +n2↓, а також з опера-

тором Sz = 1
2

(
n1↑ − n1↓ + n2↑ − n2↓

)
. З врахуванням цього, гамiль-

тонiан (2.7) можна записати у такому блок-дiагональному виглядi:
H = ⊕4

n=0Hn, Hn = ⊕αH
α
n , де iндекс n нумерує кiлькiсть електронiв,

а α пробiгає всi можливi значення Sz. Нас цiкавитиме випадок n = 2
електронiв (половинне заповнення).
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Введемо ще один оператор [8, 9]:

J = J1↑;2↑J1↓;2↓;

Jiα;jβ = 1 − niα − njβ + c
†
iαcjβ + c

†
jβciα,

J 2 = 1, а оператори cj,σ у вiдповiдних обкладках J cj,σJ = cj+1,σ.
Отже, J є iнтегралом руху JHJ = H i є оператором перестановки
вузлiв. Власними значеннями J є ±1, тому гамiльтонiан в кожному
пiдпросторi Sz = α буде мати вигляд Hα

i = ⊕J=±1H
α
i (J ).

Розгляньмо випадок половинного заповнення (N = 2, n = 2, a
Sz = −1, 0, 1). Побудуємо базис наступним чином:

Sz = 1,J = −1 :

|ψ1〉 = |↑↑〉 = c
†
1↑c

†
2↑ |0〉 ;

Sz = 0,J = −1 :

|ψ2〉 =
1√
2

(
|↑↓〉 + |↓↑〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
2↓ + c

†
1↓c

†
2↑
)
|0〉 ;

Sz = 0,J = 1 :

|ψ3〉 =
1√
2

(
|↑↓, 0〉 + |0, ↑↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
1↓ + c

†
2↑c

†
2↓
)
|0〉 ;

Sz = 0,J = 1 :

|ψ4〉 =
1√
2

(
|↑↓〉 − |↓↑〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
2↓ − c

†
1↓c

†
2↑
)
|0〉 ;

Sz = 0,J = −1 :

|ψ5〉 =
1√
2

(
|↑↓, 0〉 − |0, ↑↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
1↓ − c

†
2↑c

†
2↓
)
|0〉 ;

Sz = −1,J = −1 :

|ψ6〉 = |↓↓〉 = c
†
1↓c

†
2↓ |0〉 . (2.8)

Тут |0〉 – вакуумний стан, такий що ciα |0〉 = 0. Запишемо шукану
хвильову функцiю у виглядi |ψ〉 =

∑6
i=1 Ci |ψi〉. Дiя гамiльтонiану

(2.7) на базиснi вектори (2.8) така:

H |ψ1〉 = −h |ψ1〉 , H |ψ2〉 = 0, H |ψ3〉 = −2t |ψ4〉 + U |ψ3〉 ,
H |ψ4〉 = −2t |ψ3〉 , H |ψ5〉 = U |ψ5〉 , H |ψ6〉 = h |ψ6〉 ;

Ĥ =




−h 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 U −2t 0 0
0 0 −2t 0 0 0
0 0 0 0 U 0
0 0 0 0 0 h



.
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Рис. 4. Енергетичнi рiвнi моделi Габарда при половинному заповнен-
нi i U → ∞. Основним є стан 1√

2

(
|↑↓〉 − |↓↑〉

)
з енергiєю − 4t2

U
. При

h = 4t2

U
вiдбувається перехiд в стан |↑↑〉.

Як бачимо, гамiльтонiан дiагональний всюди, крiм блоку {Sz = 0,J =

1}. Тому залишилося дiагоналiзувати матрицю

(
U −2t
−2t 0

)
. Звiдки

E± = U
2 ±

√(
U
2

)2
+ 4t2, а основним станом при малих полях буде:

|ψgr〉 =
1√

E+(E+ − E−)

(
2t |ψ3〉 + E+ |ψ4〉

)
.

Отже енергетичнi рiвнi моделi Габарда для двох електронiв на
двох вузлах [10, 11]

{Ei} =




U

2
±

√(
U

2

)2

+ 4t2, ±h, U, 0



 .

При U → ∞, отримаємо добре вiдомий результат [12,13] (див. рис. 4):

{Ei} =

{
0,±h,−4t2

U

}
,

а ще два iнших рiвнi мають енергiю порядку U . Енергетичнi рiв-
нi моделi Габарда у цiй границi описуються ефективним спiновим
гамiльтонiаном Гайзенберга:

Heff = HHeis −
J

4
,
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Рис. 5. Злiва: намагнiченiсть (2.9) при рiзних значеннях U (t = 1,
T = 0.01). Справа: залежнiсть магнiтної сприйнятливостi в нульово-
му полi (2.10) вiд температури при рiзних U (t = 1). Суцiльнi лiнiї
вiдповiдають моделi Габарда при половинному заповненнi, а штри-
ховi – моделi Гайзенберга при вiдповiдному J = 4t2

U
.

тобто, приходимо до моделi Гайзенберга, iз константою обмiнної вза-
ємодiї J = 4t2

U
i шкалою енергiй, зсунутою на J

4 ; крiм того, є подвiйно
вироджений рiвень з безмежною величиною енергiї U → ∞.

Тепер можна обчислити статистичну суму

Z2 =

6∑

i=1

exp(−βEi)

= 1 + 2 cosh(βh) + exp(−βU)

+2 exp

(
−βU

2

)
cosh


β

√(
U

2

)2

+ 4t2


 .

Вiльна енергiя F = −T lnZ2, а намагнiченiсть (рис. 5, лiва панель)

M = −∂F
∂h

=
2 sinh(βh)

Z2
. (2.9)

Магнiтна сприйнятливiсть при нульовому полi (рис. 5, права панель):

χ =
∂M

∂h

∣∣∣∣
h=0

=
2β

3 + exp(−βU) + 2 exp(−βU
2 ) cosh

(
β

√(
U
2

)2
+ 4t2

) . (2.10)
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2.3. Модель Габарда з флуктуюючим зарядом

Розгляньмо випадки з n = 0, 1, 3, 4 електронами на 2 вузлах.
Для однiєї частинки побудуємо власнi вектори з допомогою опе-

раторiв Sz i J :

Sz =
1

2
,J = 1 :

1√
2

(
|↑, 0〉 + |0, ↑〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑ + c

†
2↑
)
|0〉 , E = −t− h

2
;

Sz =
1

2
,J = −1 :

1√
2

(
|↑, 0〉 − |0, ↑〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑ − c

†
2↑
)
|0〉 , E = t− h

2
;

Sz = −1

2
,J = 1 :

1√
2

(
|↓, 0〉 + |0, ↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↓ + c

†
2↓
)
|0〉 , E = −t+

h

2
;

Sz = −1

2
,J = −1 :

1√
2

(
|↓, 0〉 − |0, ↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↓ − c

†
2↓
)
|0〉 , E = t+

h

2
. (2.11)

З цими енергетичними рiвнями (рис. 6, лiва панель), а саме,

{Ei} =

{
±t− h

2
, ±t+

h

2

}
,

можемо обчислити статистичну суму, яка при n = 1, набуває такого
елегантного вигляду:

Z1 =

4∑

i=1

exp(−βEi) = 4 cosh
(
βt
)

cosh
βh

2
.

Для n = 3 електронiв введемо власний базис з аналогiчних мiр-
кувань:

Sz =
1

2
,J = 1 :

1√
2

(
|↑↓, ↑〉 + |↑, ↑↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
1↓c

†
2↑ + c

†
1↑c

†
2↑c

†
2↓
)
|0〉 ,

E = t− h

2
+ U ;
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Sz =
1

2
,J = −1 :

1√
2

(
|↑↓, ↑〉 − |↑, ↑↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
1↓c

†
2↑ − c

†
1↑c

†
2↑c

†
2↓
)
|0〉 ,

E = −t− h

2
+ U ;

Sz = −1

2
,J = 1 :

1√
2

(
|↑↓, ↓〉 + |↓, ↑↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
1↓c

†
2↓ + c

†
1↓c

†
1↑c

†
2↓
)
|0〉 ,

E = t+
h

2
+ U ;

Sz = −1

2
,J = −1 :

1√
2

(
|↑↓, ↓〉 − |↓, ↑↓〉

)
=

1√
2

(
c
†
1↑c

†
1↓c

†
2↓ − c

†
1↓c

†
1↑c

†
2↓
)
|0〉 ,

E = −t+
h

2
+ U. (2.12)

З енергетичними рiвнями

{Ei} =

{
±t+

h

2
+ U, ±t− h

2
+ U

}

(див. праву панель рис. 6) обчислимо статистичну суму для n = 3
електронiв, яка знову набуває елегантної форми:

Z3 =

4∑

i=1

exp(−βEi) = 4 cosh
(
βt
)

cosh
βh

2
exp(−βU).

Для n = 4 частинок маємо один стан |↑↓, ↑↓〉 i один енергетичний
рiвень E = 2U , отже статсума Z4 = exp(−2βU).

Тепер можемо порахувати велику статистичну суму:

Ξ =

4∑

i=0

exp(βµi)Zi

= 1 + exp(βµ)4 cosh(βt) cosh
βh

2

+ exp(2βµ)

(
1 + 2 cosh(βh) + exp(−βU)
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Рис. 6. Злiва: енергетичнi рiвнi моделi Габарда з n = 1 електроном
для N = 2. Основним є стан 1√

2

(
|↓, 0〉 − |0, ↓〉

)
з енергiєю −t − h

2 .
Справа: енергетичнi рiвнi моделi Габарда з n = 3 електронами для
N = 2. Основним є стан 1√

2

(
|↑↓, ↑〉 − |↑, ↑↓〉

)
з енергiєю U − t− h

2 .

+2 exp
(
− βU

2

)
coshβ

√(
U

2

)2

+ 4t2

)

+ exp(3βµ)4 cosh(βt) exp(−βU) cosh
βh

2
+ exp(4βµ− 2βU). (2.13)

Перепишемо останнiй вираз (2.13) через активнiсть z = exp(βµ); тодi
велика статсума (2.13) набуде вигляду:

Ξ = 1 + 4 cosh(βt) cosh
βh

2

(
z + exp(−βU)z3

)

+Z2z
2 + exp(−2βU)z4.

Знайдемо хiмпотенцiал µ з умови, що середня кiлькiсть частинок
n = −∂Ω

∂µ
= 1

βΞ
∂Ξ
∂µ

. Отримаємо таке рiвняння на z:

nΞ = z
∂Ξ

∂z
. (2.14)

З самого вигляду рiвняння (2.14) для n = 2 бачимо, що воно має
форму полiнома без другої степенi змiнної z. Завдяки тому, що Z3 =
exp(−βU)Z1, рiвняння (2.14) для n = 2 електронiв можна можна
факторизувати. Отже, будемо мати:

(
z − exp

βU

2

)(
z + exp

βU

2

)

×
(
z2 + 2 cosh(βt) cosh

βh

2
exp(βU)z + exp(βU)

)
= 0. (2.15)
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Рис. 7. Злiва: залежнiсть намагнiченостi (2.16) (штрих-пунктирна лi-
нiя) вiд поля при рiзних U (T = 0.01, t = 1). Справа: залежнiсть ма-
гнiтної сприйнятливостi в нульовому полi (2.17) (штрих-пунктирна
лiнiя) вiд температури при рiзних U (t = 1). Штрих-пунктирною лi-
нiєю зображено результати для моделi Габарда з флуктуацiєю заря-
ду (n = 2), суцiльною – для моделi Габарда при половинному запов-
неннi, штриховою – для моделi Гайзенберга з вiдповiдним J = 4t2

U
.

Iснує один додатнiй розв’язок (2.15)2: z = exp βU
2 Тому велика ста-

тсума для “в середньому” двох електронiв:

Ξ⋆ = 3 + 8 exp
βU

2
cosh(βt) cosh

βh

2

+ exp(βU)

(
1 + 2 cosh(βh) + exp

(
−βU

2

)
coshβ

√(
U

2

)2

+ 4t2
)
.

Намагнiченiсть (рис. 7, лiва панель):

M = −∂Ω

∂h

= 2
2 exp βU

2 cosh(βt) sinh βh
2 + exp(βU) sinh

(
βh
)

Ξ⋆
. (2.16)

Магнiтна сприйнятливiсть в нульовому полi (рис. 7, права панель):

χ =
∂M

∂h

∣∣∣∣
h=0

2Розв’язки квадратного рiвняння z2 + 2 cosh(βt) cosh βh

2
exp(βU)z + exp(βU)

завжди вiд’ємнi:

z± = − cosh(βt) cosh
βh

2
exp(βU)±

√

(cosh(βt) cosh
βh

2
exp(βU))2 − exp(2βU) < 0.
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= 2β
2 exp βU

2 cosh(βt) + exp(βU)

K
,

K = Ξ⋆|h=0 = 3 + 8 exp
βU

2
cosh(βt)

+ exp(βU)

(
3 + exp

(
−βU

2

)
coshβ

√(
U

2

)2

+ 4t2
)
. (2.17)

3. Тривузлова магнiтна молекула

3.1. Модель Гайзенберга для N = 3 вузлiв

Запишемо гамiльтонiан (спiн- 12 ) моделi Гайзенберга в магнiтному по-
лi для N = 3 вузлiв на рiвносторонньому трикутнику:

H = J (S1 · S2 + S2 · S3 + S3 · S1) − h(Sz
1 + Sz

2 + Sz
3 )

= J

(
1

2
(S+

1 S
−
2 + S−

1 S
+
2 + S+

2 S
−
3 + S−

2 S
+
3 + S+

3 S
−
1 + S−

3 S
+
1 )

+Sz
1S

z
2 + Sz

2S
z
3 + Sz

3S
z
1 ) − h(Sz

1 + Sz
2 + Sz

3 ). (3.1)

Оскiльки для тричастинкової системи оператори Sz = Sz
1 + Sz

2 + Sz
3

i S2 = 3
4 + P12 + P23 + P31 не утворюють повного набору спостере-

жуваних [7] (для цього необхiдно ще додати один з операторiв Pij),
щоб збудувати власний базис ми введемо оператор кiральностi три-
кутника [14]:

χ123 =
4√
3
S1 ·

(
S2 × S3

)

=
2

i
√

3

((
S−
1 S

+
2 − S+

1 S
−
2

)
Sz
3

+
(
S+
1 S

−
3 − S−

1 S
+
3

)
Sz
2 +

(
S−
2 S

+
3 − S+

2 S
−
3

)
Sz
1

)
. (3.2)

Звiдси бачимо, що стани |↑↑↑〉 i |↓↓↓〉 є власними станами оператора
Sz з власними значеннями ± 3

2 i оператора χ123 з власним значенням
0. Власне значення Sz = 1

2 є потрiйно виродженим. Тому вiзьмемо
лiнiйну комбiнацiю

|ψ(Sz =
1

2
)〉 = a |↑↑↓〉 + b |↑↓↑〉 + c |↓↑↑〉 (3.3)
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i подiємо на неї оператором χ123. Отримаємо:

χ123 |ψ(Sz =
1

2
)〉

=
1

i
√

3

(
(−b+ c) |↑↑↓〉 + (a− c) |↑↓↑〉 + (−a+ b) |↓↑↑〉

)
.

З умови χ123 |ψ(Sz)〉 = λ |ψ(Sz)〉 отримаємо таку систему рiвнянь на
коефiцiєнти a, b, c:





−b+ c = i
√

3λa,

a− c = i
√

3λb,

−a+ b = i
√

3λc.

(3.4)

Розв’язками цiєї системи є λ = 0, λ = ±1. Для λ = 0 власним станом
буде 1√

3

(
|↓↑↑〉 + |↑↓↑〉 + |↑↑↓〉

)
. Для λ = ±1 отримаємо такi набори

(a, b, c): (ω2, ω, 1) i (ω, ω2, 1), де ω = exp(2πi3 ) i задовольняється умова
1 + ω + ω2 = 0. Такi ж результати отримаємо i в фрагментi базису з
Sz = − 1

2 , замiнивши ↑ на ↓. Отже, отримаємо:

Sz =
3

2
, χ123 = 0 :

|↑↑↑〉 , E =
3J

4
− 3h

2
;

Sz =
1

2
, χ123 = 0 :

1√
3

(
|↓↑↑〉 + |↑↓↑〉 + |↑↑↓〉

)
, E =

3J

4
− h

2
;

Sz = −1

2
, χ123 = 0 :

1√
3

(
|↑↓↓〉 + |↓↑↓〉 + |↓↓↑〉

)
, E =

3J

4
+
h

2
;

Sz = −3

2
, χ123 = 0 :

|↓↓↓〉 , E =
3J

4
− 3h

2
(3.5)

(квартет);

Sz =
1

2
, χ123 = 1 :

1√
3

(
|↓↑↑〉 + ω |↑↓↑〉 + ω2 |↑↑↓〉

)
, E = −3J

4
− h

2
;
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Sz = −1

2
, χ123 = 1 :

1√
3

(
|↑↓↓〉 + ω |↓↑↓〉 + ω2 |↓↓↑〉

)
, E = −3J

4
+
h

2
(3.6)

(дублет);

Sz =
1

2
, χ123 = −1 :

1√
3

(
|↓↑↑〉 + ω2 |↑↓↑〉 + ω |↑↑↓〉

)
, E = −3J

4
− h

2
;

Sz = −1

2
, χ123 = −1 :

1√
3

(
|↑↓↓〉 + ω2 |↓↑↓〉 + ω |↓↓↑〉

)
, E = −3J

4
+
h

2
(3.7)

(дублет). Енергетичнi рiвнi є такими:

{Ei} =





3J

4
± 3h

2
,

3J

4
± h

2
, −3J

4
± h

2︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi




.

Як бачимо, основний стан (при h = 0 i малих h) є виродженим. Це
пов’язано з геометрiєю цiєї молекули [15].

Тепер порахуємо статсуму:

Z =

8∑

i=1

exp(−βEi)

= 2 exp

(
−3βJ

4

)(
cosh

3βh

2
+

(
1 + 2 exp

3βJ

2

)
cosh

βh

2

)
.

Вiльна енергiя F = − 1
β

lnZ, а намагнiченiсть (рис. 8, лiва панель):

M = −∂F
∂h

=

3
2 sinh 3βh

2 + 1
2

(
1 + 2 exp 3βJ

2

)
sinh βh

2

cosh 3βh
2 +

(
1 + 2 exp 3βJ

2

)
cosh βh

2

. (3.8)

Магнiтна сприйнятливiсть в нульовому полi (рис. 8, права панель):

χ =
∂M

∂h

∣∣∣∣
h=0

=
β

4

5 + exp(32βJ)

1 + exp(32βJ)
. (3.9)
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Рис. 8. Тривузлова молекула Гайзенберга. Злiва: намагнiченiсть (3.8)
при рiзних значеннях температури T (J = 1). Справа: магнiтна
сприйнятливiсть (3.9) (J = 1).

3.2. Модель Габарда для N = 3 вузлiв при половинному
заповненнi

Запишемо гамiльтонiан моделi Габарда на рiвносторонньому трику-
тнику:

H = −t
(
c
†
1↑c2↑ + c

†
2↑c1↑ + c

†
1↓c2↓ + c

†
2↓c1↓ + c

†
2↑c3↑ + c

†
3↑c2↑

+c†2↓c3↓ + c
†
3↓c2↓ + c

†
3↑c1↑ + c

†
1↑c3↑ + c

†
3↓c1↓ + c

†
1↓c3↓

)

+U (n1↑n1↓ + n2↑n2↓ + n3↑n3↓)

−h
2

(n1↑ − n1↓ + n2↑ − n2↓ + n3↑ − n3↑) . (3.10)

При половинному заповненнi (n = 3 електрони) гiльбертiв простiр
задачi є двадцятивимiрним: H = ⊕αH

α, α = ± 3
2 ,± 1

2 . Введемо бази-
снi вектори в пiдпросторах з вiдповiдними значеннями Sz наступним
чином:

Sz =
3

2
:

|↑↑↑〉 ;

Sz =
1

2
:

|1〉 = |↑↑↓〉 , |2〉 = |↑↓↑〉 , |3〉 = |↓↑↑〉 ,
|4〉 = |↑, ↑↓, 0〉 , |5〉 = |↑, 0, ↑↓〉 , |6〉 = |↑↓, ↑, 0〉 ,
|7〉 = |0, ↑, ↑↓〉 , |8〉 = |↑↓, 0, ↑〉 , |9〉 = |0, ↑↓, ↑〉 ;

Sz = −1

2
:
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|1̃〉 = |↓↓↑〉 , |2̃〉 = |↓↑↓〉 , |3̃〉 = |↑↓↓〉 ,
|4̃〉 = |↓, ↑↓, 0〉 , |5̃〉 = |↓, 0, ↑↓〉 , |6̃〉 = |↑↓, ↓, 0〉 ,
|7̃〉 = |0, ↓, ↑↓〉 , |8̃〉 = |↑↓, 0, ↓〉 , |9̃〉 = |0, ↑↓, ↓〉 ;

Sz = −3

2
:

|↓↓↓〉 . (3.11)

Як бачимо, |↑↑↑〉, |↓↓↓〉 є власними функцiями гамiльтонiана (3.10)
з власними значеннями ∓ 3h

2 . Дiя гамiльтонiану (3.10) на базиснi ве-
ктори (3.11) у пiдпросторах Sz = ± 1

2 :

H |1〉 = −t
(
|4〉 + |5〉 − |6〉 − |7〉

)
− h

2
|1〉 ,

H |2〉 = −t
(
− |4〉 − |5〉 + |8〉 + |9〉

)
− h

2
|2〉 ,

H |3〉 = −t
(
|6〉 + |7〉 − |8〉 − |9〉

)
− h

2
|3〉 ,

H |4〉 = −t
(
|1〉 − |2〉 − |6〉 + |9〉

)
+
(
U − h

2

)
|4〉 ,

H |5〉 = −t
(
|1〉 − |2〉 + |7〉 − |8〉

)
+
(
U − h

2

)
|5〉 ,

H |6〉 = −t
(
− |1〉 + |3〉 − |4〉 + |8〉

)
+
(
U − h

2

)
|6〉 ,

H |7〉 = −t
(
− |1〉 + |3〉 + |5〉 − |9〉

)
+
(
U − h

2

)
|7〉 ,

H |8〉 = −t
(
|2〉 − |3〉 − |5〉 + |6〉

)
+
(
U − h

2

)
|8〉 ,

H |9〉 = −t
(
|2〉 − |3〉 + |4〉 − |7〉

)
+
(
U − h

2

)
|9〉 , (3.12)

H |1̃〉 = −t
(
− |4̃〉 − |5̃〉 + |6̃〉 + |7̃〉

)
+
h

2
|1̃〉 ,

H |2̃〉 = −t
(
|4̃〉 + |5̃〉 − |8̃〉 − |9̃〉

)
+
h

2
|2̃〉 ,

H |3̃〉 = −t
(
− |6̃〉 − |7̃〉 + |8̃〉 + |9̃〉

)
+
h

2
|3̃〉 ,

H |4̃〉 = −t
(
|2̃〉 − |1̃〉 − |6̃〉 + |9̃〉

)
+
(
U +

h

2

)
|4̃〉 ,

H |5̃〉 = −t
(
|2̃〉 − |1̃〉 + |7̃〉 − |8̃〉

)
+
(
U +

h

2

)
|5̃〉 ,

H |6̃〉 = −t
(
− |3̃〉 + |1̃〉 − |4̃〉 + |8̃〉

)
+
(
U +

h

2

)
|6̃〉 ,
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H |7̃〉 = −t
(
− |3̃〉 + |1̃〉 + |5̃〉 − |9̃〉

)
+
(
U +

h

2

)
|7̃〉 ,

H |8̃〉 = −t
(
|3̃〉 − |2̃〉 − |5̃〉 + |6̃〉

)
+
(
U +

h

2

)
|8̃〉 ,

H |9̃〉 = −t
(
|3̃〉 − |2̃〉 + |4̃〉 − |7̃〉

)
+
(
U +

h

2

)
|9̃〉 . (3.13)

Пiсля дiагоналiзацiї ми отримаємо такi енергетичнi рiвнi:

E1,2

(
Sz = ±3

2

)
=

{
∓ 3h

2

}
,

E3,4

(
Sz = ±1

2

)
=

{
∓ h

}
,

E5,6,7,8

(
Sz = ±1

2

)
=

{
U ∓ h

2︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

}
,

E9,10,11,12

(
Sz = ±1

2

)
=

{
2U − 2f cos θ

3
∓ h

2︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

}
,

E13,...,20

(
Sz = ±1

2

)
=

{
2U + f(cos θ ±

√
3 sin θ

3
∓ h

2︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

}
, (3.14)

де f =
√
U2 + 27t2, θ = 1

3 arccos U3

f3
3. В границi U → ∞ отримаємо

ефективний спектр моделi Гайзенберга

Heff = HHeis −
3J

4
, (3.15)

з обмiнною взаємодiєю J = 6t2

U
i з енергетичними рiвнями, зсунутими

на 3J
4 ,

{
± 3h

2
, ±h

2
, −9t2

U
± h

2︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

}
,

a також дванадцятикратно вироджений рiвень з безмежною енергiєю
U → ∞.

3Тут ми скористалися формулою Кардано в тригонометричнiй формi [16].
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Можемо порахувати статсуму:

Z3 =
20∑

i=1

exp(−βEi)

= 2

(
cosh

3βh

2
+
(
1 + 2 exp(−βU) + 2 exp

(
−2βU

3

)

×
(

exp
2βf cos θ

3
+ 2 exp

(
−βf cos θ

3

)
sinh

√
3βf sin θ

3

))
cosh

βh

2

)
.

Вiльна енергiя F = − 1
β

lnZ, а намагнiченiсть M = −∂F
∂h

(рис. 9,
злiва):

M =
1

2

M1

M2
,

M1 = 3 sinh
3βh

2
+
(
1 + 2 exp(−βU) + 2 exp

(
−2βU

3

)

×
(

exp
2βf cos θ

3
+ 2 exp

(
−βf cos θ

3

)
sinh

√
3βf sin θ

3

))
sinh

βh

2
,

M2 = cosh
3βh

2
+
(
1 + 2 exp(−βU) + 2 exp

(
−2βU

3

)

×
(

exp
2βf cos θ

3
+ 2 exp

(
−βf cos θ

3

)
sinh

√
3βf sin θ

3

))
cosh

βh

2
.(3.16)

Магнiтна сприйнятливiсть в нульовому полi (рис. 9, справа):

χ =
∂M

∂h

∣∣∣∣
h=0

=
β

4

K1

K2
,

K1 = 9 +
(
1 + 2 exp(−βU) + 2 exp

(
−2βU

3

)

×
(

exp
2βf cos θ

3
+ 2 exp

(
−βf cos θ

3

)
sinh

√
3βf sin θ

3

))
,

K2 = 1 +
(
1 + 2 exp(−βU) + 2 exp

(
−2βU

3

)

×
(

exp
2βf cos θ

3
+ 2 exp

(
−βf cos θ

3

)
sinh

√
3βf sin θ

3

))
. (3.17)

3.3. Модель Габарда з флуктуюючим зарядом

В цьому параграфi розглянемо модель Габарда з n = 0, 1, 2, 4, 5, 6
електронами на N = 3 вузлах рiвностороннього трикутника. Для
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Рис. 9. Злiва: намагнiченiсть (3.16) (суцiльна лiнiя) при рiзних U

(T = 0.01, t = 1). Справа: магнiтна сприйнятливiсть (3.17) (суцiльна
лiнiя) при рiзних U . Суцiльна лiнiя – результати для моделi Габарда
при половинному заповненнi, пунктирна – для моделi Гайзенберга
при вiдповiдному J = 6t2

U
.

кожного випадку введемо базиснi вектори в пiдпросторах з вiдпо-
вiдними значеннями Sz i пiсля дiагоналiзацiї обчислимо статистичну
суму.

Базис для n = 1:

Sz =
1

2
: |1〉 = |↑, 0, 0〉 , |2〉 = |0, ↑, 0〉 , |3〉 = |0, 0, ↑〉 ;

Sz =
1

2
: |1̃〉 = |↓, 0, 0〉 , |2̃〉 = |0, ↓, 0〉 , |3̃〉 = |0, 0, ↓〉 . (3.18)

Дiя гамiльтонiану (3.10) на (3.18):

H |1〉 = −t
(
|2〉 + |3〉

)
− h

2
|1〉 , H |2〉 = −t

(
|1〉 + |3〉

)
− h

2
|2〉 ,

H |3〉 = −t
(
|1〉 + |2〉

)
− h

2
|3〉 , H |1̃〉 = −t

(
|2̃〉 + |3̃〉

)
− h

2
|1̃〉 ,

H |2̃〉 = −t
(
|1̃〉 + |3̃〉

)
− h

2
|2̃〉 , H |3̃〉 = −t

(
|1̃〉 + |2̃〉

)
− h

2
|3̃〉 .

Пiсля дiагоналiзацiї отримаємо такi енергетичнi рiвнi:

E1,...,6

(
Sz = ±1

2

)
=

{
− 2t∓ h

2
, t∓ h

2︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

}
. (3.19)

Статистична сума:

Z1 = 2 cosh
βh

2

(
exp(2βt) + 2 exp(−βt)

)
.
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Базис для n = 2:

Sz = 1 : |1〉 = |↑, ↑, 0〉 , |2〉 = |↑, 0, ↑〉 , |3〉 = |0, ↑, ↑〉 ;

Sz = 0 : |1〉 = |↑, ↓, 0〉 , |2〉 = |↑, 0, ↓〉 , |3〉 = |0, ↑, ↓〉 ,
|4〉 = |↓, ↑, 0〉 , |5〉 = |↓, 0, ↑〉 , |6〉 = |0, ↓, ↑〉 ,

|7〉 = |↑↓, 0, 0〉 , |8〉 = |0, ↑↓, 0〉 , |9〉 = |0, 0, ↓, ↑〉 ;

Sz = −1 : |1̃〉 = |↓, ↓, 0〉 , |2̃〉 = |↓, 0, ↓〉 , |3̃〉 = |0, ↓, ↓〉 . (3.20)

Дiя гамiльтонiану (3.10) на (3.20):

H |1〉 = −t
(
|2〉 − |3〉

)
− h |1〉 ,

H |2〉 = −t
(
|1〉 + |3〉

)
− h |2〉 ,

H |3〉 = −t
(
|2〉 − |1〉

)
− h |3〉 ;

H |1〉 = −t
(
|2〉 − |6〉 + |7〉 + |8〉

)
,

H |2〉 = −t
(
|1〉 + |3〉 + |7〉 + |9〉

)
,

H |3〉 = −t
(
|2〉 − |4〉 + |8〉 + |9〉

)
,

H |4〉 = −t
(
− |3〉 + |5〉 − |7〉 − |8〉

)
,

H |5〉 = −t
(
|4〉 + |6〉 − |7〉 − |9〉

)
,

H |6〉 = −t
(
− |1〉 + |5〉 − |8〉 − |9〉

)
,

H |7〉 = −t
(
|1〉 + |2〉 − |4〉 − |5〉

)
+ U |7〉 ,

H |8〉 = −t
(
|1〉 + |3〉 − |4〉 − |6〉

)
+ U |8〉 ,

H |9〉 = −t
(
|2〉 + |3〉 − |5〉 − |6〉

)
+ U |9〉 ;

H |1̃〉 = −t
(
|2̃〉 − |3̃〉

)
− h |1̃〉 ,

H |2̃〉 = −t
(
|1̃〉 + |3̃〉

)
− h |2̃〉 ,

H |3̃〉 = −t
(
|2̃〉 − |1̃〉

)
− h |3̃〉 .

Отримаємо такi п’ятнадцять енергетичних рiвнiв:

E1,...,6

(
Sz = ±1

)
=

{
2t∓ h, −t∓ h︸ ︷︷ ︸

подвiйно виродженi

}
,

E7

(
Sz = 0

)
= 2t,

E8,9

(
Sz = 0

)
= −t︸︷︷︸

подвiйно виродженi

,

E10,11

(
Sz = 0

)
= −t+

U

2
± 1

2

√
U2 + 4tU + 36t2,
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E12,...,15

(
Sz = 0

)
=
t

2
+
U

2
± 1

2

√
U2 − 2tU + 9t2

︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

. (3.21)

Статистична сума:

Z2 =

(
1 + 2 cosh(βh)

)(
exp(−2βt) + 2 exp(βt)

)

+2 exp

(
−βU

2

)(
exp(βt) cosh

βf+
1

2
+ 2 exp

(
−βt

2

)
cosh

βf−
2

2

)
,

де f+
1 =

√
U2 + 4tU + 36t2, f−

2 =
√
U2 − 2tU + 9t2.

Базис для n = 4:

Sz = 1 : |1〉 = |↑↓, ↑↓, ↑〉 , |2〉 = |↑, ↑↓, ↑〉 , |3〉 = |↑, ↑, ↑↓〉 ;

Sz = 0 : |1〉 = |↑↓, ↑, ↓〉 , |2〉 = |↑, ↑↓, ↓〉 , |3〉 = |↑, ↓↑↓〉 ,
|4〉 = |↑↓, ↓, ↑〉 , |5〉 = |↓, ↑↓, ↑〉 , |6〉 = |↓, ↑, ↑↓〉 ,

|7〉 = |↑↓, ↑↓, 0〉 , |8〉 = |↑↓, 0, ↑↓〉 , |9〉 = |0, ↑↓, ↓, ↑〉 ;

Sz = −1 : |1̃〉 = |↑↓, ↓, ↓〉 , |2̃〉 = |↓, ↑↓, ↓〉 , |3̃〉 = |↓, ↓, ↑↓〉 . (3.22)

Дiя гамiльтонiану (3.10) на (3.22):

H |1〉 = −t
(
− |2〉 + |3〉

)
+
(
U − h

)
|1〉 ,

H |2〉 = −t
(
− |1〉 − |3〉

)
+
(
U − h

)
|2〉 ,

H |3〉 = −t
(
|1〉 − |2〉

)
+
(
U − h

)
|3〉 ;

H |1〉 = −t
(
− |2〉 + |6〉 + |7〉 + |8〉

)
+ U |1〉 ,

H |2〉 = −t
(
− |1〉 − |3〉 + |7〉 + |9〉

)
+ U |2〉 ,

H |3〉 = −t
(
− |2〉 + |4〉 + |8〉 + |9〉

)
+ U |3〉 ,

H |4〉 = −t
(
|3〉 − |5〉 − |7〉 − |8〉

)
+ U |4〉 ,

H |5〉 = −t
(
− |4〉 − |6〉 − |7〉 − |9〉

)
+ U |5〉 ,

H |6〉 = −t
(
|1〉 − |5〉 − |8〉 − |9〉

)
+ U |6〉 ,

H |7〉 = −t
(
|1〉 + |2〉 − |4〉 − |5〉

)
+ 2U |7〉 ,

H |8〉 = −t
(
|1〉 + |3〉 − |4〉 − |6〉

)
+ 2U |8〉 ,

H |9〉 = −t
(
|2〉 + |3〉 − |5〉 − |6〉

)
+ 2U |9〉 ;

H |1̃〉 = −t
(
− |2̃〉 + |3̃〉

)
+
(
U + h

)
|1̃〉 ,

H |2̃〉 = −t
(
− |1̃〉 − |3̃〉

)
+
(
U + h

)
|2̃〉 ,

H |3̃〉 = −t
(
|1̃〉 − |2̃〉

)
+
(
U + h

)
|3̃〉 .
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П’ятнадцять енергетичних рiвнiв мають вигляд:

E1,...,6

(
Sz = ±1

)
=

{
− 2t+ U ∓ h, t+ U ∓ h︸ ︷︷ ︸

подвiйно виродженi

}
,

E7

(
Sz = 0

)
= −2t+ U,

E8,9

(
Sz = 0

)
= t+ U︸ ︷︷ ︸

подвiйно виродженi

,

E10,11

(
Sz = 0

)
= t+

3U

2
± 1

2

√
U2 − 4tU + 36t2,

E12,...,15 =
(
Sz = 0

)
=

{
− t

2
+

3U

2
± 1

2

√
U2 + 2tU + 9t2

︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

}
. (3.23)

Статистична сума:

Z4 = exp (−βU)

((
1 + 2 cosh(βh)

)(
exp(2βt) + 2 exp(−βt)

)

+2 exp

(
−βU

2

)(
exp(−βt) cosh

βf−
1

2
+ 2 exp

βt

2
cosh

βf+
2

2

))
,

де f−
1 =

√
U2 − 4tU + 36t2, f+

2 =
√
U2 + 2tU + 9t2.

Базис для n = 5:

Sz =
1

2
: |1〉 = |↑, ↑↓, ↑↓〉 , |2〉 = |↑↓, ↑, ↑↓〉 , |3〉 = |↑↓, ↑↓, ↑〉 ;

Sz = −1

2
: |1̃〉 = |↓, ↑↓, ↑↓〉 , |2̃〉 = |↑↓, ↓, ↑↓〉 , |3̃〉 = |↑↓, ↑↓, ↓〉 . (3.24)

Дiя гамiльтонiану (3.10) на (3.24):

H |1〉 = −t
(
− |2〉 − |3〉

)
+
(
2U − h

2

)
|1〉 ,

H |2〉 = −t
(
− |1〉 − |3〉

)
+
(
2U − h

2

)
|2〉 ,

H |3〉 = −t
(
− |1〉 − |2〉

)
+
(
2U − h

2

)
|3〉 ,

H |1̃〉 = −t
(
− |2̃〉 − |3̃〉

)
+
(
2U +

h

2

)
|1̃〉 ,

H |2̃〉 = −t
(
− |1̃〉 − |3̃〉

)
+
(
2U +

h

2

)
|2̃〉 ,

H |3̃〉 = −t
(
− |1̃〉 − |2̃〉

)
+
(
2U +

h

2

)
|3̃〉 .
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Енергетичнi рiвнi:

E1,...,6

(
Sz = ±1

2

)
=

{
2t+ 2U ∓ h

2
, −t+ 2U ∓ h

2︸ ︷︷ ︸
подвiйно виродженi

}
. (3.25)

Статистична сума:

Z5 = 2 cosh
βh

2

(
exp(−2βt) + 2 exp(βt)

)
exp(−2βU).

Тепер можемо обчислити велику статистичну суму4

Ξ =

6∑

i=0

exp(βµi)Zi.

Знову скористаємось рiвнянням (2.14); будемо мати:

3
(

exp(−3βU)z6 − 1
)

+4z cosh
βh

2

((
exp(−2βt) + 2 exp(βt)

)
exp(−2βU)z4

− exp(2βt) − 2 exp(−βt)
)

+z2
(

1 + 2 cosh(βh)

)((
exp(2βt) + 2 exp(−βt)

)
exp(−βU)z2

− exp(−2βt) − 2 exp(βt)

)
+ 2z2 exp

(
−βU

2

)

×
((

exp(−βt) cosh
βf−

1

2
+ 2 exp

βt

2
cosh

βf+
2

2

)
exp(−βU)z2

− exp(βt) cosh
βf+

1

2
+ 2 exp

(
−βt

2

)
cosh

βf−
2

2

)
= 0,

4Ми знайшли повний спектр моделi Габарда на рiвносторонньому трикутнику;
вперше аналiтичний розв’язок для цiєї задачi було знайдено у [17, 18].
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або в компактнiшiй формi:

3
(

exp(−3βU)z6 − 1
)

+ 4z cosh
βh

2

(
f−
3 exp(−2βU)z4 − f+

3

)

+z2
(

1 + 2 cosh(βh)

)(
f+
3 exp(−βU)z2 − f−

3

)

+2z2 exp

(
−βU

2

)(
f−
4 exp(−βU)z2 − f+

4

)
= 0, (3.26)

де

f+
3 (t) = f−

3 (−t) = exp(2βt) + 2 exp(−βt);
f+
4 (t) = f−

4 (−t) = exp(βt) cosh
βf

+

1

2 + 2 exp(−βt
2 ) cosh

βf
−

2

2 .

В загальному випадку не можна знайти розв’язки рiвняння 6-го
порядку в радикалах. Розв’язок (3.26) вдається знайти при t = 0:
z = exp βU

2 . Оскiльки функцiї f±
i є додатнiми, то будемо мати такi

знаки при ненульових коефiцiєнтах цього полiнома: {+ + + − −−}.
Отже, за правилом Декарта 5 це рiвняння (3.26) завжди має тiльки
один додатнiй корiнь.

4. Одно-, дво- i тривимiрний кристал двовузлових

магнiтних молекул

4.1. Однопараметрична варiацiйна хвильова функцiя

Для дослiдження впливу мiжмолекулярної взаємодiї на процес нама-
гнiчення розглянемо одновимiрний ланцюжок двовузлових молекул,
який будемо моделювати наступним гамiльтонiаном:

H = J0
∑

i∈A

Si · Si+1 + J
∑

i∈B

Si · Si+1 − h
∑

i

Sz
i , (4.1)

де J0 – мiжвузлова взаємодiя в молекулi, а J – мiжмолекулярна
взаємодiя, при чому J0 ≥ J ≥ 0.

Ця задача не має точного розв’язку. При J0 = J маємо одно-
рiдний ланцюжок Гайзенберга в магнiтному полi (точний розв’язок

5Це теорема: число додатнiх коренiв многочлена не перевищує числа змiни
знакiв в послiдовностi його ненульових коефiцiєнтiв [16]. Частковим випадком є
функцiя f(x) = a1 exp(λ1x)+ · · ·+an exp(λnx), λ1 < · · · < λn. В нашому випадку
x = µ.
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можна знайти методом пiдстановки Бете [19]), при J = 0 маємо лан-
цюжок невзаємодiючих двовузлових молекул, розглянутих у роздi-
лi 2.

Скористаємось варiацiйним методом [20, 21] i запишемо найпро-
стiшу однопараметричну варiацiйну хвильову функцiю в наступному
виглядi:

|ψvar〉 =
∏

i∈A

(√
1 − α2

2

(
|↑i↓i+1〉 − |↓i↑i+1〉

)
+ α |↑i↑i+1〉

)
, (4.2)

де добуток береться за всiма зв’язками J0. При α = 0 отримаємо до-
буток синглетiв iз пiдгратки A, при α = 1 всi спiни вилаштовуються
за полем.

Обчислимо середнi значення S1 · S2 i S2 · S3:

(
S+
1 S

−
2 + S−

1 S
+
2

)
. . .

(√
1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)
. . .

= . . .

(
−
√

1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

))
. . . ,

Sz
1S

z
2 . . .

(√
1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)
. . .

= . . .
1

4

(
−
√

1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)
. . . .

Остаточно:

〈ψvar|S1 · S2 |ψvar〉 = α2 − 3

4
.

Далi,

(
S+
2 S

−
3 + S−

2 S
+
3

)
. . .

(√
1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)

×
(√

1 − α2

2

(
|↑3↓4〉 − |↓3↑4〉

)
+ α |↑3↑4〉

)
. . .

= . . .

(√
1 − α2

2
|↑1↑2〉

(√
1 − α2

2
|↓3↓4〉 + α |↓3↑4〉

)

+

(
−
√

1 − α2

2
|↓1↓2〉 + α |↑1↓2〉

)(
−
√

1 − α2

2

)
|↑3↑4〉

)
. . . ,
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Sz
2S

z
3 . . .

(√
1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)

×
(√

1 − α2

2

(
|↑3↓4〉 − |↓3↑4〉

)
+ α |↑3↑4〉

)
. . .

= . . .
1

4

(
−
√

1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 + |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)

×
(√

1 − α2

2

(
|↑3↓4〉 + |↓3↑4〉

)
+ α |↑3↑4〉

)
. . . .

Остаточно:

〈ψvar |S2 · S3 |ψvar〉 =
3α4

4
− α2

2
.

Варiацiйна намагнiченiсть на одну молекулу:

mi(α) = 〈Sz
i 〉 =

α2

2
. (4.3)

Запишемо вираз для варiацiйної енергiї основного стану:

E
(
α, J

)
=

〈ψvar|H |ψvar〉
2N

=
(
α2 − 3

4

)J0
2

+

(
3α4

4
− α2

2

)
J

2
− h

α2

2
. (4.4)

Зафiксуємо величину J0 = 1, тодi енергiя основного стану буде фун-
кцiєю варiацiйного параметра α i двох контролюючих параметрiв
{h ≥ 0, 0 ≤ J ≤ 1}. З умови мiнiмуму:

∂E(α, J)

∂α
= α

(
2 − J − 2h+ 3Jα2

)
= 0

отримаємо наступнi розв’язки для параметра α:

α = 0, α =

√
2h+ J − 2

3J
.

Оскiльки параметр α дiйсний i змiнюється в межах [0, 1], бачимо, що
при h < 2−J

2 пiдкореневий вираз буде меншим за 0, тому

α = 0 ⇒ E = −3

8
,

α = 1 ⇒ E = −3

8
− (2h+ J − 2)4

24J2
. (4.5)
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Рис. 10. Намагнiченiсть (4.3) (штриховi лiнiї) ланцюжка магнiтних
молекул в порiвняннi з чисельними результатами методом ренорма-
лiзацiйної групи для матрицi густини для N = 100 вузлiв (суцiльнi
лiнiї).

На рис. 10 показано результати розрахунку варiацiйним методом
(штриховi лiнiї) у порiвняннi з точними числовими результатами,
отриманими методом ренормалiзацiйної групи для матрицi густини
(суцiльнi лiнiї). Згода добра, коли J мале.

Узагальнимо такий пiдхiд на довiльний тип гратки, коли гамiль-
тонiан системи має вигляд:

H = J0
∑

<ij>

Si · Sj + J
∑

<ij>′

Si · Sj − h
∑

j

Sz
j , (4.6)

де сума береться за всiма найближчими сусiдами.
Нехай n1 – кiлькiсть J взаємодiй першого вузла з другим, ñ1

– першого з першим, n2 – другого з першим, ñ2 – другого з дру-
гим. Щоб записати вираз для середньої енергiї необхiдно обчислити
〈ψvar|S1 · S3|ψvar〉:

(
S+
1 S

−
3 + S−

1 S
+
3

)
. . .

(√
1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)

×
(√

1 − α2

2

(
|↑3↓4〉 − |↓3↑4〉

)
+ α |↑3↑4〉

)
. . .

= . . .

(
−
√

1 − α2

2
|↑1↑2〉

(√
1 − α2

2
|↓3↓4〉 + α |↓3↑4〉

)
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+

(√
1 − α2

2
|↓1↓2〉 + α |↓1↑2〉

)(
−
√

1 − α2

2

)
|↑3↑4〉

)
. . . ,

Sz
1S

z
3 . . .

(√
1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)

×
(√

1 − α2

2

(
|↑3↓4〉 − |↓3↑4〉

)
+ α |↑3↑4〉

)
. . .

= . . .
1

4

(
−
√

1 − α2

2

(
|↑1↓2〉 + |↓1↑2〉

)
+ α |↑1↑2〉

)

×
(√

1 − α2

2

(
|↑3↓4〉 + |↓3↑4〉

)
+ α |↑3↑4〉

)
. . . .

Остаточно:

〈ψvar |S1 · S3 |ψvar〉 = 〈ψvar |S2 · S4 |ψvar〉 =
α2

2
− α4

4
.

Отже, варiацiйна енергiя набуває вигляду:

E(α)

N
= J0n1

(α2

2
− 3

4

)
+ n2J

(
3α4

4
− α2

2

)

+(ñ1 + ñ2)J
(α2

2
− α4

4

)
− hα2. (4.7)

З умови мiнiмуму знайдемо α2

α2 =
2(h− n1) + J(n2 − ñ1 − ñ2)

J(3n2 − ñ1 − ñ2)
. (4.8)

У даному пiдходi процес намагнiчення (поява намагнiченостi) по-
чинається, коли α = 0, а саме при

h⋆ = n1 −
J

2
(ñ1 + ñ2 − n2).

Для того, щоб рiст намагнiченностi починався при якомога менших
полях h⋆, необхiдно щоб ñ1 + ñ2 > n2.

4.2. Двопараметрична варiацiйна хвильова функцiя

Варiацiйна хвильова функцiя (4.2) дає якiсний опис (значення кри-
тичних полiв) одновимiрного ланцюжка (4.1) при слабкiй мiжмоле-
кулярнiй взаємодiї, див. рис. 10. При збiльшеннi J , тобто при на-
ближеннi моделi до однорiдного ланцюжка Гайзенберга, в даному
пiдходi вдається тiльки знайти значення поля насичення.
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Спробуємо узагальнити варiацiйну хвильову функцiю (4.2) на ви-
падок J близьких до одиницi. Для цього запишемо:

|ψvar〉 =
∏

i∈A

(
t1 + t2√

2
|↑i↓i+1〉 +

t1 − t2√
2

|↓i↑i+1〉

+
√

1 − t21 − t22 |↑i↑i+1〉
)
, (4.9)

де добуток береться за зв’язками J0. При t1 = 0 отримаємо синглетну
варiацiйну хвильову функцiю, розглянуту вище. При t2 = 0 отри-
маємо добуток симетричних компонент триплету. При t1 = t2 = 1√

2

отримаємо стан Нееля. Щоб коефiцiєти у варiацiйнiй хвильовiй фун-
кцiї були дiйсними, будемо враховувати тiльки розв’язки t21 + t22 ≤ 1.

Обчислимо середнi значення S1 · S2 i S2 · S3:

(
S+
1 S

−
2 + S−

1 S
+
2

)
. . .

(
t1 + t2√

2
|↑1↓2〉 +

t1 − t2√
2

|↓1↑2〉

+
√

1 − t21 − t22 |↑1↑2〉
)
. . .

= . . .

(
t1 − t2√

2
|↑1↓2〉 +

t1 + t2√
2

|↓1↑2〉
)
. . . ,

Sz
1S

z
2 . . .

(
t1 + t2√

2
|↑1↓2〉 +

t1 − t2√
2

|↓1↑2〉

+
√

1 − t21 − t22 |↑1↑2〉
)
. . .

=
1

4
. . .

(
− t1 + t2√

2
|↑1↓2〉 −

t1 − t2√
2

|↓1↑2〉

+
√

1 − t21 − t22 |↑1↑2〉
)
. . . .

Остаточно:

〈ψvar |S1 · S2 |ψvar〉 =
1

4
− t22.

Далi6,

(
S+
2 S

−
3 + S−

2 S
+
3

)
. . .

(
t1 + t2√

2
|↑1↓2〉 +

t1 − t2√
2

|↓1↑2〉 +
√ |↑1↑2〉

)

6В наступних викладках
√

=
√

1− t2
1
− t2

2
.

ICMP–17–04U 31

×
(
t1 + t2√

2
|↑3↓4〉 +

t1 − t2√
2

|↓3↑4〉 +
√ |↑3↑4〉

)
. . .

= . . .

(
t1 + t2√

2
|↑1↑2〉

( t1 + t2√
2

|↓1↓2〉 +
√ |↓3↑4〉

)

+
( t1 − t2√

2
|↓1↑2〉 +

√ |↑2↓2〉
)) t1 − t2√

2
|↑3↑4〉 . . . ,

Sz
2S

z
3 . . .

(
t1 + t2√

2
|↑1↓2〉 +

t1 − t2√
2

|↓1↑2〉 +
√ |↑1↑2〉

)

×
(
t1 + t2√

2
|↑3↓4〉 +

t1 − t2√
2

|↓3↑4〉 +
√ |↑3↑4〉

)
. . .

= . . .
1

4

(
− t1 + t2√

2
|↑1↓2〉 +

t1 − t2√
2

|↓1↑2〉 +
√ |↑1↑2〉

)

×
(
t1 + t2√

2
|↑3↓4〉 −

t1 − t2√
2

|↓3↑4〉 +
√ |↑3↑4〉

)
. . . .

Остаточно:

〈ψvar |S2 · S3 |ψvar〉 =
1

4
− t22 −

t41
4

+
3t42
4

− t21t
2
2

2
.

Варiацiйна намагнiченiсть на першому i другому вузлах вiдповiдно
має вигляд:

m1(t1, t2) = 〈Sz
1〉 = 2t1t2 +

1

2

√
1 − t21 − t22,

m2(t1, t2) = 〈Sz
1 〉 = −2t1t2 +

1

2

√
1 − t21 − t22,

а варiацiйна намагнiченiсть:

m(t1, t2) = 〈Sz
1 + Sz

2 〉 =
√

1 − t21 − t22. (4.10)

Отже, варiацiйна енергiя основного стану:

E
(
t1, t2, J

)
=

〈ψvar |H |ψvar〉
2N

=
J0

2

(1

4
− t22

)
+
J

2

(
1

4
− t22 −

t41
4

+
3t42
4

− t21t
2
2

2

)
− h

2

(
1 − t21 − t22

)
.(4.11)

Параметри t1 i t2 у (4.9) будемо шукати з умови:
{

∂E(t1,t2,J)
∂t1

= 0,
∂E(t1,t2,J)

∂t2
= 0.
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Отримаємо таку систему рiвнянь:




t1

(
2h− J

(
t21 + t22

))
= 0,

t2

(
2
(
h− 1 − J

)
− J

(
t21 − 3t22

))
= 0.

Розв’язками будуть такi пари t1 i t2:

{t1 = 0, t2 = 0};

{t1 =

√
2h

J
, t2 = 0};

{t1 = 0, t2 =

√
2(1 + J − h)

3J
};

{t1 =

√
4h− 1 − J

2J
, t2 =

√
1 + J

2J
}.

Звiдки бачимо, що енергетично вигiднiшими є розв’язки, якi вiдпо-
вiдають синглетнiй варiацiйнiй хвильовiй функцiї (4.2). Тобто хви-
льова функцiя (4.9) також не дає доброго опису кривої намагнiчено-
стi при J близьких до одиницi.

5. Висновки

В роздiлах 2 i 3 ми розглянули намагнiченiсть i магнiтну сприйнятли-
вiсть магнiтних молекул в моделях Гайзенберга i Габарда. Маючи на
увазi проблему, оголошену у вступi, ще раз повернемося до кривих
намагнiченостi i магнiтної сприйнятливостi (рис. 11). Намагнiченiсть
двовузлової магнiтної молекули має стрибок при h = J (перехiд з
синглетного стану в поляризований). Навiть якщо молекула опису-
ється гамiльтонiаном Габарда, але з великим U – на експериментi
це не вдасться побачити. Однак при при малих U – стрибок вiд-
бувається значно швидше. Тобто експериментальним пiдтверджен-
ням застосовностi електронного гамiльтонiану була б невiдповiднiсть
стрибка намагнiченостi i мiжвузлової взаємодiї.

В роздiлi 4 ми розглянули вплив мiжмолекулярної обмiнної вза-
ємодiї на процес намагнiчення. Результатом цього є “розмиття” схо-
динкоподiбної кривої. Варiацiйна хвильова функцiя (4.2) хоч i лише
якiсно описує процес намагнiчення, але дає змогу добре оцiнити кри-
тичнi поля при малiй мiжмолекулярнiй взаємодiї.

Видається важливим звернути увагу на наступне. Низькоенерге-
тична частина спектру моделi Габарда при половинному заповненнi
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Рис. 11. Злiва: намагнiченiсть (t = 1, T = 0.01). Справа: магнiтна
сприйнятливiсть в нульовому полi (t = 1).

n = N , коли U → ∞, (з точнiстю до сталої) описується спектром мо-
делi Гайзенберга з вiдповiдним значенням антиферомагнiтної обмiн-
ної взаємодiї J . Несподiвано, однак, те, що значення J залежить вiд
геометрiї розташування вузлiв. Зокрема, J = 4t2

U
для N = 2 (див.

стор. 7 i 8), але J = 6t2

U
для N = 3 вузлiв. якi утворюють рiв-

ностороннiй трикутник (див. стор. 18 i 19, формула (3.15)). Якщо
ж скористатися результатами Р. Шумана для моделi Габарда при
n = N = 4 [17, 22], то виявимо, що J = 4t2

U
, якщо чотири вузли

утворюють квадрат, але J = 8t2

U
, якщо чотири вузли утворюють

тетраедер. Цi точнi результати для енергетичного спектру сильно
скорельованих систем з кiлькох вузлiв вказують на цiкаву пробле-
му, яку варто було б дослiдити детально. А саме, розглянути модель
Габарда на скiнченiй системi з кiлькох вузлiв N при половинному
заповненнi n = N i, застосувавши операторну теорiю збурень за сте-
пенями t

U
(див., наприклад, [13]), збудувати ефективний низькоенер-

гетичний гамiльтонiан. Звичайно вважається, що ефективний низь-
коенергетичний гамiльтонiан є антиферомагнiтною моделлю Гайзен-
берга iз сталою обмiнної взаємодiї J = 4t2

U
, але приведенi приклади

для N = 2, 3, 4 свiдчать, що ця вiдповiдь ще потребує дальшого уто-
чнення.
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цi, а також Т. М. Верхоляку за зауваження i кориснi поради.

Лiтература

1. R. Sessoli, D. Gatteschi, A. Caneschi, and M. Novak, Nature 365,
141 (1993).

2. J. Schnack, Molecular Magnetism, in Quantum magnetism, vol. 645
of Lecture Notes in Physics, edited by U. Schollwöck, J. Richter,
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