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1. Вступ

У дослiдженнях явищ аномальної дифузiї у пористих середовищах [1–
15], у невпорядкованих системах [16–27], фiзицi плазми [28–33], тур-
булентних [34–36], кiнетичних i реакцiйно-дифузiйних процесах [36–
44], та iн. [1,45] iнтеграли i похiднi дробового порядку [1,46–49] зна-
йшли своє природне i необхiдне застосування. На даний час поряд
iз феноменологiчними пiдходами побудови рiвнянь Фоккера-Планка,
рiвняння дифузiї, його узагальнення — рiвняння Кеттано у дробо-
вих похiдних, iснують два пiдходи побудови таких рiвнянь: ймовiр-
нiсний, виходячи iз рiвнянь Чепмена-Колмогорова в стохастичнiй
теорiї випадкових процесiв [1, 36, 50] i статистичний пiдхiд, який ба-
зується на методi проекцiйних операторiв (функцiй памятi) в ро-
ботах [18–24, 40], а також на основi рiвняння Лiувiлля в дробових
похiдних, який розвиває Тарасов [51–64]. Зокрема, у такому пiдхо-
дi отримано ланцюжок кiнетичних рiвнянь ББГКI у дробових по-
хiдних [52, 53, 59], рiвняння переносу, рiвняння дифузiї та рiвнян-
ня Гайзенберга [55–57] у дробових похiдних. Такий пiдхiд форму-
люється для негамiльтонових систем, i у випадку виконання умов
Гельмгольца для координатних та iмпульсних похiдних, переходи-
мо до гамiльтонових систем з оборотним у часi рiвнянням Лiувiлля
у дробових похiдних. У роботi [65] запропоновано необоротнi у часi
рiвняння руху Гамiльтона та рiвняння Лiувiлля для динамiки класи-
чних частинок у просторi з мультифрактальним часом. Використав-
ши означення дробової похiдної i iнтегралу Рiмана-Лiувiлля, отрима-
но необоротне у часi рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних з муль-
тифрактальною часовою розмiрнiстю. У роботах [66, 67] отримано
кiнетичнi рiвняння у пiдходi Клiмонтовича для систем з фракталь-
ною структурою, зокрема для опису дифузiйних процесiв у просторi
координат та iмпульсу. Подiбний пiдхiд побудови дробово-часового
узагальнення для рiвняння Лiувiлля та рiвняння Цванцига (у фор-
малiзмi проектування) був запропонований у роботi [68].

Пiдхiд на основi методу проекцiйних операторiв (функцiй пам’я-
тi), який розвинутий у роботах [18–25,40] базується на моделюваннi
частотної залежностi функцiй памятi з використанням математично-
го апарату дробових похiдних та iнтегралiв [1, 46–49]. У роботах Нi-
гматуллiна [18–20] фактично вперше отриманi рiвняння типу дифузiї
у дробових похiдних по часу для середнього значення густини спi-
ну [18], середнього значення вектора поляризацiї [19] та концентрацiї
носiїв заряду [20]. У роботi [21] дано обгрунтування рiвнянь у дро-
бових похiдних, та приведено необоротне у часi рiвняння Лiувiлля
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з дробовою похiдною по часу. У такому пiдходi отримано важливi
результати, зокрема побудована мiкроскопiчна модель недебаєвської
дiелектричної релаксацiї, узагальнивши закон Cola-Cola [24], Cola-
Davidson [22]. У [25] на основi фрактальної природи процесiв перено-
су носiїв заряду дослiджена низькочастотна поведiнка провiдностi з
врахуванням ефектiв поляризацiї електрода, що добре узгоджується
з експериментальними дослiдженнями.

У недавнiй нашiй роботi [69], використовуючи метод нерiвнова-
жного статистичного оператора Зубарєва [70–73] та принцип макси-
муму для ентропiї Ренi, розглянуто спосiб отримання узагальненого
(немарковського) рiвняння дифузiї з дробовими похiдними. Викори-
стання рiвняння Лiувiлля з дробовими похiдними, яке запропонував
Тарасов у працях [51–54] є важливим та фундаментальним кроком
для отримання цього рiвняння.

Використовуючи метод нерiвноважного статистичного оператора
Зубарєва та принцип максимуму для ентропiї Ренi, знайдено розв’я-
зок рiвняння Лiувiлля з дробовими похiдними за обраного набору
спостережуваних змiнних, нерiвноважне середнє значення густини
частинок вибрано за параметр скороченого опису i тодi отримано
узагальнене (немарковське) рiвняння дифузiї з дробовими похiдни-
ми. У наступному роздiлi на основi пiдходу [69] отримано новi не-
марковськi рiвняння електродифузiї iонiв в просторово неоднорiдно-
му середовищi з фрактальною структурою. Розглянуто рiзнi моделi
частотної залежностi для функцiй пам’ятi та отримано рiвняння еле-
ктродифузiї з просторово-часовою фрактальнiстю.

2. Рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для кла-

сичної системи частинок

Будемо виходити iз рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних для не-
рiвноважної функцiї частинок ρ(xN ; t) класичної системи, отрима-
ного у роботах Тарасова [51–54]:

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N
∑

j=1

Dα
rj

(ρ(xN ; t)vj) +

N
∑

j=1

Dα
pj

(ρ(xN ; t)Fj) = 0, (2.1)

де xN = x1, . . . , xN , xj = {rj ,pj} — розмiрнi узагальненi координати
rj = rj1, . . . , rjm i розмiрнi узагальненi iмпульси pj = pj1, . . . , pjm [55]
j-ої частинки у фазовому просторi з фрактальним диференцiальним
елементом об’ємом [51,74] dαV = dαx1 . . . d

αxN . Тут, m = Mr0
p0t0

, M —
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маса частинок, r0 — характерна довжина в конфiгурацiйному про-
сторi, p0 — характерне значення iмпульсу i t0 — характерний час. dα

— фрактальний диференцiал [74], що означений наступним чином:

dαf(x) =

2N
∑

j=1

Dα
xj
f(x)(dxj)

α,

де

Dα
xf(x) =

1

Γ(n− α)

x
∫

0

f (n)(z)

(x − z)α+1−n
dz (2.2)

— фрактальна похiдна Капуто [46,47,75,76], n− 1 < α < n, f (n)(z) =
dn

dzn f(z) з властивостями: Dα
xj

1 = 0 i Dα
xj
xl = 0, (j 6= l).

Якщо поля сил Fj не залежать вiд pj , а поля швидкостi vj не
залежать вiд rj , то отримаємо

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N
∑

j=1

vjD
α
rj
ρ(xN ; t) +

N
∑

j=1

FjD
α
pj
ρ(xN ; t) = 0,

vj = Dα
pj
H(r,p), Fj = −Dα

rj
H(r,p),

де H(r,p) — гамiльтонiан системи в дробових похiдних. Тому отри-
маємо рiвняння Лiувiлля у виглядi:

∂

∂t
ρ(xN ; t) +

N
∑

j=1

Dα
pj
H(r,p)Dα

rj
ρ(xN ; t)−

−

N
∑

j=1

Dα
rj
H(r,p)Dα

pj
ρ(xN ; t) = 0, (2.3)

або
∂

∂t
ρ(xN ; t) + iLαρ(xN ; t) = 0, (2.4)

де iLα — оператор Лiувiлля у дробових похiдних:

iLαρ(xN ; t) =





N
∑

j=1

Dα
pj
H(r,p)Dα

rj
−

N
∑

j=1

Dα
rj
H(r,p)Dα

pj



 ρ(xN ; t).

(2.5)
Розв’язок рiвняння Лiувiлля (2.5) будемо шукати методом нерiвно-
важного статистичного оператора Зубарєва [70–72], у якому, коли
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вибранi основнi параметри скороченого опису, ρ
(

xN ; t
)

може бути
представлений (як розв’язок рiвняння Лiувiлля) в загальнiй формi
з врахуванням проектування:

ρ(xN ; t) = ρrel
(

xN ; t
)

−

−

t
∫

−∞

eε(t
′
−t)T (t, t′)(1 − Prel(t

′))iLαρrel
(

xN ; t′
)

dt′, (2.6)

де T (t, t′) = exp+

(

−
t
∫

t′
(1 − Prel(t

′))iLαdt
′

)

— оператор еволюцiї з

врахуванням проектування;ε → +0 пiсля граничного термодинамi-
чного переходу, exp+ — впорядкована експонента, Prel(t

′) — узагаль-
нений оператор проектування Кавасакi-Гантона, структура якого за-
лежить вiд структури ρrel(x

N ; t′) — релевантного (функцiї розпо-
дiлу) статистичного оператора. У методi нерiвноважного статисти-
чного оператора [70–72], ρrel

(

xN ; t′
)

будемо шукати на основi пiд-
ходу [73] iз екстремуму функцiоналу ентропiї Ренi при фiксованих
значеннях спостережуваних величин 〈P̂n(x)〉tα i збереженi умови нор-
мування 〈1〉tα,rel = 1, де нерiвноважнi середнi значення знаходяться
вiдповiдно [32, 33, 53, 54]:

〈P̂n(x)〉tα = Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)P̂nρ(xN ; t), (2.7)

де для системи N частинок Îα(1, . . . , N) має наступний вигляд:

Îα(1, . . . , N) = Îα(1), . . . , Îα(N), Îα(j) = Îα(rj)Î
α(pj)

i означають операцiї iнтегрування:

Îα(x)f(x) =

∞
∫

−∞

f(x)dµα(x), dµα(x) =
|x|α

Γ(α)
dx. (2.8)

Оператор T̂ (1, . . . , N) = T̂ (1), . . . , T̂ (N) означає операцiю:

T̂ (xj)f(xj) =
1

2

(

f(. . . , x′j − xj , . . .) + f(. . . , x′j + xj , . . .)
)

.

Вiдповiдно середнi значення за релевантною функцiєю розподiлу
означаються як

〈(. . .)〉tα,rel = Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)(. . .)ρrel(x
N ; t).
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Тодi релевантна функцiя розподiлу вiдповiдно [73] буде мати насту-
пний вигляд:

ρrel(t) =
1

ZR(t)

[

1 −
q − 1

q
β

(

H −
∑

n

∫

dµα(x)Fn(x; t)δP̂n(x; t)

)]
1

q−1

,

(2.9)
де β = 1

kBT
, kB — константа Больцмана, T — рiвноважна темпера-

тура, ZR(t) — статистична сума розподiлу Ренi, що визначається iз
умови нормування i має вигляд:

ZR(t) = Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)×

×

[

1 −
q − 1

q
β

(

(H −
∑

n

∫

dµα(x)Fn(x; t)δP̂n(x; t))

)]
1

q−1

,

(2.10)

а параметри Fn(x; t) визначаються iз умов самоузгодження:

〈P̂n(x)〉tα = 〈P̂n(x)〉tα,rel. (2.11)

В загальному випадку параметрiв скороченого опису 〈P̂n(x)〉tα не-
рiвноважних процесiв вiдповiдно до (2.6) i (2.9) отримуємо нерiвно-
важний статистичний оператор у виглядi:

ρ(t) = ρrel(t)+

+
∑

n

∫

dµα(x)

t
∫

−∞

eε(t
′
−t)T (t, t′)In(x; t′)ρrel(t

′)βF ∗

n (x; t′)dt′,

(2.12)

де

F ∗

n (x; t′) =
Fn(x; t′)

1 +
q − 1

q

∑

n

∫

dµα(x)Fn(x; t′) 〈Pn(x)〉
t
α

,

In(x; t′) = (1 − P (t))
1

q
ψ−1(t)iLαP̂n(x) (2.13)

— узагальненi потоки, P (t) — проекцiйний оператор Морi [69], а фун-
кцiя ψ(t) має наступну структуру

ψ(t) = 1 −
q − 1

q

∑

n

∫

dµα(x)Fn(x; ṫ)Pn(x).
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За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (2.12) отри-
мується узагальнене рiвняння переносу для параметрiв скороченого
опису 〈P̂n(x)〉tα:

∂

∂t
〈P̂n(x)〉tα = 〈iLαP̂n(x)〉tα,rel+

+
∑

n′

∫

dµα(x′)

t
∫

−∞

eε(t
′
−t)ϕPnPn′

(x, x′; t, t′)βF ∗

n′ (x′; t′)dt′, (2.14)

де

ϕPnPn′
(x, x′; t, t′) = Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)×

×
(

iLαP̂n(x)T (t, t′)In′(x′; t′)ρrel(x
N ; t′)

)

(2.15)

— узагальненi ядра переносу (функцiї пам’ятi), якi описують дисипа-
тивнi процеси в системi. Для розкриття структури рiвнянь переносу
(2.14) i ядер переносу (2.15) розглянемо для прикладу електродифу-
зiйнi процеси.

У наступному роздiлi отримаємо узагальненi рiвняння переносу
у дробових похiдних i розглянемо конкретний приклад процесiв еле-
ктродифузiї iонiв у неоднорiдних середовищах.

3. Узагальненi рiвняння електродифузiї iонiв у дро-

бових похiдних

Для опису електродифузiйних процесiв заряджених iонiв у неоднорi-
дних середовищах основним параметром скороченого опису є нерiв-
новажна густина числа заряджених iонiв сорту b nb(rα; t) = 〈n̂b(r)〉

t
α,

де n̂b(r) =
∑Nb

j=1 δ(r− rj) — мiкроскопiчна густина заряджених iонiв
сорту b. При такому наборi параметрiв скороченого опису релеван-
тна функцiя розподiлу буде мати вигляд:

ρrel(t) =
1

ZR(t)

[

1 −
q − 1

q
β

(

H −
∑

b

∫

dµα(r)νb(r; t)δn̂b(rα; t))

)]
1

q−1

,

(3.1)
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де

ZR(t) = Îα(1, .., N)T̂ (1, .., N)×

×

[

1 −
q − 1

q
β

(

H −
∑

b

∫

dµα(r)νb(r; t)δn̂b(rα; t)

)]
1

q−1

(3.2)

— статистична сума релевантної функцiї розподiлу, δn̂b(rα; t) = n̂b(r)−
〈n̂b(r)〉

t
α — флуктуацiї густини, а параметр νb(r; t) = γb(r; t)+Zbeϕ(r; t)

— електрохiмiчний потенцiал iонiв валентностiZb, який визначається
iз умови самоузгодження:

〈n̂b(r)〉
t
α = 〈n̂b(r)〉

t
α,rel . (3.3)

Важливо зазначити, що при q = 1 релевантна функцiя розподiлу
(3.1) в статистицi Ренi переходить в розподiл статистики Гiббса. Роз-
подiл (3.1) можна подати у виглядi:

ρrel(t) =
1

ZR(t)

[

1 −
q − 1

q
β

(

H −
∑

b

∫

dµα(r)ν∗b (r; t)n̂b(r)

)]
1

q−1

,

(3.4)
де

ZR(t) = Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)×

×

[

1 −
q − 1

q
β

(

H −
∑

b

∫

dµα(r)ν∗b (r; t)n̂b(r)

)]
1

q−1

(3.5)

ν∗b (r; t) =
νb(r; t)

1 +
q − 1

q

∑

b

∫

dµα(r)νb(r; t) 〈n̂b(r)〉
t
α

.

Пiдставивши (3.4) у (2.6), для нерiвноважного статистичного опера-
тора отримаємо:

ρ(t) = ρrel(t)+

+
∑

b

t
∫

−∞

eε(t
′
−t)T (t, t′)

∫

dµα(r′)Ibn(r′α, t
′)ρrel(t

′)βν∗b (r′; t′)dt′,

(3.6)
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де

Ibn(rα; t) = (1 − P (t))
1

q
ψ−1(t)iLαn̂b(r) (3.7)

— узагальнений потiк, у якому функцiя ψ(t) дорiвнює

ψ(t) = 1 −
q − 1

q
β

(

H −
∑

b

∫

dµα(r)ν∗b (r; t)n̂b(r)

)

,

P (t) — проекцiйний оператор, що має таку структуру:

P (t) . . . =
∑

ab

∫

dµα(r)

∫

dµα(r′) 〈. . . n̂a(r)〉
t
α,rel ×

× [〈n̂(r)δ{[qψ(t)]−1n̂(r′)}〉tα,rel]
−1
ab δ{[qψ(t)]−1nb(r

′)},

де δ{A} = A− 〈A〉tα,rel.
За допомогою нерiвноважного статистичного оператора (3.6) для

параметра скороченого опису можна отримати узагальнене рiвняння
електродифузiї для iонiв:

∂

∂t
〈n̂a(r)〉

t
α =

∑

b

∫

dµα(r′)

t
∫

−∞

eε(t
′
−t)φabnn(r, r′; t, t′)βν∗b (r′; t′)dt′,

(3.8)
де

φabnn(r, r′; t, t′) = Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)×

× iLαn̂a(r)T (t, t′)Ibn(r′α; t′)ρrel(x
N ; t′) =

=
∂α

∂rα
·Dab

q (r, r′; t, t′) ·
∂α

∂r′α

— узагальнене ядро переносу, в якому усереднення виконується iз
степеневим розподiлом (3.4). В результатi отримуємо немарковське
рiвняння електродифузiї у дробових похiдних

∂

∂t
〈n̂a(r)〉

t
α =

∂α

∂rα
·
∑

b

∫

dµα(r′)×

×

t
∫

−∞

eε(t
′
−t)Dab

q (r, r′; t, t′) ·
∂α

∂r
′α
βν∗b (r′; t′)dt′, (3.9)
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Dab
q (r, r′; t, t′) = 〈v̂a(r)T (t, t′)v̂b(r

′)〉tα,rel =

= Îα(1, . . . , N)T̂ (1, . . . , N)v̂a(r)T (t, t′)v̂b(r
′)

1

ZR(t)
×

×

[

1 −
q − 1

q
β

(

H −
∑

b

∫

dµα(r)ν∗b (r; t)n̂b(r)

)]
1

q−1

(3.10)

— узагальнений коефiцiєнт взаємної дифузiї iонiв сортiв a i bв стати-
стицi Ренi, в якому усереднення виконується iз степеневим розподi-
лом (3.4), де v̂a(r) =

∑Na

j=1 vjδ(r−rj) — мiкроскопiчна густина пото-
ку числа частинок. При q = 1 узагальнене рiвняння електродифузiї
в статистицi Ренi переходить в узагальнене рiвняння електродифу-
зiї статистики Гiббса у дробових похiдних. Коли ж q = 1 i α = 1,
то приходимо до узагальненого рiвняння електродифузiї статистики
Гiббса. У наближенi Маркова для узагальненого коефiцiєнта взаєм-
ної дифузiї у часi i просторi Dab

q (r, r′; t, t′) ≈ Dab
q δ(t− t′)δ(r− r′), ви-

ключивши параметр ν∗a(r′; t′) за допомогою умови самоузгодження,
iз (3.10) отримуємо рiвняння електродифузiї у дробових похiдних:

∂

∂t
〈n̂a(r)〉

t
α =

∑

b

Dab
q

∂2α

∂r2α
ν∗b (r′; t′) (3.11)

Отже, на основi рiвняння Лiувiлля у дробових похiдних, запропо-
нованого Тарасовим [51–54] для класичної заряджених iонiв з вико-
ристанням методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарє-
ва [70–73], отримано узагальнене (немарковське) рiвняння електро-
дифузiї у дробових похiдних. Використано також принцип максиму-
му ентропiї Ренi.

Узагальнене рiвняння електродифузiї враховує просторову фра-
ктальнiсть системи та ефекти пам’ятi в узагальненому коефiцiєнтi
взаємної дифузiї iонiв Dab

q (r, r′; t, t′) в статистицi Ренi. Просторова
фрактальнiсть системи очевидно впливає на процеси переносу iонiв,
що може проявлятися як часова мультифрактальнiсть iз характерни-
ми часами релаксацiї. Вiдомо, що нерiвноважнi кореляцiйнi функцiї
Dab

q (r, r′; t, t′) точно неможливо розрахувати, тому використовують
певнi наближення, виходячи iз фiзичних мiркувань. У часовому iн-
тервалi −∞ ÷ t процеси переносу iонiв у просторово неоднорiднiй
системi можуть характеризуватись сукупнiстю часiв релаксацiї, якi
пов’язанi iз характером взаємодiї заряджених iонiв з частинками се-
редовища з фрактальною структурою, що пов’язанi з поляризацiйни-
ми ефектами, впливом електромагнiтного поля. Зокрема, у недавнiй
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роботi’ [25] автори враховували ефекти поляризацiї електрода при
дослiдженi частотної залежностi провiдностi, правильна поведiнка
якої була отримана врахуванням фрактальностi процесiв переносу
носiїв заряду шляхом моделювання функцiй пам’ятi. Для розкриття
часової мультифрактальностi в узагальненому рiвняннi електроди-
фузiї використаємо наступне наближення для узагальненого коефi-
цiєнта взаємної дифузiї iонiв:

Dab
q (r, r′; t, t′) = Wa(t, t′)D

ab

q (r, r′), (3.12)

де Wa(t, t′) можна означити як функцiю пам’ятi у часi. З врахуван-
ням цього рiвняння (3.8) можна подати у виглядi:

∂

∂t
〈n̂a(r)〉

t
α =

t
∫

−∞

eε(t
′
−t)Wa(t, t′)Ψa(r; t′)dt′, (3.13)

де

Ψa(r; t′) =
∑

b

∫

dµα(r′)
∂α

∂rα
·D

ab

q (r, r′) ·
∂α

∂r
′α
βν∗b (r′; t′). (3.14)

Далi застосуємо перетворення Фур’є до рiвняння (3.13), в резуль-
татi у частотному зображеннi отримаємо:

iωna(r;ω) = Wa(ω)Ψa(r;ω). (3.15)

Частотну залежнiсть функцiї пам’ятi подамо у виглядi, iз введен-
ням часу релаксацiї τa (який характеризує процеси переносу iонiв в
системi):

Wa(ω) =
(iω)1−ξ

1 + iωτa
, 0 < ξ ≤ 1. (3.16)

Тодi рiвняння (3.15) можна подати у виглядi:

(1 + iωτa)iωna(r;ω) = (iω)1−ξΨa(r;ω). (3.17)

Далi використаємо перетворення Фур’є до дробових похiдних вiд
функцiй:

L
(

0D
1−ξ
t f(t); iω

)

= (iω)1−ξL(f(t); iω). (3.18)

З використанням його, зворотне перетворення у рiвняннi (3.17) до
часової залежностi, дає узагальнене рiвняння електродифузiї типу
Кеттано з врахуванням просторово-часової фрактальностi:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t Ψa(r; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψa(r; t), (3.19)
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або в розгорнутому виглядi:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =

=0D
1−ξ
t

∑

b

∫

dµα(r′)
∂α

∂rα
·D

ab

q (r, r′) ·
∂α

∂r
′α
βν∗b (r′; t), (3.20)

— узагальнене (нове) рiвняння типу Кеттано в статистицi Ренi iз
часовою мультифрактальнiстю i просторовою фрактальнiстю. При
q = 1 iз (3.20) отримаємо

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =

=0D
1−ξ
t

∑

b

∫

dµα(r′)
∂α

∂rα
·D

ab
(r, r′) ·

∂α

∂r
′α
β(γb(r

′; t)+

+ Zbeϕ(r′; t)), (3.21)

узагальнене рiвняння типу Кеттано в статистицi Гiбса iз часовою
мультифрактальнiстю i просторовою фрактальнiстю. Важливо за-
значити, що у правих частинах у рiвняннях (3.19), (3.21) входить
дробова похiдна вiд скалярного потенцiалу електромагнiтного по-
ля ∂α

∂r
′α
βZbeϕ(r′; t), що вказує на необхiднiсть врахування системи

рiвнянь Максвела у дробових похiдних для системи з просторовою
фрактальнiстю для повноти опису процесiв переносу iонiв у тако-
му середовищi. Рiвняння (3.19), (3.21) мiстять суттєву просторову

неоднорiднiсть у D
ab

q (r, r′). Якщо знехтувати просторовою неоднорi-
днiтю:

D
ab

q (r, r′) = D
ab

q δ(r− r′), (3.22)

то отримаємо

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t

∑

b

D
ab

q

∂2α

∂r2α
βν∗b (r; t), (3.23)

— рiвняння дифузiї типу Кеттано iз просторовою i часовою фра-
ктальнiстю iз сталими коефiцiєнтами взаємної дифузiї в статистицi
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Ренi, або в розгорнутому виглядi:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t

∑

b

D
ab

q

∂2α

∂r2α
×

× β
νa(r; t)

1 +
q − 1

q

∑

a

∫

dµα(r)νa(r; t) 〈n̂a(r)〉
t
α

, (3.24)

i при q = 1

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t

∑

b

D
ab ∂2α

∂r2α
νa(r; t), (3.25)

— узагальнене рiвняння типу Кеттано iз просторовою i часовою фра-
ктальнiстю iз сталими коефiцiєнтами взаємної дифузiї в статистицi
Гiбса. Важливо зазначити, що коли у рiвняннях (3.23) (3.25) покла-
сти α = 1, тобто знехтувати просторовою фрактальнiстю, то отри-
маємо рiвняння дифузiї типу Кеттано, якi були отриманi у робо-
тах [5, 14]:

τa
∂2

∂t2
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t

∑

b

D
ab ∂2

∂r2
νa(r; t). (3.26)

При τa = 0 ми отримуємо важливий частковий випадок — уза-
гальненi рiвняння електродифузiї iонiв з врахуванням часової i про-
сторової фрактальностi:

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t

∑

b

∫

dµα(r′)
∂α

∂rα
·D

ab

q (r, r′) ·
∂α

∂r
′α
βν∗b (r′; t), (3.27)

i при нехтуваннi просторової неоднорiдностi коефiцiєнтiв взаємної

дифузiї D
ab

q (r, r′) також отримуємо:

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t

∑

b

D
ab

q

∂2α

∂r2α
βν∗b (r; t), (3.28)

— рiвняння електродифузiї iз сталими коефiцiєнтами взаємної дифу-
зiї у дробових похiдних в статистицi Ренi. При α = 1, τa = 0 отри-
муємо рiвняння електродифузiї iз сталими коефiцiєнтами взаємної
дифузiї без врахування просторової фрактальностi в статистицi Ре-
нi

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t

∑

b

D
ab

q

∂2

∂r2
βν∗b (r; t), (3.29)
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При α = 1 , τa = 0, q = 1, ξ = 1 ми отримуємо звичайнi рiвняння
електродифузiї для iонiв у статистицi Гiббса.

∂

∂t
na(r; t) =

∑

b

D
ab ∂2

∂r2
βνb(r; t). (3.30)

Розглянемо ще одну модель для функцiї пам’ятi:

Wa(ω) =
(iω)1−ξ

1 + (iωτa)γ−1
, 0 < γ < 1, 0 < ξ ≤ 1, (3.31)

тодi у частотному зображеннi отримуємо:
(

1 + (iωτa)γ−1
)

iωna(r;ω) = (iω)1−ξΨa(r;ω). (3.32)

З використанням (3.18), зворотне перетворення у рiвняннi (3.32) до
часової залежностi, дає узагальнене рiвняння електродифузiї типу
з врахуванням часової мультифрактальностi та просторової фра-
ктальностi:

τγ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r; t) +

∂

∂t
na(r; t) =0D

1−ξ
t Ψa(r; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψa(r; t) (3.33)

подiбнi за структурою до рiвнянь Кеттано роботи [77]. У випадку
моделi для функцiї пам’ятi:

Wa(ω) =
(iω)1−ξ

(iωτa)γ−1
, (3.34)

отримуємо рiвняння узагальненої електродифузiї для iонiв з просто-
рово-часовою фрактальнiстю в статистицi Ренi.

τγ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r; t) =0D

1−ξ
t Ψa(r; t) =

∂1−ξ

∂t1−ξ
Ψa(r; t). (3.35)

При ξ = 1 дане рiвняння, матиме вигляд

τγ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r; t) = Ψa(r; t), (3.36)

i у випадку нехтування просторовою залежнiстю коефiцiєнтiв вза-
ємної дифузiї, отримуємо

τγ−1
a

∂γ

∂tγ
na(r; t) =

∑

b

D
ab

q

∂2α

∂r2α
βν∗b (r; t). (3.37)

Розв’язки рiвнянь типу (3.37) дослiджувались у роботi [78].
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4. Висновки

На основi пiдходу [69] були отриманi новi немарковськi рiвняння
електродифузiї iонiв в просторово неоднорiдному середовищi з фра-
ктальною структурою. Використавши наближення для функцiй па-
м’ятi та апарат дробового числення [1, 46–49], отримано узагальненi
рiвняння дифузiї типу Кеттано з врахуванням просторово-часової
фрактальностi. Розглянуто рiзнi моделi частотної залежностi для
функцiй памятi, якi приводять до вiдомих результатiв типу рiвнянь
дифузiї з просторово-часовоюфрактальнiстю [5,14,20,77,78], а також
їхнiх узагальнень.
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Vol. 2.

73. Nonequilibrium statistical operator method in Renyi statistics /
B. B. Markiv, R. M. Tokarchuk, P. P. Kostrobij, M. V. Tokarchuk //
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications. — 2011. — Vol.
390, no. 5. — Pp. 785–791.



20 Препринт

74. Cottrill-Shepherd, K. Fractional differential forms / K. Cottrill-
Shepherd, M. Naber // Journal of Mathematical Physics. — 2001. —
Vol. 42, no. 5. — Pp. 2203–2212.

75. Mainardi F. Fractional Calculus / F. Mainardi // Fractals and Frac-
tional Calculus in Continuum Mechanics / Ed. by A. Carpinteri,
F. Mainardi. — Vienna: Springer Vienna, 1997. — Pp. 291–348.

76. Caputo M. A new dissipation model based on memory mechanism /
M. Caputo, F. Mainardi // pure and applied geophysics. — 1971. —
Vol. 91, no. 1. — Pp. 134–147.

77. Qi H. Solutions of the space-time fractional Cattaneo diffusion equa-
tion / H. Qi, X. Jiang // Physica A: Statistical Mechanics and its
Applications. — 2011. — Vol. 390, no. 11. — Pp. 1876–1883.

78. Fractional differential models for anomalous diffusion / H. Sun,
W. Chen, C. Li, Y. Chen // Physica A: Statistical Mechanics and
its Applications. — 2010. — Vol. 389, no. 14. — Pp. 2719–2724.

CONDENSED MATTER PHYSICS

The journal Condensed Matter Physics is founded in 1993 and
published by Institute for Condensed Matter Physics of the National
Academy of Sciences of Ukraine.

AIMS AND SCOPE: The journal Condensed Matter Physics
contains research and review articles in the field of statistical mechanics
and condensed matter theory. The main attention is paid to physics of
solid, liquid and amorphous systems, phase equilibria and phase transi-
tions, thermal, structural, electric, magnetic and optical properties of
condensed matter. Condensed Matter Physics is published quarterly.

ABSTRACTED/INDEXED IN: Chemical Abstract Service,
Current Contents/Physical, Chemical&Earth Sciences; ISI Science Ci-
tation Index-Expanded, ISI Alerting Services; INSPEC; “Referatyvnyj
Zhurnal”; “Dzherelo”.

EDITOR IN CHIEF: Ihor Yukhnovskii.

EDITORIAL BOARD: T. Arimitsu, Tsukuba; J.-P. Badiali, Paris;
B. Berche, Nancy; T. Bryk (Associate Editor), Lviv; J.-M. Caillol,
Orsay; C. von Ferber, Coventry; R. Folk, Linz; L.E. Gonzalez, Valladolid;
D. Henderson, Provo; F. Hirata, Okazaki; Yu. Holovatch (Associate Edi-
tor), Lviv; M. Holovko (Associate Editor), Lviv; O. Ivankiv (Managi-
ng Editor), Lviv; Ja. Ilnytskyi (Assistant Editor), Lviv; N. Jakse,
Grenoble; W. Janke, Leipzig; J. Jedrzejewski, Wroc law; Yu. Kalyuzhnyi,
Lviv; R. Kenna, Coventry; M. Korynevskii, Lviv; Yu. Kozitsky, Lublin;
M. Kozlovskii, Lviv; O. Lavrentovich, Kent; M. Lebovka, Kyiv;
R. Lemanski, Wroc law; R. Levitskii, Lviv; V. Loktev, Kyiv; E. Lomba,
Madrid; O. Makhanets, Chernivtsi; V. Morozov, Moscow; I. Mryglod
(Associate Editor), Lviv; O. Patsahan (Assistant Editor), Lviv; O. Pi-
zio, Mexico; N. Plakida, Dubna; G. Ruocco, Rome; A. Seitsonen, Zürich;
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