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Ланцюжок кiнетичних рiвнянь ББГКI, метод нерiвнова-

жного статистичного оператора та метод колективних змiн-

них в нерiвноважнiй статистичнiй теорiї рiдин

I.Р. Юхновський, П.А. Глушак, М.В. Токарчук

Анотацiя. Запропоновано ланцюжок кiнетичних рiвнянь для нерiв-
новажних одночастинкової, двочастинкової i s-частинкових функцiй
розподiлу частинок з урахуванням нелiнiйних гiдродинамiчних флу-
ктуацiй. Використовується метод нерiвноважного статистичного опе-
ратора Зубарєва з проектуванням. Нелiнiйнi флуктуацiї описуються
нерiвноважною функцiєю розподiлу колективних змiнних, що задо-
вольняє узагальнене рiвняння Фоккера-Планка. На основi методу ко-
лективних змiнних запропоновано спосiб розрахунку нерiвноважної
структурної функцiї розподiлу колективних змiнних та їх гiдроди-
намiчних швидкостей (вище гаусового наближення) з роздiленими
вкладами вiд короткодiючих i далекодiючих взаємодiй.

BBGKY chain of kinetic equations, non-equilibrium statistical

operator method and collective variable method in the stati-

stical theory of non-equilibrium liquids

I.R. Yukhnovskii, P.A. Hlushak, M.V. Tokarchuk

Abstract. A chain of kinetic equations for non-equilibrium one-particle,
two-particle and s-particle distribution functions of particles which take
into account nonlinear hydrodynamic fluctuations is proposed. The
method of Zubarev non-equilibrium statistical operator with projection
is used. Nonlinear fluctuations are described with non-equilibrium distri-
bution function of collective variables that satisfies generalized Fokker-
Planck equation. On the basis of the method of collective variables a
scheme of calculation of non-equilibrium structural distribution function
of collective variables and their hydrodynamic velocities (above Gaussian
approximation) with separated contributions from short and long-range
interactions is proposed.
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1. Вступ

Розвиток рiвноважної i нерiвноважної статистичної механiки класи-
чних та квантових систем, який почався у 40-их роках пiсля робiт
М.М. Боголюбова [1] та [2–5] i продовжується у наш час, привiв до
суттєвого прогресу в теорiї газiв [6–36], рiдин [7, 21–23,27, 28, 37–75],
плазми [19, 22, 42, 47, 57, 76–87]. У монографiї [1], якiй виповнюється
70 рокiв, М.М. Боголюбов у строгiй формi сформулював iдею про
iєрархiю часiв релаксацiї в системi багатьох взаємодiючих частинок i
скороченого числа параметрiв опису еволюцiї системи, яка вiдiграла
принципову роль у розвитку сучасних методiв нерiвноважної ста-
тистичної механiки для вивчення динамiки макроскопiчних систем
на кiнетичнiй i гiдродинамiчнiй стадiях, виходячи iз основних прин-
ципiв статистичної механiки. Важливе значення для розвитку цього
напрямку мали роботи Д.М. Зубарєва [88–90], Р. Цванцига [91–93], Б.
Робертсона i К. Кавасакi, Дж. Гантона [94–96], С.В. Пелетмiнського i
О.Я. Яценко [97], Д.М. Зубарєва i В.П. Калашнiкова [98–100]. Резуль-
тати дослiджень, виконаних у цьому напрямку, детально викладенi
у монографiях [42, 47, 63, 64, 67, 68, 72, 100–102] та оглядах [53, 56, 99].
Однак поряд з важливими досягнутими фундаментальними резуль-
татами в статистичнiй фiзицi даних теорiй, як i у iнших областях
сучасної фiзики, iснуїє багато ще проблем, особливо, в теорiї нерiв-
новажних процесiв. Зокрема, дослiдження нелiнiйних кiнетичних та
гiдродинамiчних флуктуацiй у густих газах, плазмi та рiдинах, у
явищах турбулентностi, динамiцi фазових переходiв, хiмiчних реа-
кцiях, самоорганiзацiйних процесах залишаються актуальними як
на кiнетичному, так i гiдродинамiчному рiвнях опису в статисти-
чнiй теорiї нерiвноважних процесiв [103–121]. Нерiвноважнi стани
таких систем далекi вiд рiвноваги i тому важливими є дослiджен-
ня, з однiєї сторони, процесiв встановлення стацiонарних станiв iз
характерними часами життя, з iншої — процесiв релаксацiї до вже
вiдомих нерiвноважних станiв, зокрема, якi описуються в рамках мо-
лекулярної гiдродинамiки [52,122–124] у випадку рiдин та густих га-
зiв. Важливо зазначити, що особливiстю дослiджень нерiвноважних
явищ у густих газах, рiдинах, густiй плазмi (пилова плазма) є узго-
джений опис кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв [125–129] та
врахування характерних короткодiючих та далекодiючих взаємодiй
мiж частинками систем. Зокрема, нерiвноважний процес фазового
переходу газ-рiдина характеризується нелiнiйними гiдродинамiчни-
ми флуктуацiями маси, iмпульсу, енергiї частинок, якi описують ко-
лективну природу процесу i формують вiдповiдно просторово-часову
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поведiнку коефiцiєнтiв переносу в’язкостi, теплопровiдностi, часових
кореляцiйних функцiй, зокрема динамiчного структурного фактора.
У той же час у колективнiй динамiцi даних флуктуацiй внаслiдок
гетерогенностi, зароджуються краплi у газi (при переходi iз газо-
вої фази у рiдину), чи бульбашки у рiдинi ( при переходi рiдини у
газ), формування яких має кiнетичну природу, коли певна група ча-
стинок отримує внаслiдок перерозподiлу iмпульсу i енергiї в системi
значне зменшення (у випадку крапель), чи збiльшення ( у випадку
бульбашок) кiнетичної енергiї частинок. Частинки, якi формують
бульбашки чи краплi дифундують iз своїх фаз у рiдину (у газ), i
навпаки. Вони рiзняться значеннями iмпульсу, енергiї та тиску у рi-
зних фазах. Всi цi особливостi пов’язанi iз нерiвноважними унарни-
ми, парними та s-частинковими функцiями розподiлу (що залежать
вiд координат, iмпульсу та часу), якi задовольняють ланцюжку рiв-
нянь ББГКI. Тому побудова кiнетичних рiвнянь з врахуванням не-
лiнiйних гiдродинамiчних флуктуацiй [21, 130–133] є важливою про-
блемою в теорiї процесiв переносу в густих газах, рiдинах. Зокрема,
ця проблема виникає при описi низькочастотних аномалiй у кiнети-
чних рiвняннях та пов’язаних з ними «довгих хвостiв» кореляцiйних
функцiй [23, 134,135].

Головна труднiсть проблеми полягає у тому, що кiнетика та гi-
дродинамiка цих процесiв є сильно пов’язанi й повиннi розглядатися
одночасно. У роботах [125,136,137] був запропонований узгоджений
опис кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв у густих газах i рiдинах
на основi методу нерiвноважного статистичного оператора Зубарє-
ва [63,64,67,68]. Зокрема, цей пiдхiд був застосований для отримання
з ланцюжка рiвнянь ББГКI кiнетичного рiвняння ревiзованої теорiї
Енскога [137,138] для системи твердих сфер та кiнетичного рiвняння
Енскога-Ландау для однокомпонентної системи заряджених твердих
сфер. У роботi [125] було отримано узагальненi рiвняння гiдродина-
мiки для гiдродинамiчних змiнних (густини числа частинок, їх iм-
пульсу та густини повної енергiї), що пов’язанi з кiнетичним рiвня-
нням для нерiвноважної одночастинкової функцiї розподiлу. Пiзнi-
ше [126,128] цi рiвняння використовувались для дослiджень часових
кореляцiйних функцiй та спектру колективних збуджень для слабо
нерiвноважних процесiв у рiдинах. Очевидно, пiдхiд [125,136,137] мо-
же бути застосований для опису як слабо так сильно нерiвноважних
систем.

У той же час для узгодженого опису кiнетичних процесiв та не-
лiнiйних гiдродинамiчних флуктуацiй зручно переформулювати цю
теорiю таким чином, щоб отримати набiр рiвнянь для нерiвноважної
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одночастинкової функцiї розподiлу та функцiоналу розподiлу гiдро-
динамiчних змiнних — густин числа частинок, їх iмпульсу та енер-
гiї. Iдея такого пiдходу була сформульована у роботах [139,140]. Ми
розвинемо даний пiдхiд з метою узгодженого опису кiнетичних та
гiдродинамiчних процесiв, якi характеризуються нелiнiйними флу-
ктуацiями, що важливо, зокрема для опису нерiвноважних процесiв
фазових переходiв газ-рiдина.

У другому роздiлi отримаємо нерiвноважний статистичний опе-
ратор нерiвноважного стану системи, коли параметрами скорочено-
го опису є нерiвноважна одночастинкова функцiя розподiлу части-
нок, нерiвноважне середнє значення густини потенцiальної енергiї
взаємодiї i нерiвноважна функцiя розподiлу нелiнiйних гiдродинамi-
чних змiнних густин маси, iмпульсу та енергiї. За допомогою ньо-
го побудуємо кiнетичнi рiвняння для нерiвноважних одно-, дво-, s-
частинкових функцiй розподiлу частинок з врахуванням нелiнiйних
гiдродинамiчних флуктуацiй, нерiвноважна функцiя розподiлу яких
задовольняє узагальненому рiвнянню Фоккера-Планка.

У третьому роздiлi розглянемо один iз способiв розрахунку стру-
ктурної функцiї розподiлу гiдродинамiчних колективних змiнних та
їх гiдродинамiчних швидкостей (вище гаусового наближення), що
входять в узагальнене рiвняння Фоккера-Планка для нерiвноважної
функцiї розподiлу гiдродинамiчних колективних змiнних. При цьому
будуть роздiленi вклади вiд короткодiючих i далекодiючих взаємо-
дiй мiж частинками. Це приведе до того, що короткодiючi взаємодiї
(модель твердих сфер) описуватимуться в координатному просторi,
а далекодiючi — у просторi колективних змiнних. Бiльше того, коро-
ткодiюча складова буде розглядається як базисна, якiй вiдповiдає
ланцюжок рiвнянь ББГКI для моделi твердих сфер [127].

2. Нерiвноважна функцiя розподiлу та ланцюжок

кiнетичних рiвнянь ББГКI в методi нерiвнова-

жного статистичного оператора Зубарєва

Для узгодженого опису кiнетичних та гiдродинамiчних флуктуацiй
у класичних густих газах та рiдинах необхiдний вiдбiр параметрiв
скороченого опису одночастинкових i колективних процесiв. В якостi
таких параметрiв ми виберемо нерiвноважну одночастинкову фун-
кцiю розподiлу f1(x; t) = 〈n̂1(x)〉

t, нерiвноважне середнє значення
енергiї взаємодiї частинок Hint(r, t) = 〈Ĥint(r)〉t та нерiвноважну
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функцiю розподiлу гiдродинамiчних змiнних f(a; t) = 〈δ(â− a)〉t,

n̂1(x) =

N
∑

j=1

δ(x− xj) =

N
∑

j=1

δ(r− rj)δ(p− pj) (2.1)

— мiкроскопiчна фазова густина числа частинок, xj = (rj ,pj)— ко-
ординати та iмпульси частинок фазового простору, N — повне число
частинок системи в об’ємi V .

Ĥint(r) =
1

2

N
∑

j 6=l=1

Φ(|rlj |)δ(r − rj) (2.2)

— мiкроскопiчна густина потенцiальної енергiї взаємодiї частинок си-
стеми. Мiкроскопiчний фазовий розподiл гiдродинамiчних змiнних
задається наступним чином:

f̂(a) = δ(â− a) =

3
∏

m=1

∏

k

δ(âmk − amk), (2.3)

де â1k = n̂k, â2k = Ĵk, â3k = ε̂k — Фур’є компоненти густин числа
частинок, їх iмпульсу та енергiї:

n̂k =
N
∑

j=1

e−ikrj , Ĵk =
N
∑

j=1

pje−ikrj , (2.4)

ε̂k =

N
∑

j=1

[ p2j

2m
+

1

2

N
∑

l 6=j=1

Φ(|rlj |)
]

e−ikrj ,

i amk = (nk,Jk, εk)— вiдповiднi колективнi змiннi. Φ(|rlj |) = Φ(|rl −
rj |)— парний потенцiал взаємодiї мiж частинками. Середнi значен-
ня 〈n̂1(x)〉

t, 〈Ĥint(r)〉t i 〈δ(â− a)〉t розраховуються з нерiвноважною
функцiєю розподiлу N -частинок ̺(xN ; t), 〈. . .〉t =

∫

dΓN . . . ̺(xN ; t),
що задовольняє рiвнянню Лiувiлля. У вiдповiдностi до iдеї скороче-
ного опису нерiвноважного стану ця функцiя є функцiоналом:

̺(xN ; t) = ̺
(

. . . , f1(x; t), 〈Ĥ
int(r)〉t, f(a; t), . . .

)

. (2.5)

Для знаходження нерiвноважної функцiї розподiлу ̺(xN ; t) ми
використаємо метод Зубарєва [140, 141], у якому загальний розв’я-
зок рiвняння Лiувiлля з врахуванням процедури проектування може
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бути поданий у виглядi:

̺(xN ; t) = ̺q(x
N ; t)−

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′)
(

1− Pq(t
′)
)

iLN̺q(x
N ; t′),

(2.6)
де ǫ → +0 пiсля граничного термодинамiчного переходу, що вiдбирає
запiзнюючi розв’язки рiвняння Лiувiлля з оператором iLN . Tq(t, t

′) =

exp+(−
∫ t

t′
dt′(1−Pq(t

′))iLN )— узагальнений оператор еволюцiї у ча-
сi з врахуванням проектування Кавасакi-Гантона Pq(t

′). Структура
Pq(t

′) залежить вiд квазiрiвноважної функцiї розподiлу ̺q(x
N ; t), яка

у методi Зубарєва знаходиться iз екстремуму iнформацiйної ентропiї
при фiксованих значеннях параметрiв скороченого опису (спостере-
жуваних величин), у нашому випадку f1(x; t) = 〈n̂1(x)〉

t, 〈Ĥint(r)〉t

та f(a; t) = 〈δ(â− a)〉t, i збереженi умови нормування

∫

dΓN̺q(x
N ; t) = 1, dΓN =

(dx)N

N !
=

(dx1, . . . , dxN )

N !
, dx = drdp.

(2.7)
Тодi квазiрiвноважна функцiя розподiлу може бути записана у ви-
глядi:

̺q(x
N ; t) = exp

[

− Φ(t)−

∫

drβ(r; t)Ĥint(r) (2.8)

−

∫

dxγ(x; t)n̂1(x) −

∫

daF (a; t)f̂(a)
]

,

де da = {dnk, dJk, dεk}. Φ(t)— функцiонал Мас’є-Планка, який ви-
значається iз умови нормування квазiрiвноважної функцiї розподiлу

Φ(t) = ln

∫

dΓN exp
[

−

∫

drβ(r; t)Ĥint(r)

−

∫

dxγ(x; t)n̂1(x)−

∫

daF (a; t)f̂(a)
]

.

γ(x; t), β(r; t) та F (a; t)— множники Лагранжа, якi знаходяться iз
умов самоузгодження:

f1(x; t) = 〈n̂1(x)〉
t = 〈n̂1(x)〉

t
q , 〈Ĥint(r)〉t = 〈Ĥint(r)〉tq, (2.9)

f(a; t) = 〈δ(â− a)〉t = 〈δ(â− a)〉tq,

де 〈. . .〉tq =
∫

dΓN . . . ̺q(x
N ; t). Для розкриття внутрiшньої структури

нерiвноважної функцiї розподiлу ̺(xN ; t) ми виключимо функцiю
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F (a; t) в квазiрiвноважнiй функцiї розподiлу, використавши умову
самоузгодження (2.9). В результатi отримаємо:

̺q(x
N ; t) = ̺kin−hyd

q (xN ; t)
f(a; t)

W (a; t)

∣

∣

∣

a=â
. (2.10)

Тут

W (a; t) =

∫

dΓNe−Φ(t)−
∫
drβ(r;t)Ĥint(r)−

∫
dxγ(x;t)n̂1(x)f̂(a) (2.11)

=

∫

dΓN̺kin−hyd
q (xN ; t)f̂(a)

— нерiвноважна структурна функцiя розподiлу гiдродинамiчних
змiнних, яка є якобiяном переходу f̂(a) у простiр колективних змiн-
них nk, Jk, εk з усередненням з квазiрiвноважною функцiєю розпо-
дiлу

̺kin−hyd
q (xN ; t) = exp

{

−Φ(t)−

∫

drβ(r; t)Ĥint(r)−

∫

dxγ(x; t)n̂1(x)
}

,

(2.12)
яка була побудована у роботах [125,126,128] при узгодженому описi
кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв систем взаємодiючих части-
нок. Квазiрiвноважнiй функцiї розподiлу (2.10), вiдповiдає ентропiя
Гiбса

S(t) = −〈ln ̺q(x
N ; t)〉tq = Φ(t) +

∫

drβ(r; t)〈Ĥint(r)〉t (2.13)

+

∫

dxγ(x; t)〈n̂1(x)〉
t +

∫

daf(a; t) ln
f(a; t)

W (a; t)
.

В комбiнацiї iз умовами самоузгодження (2.9), вона може за-
стосовуватися як ентропiя нерiвноважного стану. У вiдповiдностi з
(2.8) для отримання явної форми для нерiвноважної функцiї розпо-
дiлу необхiдно виконати дiю операторiв Лiувiлля i Кавасакi-Гантона
на функцiю ̺q(x

N ; t). Проекцiйний Кавасакi-Гантона вiдповiдно до
(2.10) має наступну структуру:

Pq(t)̺
′ = ̺q(x

N ; t)

∫

dΓN̺′ +

∫

dx
∂̺q(x

N ; t)

∂〈n̂1(x)〉t
(2.14)

×
[

∫

dΓN n̂1(x)̺
′ − 〈n̂1(x)〉

t

∫

dΓN̺′
]

+

∫

dr
∂̺q(x

N ; t)

∂〈Ĥint(r)〉t

×
[

∫

dΓN Ĥint(r)̺′ − 〈Ĥint(r)〉t
∫

dΓN̺′
]
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+

∫

da
∂̺q(x

N ; t)

∂( f(a;t)
W (a;t) )

1

W (a; t)

[
∫

dΓN f̂(a)̺′ − f(a; t)

∫

dΓN̺′
]

+

∫

dx

∫

da
∂̺q(x

N ; t)

∂( f(a;t)
W (a;t) )

f(a; t)

W (a; t)

∂ lnW (a; t)

∂〈n̂1(x)〉t

×

[
∫

dΓN n̂1(x)̺
′ − 〈n̂1(x)〉

t

∫

dΓN̺′
]

+

∫

dr

∫

da
∂̺q(x

N ; t)

∂( f(a;t)
W (a;t) )

f(a; t)

W (a; t)

∂ lnW (a; t)

∂〈Ĥint(r)〉t

×

[
∫

dΓN Ĥint(r)̺′ − 〈Ĥint(r)〉t
∫

dΓN̺′
]

.

Насамперед, ми розкриємо дiю оператора Лiувiлля на квазiрiв-
новажну функцiю розподiлу (2.10), в результатi отримаємо:

iLN̺q(x
N ; t) = −

∫

dxγ(x; t) ˙̂n1(x)̺q(x
N ; t) (2.15)

−

∫

drβ(r; t)
˙̂
Hint(r)̺q(x

N ; t)

+

[

iLN

f(a; t)

W (a; t)

∣

∣

∣

a=â

]

̺kin−hyd
q (xN ; t),

де ˙̂n1(x) = iLN n̂1(x),
˙̂
Hint(r) = iLN Ĥint(r). Використавши спiввiд-

ношення

iLN f̂(a) = iLN f̂(nk,Jk, εk)

=
∑

k

[ ∂

∂nk

f̂(a) ˙̂nk +
∂

∂Jk

f̂(a)
˙̂
Jk +

∂

∂εk
f̂(a) ˙̂εk

]

,

де ˙̂nk = iLN n̂k,
˙̂
Jk = iLN Ĵk, ˙̂εk = iLN ε̂k, останнiй вираз у (2.15)

можемо переписати у виглядi:
[

iLN

f(a; t)

W (a; t)

∣

∣

∣

a=â

]

̺kin−hyd
q (xN ; t) (2.16)

=

∫

da
∑

k

[

˙̂nkW (a; t)
( ∂

∂nk

f(a; t)

W (a; t)

)

+
˙̂
JkW (a; t)

( ∂

∂Jk

f(a; t)

W (a; t)

)

+ ˙̂εkW (a; t)
( ∂

∂εk

f(a; t)

W (a; t)

)

]

̺L(x
N ; t).
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Тут ми ввели нову квазiрiвноважну функцiю розподiлу ̺L(x
N , a; t)

з мiкроскопiчним розподiлом колективних змiнних

̺L(x
N , a; t) = ̺kin−hyd

q (xN ; t)
f̂(a)

W (a; t)
. (2.17)

Ця квазiрiвноважна функцiя розподiлу зв’язана iз ̺q(x
N ; t) спiввiд-

ношенням:

̺q(x
N ; t) =

∫

daf(a; t)̺L(x
N , a; t) (2.18)

i є нормованою
∫

dΓN̺L(x
N ; t) = 1. (2.19)

Використовуючи спiввiдношення (2.17), середнi значення розрахо-
ванi iз квазiрiвноважною функцiєю розподiлу можуть бути поданi у
формi:

〈. . .〉tq =

∫

da〈. . .〉tLf(a; t), 〈. . .〉tL =

∫

dΓN . . . ̺L(x
N ; t). (2.20)

Тепер iз врахуванням (2.16) i (2.17), ми можемо переписати результат
дiї оператора Лiувiлля на ̺(xN ; t) як

iLN̺q(x
N ; t) = −

∫

da

∫

dxγ(x; t) ˙̂n1(x)̺L(x
N , a; t)f(a; t)

−

∫

da

∫

drβ(r; t)
˙̂
Hint(r)̺L(x

N , a; t)f(a; t) (2.21)

+

∫

da
∑

k

[

˙̂nkW (a; t)
∂

∂nk

f(a; t)

W (a; t)
+W (a; t)

˙̂
Jk ·

∂

∂Jk

f(a; t)

W (a; t)

+ ˙̂εkW (a; t)
∂

∂εk

f(a; t)

W (a; t)

]

̺L(x
N , a; t).

Пiдставивши цей вираз у (2.6), ми отримаємо нерiвноважну функцiю
розподiлу у наступному виглядi:

̺(xN ; t) =

∫

daf(a; t)̺L(x
N , a; t) (2.22)

+

∫

da

∫

dr

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′)
(

1− Pq(t
′)
)

×
˙̂
Hint(r)̺L(x

N ; t)f(a; t′)β(r; t′)
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−

∫

da

∫

dx

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′)
(

1− Pq(t
′)
)

× ˙̂n1(x)̺L(x
N , a; t′)f(a; t′)γ(x; t′)

−

∫

da
∑

k

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)Tq(t, t

′)
(

1− Pq(t
′)
)

×

[

˙̂nkW (a; t′)
∂

∂nk

f(a; t′)

W (a; t′)
+W (a; t′)

˙̂
Jk ·

∂

∂Jk

f(a; t′)

W (a; t′)

+ ˙̂εkW (a; t′)
∂

∂εk

f(a; t′)

W (a; t′)

]

̺L(x
N , a; t′),

за допомогою якої отримаємо вiдповiднi узагальненi рiвняння пере-
носу для параметрiв скороченого опису:

[ ∂

∂t
+

p

m
·
∂

∂r

]

f1(x; t)−

∫

dx′ ∂

∂r
Φ(|r− r′|) ·

[ ∂

∂p
−

∂

∂p′

]

g2(x, x
′; t)

= −

∫

dr′
∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

nH(x, r′, a; t, t′)f(a; t′)β(r′; t′)

−

∫

dx′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φnn(x, x

′, a; t, t′)f(a; t′)γ(x′; t′) (2.23)

−
∑

k

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{

φnj(x,k, a; t, t
′) ·

∂

∂Jk

+ φnε(x,k, a; t, t
′)

∂

∂εk

} f(a; t′)

W (a; t′)
,

∂

∂t
〈Ĥint(r)〉t = 〈

˙̂
Hint(r)〉tq (2.24)

−

∫

dr′
∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φintint

HH (r, r′, a; t, t′)f(a; t′)β(r′; t′)

−

∫

dx′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

Hn(r, x
′, a; t, t′)f(a; t′)γ(x′; t′)

−
∑

k

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{

φint
Hj(r,k, a; t, t

′) ·
∂

∂Jk

+ φint
Hε(r,k, a; t, t

′)
∂

∂εk

} f(a; t′)

W (a; t′)
,
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∂

∂t
f(a; t) =

∑

k

{ ∂

∂nk

vn(a; t) +
∂

∂Jk

· vj(a; t) (2.25)

+
∂

∂εk
vε(a; t)

}

f(a; t)

=
∑

k

∂

∂Jk

·

∫

dr′
∫

da′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

jH(r′,k, a, a′; t, t′)

× f(a; t′)β(r′; t′)−
∑

k

∂

∂εk

∫

dr′
∫

da′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

×φint
εH(r′,k, a, a′; t, t′)f(a; t′)β(r′; t′)

+
∑

k

∂

∂Jk

·

∫

dx′

∫

da′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φjn(x

′,k, a, a′; t, t′)

× f(a; t′)γ(x′; t′)−
∑

k

∂

∂εk

∫

dx′

∫

da′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

×φεn(x
′,k, a, a′; t, t′)f(a; t′)γ(x′; t′)

+
∑

k,q

∫

da′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ∂

∂Jk

· φjj(k,q, a, a
′; t, t′) ·

∂

∂Jq

f(a; t′)

W (a; t′)

+
∑

k,q

∫

da′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ∂

∂εk
φεε(k,q, a, a

′; t, t′)
∂

∂εq

f(a; t′)

W (a; t′)

+
∑

k,q

∫

da′
∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{ ∂

∂Jk

· φjε(k,q, a, a
′; t, t′)

∂

∂εq

+
∂

∂εk
φεj(k,q, a, a

′; t, t′) ·
∂

∂Jq

} f(a; t′)

W (a; t′)
.

Узагальненi рiвняння переносу (2.23)–(2.25) мiстять квазiрiвно-
важну парну функцiю розподiлу частинок g2(x, x

′; t):

g2(x, x
′; t) =

∫

dΓN−2̺(x
N ; t) = 〈n̂1(x)n̂1(x

′)〉t (2.26)

= 〈Ĝ(x, x′)〉t =

∫

dagL2 (x, x
′; a; t)f(a; t),

де Ĝ(x, x′) = n̂1(x)n̂1(x
′), а gL2 (x, x

′; a; t) =
∫

dΓN−2̺L(x
N ; a; t) є L-

парною квазiрiвноважною функцiєю розподiлу частинок.
Узагальненi ядра переносу

φαβ(t, t
′) = 〈Iα(t)Tq(t, t

′)Iβ(t
′)〉t

′

L, α, β = {n,H, j, ε}, (2.27)
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що входять у рiвняння переносу, описують немарковськi процеси i є
нерiвноважними кореляцiйними функцiями, що побудованi на уза-
гальнених потоках:

În(x; t) =
(

1− P (t)
)

˙̂n1(x), Îj(k; t) =
(

1− P (t)
) ˙̂
Jk,

ÎintH (r; t) =
(

1− P (t)
) ˙̂
Hint(r), Îε(k; t) =

(

1− P (t)
)

˙̂εk. (2.28)

P (t)— узагальнений оператор Морi, що зв’язаний з проекцiйним опе-
ратором Кавасакi-Гантона Pq(t) спiввiдношенням:

Pq(t)a(x)̺q(x
N ; t) = ̺q(x

N ; t)P (t)a(x).

Важливо зазначити, що у (2.27) середнi значення розраховую-
ться з функцiєю розподiлу ̺L(x

N ; t) (2.17), так що ядра переносу є
функцiями колективних змiнних ak.

У рiвняннi (2.25) функцiї vn(a; t), vj(a; t), vε(a; t)— потоки у про-
сторi колективних змiнних i означенi наступним чином:

vn(a; t) =

∫

dΓN
˙̂nk̺L(x

N , a; t) = 〈 ˙̂nk〉
t
L,

vj(a; t) =

∫

dΓN
˙̂
Jk̺L(x

N , a; t) = 〈
˙̂
Jk〉

t
L, (2.29)

vε(a; t) =

∫

dΓN
˙̂εk̺L(x

N , a; t) = 〈 ˙̂εk〉
t
L.

Представлена система рiвнянь переносу забезпечує узгоджений
опис кiнетичних та гiдродинамiчних процесiв у класичних рiдинах
i густих газах з врахуванням довгоживучих флуктуацiй. Дана си-
стема рiвнянь переносу (2.23)–(2.25) є незамкнута за параметрами
Лагранжа β(r; t), γ(x; t), якi визначаються iз вiдповiдних умов само-
узгодження. З точки зору кiнетичних процесiв ми повиннi доповнити
дану систему рiвнянь переносу кiнетичним рiвняння для f2(x, x

′; t),
а отже i для fs(x

s; t), s < N :

∂

∂t
f2(x, x

′; t) + iL2f2(x, x
′; t)−

∫

dx′′(iL(13) + iL(23))f3(x, x
′, x′′; t)

= iL2 △ f2(x, x
′; t)−

∫

dx′′(iL(13) + iL(23))△ f3(x, x
′, x′′; t)

+

∫

dx′′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φGn(x, x

′, x′′, a; t, t′)f(a; t′)γ(x′′; t′)

−

∫

dr′′
∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

GH(x, x′, r′′, a; t, t′)f(a; t′)β(r′′; t′)
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−
∑

k

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{

φGj(x, x
′,k, a; t, t′) ·

∂

∂Jk

+ φGε(x, x
′,k, a; t, t′)

∂

∂εk

} f(a; t′)

W (a; t′)
, (2.30)

∂

∂t
fs(x

s; t) + iLsfs(x
s; t)−

∑

j

1

s!

∫

dxs+1iL(j, s+ 1)fs+1(x
s, xs+1; t)

= iLs △ fs(x
s; t)−

∑

j

1

s!

∫

dxs+1iL(j, s+ 1)△ fs+1(x
s, xs+1; t)

+

∫

dx′′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φGsn(x, x

′, x′′, a; t, t′)f(a; t′)γ(x′′; t′)

−

∫

dr′′
∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

GsH
(x, x′, r′′, a; t, t′)f(a; t′)β(r′′; t′)

−
∑

k

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{

φGsj(x, x
′,k, a; t, t′) ·

∂

∂Jk

+ φGsε(x, x
′,k, a; t, t′)

∂

∂εk

} f(a; t′)

W (a; t′)
, (2.31)

де

∆f2(x, x
′; t) = f2(x, x

′; t)− g2(x, x
′; t),∆fs(x

s; t) = fs(x
s; t)− gs(x

s; t),

iL2 = iL0(1) + iL0(2) + iL(1, 2)

— двочастинковий оператор Лiувiлля,

iL0(1) =
p

m
·
∂

∂r

— одночастинковий оператор Лiувiлля,

iL(1, 2) =
∂

∂r
Φ(|r− r′|) ·

[ ∂

∂p
−

∂

∂p′

]

— потенцiальна частина двочастинкового оператора Лiувiлля.
iLs — s-частинковий оператор Лiувiлля,

Ĝs(x
s) = n̂1(x1) . . . n̂1(xs),

gs(x
s; t) = 〈Ĝs(x

s)〉t =

∫

dagLs (x
s; a; t)f(a; t),
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де

gLs (x
s; a; t) =

∫

dΓN Ĝs(x
s)̺L(x

N ; a; t),

L— квазiрiвноважна функцiя розподiлу s частинок. В результатi
ми отримали систему рiвнянь для нерiвноважних одно-, дво-, s-
частинкових функцiй розподiлу з врахуванням нелiнiйних гiдроди-
намiчних флуктуацiй.

Рiвняння (2.25) є типу рiвняння Фоккера-Планка для нерiвнова-
жної функцiї розподiлу колективних змiнних з врахуванням кiне-
тичних процесiв. Ядро переносу φnn(x, x

′; t, t′) описує дисипацiю кi-
нетичних процесiв, вiдповiдно, ядра φnj(x,k, a; t, t

′), φnε(x,k, a; t, t
′),

φjn(x,k, a; t, t
′), φεn(x,k, a; t, t

′) описують дисипацiю кореляцiй мiж
кiнетичними та гiдродинамiчними процесами.

Для бiльш детального розкриття структури ядер переносу
φnn(x;x

′, a; t, t′), φGn(x;x
′, x′′, a; t, t′), розглянемо дiю оператора Лiу-

вiлля на n̂1(x) та Ĝ(x, x′):

iLN n̂1(x) = −
∂

∂r
·
1

m
ĵ(r,p) +

∂

∂p
· F̂(r,p), (2.32)

iLNĜ(x, x′) = −
∂

∂r
·
1

m
ĵ(r,p)n̂1(x

′)− n̂1(x)
∂

∂r′
·
1

m
ĵ(r′,p′)

+
∂

∂p
· F̂(r,p)n̂1(x

′) + n̂1(x)
∂

∂p′
· F̂(r′,p′), (2.33)

де

ĵ(r,p) =

N
∑

j=1

pjδ(r− rj)δ(p− pj) (2.34)

— мiкроскопiчна густина вектора iмпульсу у просторi координат та
iмпульсiв,

F̂(r,p) =
∑

l 6=j

∂

∂rj
Φ(|rj − rl|)δ(r − rj)δ(p− pj) (2.35)

— мiкроскопiчна густина вектора сили у просторi координат та iм-
пульсiв.

Врахувавши данi розрахунки (2.32)–(2.35), для кiнетичного ядра
переносу отримаємо:
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φnn(x;x
′, a; t, t′) = −

[

∂

∂r
·Djj(x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂r′
(2.36)

−
∂

∂p
·DFj(x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂r′

−
∂

∂r
·DjF (x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂p′
+

∂

∂p
·DFF (x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂p′

]

,

де

Djj(x, x
′, a; t, t′) =

∫

dΓN ĵ(x)Tq(t, t
′)(1 − P (t′))̂j(x′)ρL(x

N ; t′),

DFF (x, x
′, a; t, t′) =

∫

dΓN F̂(x)Tq(t, t
′)(1 − P (t′))F̂(x′)ρL(x

N ; t′)

— узагальненi коефiцiєнти дифузiї та тертя частинок у координатно-
iмпульсному просторi. Причому,

∫

dp

∫

dp′Djj(x, x
′; t, t′) = Djj(r, r

′; t, t′),

∫

dp

∫

dp′DFF (x, x
′; t, t′) = DFF (r, r

′; t, t′)

коефiцiєнтами узагальненої дифузiї та тертя. Подiбно отримаємо ви-
раз для ядра переносу φGn(x;x

′, x′′; t, t′):

φGn(x;x
′, x′′, a; t, t′) = −

[

∂

∂r
·Djjn(x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂r′
(2.37)

+
∂

∂r
·Djnj(x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂r′′

−
∂

∂p
·DFjn(x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂r′
−

∂

∂p
·DFnj(x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂r′′

−
∂

∂r
·DjFn(x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂p′
−

∂

∂r
·DjnF (x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂p′′

+
∂

∂p
·DFFn(x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂p′

+
∂

∂p
·DFnF (x, x

′, x′′, a; t, t′) ·
∂

∂p′′

]

.

Важливо зазначити, що
∫

dx′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φnn(x, x

′, a; t, t′)f(a; t′)γ(x′; t′)
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у рiвняннi (2.23) з врахуванням (2.36) є узагальненим iнтегралом зi-
ткнення типу Фоккера-Планка в координатно-iмпульсному просторi.
Тобто, з врахуванням (2.26) i (2.36) кiнетичне рiвняння (2.23) можна
подати у виглядi:

[ ∂

∂t
+

p

m

∂

∂r

]

f1(x; t)−

∫

dx′

∫

da
∂

∂r
Φ(|r − r′|) (2.38)

×
[ ∂

∂p
−

∂

∂p′

]

gl2(x, x
′, a; t)f(a; t)

= −

∫

dr′
∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

nH(x, r′, a; t, t′)f(a; t′)β(r′; t′)

−

∫

dx′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ∂

∂r
·Djj(x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂r′
γ(x′; t′)f(a; t′)

+

∫

dx′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

[

∂

∂p
·DFj(x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂r′

+
∂

∂r
·DjF (x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂p′

−
∂

∂p
·DFF (x, x

′, a; t, t′) ·
∂

∂p′

]

γ(x′; t′)f(a; t′)

−
∑

k

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

[

φnj(x,k, a; t, t
′) ·

∂

∂Jk

+φnε(x,k, a; t, t
′)

∂

∂εk

]

f(a; t′)

W (a; t′)
.

У рiвняннi (2.25) ядра переносу φjj(k,q, a, a
′; t, t′), φjε(k,q, a, a

′; t, t′),
φεj(k,q, a, a

′; t, t′), φεε(k,q, a, a
′; t, t′) вiдповiдно описують дисипатив-

нi процеси, що пов’язанi з кореляцiями мiж в’язкими i тепловими
гiдродинамiчними процесами.

Система рiвняння (2.23), (2.25), (2.30), (2.31) допускає два грани-
чнi випадки. По-перше для опису нерiвноважних процесiв в систе-
мi, коли можна не враховувати вклад нелiнiйних гiдродинамiчних
флуктуацiй, тодi ми отримаємо систему рiвнянь узгодженого опису
кiнетики i гiдродинамiки, яка була отримана у роботах [125,126,128].
Ця система має наступний вигляд:

[ ∂

∂t
+

p

m
·
∂

∂r

]

f1(x; t)−

∫

dx′ ∂

∂r
Φ(|r− r′|) ·

[ ∂

∂p
−

∂

∂p′

]

g2(x, x
′; t)
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= −

∫

dr′
∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

nH(x, r′, a; t, t′)f(a; t′)β(r′; t′) (2.39)

−

∫

dx′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φnn(x, x

′, a; t, t′)f(a; t′)γ(x′; t′),

∂

∂t
〈Ĥint(r)〉t = 〈

˙̂
Hint(r)〉tq (2.40)

−

∫

dr′
∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φintint

HH (r, r′, a; t, t′)f(a; t′)β(r′; t′)

−

∫

dx′

∫

da

∫ t

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φint

Hn(r, x
′, a; t, t′)f(a; t′)γ(x′; t′).

Якщо ж у системi рiвнянь (2.39), (2.40) ми не будемо враховувати
вклад вiд потенцiальної енергiї взаємодiї, що справедливо для роз-
рiджених газiв, то отримаємо узагальнене кiнетичне рiвняння для
нерiвноважної одночастинковї функцiї розподiлу частинок [51]:

[ ∂

∂t
+

p

m
·
∂

∂r

]

f1(x; t) −

∫

dx′ ∂

∂r
Φ(|r− r′|) (2.41)

×
[ ∂

∂p
−

∂

∂p′

]

g2(x, x
′; t) =

∫

dx′

t
∫

−∞

dt′eǫ(t
′−t)φnn(x, x

′; t, t′)γ(x′; t′).

По-друге, якщо не враховувати кiнетичнi процеси i вклад сере-
дньої потенцiальної енергiї, то отримаємо узагальнене (немарков-
ське) рiвняння Фоккера-Планка для нерiвноважної функцiї розпо-
дiлу колективних змiнних, яке може бути отримано методом прое-
кцiйних операторiв Цванцига чи методом Зубарєва [141]:

∂

∂t
f(a; t) =

∑

k

{ ∂

∂nk

vn(a; t) +
∂

∂Jk

· vj(a; t) +
∂

∂εk
vε(a; t)

}

f(a; t)

=
∑

k,q

∫

da′
t

∫

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ∂

∂Jk

· φjj(k,q, a, a
′; t, t′) ·

∂

∂Jq

f(a; t′)

W (a; t′)

+
∑

k,q

∫

da′
t

∫

−∞

dt′eǫ(t
′−t) ∂

∂εk
φεε(k,q, a, a

′; t, t′)
∂

∂εq

f(a; t′)

W (a; t′)
(2.42)

+
∑

k,q

∫

da′
t

∫

−∞

dt′eǫ(t
′−t)

{ ∂

∂Jk

· φjε(k,q, a, a
′; t, t′)

∂

∂εq
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+
∂

∂εk
φεj(k,q, a, a

′; t, t′) ·
∂

∂Jq

} f(a; t′)

W (a; t′)
.

Однiєю iз головних проблем для аналiзу рiвнянь переносу (2.23),
(2.24), (2.25) i ядер переносу є розрахунок структурної функцiї
W (a; t) колективних змiнних i гiдродинамiчних швидкостей vn(a; t),
vj(a; t), vε(a; t).

3. Розрахунок структурної функцiї W (a; t) i гiдро-

динамiчних швидкостей vα(a; t) методом коле-

ктивних змiнних

В теорiї нелiнiйних флуктуацiй Кавасакi [142] структурна фун-
кцiя апроксимується гаусовою залежнiстю вiд колективних змiнних.
У цьому випадку, як можна показати, гiдродинамiчнi швидкостi
vα(a; t), α = n, j, ε є лiнiйними функцiями a. Iнший шлях для отрима-
ння гiдродинамiчних величин vα(a; t) на основi локальної термоди-
намiки був запропонований у роботi [141]. Отриманi спiввiдношення
справедливi, очевидно, при низьких частотах та для малих значень
хвильового вектора, коли справедливi спiввiдношення локальної тер-
модинамiки. Структурна функцiя W (a; t) та гiдродинамiчнi швидко-
стi vα(a; t) у випадку дослiджень нелiнiйних гiдродинамiчних флу-
ктуацiй розраховувались у роботах [143,145] з використанням мето-
ду колективних змiнних [144]. Основна iдея цього пiдходу полягає у
тому, що структурна функцiя W (a; t) та гiдродинамiчнi швидкостi
vα(a; t) можуть бути розрахованi у наближеннях вищих, нiж гаусо-
ве. У роботi [146] структурна функцiя W (a; t) була розрахована з
врахуванням кiнетичних одночастинкових кореляцiй.

Далi ми застосуємо метод колективних змiнних [143–146] для роз-
рахунку структурної функцiї W (a; t) та гiдродинамiчних швидкостей
vα(a; t). Спочатку розрахуємо структурну функцiю W (a; t) для ко-
лективних змiнних, однак ми розглянемо випадок, коли взаємодiю
мiж частинками на малих вiдстанях будемо описувати короткодiю-
чим потенцiалом взаємодiї Φsh(|rlj |), зокрема потенцiалом твердих
сфер, а за межами дiї його деяким далекодiючим потенцiалом взає-
модiї Φlong(|rlj |):

Φ(|rlj |) = Φsh(|rlj |) + Φlong(|rlj |).

Вiдповiдно, в операторi Лiувiлля видiлимо короткодiючi i далекодi-
ючi взаємодiї мiж частинками:

iLN = iL0
N + T̂N + iL

long
N ,
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де iL0
N — оператор Лiувiлля N невзаємодiючих частинок, T̂N — опе-

ратор розсiяння системи твердих сфер [127, 130, 133, 137], iL
long
N —

потенцiальна частина оператора Лiувiлля з далекодiючим потенцiа-
лом взаємодiї мiж частинками.

Далi застосуємо iнтегральне представлення для δ — функцiї, тодi
f̂(a) подамо у виглядi:

f̂(a) =

∫

dω exp{−iπ
∑

l,k

ωl,k(âl,k − al,k)}, l = n, j, ε. (3.1)

Використавши кумулянтний розклад [145, 146] для W (a; t), отрима-
ємо:

W (a; t) =

∫

dΓN̺kin−hyd
q (xN ; t)f̂(a) (3.2)

=

∫

dω exp
{

− iπ
∑

l,k

ωl,kāl,k −
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

−
π2

2

∑

l1,l2

∑

k1,k2

M
l1,l2
2 (k1,k2; t)ωl1,k1

ωl2,k2

}

exp

{

∑

n≥3

Dn(ω; t)

}

,

де

āl,k = al,k − 〈âl,k〉
t
kin+sh, dω =

∏

l,k

dωr
l,kdω

s
l,k,

ωl,k = ωr
l,k − iωs

l,k, ωl,−k = ω∗
l,k,

Dn(ω; t) =
(−iπ)n

n!

∑

l1,...,ln

∑

k1,...,kn

M
l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t)ωl1,k1

. . . ωln,kn
,

(3.3)
M

l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t) = 〈âl1,k1

, . . . âln,kn
〉t,ckin−sh (3.4)

нерiвноважнi кумулянтнi середнi n-порядку, якi розраховуються
iз квазiрiвноважною функцiєю розподiлу ̺kin−sh

q (xN ; t) для моделi
твердих сфер:

̺kin−sh
q (xN ; t) = exp

{

−Φ(t)−

∫

drβ(r; t)Ĥsh(r)−

∫

dxγ(x; t)n̂1(x)
}

.

(3.5)
Тут верхнiй iндекс c означає кумулянтне середнє. Важливо за-
значити, що у (3.2) ми роздiлили вклади вiд короткодiючих та
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далекодiючих взаємодiй. Короткодiючi взаємодiї врахованi у ква-
зiрiвноважному розподiлi (3.5) (який можна розглядати як ба-
зисний), а далекодiючi взаємодiї поданi через колективнi змiн-
нi

∑

q

∑

k β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

. Для подальшого розрахунку,
структурну функцiю W (a; t) подамо у формi:

W (a; t) =

∫

dω exp

{

− iπ
∑

l,k

ωl,kāl,k − (3.6)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

−
π2

2

∑

l1,l2

∑

k1,k2

M
l1,l2
2 (k1,k2; t)ωl1,k1

ωl2,k2

}

×
(

1 +B +
1

2!
B2 +

1

3!
B3 + . . .+

1

n!
Bn + . . .

)

,

де B =
∑

n≥3 Dn(ω; t). Якщо в розкладi у ряд експоненти (3.6), тоб-
то exp{

∑

n≥3 Dn(ω; t)}, зберегти лише перший доданок, що рiвний
одиницi, то отримаємо наближення Гауса для W (a; t):

WG(a; t) =

∫

dω exp
{

iπ
∑

l,k

ωl,kāl,k (3.7)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

−
π2

2

∑

l1,l2

∑

k1,k2

M
l1,l2
2 (k1,k2; t)ωl1,k1

ωl2,k2

}

,

де M
l1,l2
2 (k1,k2; t)— матриця, елементами якої є нерiвноважнi коре-

ляцiйнi функцiї:

M2(k1,k2; t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

〈n̂n̂〉ckin−sh 〈n̂Ĵ〉ckin−sh 〈n̂ε̂〉ckin−sh

〈Ĵn̂〉ckin−sh 〈ĴĴ〉ckin−sh 〈Ĵε̂〉ckin−sh

〈ε̂n̂〉ckin−sh 〈ε̂Ĵ〉ckin−sh 〈ε̂ε̂〉ckin−sh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k1,k2

, (3.8)

i, для прикладу, нерiвноважне кумулянтне середнє густина-густина
має вигляд:

〈n̂kn̂−k〉
t,c
kin−sh = 〈n̂kn̂−k〉

t
kin−sh − 〈n̂k〉

t
kin−sh〈n̂−k〉

t
kin−sh. (3.9)

Для проведення iнтегрування за dω у (3.7) необхiдно привести вираз
в експонентi до квадратичної дiагональної форми за ωl,k. У зв’яз-
ку з цим треба знайти власнi значення матрицi (3.8), розв’язавши



20 Препринт

рiвняння:
det

∣

∣M̃2(k1,k2; t)− Ẽ(k1,k2; t)
∣

∣ = 0, (3.10)

Ẽ(k1,k2; t)— дiагональна матриця. Далi, знайшовши власнi значен-
ня El(k; t), l = 1, 2, 3, 4, 5, вираз (3.7) подамо у формi:

WG(a; t) =

∫

dω̃ detW̃ exp
{

− iπ
∑

l,k

ãlkω̃lk (3.11)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

−
π2

2

∑

l

∑

k

El(k; t)ω̃lkω̃l,−k

}

,

де новi змiннi ãlk, ω̃lk є зв’язанi iз старими змiнними спiввiдношен-
нями:

ãnk =
∑

l

ālkωln, ωlk =
5

∑

m=1

ωlmω̃mk.

ωlm — елементи матрицi

W̃ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ω11 ω12 ω13 ω14 ω15

ω21 ω22 ω23 ω24 ω25

ω31 ω32 ω33 ω34 ω35

ω41 ω42 ω43 ω44 ω45

ω51 ω52 ω53 ω54 ω55

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(k;t)

.

Пiдiнтегральний вираз у (3.11) є квадратичною функцiєю ω̃nk,
тому, виконуючи iнтегрування за dωnk, для структурної функцiї в
гаусовому наближеннi WG(a; t) отримаємо:

WG(a; t) = exp
{

−
1

2

∑

l,k

E−1
l (k; t)ãlkãl,−k (3.12)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

}

× exp
{

−
1

2

∑

k

ln π det Ẽ(k; t)
}

exp
{

∑

k

ln det W̃ (k; t)
}

,

або через змiннi ālk:

WG(a; t) = Z(t) exp
{

−
1

2

∑

l,k

Ēl(k; t)ālkāl,−k (3.13)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

}

,
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де
Ēl(k; t) =

∑

l′

ωll′E
−1
l′ (k; t)ωl′l,

Z(t) = exp
{

−
1

2

∑

k

ln π det Ẽ(k; t)
}

exp
{

∑

k

ln det W̃ (k; t)
}

.

Структурна функцiя WG(a; t) у гаусовому наближеннi дає мо-
жливiсть розрахунку повної структурної функцiї (3.2) у вищих на-
ближеннях за гаусовими моментами [145]:

W (a; t) = WG(a; t) exp
{

∑

n≥3

〈D̃n(a; t)〉G

}

, (3.14)

де 〈D̃n(a; t)〉G наближено представимо так:

〈D̃3(a; t)〉G = 〈D̄3(a; t)〉G,

〈D̃4(a; t)〉G = 〈D̄4(a; t)〉G,

〈D̃6(a; t)〉G = 〈D̄6(a; t)〉G −
1

2
〈D̄3(a; t)〉

2
G,

〈D̃8(a; t)〉G = 〈D̄8(a; t)〉G − 〈D̄3(a; t)〉G〈D̄5(a; t)〉G −
1

2
〈D̄4(a; t)〉

2
G,

〈D̃n(a; t)〉G =
1

WG(a; t)

∑

l1,...,ln

∑

k1,...,kn

M̄
l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t)×

1

(iπ)n
δn

δāl1,k1
...δāln,kn

WG(a; t)

— перенормованi n-тi нерiвноважнi кумулянтнi середнi для змiнних
ālk вищих порядкiв. Оскiльки всi непарнi гаусовi моменти рiвнi нулю,
то у виразi (3.14) залишаться лише парнi степенi за a.

Метод розрахунку структурної функцiї W (a; t) може бути засто-
сований для наближених розрахункiв гiдродинамiчних швидкостей
vα(a; t). Вiдповiдно до означення гiдродинамiчних швидкостей (2.29)
представимо загальну формулу у виглядi:

vl,k(a; t) =

∫

dΓN
˙̂al,k̺

kin−hyd
q (xN ; t)f̂(a) (3.15)

i введемо функцiю W (a, λ; t):

W (a, λ; t) =

∫

dΓN e−iπ
∑

l,k
λl,k

˙̂al,k ̺kin−hyd
q (xN ; t)f̂(a), (3.16)
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так що

vl,k(a; t) =
∂

∂(−iπλl,k)
lnW (a, λ; t)

∣

∣

∣

λl,k=0
. (3.17)

Ми розрахуємо функцiю W (a, λ; t), використавши отриманi резуль-
тати розрахункiв структурної функцiї W (a; t), тому перепишемо
W (a, λ; t) так:

W (a, λ; t) =

∫

dΓN

∫

dω exp
{

− iπ
∑

l,k

λl,k
˙̂al,k

}

(3.18)

× exp
{

− iπ
∑

l,k

ωl,k(âl,k − al,k)
}

̺kin−sh
q (xN ; t).

Тепер приймемо до уваги усереднення (3.18) з ̺kin−sh
q (xN ; t), вико-

риставши кумулянтний розклад:

W (a, λ; t) =

∫

dω exp
{

− iπ
∑

l,k

ωl,kāl,k (3.19)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

+
∑

n≥1

[Dn(ω; t) +Dn(λ; t) +Dn(ω, λ; t)]
}

,

де

Dn(ω; t) =
(−iπ)n

n!

∑

l1,...,ln

∑

k1,...,kn

M
l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t)ωl1,k1

. . . ωln,kn
,

Dn(λ; t) =
(−iπ)n

n!

∑

l1,...,ln

∑

k1,...,kn

M
(1)l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t)λl1,k1

. . . λln,kn
,

Dn(ω, λ; t) =
(−iπ)n

n!

∑

l1,...,ln

∑

k1,...,kn

M
(2)l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t)

×ωl1,k1
. . . ωln−1,kn−1

. . . λln,kn
,

у якому кумулянти мають таку структуру:

M
l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t) = 〈âl1,k1

, . . . âln,kn
〉t,ckin−sh,

M
(1)l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t) = 〈 ˙̂al1,k1

, . . . ˙̂aln,kn
〉t,ckin−sh,

M
(2)l1,...,ln
n (k1, . . . ,kn; t) = n[(n− j) + (j − n+ 1)δl1,...,ln−1

]

×〈âl1,k1
, . . . , âln−j,kn−j

, . . . , ˙̂aln−j+1,kn−j+1
, . . . , ˙̂aln,kn

〉t,ckin−sh.
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Розглянемо спочатку наближення Гауса для W (a, λ; t), тобто в
експонентi пiдiнтегрального виразу залишимо лише доданки з n = 2
лiнiйнi по λl,k:

WG(a, λ; t) =

∫

dω exp
{

iπ
∑

l,k

ωl,kāl,k − iπ
∑

l,k

〈 ˙̂al,k〉
t,c
kin−hydλl,k

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

(3.20)

−
π2

2

∑

l1,l2

∑

k1,k2

M
l1,l2
2 (k1,k2; t)ωl1,k1

ωl2,k2

−
π2

2

∑

l1,l2

∑

k1,k2

M
(2)l1,l2
2 (k1,k2; t)ωl1,k1

λl2,k2

}

.

Приводячи цей вираз в експонентi за змiнними ωl,k до дiагональ-
ної квадратичної форми, подiбно як для W (a; t), пiсля iнтегрування
за новими змiнними ω̄l,k, отримаємо:

WG(a, λ; t) =

∫

dω exp
{

− iπ
∑

l,k

〈 ˙̂al,k〉
t
kinλl,k (3.21)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

−
π2

2

∑

l,k

E−1
l (k; t)bl,kbl,−k

−
1

2

∑

k

lnπdetẼ(k; t) +
∑

k

ln detW̃ (k; t)
}

,

де

bl,k =
∑

j

ωlj

[

āj,k +
iπ

2

∑

j′

M
(2)j,j′

2 (k; t)λj′,k

]

,

i ωlj , M
(2)j,j′

2 (k; t) i El(k; t) є незалежнi вiд λl,k. Тут кумулянти

M
(2)j,j′

2 (k; t) мають наступну структуру:

M
(2)j,j′

2 (k; t) = 〈 ˙̂aj,kâj′,−k〉
t
kin−sh − 〈 ˙̂aj,k〉

t
kin〈âj′,−k〉

t
kin−sh. (3.22)

Тепер ми розрахуємо гiдродинамiчнi швидкостi vl,k(a; t) в набли-
женнi Гауса згiдно формули:

vl,k(a; t) =
∂

∂(−iπλl,k)
lnWG(a, λ; t)

∣

∣

∣

λl,k=0
(3.23)

= 〈 ˙̂aj,k〉
t
kin −

1

2

∑

j,j′

E−1
l (k; t)ωjlωj′lM

(2)j′,l
2 (k; t)āl,k.
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Зокрема, розглянемо частковий випадок, коли можна роздiлити
повздовжнi i поперечнi флуктуацiї для колективних змiнних. Тобто,
напрямок хвильового вектора k спрямуємо по осi 0z, тодi отримуємо:

WG(a; t) =

∫

dω exp{iπ
∑

l,k

ωl,kāl,k (3.24)

−
∑

q

∑

k

β−q(t)ν(k)
(

nq+kn−k − nq

)

−
π2

2

3
∑

l1,l2=1

∑

k1,k2

M
‖,l1,l2
2 (k1,k2; t)ωl1,k1

ωl2,k2

−
π2

2

4
∑

l1,l2=1

∑

k1,k2

M
‖,⊥,l1,l2
2 (k1,k2; t)ωl1,k1

ωl2,k2
},

де M‖,l1,l2
2 (k1,k2; t)— елементи матрицi нерiвноважних кореляцiйних

функцiй повздовжнiх флуктуацiй:

M
‖
2(k1,k2; t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

〈n̂n̂〉ckin−sh 〈n̂Ĵ‖〉ckin−sh 〈n̂ε̂〉ckin−sh

〈Ĵ‖n̂〉ckin−sh 〈Ĵ‖Ĵ‖〉ckin−sh 〈Ĵ‖ε̂〉ckin−sh

〈ε̂n̂〉ckin−sh 〈ε̂Ĵ‖〉ckin−sh 〈ε̂ε̂〉ckin−sh

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k1,k2

,

(3.25)
M

⊥l1,l2
2 (k1,k2; t)— елементи матрицi нерiвноважних кореляцiйних

функцiй поперечних та поперечно-повздовжнiх флуктуацiй

M
‖,⊥
2 (k1,k2; t) = (3.26)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 〈n̂Ĵ⊥
x 〉

c
kin−sh 〈n̂Ĵ⊥

y 〉
c
kin−sh 0

〈Ĵ⊥
x n̂〉

c
kin−sh 〈Ĵ⊥

x Ĵ
⊥
x 〉

c
kin−sh 〈Ĵ⊥

x Ĵ
⊥
y 〉

c
kin−sh 〈Ĵ⊥

x ε̂〉
c
kin−sh

〈Ĵ⊥
y n̂〉

c
kin−sh 〈Ĵ⊥

y Ĵ
⊥
x 〉

c
kin−sh 〈Ĵ⊥

y Ĵ
⊥
y 〉

c
kin−sh 〈Ĵ⊥

y ε̂〉
c
kin−sh

0 〈ε̂Ĵ⊥
x 〉

c
kin−sh 〈ε̂Ĵ⊥

y 〉
c
kin−sh 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k1,k2

.

У цьому випадку гiдродинамiчнi швидкостi у гаусовому наближенi
мають наступний вигляд:

v
‖G
nk (a; t) = 〈 ˙̂nk〉

t
kin−sh + E−1

1 (k; t)(ω11n̄k + ω21J̄
‖
k + ω31ε̄k)Ωn(k; t),

v
‖G
Jk (a; t) = 〈

˙̂
J
‖
k〉

t
kin−sh + E−1

2 (k; t)(ω12n̄k + ω22J̄
‖
k + ω32ε̄k)ΩJ (k; t),

v
‖G
εk (a; t) = 〈 ˙̂εk〉

t
kin−sh + E−1

3 (k; t)(ω13n̄k + ω23J̄
‖
k + ω33ε̄k)Ωε(k; t),

(3.27)
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де

Ωn(k; t) = ω11〈n̂k
˙̂n−k〉

t,c
kin−sh + ω21〈Ĵ

‖
k
˙̂n−k〉

t,c
kin−sh + ω31〈ε̂k ˙̂n−k〉

t,c
kin−sh,

ΩJ (k; t) = ω12〈n̂k
˙̂
J
‖
−k〉

t,c
kin−sh + ω22〈Ĵ

‖
k

˙̂
J
‖
−k〉

t,c
kin−sh + ω32〈ε̂k

˙̂
J
‖
−k〉

t,c
kin−sh,

Ωε(k; t) = ω13〈n̂k
˙̂ε−k〉

t,c
kin−sh + ω23〈Ĵ

‖
k
˙̂ε−k〉

t,c
kin−sh + ω33〈ε̂k ˙̂ε−k〉

t,c
kin−sh,

(3.28)

i ωlj елементами матрицi W̃ (k; t). Як можна бачити, швидкостi (3.27)
у наближеннi Гауса для WG(a, λ; t) є лiнiйними функцiями колектив-
них змiнних nk, Jk, εk. Важливо, що якщо не враховувати кiнетичнi
процеси коли ̺kin−sh

q (xN ; t) = 1, то 〈. . .〉tkin−sh → 〈. . .〉0 є усереднен-
ня з мiкроскопiчним ансамблем W (a); в цьому випадку вирази (3.27)
для гiдродинамiчних швидкостей повнiстю вiдтворюють результати
статтi [145], у якiй дослiджувались нелiнiйнi гiдродинамiчнi флукту-
ацiї у простих рiдинах.

4. Висновки

Використавши метод нерiвновнажного статистичного оператора Зу-
барєва, ми отримали модифiкований ланцюжок кiнетичних рiв-
нянь ББГКI з врахуванням нелiнiйних гiдродинамiчних флуктуацiй
для системи взаємодiючих частинок, якi описуються нерiвноважною
функцiєю розподiлу колективних змiнних, що задовольняє узагаль-
нене рiвняння Фоккера-Планка. Роздiлення вкладiв вiд короткодiю-
чих i далекодiючих взаємодiй мiж частинками привело до того, що
короткодiючi взаємодiї (модель твердих сфер) описуються в коорди-
натному просторi, а далекодiючi — у просторi колективних змiнних.
При цьому, короткодiюча складова розглядається як базисна з роз-
подiлом ̺kin−sh

q (xN ; t), якiй вiдповiдає ланцюжок рiвнянь ББГКI для
моделi твердих сфер [127].

Застосований метод колективних змiнних [138, 143, 145] дав мо-
жливiсть розрахувати у вищих наближеннях нiж гаусове структурну
функцiю та гiдродинамiчнi швидкостi колективних змiнних. Зокре-
ма, у наступному наближеннi за гаусове, виходячи iз (3.19) гiдроди-
намiчнi швидкостi (3.27) будуть пропорцiйнi āl,kāl′,k, а ядра пере-
носу у рiвняннi Фоккера-Планка будуть кореляцiйними функцiями
четвертого порядку за змiнними âl,k. Важливо зазначити, що у на-
ближенi Гауса для W̃G(k; t), vGl,k(a; t) рiвняння Фоккера-Планка при-
водить до рiвнянь переносу для 〈âl,k〉

t за структурою як у випадку
молекулярної гiдродинамiки [122,123] тiльки усереднення здiйснює-
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ться за допомогою ̺L(x
N , a; t) = ̺kin−hyd

q (xN ; t) f̂(a)
WG(a;t) . Запропоно-

ваний пiдхiд дає можливiсть вийти за рамки наближення Гауса для
W̃ (k; t), vl,k(a; t), а отже i для ядер переносу у рiвняннi Фоккера-
Планка. Це дає можливiсть отримати систему рiвнянь для 〈âl,k〉

t

нелiнiйного типу. Важливо зазначити, що кiнетичне рiвняння (2.38)
мiстить узагальнений iнтеграл типу Фоккера-Планка з узагальнени-
ми коефiцiєнтами дифузiї та тертя частинок у фазовому просторi
(r,p, t), де область змiни |r| обмежена значеннями |k|−1

hydr, що вiд-
повiдають колективним нелiнiйним гiдродинамiчним процесам. Це
означає, що в областях обмежених |k|−1

hydr процеси описуються уза-

гальненими коефiцiєнтами дифузiї i тертя, а при малих |k|−1
hydr опи-

суються узагальненими коефiцiєнтами в’язкостi, теплопровiдностi
i перехресними коефiцiєнтами φjj(k,q, a, a

′; t, t′), φjε(k,q, a, a
′; t, t′),

φεj(k,q, a, a
′; t, t′), φεε(k,q, a, a

′; t, t′). Кореляцiї мiж цими областями
переносу описуються перехресними ядрами, якi присутнi як у кiнети-
чному рiвняннi, так i у рiвняннi Фоккера-Планка: φnj(x,q, a, a

′; t, t′),
φnε(x,q, a, a

′; t, t′), φεn(k, x
′, a, a′; t, t′), φjn(k, x

′, a, a′; t, t′), розраху-
нок яких є дуже важливим, оскiльки вони описують перехреснi ко-
реляцiї мiж кiнетичними i гiдродинамiчними процесами.
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