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Заряджений ротатор як система з в’язями

А. Дувiряк

Анотацiя. Розглядається рух зарядженого ротатора – одного заря-
ду (або кiлькох), на який накладено жорстку в’язь (в’язi). Дина-
мiка ротатора виводиться iз рiвняння Лоренца-Дiрака, доповненого
принципом Даламбера-Лаґранжа, i приводить до неiнтеґровного не-
лiнiйного рiвняння 2-го порядку щодо кутової швидкостi. Дослiдже-
но динамiку ротатора. Показано, що лише одна фазова траєкторiя –
сепаратриса – має фiзичний сенс, усi iншi траєкторiї описують нео-
бмежений розгiн ротатора за скiнченний час. Описано парадокс, що
виникає при розглядi ротатора з кiлькома зарядами.

Сharged rotator as a system with constraints

A. Duviryak

Abstract. It has been studied a motion of the charged rotator which is
(are) a rigidly constrained one charge or few charges. A dynamics of the
rotator is derived from the Lorentz-Dirac equation complemented by the
d’Alembert-Largange principle. It leads to a non-integrable 2nd-order
differential equation with respect to an angular velocity. A dynamics of
the rotator is studied. It is shown that the only phase trajectory – the
separatrix – makes a physical meaning, all other trajectories describe
unlimited self-untwisting in a limiting time. It is dwscribed a paradox
arising when considering the rotator with several charges.
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1. Вступ

При дослiдженнi релятивiстичних систем взаємодiючих частинок
виникають рiвняння руху, що є сингулярно збуреними (щодо де-
якого малого параметру τ0) диференцiйними рiвняннями з вищи-
ми похiдними [1–6], або ще складнiшими рiзницево- чи iнтеґрально-
диференцiйними рiвняннями [7–9]. Загалом усi цi типи рiвнянь ма-
ють розв’язки, якi однозначно не визначаються початковими коорди-
натами та швидкостями, як у звичнiй механiцi. Такi розв’язки вва-
жаються нефiзичними. В релятивiстичнiй фiзицi параметр τ0 про-
порцiйний до оберненої швидкостi свiтла 1/c чи її деякого ступеня,
а граничний перехiд c → ∞ означає можливiсть неперервного пе-
реходу до нерелятивiстичної областi. Щоб отримати рiвняння руху,
аналогiчнi до традицiйних рiвнянь механiки, здiйснюють розклад за
параметром τ0, а вищi похiднi виключають за допомогою рiвнянь
руху нижчих наближень [3]. Отриманi таким чином квазiрелятивi-
стичнi рiвняння руху гарантують iснування та єдинiсть розв’язкiв
вiдповiдної задачi Кошi, що вважаються фiзичними. Однак, побу-
дова квазiрелятивiстичних рiвнянь руху є наближеною процедурою,
що не охоплює сильно релятивiстичну область, i не завжди можлива.

В низцi робiт [3, 9–12] запропоновано серед усього класу розв’яз-
кiв точно релятивiстичних рiвнянь руху вiдбирати лише такi, що є
аналiтичними за малим параметром τ0. Як правило, множину та-
ких розв’язкiв можна параметризувати початковими координатами
i швидкостями (або еквiвалентним чином), i задача Кошi для них
має сенс.

Найпростiшим прикладом релятивiстичного синґулярно збурено-
го рiвняння є рiвняння Лоренца-Дiрака для вiльної частинки. У най-
нижчому нетривiальному наближеннi за 1/c (де c – швидкiсть свiтла)
воно має вигляд:

mv̇ =
2q2

3c3
v̈, (1.1)

де v i v̇ ≡ dv /dt – швидкiсть i прискорення частинки з масою m та
зарядом q. Сила реакцiї випромiнювання у правiй частинi рiвняння
(1.1) зникає у нерелятивiстичнiй границi c → ∞, у якiй рiвняння
(1.1) описує рух за iнерцiєю mv̇ = 0.

Загальний розв’язок р-ня (1.1)

v(t) = v0 +C exp(t/τ0), (1.2)

r(t) = r0 + v0t+Cτ0 exp(t/τ0), (1.3)

де τ0 =
2q2

3mc3
=

2r0
3c

, r0 =
q2

mc2
(1.4)
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описує необмежений саморозгiн частинки: вiн є неаналiтичний за па-
раметром τ0 (або за 1/c). Винятком є випадок C = 0, коли розв’язок
не залежить вiд τ0 (i цим аналiтичний за τ0), i описує рiвномiрний рух
за iнерцiєю. Таким чином, умова C = 0 видiляє серед усiєї множини
розв’язкiв (1.2), (1.3) фiзично змiстовну пiдмножину, параметризо-
вану початковим положенням r0 та швидкiстю v0.

Критерiй аналiтичностi застосовний i в тих випадках, коли на
частинку окрiм реакцiї випромiнювання дiє й iнша сила, наприклад
сила пружностi, Лоренца тощо [13]. Але в деяких випадках цей кри-
терiй не працює – цiлком або частково. Тут розглядається широко
застосовний приклад ротатора – зарядженої частинки, що рухається
пiд дiєю сил реакцiї в’язi та реакцiї випромiнювання. Аналiз дина-
мiки такої системи демонструє, що критерiй аналiтичностi не забез-
печує вiдбору лише фiзично змiстовних розв’язкiв.

2. Рiвняння руху 1-зарядного ротатора

Обмежимо конфiгурацiйний простiр R
3 з координатами r = {x, y, z}

в’язями, що дозволяють частинцi плаский коловий рух:

r
2 ≡ r2 = const, z = 0. (2.1)

Тодi у полярних координатах з одиничними ортами er ⊥ eϕ маємо
таку кiнематику:

r = rer; v = ṙ = rϕ̇eϕ ≡ rΩeϕ;

v̇ = −rΩ2
er + rΩ̇eϕ;

v̈ = −3rΩΩ̇er + r(Ω̈ − Ω3)eϕ. (2.2)

Пiдстановка цих величин в р-ня Лоренца-Дiрака (1.1) дає реду-
коване рiвняння для кутової швидкостi Ω:

Ω̇ = τ0(Ω̈− Ω3), (2.3)

яке в безрозмiрних змiнних τ = t/τ0, ω = τ0Ω не мiстить параметру:

ω̈ − ω̇ − ω3 = 0. (2.4)

Рiвняння (2.4) є iнварiантне щодо часових трансляцiй t → t + λ.
Крiм цього, воно допускає варiацiйне формулювання з лаґранжiаном

L = 1

2
e−τ (ω̇2 + 1

2
ω4). (2.5)
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Але оскiльки при часових трансляцiях лаґранжiан (2.5) змiнюється
не на повну похiдну (а на масштабний множник), то теорема Нетер
не застосовна, i вiдповiдний iнтеґрал руху невiдомий.

Навiть бiльше, не зважаючи на простий вигляд, це нелiнiйне ди-
ференцiйне рiвняння 2-го порядку не є точно розв’язним. Щоб пере-
конатися в цьому, здiйснимо замiну незалежної змiнної τ → θ = eτ ,
що зводить р-ня (2.4) до вигляду:

ω′′(θ) = ω3/θ2, (2.6)

тобто рiвняння типу Емдена-Фаулера y′′ = xnym. Показники n=− 2,
m = 3 не належать до множини iнтеґровнх випадкiв таких р-нь [14].

Щоб скласти уявлення про загальну поведiнку розв’язкiв р-ня
(2.3) або (2.4), дослiдимо їх асимптотичну поведiнку при t → 0,±∞.
Для цього спочату розглянемо степеневi асимптотики.

Асимптотика при t → +∞):

ω = Aτα[1 +O(τ−1)], (2.7)

де A i α – шуканi сталi. Пiдстановка виразу (2.7) в р-ня (2.4) приво-
дить до рiвняння

Aα(α− 1)τα−2 −Aατα−1 −A3τ3α

= O(τα−3) +O(τα−2) +O(τ3α−1). (2.8)

Перший член у лiвiй частинi (л.ч.) є нехтувано малий у порiвняннi
з 2-м членом, якого можна компенсувати 3-м членом за умов
{

α− 1 = 3α

Aα +A3 = 0

}

⇒
{

α = −1/2

A2 = 1/2

}

⇒ ω(τ) =
±1√
2τ

[1+O(τ−1)]. (2.9)

В розмiрних термiнах ця асимптотика має вигляд:

Ω̇ ∼ −τ0Ω
3 ⇒ Ω(t) = ± 1√

2τ0t
[1 +O(t−1)], t → +∞, (2.10)

де також вказано домiнантнi члени р-ня (2.3), що її визначають.
Асимптотика при t → 0):

ω = B τβ [1 +O(τ)], (2.11)

де сталi B i β визначаються пiдстановкою виразу (2.11) в р-ня (2.4):

{

β − 2 = 3β

Bβ(β−1) = B3

}

⇒
{

β = −1

B2 = 2

}

⇒ ω(τ) = ±
√
2

τ
[1+O(τ)]. (2.12)
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Оскiльки р-ня (2.3) iнварiантне щодо довiльного часового зсуву t →
t−t1, то шукана асимптотика в розмiрних термiнах набуває вигляду:

Ω̈ ∼ Ω3 ⇒ Ω(t) = ±
√
2

t− t1
[1 +O(t−t1)], t → t1, ∀t1 ∈ R. (2.13)

Ця асимптотика описує необмежене саморозкручування за довiльний
наперед заданий скiнченний час. Цiкаво, що малий параметр τ0 не
входить нi у цей розв’язок, нi в наближене р-ня, котре його визначає.

Асимптотика при t → −∞). Рiвняння (2.3) (чи (2.4)) не допускає
такої степеневої асимптотики. Однак р-ня Емдена-Фаулера (2.6) має
вiдповiдну степеневу асимптотику:

ω ∼ Cθ = Ceτ , θ → +0 ⇔ τ → −∞. (2.14)

В розмiрних термiнах отримаємо:

Ω̇ ∼ τ0Ω̈ ⇒ Ω(t) = C exp(t/τ0)/τ0, t → −∞, (2.15)

що узгоджується з вiдповiдною асимптотикою (1.2) вихiдного рiвня-
ння Лоренца-Дiрака (1.1).

Повнiшу картину отримаємо з фазового портрету.

3. Фазовий портрет ротатора

Рiвняння 2-го порядку (2.4), iнварiантне щодо часових трансляцiй,
можна розглядати як динамiчну систему

ω̇ = ̟, (3.1)

˙̟ = ̟ + ω3. (3.2)

З них випливає рiвняння Абеля для фазових траєкторiй системи:

d̟

dω
= 1 +

ω3

̟
. (3.3)

Це рiвняння неiнтеґровне, але з отриманих ранiше асимптотичних
розв’язкiв (2.9), (2.12), (2.14) можна отримати вiдповiднi асимптоти-
ки фазових траєкторiй:

τ → +∞)

ω ∼ ±(2τ)−1/2 → 0, ̟ ∼ ∓(2τ)−3/2 → 0 ⇒ ̟ ∼ −ω3. (3.4)
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∀τ1 τ̄ ≡ τ−τ1 → 0)

ω ∼ ±
√
2/τ̄ → ±∞, ̟ ∼ ∓

√
2/τ̄2 → ∓∞ ⇒ ̟ ∼ ∓ ω2

√
2
. (3.5)

τ → −∞)

ω ∼ Ceτ → 0, ̟ ∼ Ceτ → 0 ⇒ ̟ ∼ ω. (3.6)

Система має нерухому точку (ω = 0, ̟ = 0), що є нестiйкою.
Щоб переконатися в цьому, розглянемо таку функцiю:

V (ω,̟) = ω(̟ − 1

2
ω) : (3.7)

V (0, 0) = 0; V (0 ≶ ω ≶ 2̟) > 0; V̇ = ̟2 + ω4 > 0. (3.8)

Отже функцiя (3.7) – ф-я Ляпунова, а її властивостi (3.8) в околi
нерухомої точки (0,0) свiдчать, що ця точка – нестiйка [15].

На рис. 1 представлено фазовий портрет слабкорелятивiстично-
го ротатора. Вiн дiлиться на 4 сектори двома сепаратрисами – стiй-
кою та нестiйкою, що проходять через нерухому точку (0,0). В її
околi стiйка сепаратриса описується асимптотикою (3.4), а нестiйка
– асимптотикою (3.6). Протилежнi, тобто нескiнченнi асимптотики
цих сепаратрис, а також асимптотики усiх iнших фазових траєкторiй
описуються р-нями (3.5), i досягаються за скiнченний промiжок ча-
су. Тому усi фазовi траєкторiї є нефiзичними – за винятком сеґменту
стiйкої сепаратриси в деякому околi нерухомої точки (0,0).

На перший погляд, фiзичний сеґмент стiйкої сепаратриси опису-
ється асимптотичним розв’язком (3.4), що є неаналiтичним за па-
раметром τ0. Нефiзичнi ж асимптотики цiєї сепаратриси та iнших
фазових траєкторiй описуються розв’язками (3.5), що не залежать
вiд τ0, i в цьому сенсi є аналiтичними. Картина виглядає протиле-
жною до тiєї, що була у випадку вихiдного рiвняння Лоренца-Дiрака
(1.1): для зарядженого ротатора критерiй аналiтичностi для вiдбору
фiзичних розв’язкiв не працює.

Насправдi ж ситуацiя складнiша. Асимптотичнi формули (2.9),
(2.10) добре описують фiзичний сеґмент стiйкої сепаратриси, якщо
|ω| ≪ 1, тобто |Ω| ≪ 1/τ0. За цiєї умови формулу (2.10) можна роз-
глядати як наближений розв’язок рiвняння (2.3). Враховуючи часову
однорiднiсть цього рiвняння, замiнимо в (2.10) аргумент t → t− t1, i
оберiмо t1 так, щоб виконувалася задача Кошi:

Ω(t) =
Ω0

√

1 + 2τ0Ω2

0
t
, Ω(0) = Ω0. (3.9)
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Рис. 1. Фазовий портрет слабкорелятивiстичного ротатора.

Очевидно, що цей вираз аналiтичний за τ0, причому Ω(t)|τ0→0 → Ω0,
як i очiкується в нерелятивiстичнiй границi.

Що стосується незалежних вiд τ0 нефiзичних асимптотик (3.5),
то вони застосовнi за умови |ω| ≫ 1, тобто |Ω| ≫ 1/τ0. Ця умова не
має скiнченної для Ω границi при τ0 → 0.

Новим у порiвняннi з рiвнянням Лоренца-Дiрака та подiбними
релятивiстичними системами є те, що одна фазова траєкторiя заря-
дженого ротатора – стiйка сепаратриса – мiстить як фiзичну, так i
нефiзичнi сеґменти. Постає питання – де саме нефiзичний сеґмент
переходить у фiзичний, i в якiй областi має сенс задача Кошi?
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4. N -зарядний ротатор

Розглянемо тепер плаский (для простоти) ротатор, що мiстить N
зарядiв qa (a = 1, 2, ..., N) з масами ma, помiщених на вiдстанях ra вiд
осi обертання (перпендикулярної до площини ротатора), i з’єднаних
з вiссю мiж собою жорсткими невагомими стрижнями – в’язями:

r
2

a ≡ r2a = const, (ra − rb)
2 ≡ r2ab = const,

⇒ ra = raer(ϕ+ αa1), αa1 = const,

δra = ra eϕ(ϕ+ αa1)δϕ, a = 1, 2, ..., N,

va = ra eϕ(ϕ+ αa1)ϕ̇ i т. д. (4.1)

Ця кiнематика, рiвняння Лоренца-Дiрака (1.1) для кожної частинки
i принцип вiртуальних перемiщень Даламбера-Лаґранжа:

∑

a

(

mav̇a −
2q2a
3c3

v̈a

)

·δra =

[

IΩ̇− 2

3c3

∑

a

d
2

a(Ω̈− Ω3)

]

δϕ = 0, (4.2)

де I =
∑

a mar
2

a – момент iнерцiї системи, а da = qara – дипольний
момент a-ї частинки, приводить до рiвняння руху ротатора (2.3), але
з iншим параметром замiсть τ0:

Ω̇ = T0(Ω̈− Ω3), де T0 =
2
∑

a d
2

a

3c3I
=

2
∑

a q
2
ar

2
a

3c3
∑

a mar2a
. (4.3)

Той факт, що у виразi для T0 сумуються внески усiх зарядiв не-
залежно вiд їх знаку, приводить до дивного висновку, що реакцiя
випромiнювання повинна гальмувати як зарядженi, так i нейтральнi
тiла, що складаються з атомiв.

Отриманий результат, очевидно, хибний, а помилка полягає в то-
му, що не враховано взаємодiю зарядiв мiж собою. Замiсть рiвняння
(4.2) слiд записати таке:

∑

a

(

mav̇a −
2q2a
3c3

v̈a −
∑

b6=a

F ab

)

· δra = 0, (4.4)

де останнiй член, що мiстить сили мiжчастинкової взаємодiї F ab,
можна представити так:

∑∑

a 6=b

F ab · δra = 1

2

∑∑

a 6=b

[(F ab + F ba) · δra + F ab · δrab] . (4.5)
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Якби мiжчастинковi сили були центральними: F ab = −F ba ∼ rab, то
з цих рiвностей, а також з наслiдку в’язей rab · δrab = 0 випливало
б, що вираз (4.5) занулюється. Насправдi ж, F ab – сили Лоренца

F ab = qa

[

Eb(ra) +
1

c
va ×Hb(ra)

]

,

де Eb = −∇ϕb −
1

c

∂Ab

∂t
, Hb = ∇×Ab,

пов’язанi з потенцiалами Льєнара-Вiхерта зарядiв ротатора:

ϕb =
qb

R′ − 1

cR
′ · v′

b

∣

∣

∣

∣

t′=t−R′/c

, Ab =
qbv

′
b

R′ − 1

cR
′ · v′

b

∣

∣

∣

∣

t′=t−R′/c

;

тут R′ ≡ |R′|, R′ ≡ r−rb(t
′), а усi штрихованi величини вiдносяться

до запiзненого моменту часу t′.
З точнiстю до 1/c3 вони мають наближений вираз:

F ab = qaqb

{

rab

r3ab
− 1

2c2

(

v̇b

rab
+ . . .

)

+
2v̈b

3c3
+ . . .

}

, (4.6)

i не є центральними: F ab 6= −F ba. Тому замiсть (4.3) отримаємо
[

I +
1

2c2

(

. . .
)

]

Ω̇ =
2

3c3

{

∑

a

q2ar
2

a +
∑∑

a 6=b

qaqbrarb cosαab

}

(Ω̈− Ω3).

(4.7)
Члени ∼ 1/c2 у лiвiй частинi цього рiвняння, породженi внесками ∼
1/c2 у виразi сили (4.6), не є iстотними в наближеннi 1/c3, i їх можна
упустити. Натомiсть вираз у фiгурних дужках у правiй частинi (4.7)
можна спростити до такого:

(

∑

a

qara cosαa1

)2

+
(

∑

a

qara sinαa1

)2

=
(

∑

a

da

)2

≡ d
2, (4.8)

звiвши його до квадрату повного дипольного моменту системи d.
Таким чином, рiвняння (4.7) зводяться до вигляду (4.3) з iншим па-
раметром замiсть T0:

T0 ≡ 2
∑

a d
2

a

3c3I
→ 2d2

3c3I
, (4.9)

тобто описують реакцiю дипольного випромiнювання.
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5. Релятивiстичний 1-зарядний ротатор

Запишемо точно релятивiстичнi рiвняння Лоренца-Дiрака:

m
duµ

ds
=

2q2

3c3
(δµν − uµuν)

d2uν

ds2
, µ = 0, ..., 3. (5.1)

Тут власний час s пов’язаний з координатним часом t = x0/c так:
ds =

√

ηµνdxµ dxν /c = dt /γ, де ||ηµν || = diag(+ − −−) – метрика
Мiнковського, а γ – лоренц-фактор, означений в р-нi (5.2). Компо-
ненти одиничної 4-швидкостi uµ = (u0,u) пов’язанi з координатною
швидкiстю v = dr /dt i мiж собою так:

u0 = γ ≡ 1/
√

1− v2/c2 =
√

1 + u2, u = γv/c ⇒ (5.2)

⇒ uµuµ ≡ u2

0 − u
2 = 1. (5.3)

З врахуванням в’язей (2.1), (5.3) з 4-х р-нь (5.1) залишається одне:

ẅ =
ẇ

γ
+ w3 =

ẇ
√

1 + ρ2w2
+ w3, (5.4)

де введено змiнну w = |u|/ρ та “параметр релятивiзму” ρ ≡ 3

2
r/r0.

За формальної умови ρ ≪ 1 змiнна w прямує до кутової швид-
костi: w → ω, а р-ня (5.4) зводиться до слабкорелятивiстичного рiв-
няння (2.4). Зокрема, при ρ = 10−2 фазовий портрет рiвняння (5.4)
практично не вiдрiзняється вiд поданого на рис. 1. Парадоксально,
що у цих випадках ρ ≪ ρ0, тобто розмiр ротатора повинен бути
значно менший вiд класичного радiусу його заряду (зокрема, кла-
сичного радiусу електрона, якщо q = e). Такий ротатор неможливо
фiзично реалiзувати.

Насправдi, замiсть формальної умови ρ ≪ 1 досить накласти
обмеження w ≪ 1/ρ. Тодi слабкорелятивiстичнiй областi вiдповiд-
ає деякий окiл точки (0,0) на релятивiстичному фазовому портретi;
див. рис. 2. Ця область сильно звужується при ρ ≫ 1 (див. рис. 3),
а р-ня (5.4) спрощується та iнтеґрується у квадратурах:

ẅ = w3 =⇒ ±
∫

dw
√

1

2
w4 + c1

= τ − τ1 . (5.5)

Зауважимо, що у цьому ультрарелятивiстичному випадку з’являє-
ться симетрiя щодо часової iнверсiї t → −t.
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Рис. 2. Фазовий портрет релятивiстичного ротатора: ρ = 20.

Рис. 3. Фазовий портрет ультрарелятивiстичного ротатора: ρ = 104.
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6. Висновки

Розгляднено рух зарядженого ротатора - заряду, що може вiльно ру-
хатися вздовж кола. Опис динамiки ротатора отримано з рiвняння
Лоренца-Дiрака, доповненого принципом Даламбера-Лаґранжа. Ця
динамiка описується нелiнiйним рiвнянням 2-го порядку щодо куто-
вої швидкостi. У слабкорелятивiстичному наближеннi (з точнiстю до
1/c) його можна звести до рiвняння Емдена-Фаулера, яке не розв’я-
зується у термiнах вiдомих функцiй. Дослiджено асимптотики р-ня
ротатора i побудовано його фазовий портрет. Вiн має одну нестiйку
нерухому точку, у якiй перетинаються двi сепаратриси – стiйка та
нестiйка.

На основi отриманих асимптотик побудовано множину наближе-
них фiзичних розв’язкiв слабкорелятивiстичного рiвняння ротатора,
що вiдповiдають стiйкiй сепаратрисi i параметризується початковою
кутовою швидкiстю Ω0. Цей розв’язок описує поступове сповiльнен-
ня ротатора, i тому може вважатися фiзичним. Показано, що вiн є
аналiтичним за параметром τ0 = 2q2

3mc3 . Продовження цього розв’яз-
ку у минуле не залежить вiд τ0 (i тому є аналiтичним), але має не-
фiзичну синґулярнiсть при деякому скiнченному t1. Розв’язок, що
вiдповiдає нестiйкiй сепаратрисi, має таку ж особливiсть при деяко-
му t2 у майбутньому. Такий розв’язок описує необмежене самороз-
кручування ротатора за скiнченний час. Наближенi розв’язки, що
вiдповiдають усiм iншим фазовим траєкторiям мiж сепаратрисами,
також не залежать вiд τ0, але мають особливостi як у минулому, так
i в майбутньому. Усi цi особливостi виявляються i при числовому
iнтеґруваннi рiвнянь руху.

Таким чином, критерiй аналiтичностi розв’язкiв для даної систе-
ми (ротатора) не працює.

Формальний розгляд ротатора з кiлькома зарядами приводить
до помилкового результату – занадто сильного гальмування, без-
вiдносного до знаку i розмiщення зарядiв. Парадокс розв’язується
врахуванням взаємодiї зарядiв мiж собою, що генерується потенцi-
алами Льєнара-Вiхерта, i породжує нецентральнi сили Лоренца (бо
центральнi сили повнiстю компенсувалися б в’язями).

Отримано та проаналiзовано точно релятивiстичне рiвняння ро-
татора. Показано, що в ультрарелятивiстичнiй границi це рiвняння
є симетричним щодо iнверсiї часу. Результати дослiдження можуть
бути корисними для розвитку нанотехнологiй.
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