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Термодинамiчнi величини системи твердих кульок у слабо-
нерiвноважному теплопровiдному стацiонарному станi

Й.А. Гуменюк

Анотацiя. В рамках пiдходу суцiльного середовища розраховано
тиск, внутрiшню енергiю та ентропiю системи твердих кульок у сла-
бонерiвноважному стацiонарному станi з тепловим потоком. Аналi-
тичнi вирази для них знайдено в наближеннi 4-го порядку за ґрадiє-
нтами температури. Показано, що ґрадiєнтнi внески до внутрiшньої
енергiї залежать вiд об’єму, а ентропiя задовольняє II-е начало тер-
модинамiки для нерiвноважних процесiв. Розрахунки проведено для
вимiрностей 3D, 2D та 1D.

Thermodynamic quantities of the hard-sphere system in the
weakly nonequilibrium heat-conduction steady state

Y.A. Humenyuk

Abstract. Pressure, internal energy, and entropy of the hard-sphere
system in the weakly nonequilibrium steady state with a heat flux are
calculated within the continuous media approach. Analytical expressi-
ons for them are found out in the approximation of the 4-th order in
temperature gradients. It is shown that the gradient contributions to
the internal energy depend on the volume, while the entropy satisfies
the second law of thermodynamics for nonequilibrium processes. The
calculations are performed for dimensions 3D, 2D, and 1D.
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1. Вступ

З рiвноважної статистичної механiки вiдомо, що при переходi вiд
низьких густин газу до високих особливостi мiжчастинкової взає-
модiї все сильнiше проявляються в термодинамiчних властивостях
(напр., [1, 2]). Вiдмiнностi мiж потенцiалами взаємодiї призводять
до вiдмiнностей у термодинамiчнiй поведiнцi, фазових дiаграмах та
структурних характеристиках. Схожу картину щодо впливу мiжча-
стинкової взаємодiї на термодинамiчнi величини варто очiкувати i
для нерiвноважних станiв газiв чи рiдин.

Такi стани, в тому числi й стацiонарнi, помiтно складнiшi, тому
їх дослiджують зазвичай для випадку слабкого вiдхилення вiд рiв-
новаги. Щодо теплопровiдних слабонерiвноважних станiв, то основ-
ну увагу зосереджували на самому явищi провiдности тепла [3–6]
i на розрахунку лiнiйного коефiцiєнта теплопровiдности [7–9], який
зв’язує тепловий потiк з ґрадiєнтом температури. Нерiвноважнi ма-
кроскопiчнi термодинамiчнi величини — тиск, внутрiшня енергiя чи
ентропiя — залишилися мало вивченими. Зацiкавлення ентропiєю
здебiльша зводилися [3–9] до розрахунку її вироблення, пов’язаного
з гарантiєю наближення до рiвноваги завдяки процесам релаксацiї.

В теоретичних дослiдженнях термодинамiчних властивостей си-
стем у теплопровiдному станi можна видiлити двi тенденцiї: а) з’я-
сування впливу теплового потоку на тиск, ентропiю та iншi термо-
динамiчнi величини чи їхнi густини i б) спроби запропонувати за-
гальний термодинамiчний формалiзм на взiр основного термодина-
мiчного спiввiдношення, як у рiвновазi. Для твердих кульок в обох
випадках часто використовують кiнетичне рiвняння Енскоґа [7, 9].
Розгляньмо кожну з цих тенденцiй.

Застосування кiнетичної теорiї. Щоб з’ясувати вплив перено-
су тепла на слабонерiвноважнi тиск чи ентропiю, необхiдно врахува-
ти наступне наближення пiсля лiнiйного за ґрадiєнтом температури.
Маркес i Кремер [10] розв’язали кiнетичне рiвняння Енскоґа у ви-
щому за лiнiйне наближеннi за допомогою методiв Ґреда i Чепмена-
Енскоґа. Розрахований тензор тиску мiстить доданки з ґрадiєнта-
ми температури 2-го порядку, що вiдповiдає рiвнянням Бернета [11]
(внески iз квадратом ґрадiєнта 1-го порядку було вiдкинуто). Отри-
манi (лiнеаризованi) рiвняння використано [12] при описi поширення
звукових хвиль.

Також методом Ґреда розв’язано рiвняння Енскоґа для 2-вимi-
рних твердих дискiв [13]. Отриману систему рiвнянь переносу роз-
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ширеної гiдродинамiки було застосовано до двох проблем: 1) про рi-
зницю тискiв [14] мiж рiвноважною i нерiвноважною стацiонарною
теплопровiдною системами твердих дискiв, роздiленими пористою
перегородкою; не пiдтверджено феноменологiчний висновок щодо рi-
зницi тискiв, висловлений у працi [15], див. також [16, 17]; 2) друга
проблема стосувалася опису стану твердих дискiв, що перебувають
мiж двома паралельними стiнками рiзної температури [13]; для сла-
бонерiвноважного випадку отримано поправку до тиску, квадрати-
чну за тепловим потоком.

Цi результати вiдповiдають нестацiонарному рiвнянню Енскоґа.
Щодо застосовности їх до стацiонарного випадку є деякi зауважен-
ня: а) у випадку методу Чепмена-Енскоґа на результати для тиску
впливає як стацiонарна, так i часозалежна нерiвноважнiсть функ-
цiї розподiлу; б) у випадку методу Ґреда, рiвняння розширеної гi-
дродинамiки отримано лише для кiнетичної частини тензора тиску,
а зiткненнєву частину враховано в дисипативних доданках рiвнянь
переносу; в) функцiя розподiлу шукалася локально, тобто, у фор-
мi нормального розв’язку, а граничнi умови при цьому нiяк не було
враховано; тому можна говорити про локальнi густину ентропiї та iн-
тенсивнiсть її вироблення, а знайти повну ентропiю теплопровiдного
стану не можна, поки не отримано розв’язкiв для гiдродинамiчних
полiв густини числа частинок i температури у явному виглядi.

Формалiзми розширення термодинамiки. Iдею розширення,
висловлену Ґредом [18–20] для гiдродинамiчного рiвня, застосову-
ють до проблеми побудови локального термодинамiного опису не-
рiвноважних станiв, який би виходив за межi наближення локальної
рiвноваги. Здобутки в цьому напрямку уклалися в теоретичну схему
з назвою розширеної термодинамiки [21, 22] або iнша модифiкацiя
— розширена необоротна термодинамiка [23–25]. За базове термо-
динамiчне рiвняння вибирають основну термодинамiчну тотожнiсть,
записану для локальної густини ентропiї, яка залежить вiд розши-
реного набору гiдродинамiчних змiнних.

Пiдхiд з назвою розширена термодинамiка (розвинутий в ро-
ботах Лiу I-Ш., Мюллера I. та Руґерi Т. зi спiвавт. [22, 26–29]), ста-
вить своїм завданням аналiз рiвнянь переносу розширеної гiдродина-
мiки (з рiвняннями для тензора напружень i потоку тепла), пошук
способiв замикання для них i вироблення критерiїв вiдбору таких
способiв. Аналiз засадничих спiввiдношень замикання здiйснюється
на основi феноменологiчних принципiв iнварiантности локального
гiдродинамiчного опису, зростання локальної ентропiї та вгнутости
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функцiонала густини ентропiї. Важливо зауважити, що незважаю-
чи на використання термодинамiчних (ентропiйних) критерiїв, для
цього напрямку краще пiдходить термiн “розширена гiдродинамiка”.

Для системи твердих дискiв цей пiдхiд зреалiзовано, зокрема, у
роботi Банаха [30], стартуючи з кiнетичного рiвняння Енскоґа ва-
рiанту RET [31]. Одна з недавнiх робiт [32] стосується феномено-
логiчного аналiзу й замикання розширеної системи гiдродинамiчних
рiвнянь для густих газiв, де результат для твердих кульок отримано
як частковий випадок.

Розширена необоротна термодинамiка розвиває формалiзм
локальної термодинамiки для нерiвноважних процесiв, який би ви-
ходив за межi наближення локальної рiвноваги, i трактує потiк те-
пла як нову термодинамiчну ступiнь вiльности [23–25]. Очiкується,
що теорiя здатна описати ефекти, недосяжнi в лiнiйнiй необоротнiй
термодинамiцi [3, 4, 33].

До твердих кульок цю iдеологiю застосовано, напр., в працi [34].
На основi кiнетичного рiвняння Енскоґа i пiдходу молекулярної гiд-
родинамiки [35, 36] проведено розрахунок феноменологiчних коефi-
цiєнтiв, якi входять у розширене основне термодинамiчне спiввiдно-
шення.

Розширену необоротну термодинамiку, зокрема, її поняття нерi-
вноважної температури, критикували з точки зору комп’ютерних
моделювань [37, 38], з феноменологiчних позицiй [39, 40] i навiть з
погляду її внутрiшньої iдеологiї [41]. Однак, наскiльки нам вiдомо,
спiр так i не було розв’язано i не було запропоновано експеримен-
тального способу, який би врештi пiдтвердив чи спростовав засади
цього пiдходу.

Комп’ютернi моделювання. Системи твердих кульок чи дискiв
дослiджувано за допомогою комп’ютерних моделювань з точки зору
теплопровiдних властивостей та локальної поведiнки густини числа
частинок i температури. Здебiльша вивчають залежностi для кое-
фiцiєнта теплопровiдности, а також ступiнь вiдхилення результатiв
для потоку тепла вiд лiнiйного закону теплопровiдности Фур’є.

У роботi [42] система твердих дискiв дослiджувалася методом не-
рiвноважної молекулярної динамiки. Отриманi профiлi температури
й густини узгоджуються з результатами пiдходу неперервного сере-
довища, тодi як коефiцiєнт теплопровiдности помiтно вiдрiзняється
вiд значень, розрахованих за теорiєю Енскоґа.

До дослiдження стацiонарного потоку тепла у системi твердих
кульок використано i числовi методи розв’язання кiнетичного рiв-
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няння Енскоґа, а саме узагальнення прямого моделювання Монте-
Карло [43], запропонованого й розвинутого Бердом [44–46]. У робо-
тi [47] застосовано спектральний метод розв’язання рiвняння Енско-
ґа для твердих кульок (як пружних, так i непружних). Показано,
що профiлi густини числа частинок, кiнетичного i потенцiального
внескiв до тиску i теплового потоку добре узгоджуються з даними
прямого моделювання Монте-Карло [43].

Стацiонарнi стани з тепловим потоком моделювалися i для спро-
щених просторових конфiгурацiй. Моррiсс зi спiвавторами розгля-
нули квазiодновимiрну систему твердих дискiв, що перебувають у
вузькому лiнiйному каналi, обмеженому на кiнцях модельними тер-
мостатами [48]. Взаємодiя твердих дискiв з обома термостатами опи-
сувалася за допомогою детермiнiстичних законiв [48–50]. Хiд темпе-
ратури, локальну густину ентропiї, локальну iнтенсивнiсть її виро-
блення i тепловий потiк було отримано як для низьких [51], так i для
промiжних i високих [52] густин, де враховано зiткненнєвi внески в
потiк тепла. Вплив просторових кореляцiй на локальну ентропiю ви-
вчався в працi [53].

Цi числовi методи дають детальнi результати для характеристик
системи. Але вони не вирiшують проблеми встановлення внутрiшньо-
го логiчного зв’язку мiж рiзними макроскопiчними величинами у
теплопровiдних стацiонарних станах.

У роботах [54–56] на основi пiдходу суцiльного середовища роз-
раховано тиск, внутрiшню енергiю, ентропiю й вiльну енергiю (нето-
чно) газу низької густини в слабонерiвноважному теплопровiдному
стацiонарному станi. Єдина схема розрахунку i те, що знайдений
вираз для повної ентропiї задовольняє II начало термодинамiки для
нерiвноважних процесiв, свiдчать на користь отриманих результатiв.
Цей спосiб тут поширено на модель твердих кульок, використавши
одне з найпростiших наближень для її баричного рiвняння стану.

Препринт має таку побудову. Спочатку ми подаємо спосiб опису
теплопровiдного стацiонарного стану (§2). Далi шукаємо тиск i вну-
трiшню енергiю (§3). У §4 розраховуємо ентропiю i аналог вiльної
енергiї. Завершують виклад пiдсумки (§5).

2. Теплопровiдний стан твердих кульок

Система твердих кульок. Модель твердих кульок займає ва-
жливе методологiчне мiсце у рiвноважнiй статистичнiй теорiї газiв
та рiдин [2, 57, 58], в кiнетичнiй теорiї [7–9] та нерiвноважнiй ста-
тистичнiй механiцi [5]. Єдиний параметр, що характеризує мiжча-
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стинкову взаємодiю — дiаметр твердої кульки — робить цю модель
особливо простою, гнучкою i корисною як в теоретичних побудовах,
так i в практичних застосуваннях. Ми хочемо за її допомогою з’ясу-
вати вплив розмiру молекул на термодинамiчнi величини газу помiр-
ної густини у теплопровiдному стацiонарному станi. Ця проблема
непроста, тому спочатку звернiмо увагу на слабонерiвноважний ви-
падок.

L

Ω
N

q

ΠΟΤΙΚ
ΤΕΠΛΑ

X

Y Z
O

Рис. 1. Система твердих кульок у теплопровiдному стацiонарному станi.

Отже, розгляньмо N твердих кульок, помiщених в посудину ма-
кроскопiчних розмiрiв форми прямокутного паралелепiпеда з дов-
жиною одного з ребер L i площею поперечного перерiзу Ω (Рис. 1).
Тепло поширюється в напрямку, паралельному до цього ребра, однак
незмiнна в часi локальна температура змiнюється вздовж цього на-
прямку повiльно. Це забезпечує слабонерiвноважний теплопровiд-
ний стацiонарний стан. Ясно, що система iзотропна у поперечних
напрямках.

Локальна температура. Хiд локальної температури (Рис. 2) за-
даємо набором її значення T0 та значень {G1, . . . , Gr} ї ї послiдовних
r ґрадiєнтiв, якi стосуються ґеометричної середини системи [54,56].
Якщо вiсь OZ системи координат спрямувати паралельно до напрям-
ку поширення тепла, то

T0 ≡ T (z)
∣

∣

∣

z=0
, Gk ≡

∂k

∂zk
T (z)

∣

∣

∣

z=0
.

Просторова залежнiсть локальної температури задається виразом:

T (z) = T0 +

r
∑

k=1

1

k!
Gkz

k. (1)
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Замiсть набору {G} ≡ {G1, . . . , Gr} буде зручнiше використовувати
“приведенi” ґрадiєнти {g} ≡ {g1, . . . , gr}, де gk ≡ 1

T0

1
k!Gk. Тодi зале-

жнiсть температури вiд z виглядає особливо просто:

T (z) = T0

[

1 + g1z + g2z
2 + . . . + grz

r
]

. (2)

Чим бiльше ґрадiєнтiв враховано, тим точнiше фф. (1) чи (2) вiд-
творюють дiйсну ситуацiю.

O
Z

T(z)

T0

N,Ω,L

−L/2 L/2

qΠΟΤΙΚ
ΤΕΠΛΑ

z − −dz1 z + −dz1
22

Рис. 2. Хiд локальної температури вздовж системи твердих кульок.

Пiд слабонерiвноважнiстю стану розумiємо, що |gk+1z
k+1| ≪ |gkz

k|
для всiх z. Взятi для крайнiх значень z = ±L/2, цi нерiвностi набу-
вають вигляду:

|Gk+1|L ≪ 2(k + 1) |Gk|. (3)

Наведiмо кiлька перших:

|G1|L ≪ 2T0, |G2|L ≪ 4G1, |G3|L ≪ 6G2.

Для такого слабонерiвноважного стану будь-яка величина A зо-
бражається у виглядi розкладу за ґрадiєнтами Gi:

A = A0 +
r

∑

i=1

δiAi, (4)

де формальний параметр δ вказує на порядок внеску, а величина Ai

мiстить доданки вiд ґрадiєнтних комбiнацiй порядку i.

Локальне рiвняння стану. Застосуймо до опису теплопровiдно-
го стацiонарного стану твердих кульок (Рис. 1) рiвноважне рiвняння
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ван дер Ваальса (ВдВ), див. додаток A. Якщо видiлити (Рис. 2) ма-
кроскопiчно малий прошарок [z − 1

2dz; z + 1
2dz] (великий, однак, у

порiвняннi з дiаметром твердої кульки), то завдяки слабкiй нерiв-
новажностi тиск в ньому можна наближено описати за допомогою
рiвноважного рiвняння стану ван дер Ваальса (ф. (70), дод. A), у
якому взято дiйснi локальнi значення температури T (z) i густини
числа частинок n(z):

P (z) =
n(z)kBT (z)

1 − bn(z)
. (5)

Це припущення про локальний тиск у слабонерiноважному тепло-
провiдному стацiонарному станi.

Випишiм ще вирази для локальних густин внутрiшньої енергiї
ε(z), ентропiї s(z) та вiльної енергiї f(z), якi вiдповiдають рiвнянню
(5). Для цього у рiвноважних густинах Eeq/V , Seq/V та Feq/V (зна-
йдених з фф. (71)–(73), дод. A), рiвноважнi температуру i густину
числа частинок замiнюємо на локальнi:

ε(z) ≡ 1
2Dn(z)kBT (z), (6)

s(z) ≡ kBn(z)
[

ln
(

[n(z)]−1 − b
)

+ 1
2D lnT (z) + ξ

(D)
S

]

, (7)

f(z) ≡ −n(z)kBT (z)
[

ln
(

[n(z)]−1 − b
)

+ 1
2D lnT (z) + ξ

(D)
F

]

, (8)

де D — вимiрнiсть простору, вiд якої залежать константи ξ
(D)
S ≡

D
2 ln(2πkBm/h2) + 1 + 1

2D та ξ
(D)
F ≡ D

2 ln(2πkBm/h2) + 1, див. [2].

3. Баричне i калоричне рiвняння стану

Вiдшукаймо тиск твердих кульок у слабонерiвноважному теплопро-
вiдному стацiонарному станi. Через те, що наша система перебуває у
механiчнiй рiвновазi, то в рiзних її мiсцях тиск набуває одного i того
ж значення (поширення закону Паскаля на випадок нерiвноважного
теплопровiдного стацiонарного стану — див. дод. B), тобто:

P (z) = const. (9)

Отже у лiвiй частинi локального рiвняння (5) для стацiонарного ста-
ну стоїть стала величина, яку далi позначаємо через P .

Густина числа частинок. Величина n(z) задовольняє умову нор-
мування:

Ω

∫ L/2

−L/2

dz n(z) = N, (10)
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де в iнтеґралi за об’ємом Ω×L було проiнтеґровано за поперечними
координатами1 x та y, а N — кiлькiсть частинок у системi. Щоб пiд-
ставити n(z) у цей iнтеґрал, виразiм її через T (z) i P , використавши
ф. (5):

n(z) =
C

T (z) + bC
,

де C ≡ P/kB — стала величина згiдно ф. (9). Пiдставивши сюди
розклад (1) для локальної температури, отримаємо:

n(z) = n0
1

1 + γ1z + . . . + γrzr
, (11)

де

n0 ≡
C

T + bC
, γk ≡

1

k!

1

T + bC
Gk; (12)

тут i далi значення температури в точках ґеометричної середини
системи позначено через T (замiсть T0).

Сума
∑

γkz
k у знаменнику ф. (11) мала у порiвняннi з 1 згiдно

умов слабкої нерiвноважности (3), тому дрiб можна розкласти у ряд.
Це дає для локальної густини розклад (до r-го порядку)

n(z) = n0

[

ν0 + ν1z + . . . + νrz
r + . . .

]

(13)

з такими коефiцiєнтами:

ν0 = 1,
ν1(C) = −γ1,
ν2(C) = −γ2 + γ2

1 ,
ν3(C) = −γ3 + 2γ2γ1 − γ3

1 ,
ν4(C) = −γ4 + 2γ3γ1 + γ2

2 − 3γ2γ
2
1 + γ4

1 , . . .

Тут вiдзначено, що вони залежать вiд C (тобто, вiд тиску) через
коефiцiєнти {γ}, ф. (12).

Перша поправка до тиску. Вираз (13), пiдставлений в умову
нормування (10), можна проiнтеґрувати явно:

n =
C

T + bC

[

ν0 + δ2 1
12ν2(C)L2 + δ4 1

80ν4(C)L4 + . . .
]

, (14)

1 Для одновимiрної системи Ω ≡ 1 i тому, очевидно, iнтеґрувань за x та y
нема. Для випадку 2D позначення Ω має сенс лiнiйного поперечного розмiру

двовимiрної “посудини”, у якiй перебувають твердi диски.
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де було використано ф. (12) для n0, а n ≡ N/ΩL — густина числа
частинок у рiвноважному станi (“середня густина по системi”). Це
рiвняння для сталої C. Оскiльки коефiцiєнти ν2, ν4, . . . також зале-
жать вiд C, то рiвняння (14) сильно нелiнiйне за C. Для слабонерiв-
новажного стану ґрадiєнти температури дають лише малi поправки,
тому розв’язок рiвняння шукаємо у виглядi розкладу

C = C(0) + δ2C(2) + δ4C(4) + . . . (15)

за допомогою послiдовних наближень. Внески з непарними степеня-
ми δ тут вiдсутнi, бо вони вiдсутнi у ф. (14).

Головний внесок C(0) знаходимо, знехтувавши ґрадiєнтами у рiв-
няннi (14):

n =
C(0)

T + bC(0)
. (16)

Його розв’язок має вигляд:

C(0) =
nT

1 − nb
. (17)

Введiмо позначення η ≡ nb для вiдносного об’єму, що припадає на
самi твердi кульки, та η̃ ≡ 1 − η для доступного вiдносного об’єму.
Тодi результат (17) запишеться так: C(0) = nT η̃−1.

Прирiвнявши внески бiля δ2 у рiвняннi наступного наближення

n =
C(0) + δ2C(2)

T + bC(0) + δ2bC(2)

[

1 + δ2 1
12ν2L

2
]

, (18)

знаходимо:
C(2) = −C(0)η̃−1 1

12ν
(0)
2 L2. (19)

Тут ми замiсть ν2, яке входить у поправку 2-го порядку, використали
його найнижче наближення ν

(0)
2 ≡ −γ

(0)
2 + [γ

(0)
1 ]2, що виражається

через коефiцiєнти γ
(0)
k ≡ 1

k! [T +bC(0)]−1Gk, у яких стоїть C(0) замiсть

C [пор. з ф. (12)]. Скориставшись результатом (17), виражаємо ν
(0)
2 =

−g2η̃ + g21 η̃
2 через “приведенi ґрадiєнти” gk ≡ 1

T
1
k!Gk, означенi пiсля

ф. (1), i приходимо до такого результату:

C(2) = nT η̃−1 1
12

[

g2 − g21 η̃
]

L2. (20)

Це перша незникома поправка до тиску, зумовлена наявнiстю ґрадi-
єнтiв температури.
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Послiдовнi наближення для тиску. Щоб вiдшукати наступнi
поправки, необхiдно врахувати залежнiсть коефiцiєнтiв {ν} вiд по-
правок до C. Використаймо для цiєї мети метод послiдовних набли-
жень.

Запишiмо рiвняння (14) у компактнiшому виглядi:

n(T + bC) = C
[

1 + δ2κ2(C) + δ4κ4(C) + . . .
]

, (21)

де
κ2(C) ≡ 1

12ν2(C)L2, κ4(C) ≡ 1
80ν4(C)L4 (22)

— функцiї шуканої сталої C. Коефiцiєнти κ2, κ4, . . . (як функцiї вiд
C) також мусять розкладатися за внесками до C:

κi(C) = κ
(0)
i + δ2κ

(2)
i + δ4κ

(4)
i + . . . , i = 2; 4; . . . , (23)

де κ
(k)
i зумовлене внесками вiд C з порядком, не вищим за k; зокре-

ма, κ(0)
i визначаються лише внеском C(0), κ(2)

i — внесками C(0) та
C(2) i т.д.

Пiсля пiдстановки розкладу (23) у ф. (21) ряд у прямокутних
дужках зазнає перегрупування:

1 + δ2
(

κ
(0)
2 + δ2κ

(2)
2 + . . .

)

+ δ4
(

κ
(0)
4 + δ2κ

(2)
4 + . . .

)

+ . . . = (24)

= 1 + δ2κ(2) + δ4κ(4) + . . . ,

де кожний κ(k) мiстить внески одного порядку за ґрадiєнтами:

κ(2) ≡ κ
(0)
2 , κ(4) ≡ κ

(0)
4 + κ

(2)
2 , . . .

З ф. (22) отримуємо вiдповiднi вирази для коефiцiєнтiв {ν}:

ν(2) ≡ ν
(0)
2 , ν(4) ≡ ν

(0)
4 + 20

3 L−2ν
(2)
2 , . . . (25)

Використаймо тепер фф. (15) i (24) у рiвняннi (21):

nT + ηC(0)+ δ2ηC(2)+. . . =
(

C(0)+ δ2C(2)+. . .
)[

1+ δ2κ(2)+. . .
]

.
(26)

Пiсля перемноження у правiй частинi прирiвнюємо доданки при одна-
кових степенях δ й отримуємо рiвняння для C(k):

nT + ηC(0) = C(0),

ηC(2) = C(0)
κ(2) + C(2),

ηC(4) = C(0)
κ(4) + C(2)

κ(2) + C(4).
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Звiдси легко знаходимо:

C(0) = nT η̃−1,

C(2) = C(0)η̃−1[−κ(2)],

C(4) = −
[

C(0)
κ(4) + C(2)

κ(2)

]

(1 − η)−1.

Першi два результати збiгаються з фф. (17) та (19). Використавши
в останньому вираз для C(2), знаходимо:

C(4) = C(0)η̃−1
[

− κ(4) + η̃−1
κ
2
(2)

]

.

Можна зауважити, що цi розв’язки мають рекурентний характер. А
саме, в C(k) входять коефiцiєнти κ

(l)
i , що виражаються через внески

C(0), C(2), . . . , C(k−2).
Виразивши коефiцiєнти в C(4) через ґрадiєнти {g} [дод. D, фф. (88),

(89)], знаходимо:

C(4) = nT η̃−1 1
80

[

g4 − 2g3g1η̃ − 4
9g

2
2 η̃ + 17

9 g2g
2
1 η̃(1 − 12

17η) − (27)

− 4
9g

4
1η̃

2(1 + 1
4η)

]

L4.

Зберiмо разом вирази (17), (20) i (27) для знайдених поправок до
C ≡ P/kB i запишiмо баричне рiвняння слабонерiвноважного тепло-
провiдного стацiонарного стану для твердих кульок в наближеннi
ван дер Ваальса:

P (N,Ω, L;T, g1, . . . , g4) =
NkBT

ΩL−Nb

[

p0 + p2L
2 + p4L

4 + . . .
]

, (28)

де p0 ≡ 1, а

p2 ≡ 1
12

(

g2 − g21 η̃
)

,

p4 ≡ 1
80

(

g4 − 2g3g1η̃ − 4
9g

2
2 η̃ + 17

9 g2g
2
1 η̃[1 − 12

17η] − 4
9g

4
1 η̃

2[1 + 1
4η]

)

.

Коефiцiєнти p2 i p4 описують у своїх порядках поправки до тиску
вiд наявних ґрадiєнтiв 2-го i 4-го порядкiв. Вплив розмiру частинок
виражається через вiдносний об’єм η, що припадає на самi частинки,
але здебiльша у комбiнацiї η̃ ≡ 1−η. З ростом нелiнiйности доданкiв
за {g} степiнь η̃ зростає.

Крiм того, врахування розмiру частинок через рiвняння ван дер
Ваальса вплинуло на саму процедуру виведення результатiв для ти-
ску в порiвняннi з випадком газу низької густини [54, 56], оскiльки
довелося проводити перегрупування внескiв вiд рiзних ґрадiєнтiв.
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Спрямування b → 0 дає η → 0, η̃ → 1 i отриманi вирази переходять
в результат для газу низької густини [54, 56].

У ф. (28) для P виокремiмо сам розклад, подавши її так:

P =
NkBT

ΩL−Nb
RP , RP ≡ p0 + p2L

2 + p4L
4 + . . . (29)

Густина n(z) в точках ґеометричної середини. Її значення n0,
ф. (12), також можна подати у виглядi розкладу

n0 = n
(0)
0 + δ2n

(2)
0 + δ4n

(4)
0 + . . . , (30)

скориставшись результатами для внескiв C(k), фф. (17), (20) i (27);
знайденi коефiцiєнти (див. дод. C) дорiвнюють:

n
(0)
0 = n,

n
(2)
0 = n 1

12

(

g2η̃ − g21 η̃
2
)

L2,

n
(4)
0 = n 1

80

(

g4η̃ − 2g3g1η̃
2 − 4

9g
2
2 η̃[1 + 1

4η] + 17
9 g2g

2
1 η̃

2[1 − 2
17η] −

− 4
9g

4
1 η̃

3[1 + 3
2η]

)

L4.

Можна вiдслiдкувати вплив розмiру частинки на n0 у порiвняннi з
результатами для газу низької густини (low-density gas) [54, 56]:

n0

∣

∣

l.d.g.
= n

[

1 + L2

12

(

g2 − g21
)

+ L4

80

(

g4 − 2g3g1 −
4
9g

2
2 + 17

9 g2g
2
1 −

4
9g

4
1

)]

.

Видно, що множники бiля ґрадiєнтiв не можуть змiнити знаку вне-
ска, а лише пом’якшують його вплив у порiвняннi з результатами
для газу низької густини. Наприклад, у другому порядку пониження
величини n

(2)
0 завдяки g21 пом’якшується слабше, нiж пiдвищення —

завдяки g2.

Внутрiшню енергiю шукаємо, iнтеґруючи густину ε(z), ф. (6):

E ≡ Ω

∫ L/2

−L/2

dz ε(z). (31)

Використання локального рiвняння стану (5) дає залежнiсть

ε(z) = 1
2DP

[

1 − bn(z)
]

, (32)

яка, на вiдмiну вiд випадку газу низької густини [54,56], не є сталою
вздовж теплового потоку. Її легко iнтеґруємо в (31) завдяки умовi
нормування (10) з таким результатом:

E = 1
2DPΩLη̃.
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Пiдстановка виразу для P дає:

E(N,Ω, L;T, g1, . . . , g4) = 1
2DNkBT

[

1 + e2L
2 + e4L

4 + . . .
]

(33)

iз коефiцiєнтами ek = pk, якi залежать вiд ґрадiєнтiв {g} i вiд ком-
бiнацiї η = bN/(ΩL). Нагадаймо, що у рiвновазi внутрiшня енергiя
твердих кульок не залежить вiд об’єму i збiгається з вiдповiдником
для iдеального газу. Для теплопровiдного стану ситуацiя змiнюєть-
ся: порiвняно з результатом для газу низької густини [54, 56] нерiв-
новажна частина внутрiшньої енергiї твердих кульок залежить вiд
об’єму ΩL, який вони займають (через e2, e4, . . .).

4. Ентропiя та аналог вiльної енергiї

Розрахуймо далi величини S та F , якi означуються за допомогою
iнтеґрування густин ентропiї s(z) та вiльної енергiї f(z) твердих ку-
льок в наближеннi ВдВ, фф. (7) та (8):

[

S

F

]

≡ Ω

∫ L/2

−L/2

dz

[

s(z)

f(z)

]

. (34)

Зауважмо, що ф. (7) для s(z) пов’язана з кiлькiстю станiв твердих
кульок у фазовому просторi (завдяки рiвноважному вiдповiднику,
з якого ми стартували). Тому iнтеґральну величину S ми приймає-
мо за ентропiю слабонерiвноважного теплопровiдного стацiонарного
стану. По її обчисленнi ми покажемо, що S задовольняє II начало
термодинамiки для нерiвноважних процесiв [59]. На противагу цьо-
му, величина F не є дiйсною вiльною енергiєю розглянутого стану,
бо не є термодинамiчним потенцiалом навiть для газу низької густи-
ни [55,56]. Тому й названа тут аналогом вiльної енергiї . Ми шукаємо
її задля повноти розрахункiв.

Розрахунок адитивної величини. Подiбно до ф. (10) будь-яка
адитивна величина A (напр., внутрiшня енергiя, ентропiя чи iнша)
визначається шляхом iнтеґрування2 своєї густини a(z):

A ≡ Ω

∫ L/2

−L/2

dz a(z). (35)

Якщо густину a(z) подати як розклад (за ґрадiєнтами)

a(z) = α−1

[

α0 + δ α1z + δ2α2z
2 + . . . + δiαiz

i + . . .
]

2Див. зноску на с.8.
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з амплiтудою α−1 й коефiцiєнтами αi, що залежать вiд ґрадiєнтiв i-го
порядку, то пiдставивши його в (35), можемо проiнтеґрувати явно:

A = ΩLα−1

[

α0 + δ2 1
12α2L

2 + δ4 1
80α4L

4 + . . .
]

. (36)

Цей результат угоджується з поданою вище формулою (4).

Зауважмо, що перегрупування, зображене у ф. (24), зумовлене
залежнiстю коефiцiєнтiв κi вiд C, ф. (23). Тому якщо величини αi

залежать лiнiйно вiд коефiцiєнтiв {ν}, то вони мають такий же за
формою розклад, як (23):

αi(C) = α
(0)
i + δ2α

(2)
i + δ4α

(4)
i + . . . , i = 2; 4; . . . (37)

Завдяки цьому ряд у ф. (36) перегрупується до

α(0) + δ2 L2

12 α(2) + δ4 L4

80 α(4) + . . . , (38)

де, подiбно до фф. (25) для ν(j), новi коефiцiєнти дорiвнюють:

α(0) ≡ α0, α(2) ≡ α
(0)
2 , α(4) ≡ α

(0)
4 + 20

3 L−2α
(2)
2 , . . . (39)

Цей загальний вигляд коефiцiєнтiв буде використано в розрахунках
ентропiї.

Внески до S та F . Формули для s(z) та f(z) подiбнi мiж собою
i їх зручно перетворювати разом. З локального рiвняння стану (5)
маємо, що

ln
(

[n(z)]−1 − b
)

= lnT (z) − ln(P/kB),

тому ф. (7) i (8) набувають вигляду:
[

s(z)

f(z)

]

=

[

kBn(z)

−P [1 − bn(z)]

]

{

d1 lnT (z) − ln(P/kB) + ξ
(D)
[

S
F

]

}

, (40)

де d1 ≡ 1
2D + 1 i ми в f(z) зробили замiну для n(z)kBT (z) згiдно

ф. (5). Вiдповiдно до виразу у фiгурних дужках S та F мають по 3
внески:

S = ST + SP + Sξ, F = FT + FP + Fξ.

Їхнi означення легко отримати, пiдставивши вирази (40) для s(z) та
f(z) у ф. (34).
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SP , Sξ, FP та Fξ знаходимо за допомогою умови нормування (10):

SP = −NkB ln(P/kB), Sξ = NkBξ
(D)
S , (41)

FP = ΩLP η̃ ln(P/kB), Fξ = −ΩLP η̃ ξ
(D)
F . (42)

Пiдставивши розклад для лоґарифма (дод. C, ф. (82)), отримуємо:

SP = NkBRSP
, RSP

≡ sP,0 + sP,2L
2 + sP,4L

4 + . . . (43)

з такими коефiцiєнтами:

sP,0 ≡ − ln(nT η̃−1), (44)

sP,2 ≡ 1
12

[

− g2 + g21 η̃
]

, (45)

sP,4 ≡ 1
80

[

− g4 + g3g12η̃ + g22(1318 − 4
9η) + g2g

2
1 η̃(− 22

9 + 4
3η) + (46)

+ g41η̃
2(1318 + 1

9η)
]

.

Використаймо у ф. (42) для FP результат для SP i додатково
пiдставмо вираз (29) в FP й Fξ. Це дасть:

FP = −NkBT×RPRSP
, Fξ = −NkBT×RP ξ

(D)
F . (47)

Розрахунок ST й FT . Пiдстановка ф. (40) в означення (34) дає:

[

ST

FT

]

≡ Ωd1

[

kB
−P

]
∫ L/2

−L/2

dz

[

n(z)
{

1 − bn(z)
}

]

lnT (z). (48)

Якщо ввести для iнтеґралiв вiд функцiй τ(z) ≡ lnT (z) i w(z) ≡
n(z) lnT (z) позначення

Iτ ≡

∫ L/2

−L/2

dz lnT (z), Iw ≡

∫ L/2

−L/2

dz n(z) lnT (z), (49)

то тодi отримаємо:

ST = Ωd1kBIw, FT = −PΩd1[Iτ − bIw]. (50)

Другий доданок у FT виражаємо через ST :

FT = −P [Ωd1Iτ − bST /kB]. (51)

Iнтеґрали Iτ та Iw можна знайти, розклавши функцiї у ряди:

lnT (z) = τ0 + τ1z + τ2z
2 + . . .
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з коефiцiєнтами {τ}, якi знаходимо з ф. (2):

τ0 = lnT,
τ1 = g1,
τ2 = g2 −

1
2g

2
1 ,

τ3 = g3 − g2g1 + 1
3g

3
1,

τ4 = g4 − g3g1 −
1
2g

2
2 + g2g

2
1 −

1
4g

4
1 ;

коефiцiєнти ряду для другої функцiї

w(z) = n0[w0 + w1z + w2z
2 + . . .]

є дискретними згортками коефiцiєнтiв {ν} i {τ}:

wi ≡ νiτ0 + νi−1τ1 + . . . + νi−kτk + . . . + ν1τi−1 + ν0τi. (52)

Результати iнтеґрування у фф. (49) такi:

Iτ = L
[

τ0 + 1
12τ2L

2 + 1
80τ4L

4 + . . .
]

, (53)

Iw = n0L
[

w0 + 1
12w2L

2 + 1
80w4L

4 + . . .
]

. (54)

Ряд для Iw потрiбно перегрупувати, оскiльки wi мiстять коефiцiєнти
{ν}. Згiдно фф. (36) i (38) отримаємо:

Iw = n0L
[

w(0) + 1
12w(2)L

2 + 1
80w(4)L

4 + . . .
]

, (55)

де завдяки лiнiйнiй залежностi величин {w} вiд {ν} [див. ф. (52)]
коефiцiєнти визначаються згiдно фф. (39):

w(0) ≡ w0, w(2) ≡ w
(0)
2 , w(4) ≡ w

(0)
4 + 20

3 L−2w
(2)
2 , . . . ;

тут

w
(0)
i ≡

∑i

k=0
ν
(0)
i−kτk, w

(2)
2 ≡ ν

(2)
2 τ0 + ν

(2)
1 τ1.

Пiдставивши вираз (55) у ф. (50) для ST i використавши розклад
(30) для n0, приходимо пiсля перемноження до такого результату:

ST = NkBRST
, RST

≡ sT,0 + sT,2L
2 + sT,4L

4 + . . . ; (56)

коефiцiєнти дорiвнюють (деталi розглянуто в дод. E):

sT,0 ≡ d1 lnT, (57)

sT,2 ≡ d1
1

22 ·3

[

g2 − g21(32 − η)
]

, (58)

sT,4 ≡ d1
1

26 ·32 ·5

[

36g4 + (−108 + 72η)g3g1 + (−34 + 16η)g22 + (59)

+ (148 − 160η + 48η2)g2g
2
1 + (−45 + 56η − 16η2 − 4η3)g41

]

.
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Тут характернi ґрадiєнти в кожному порядку домножуються на свiй
многочлен вiд η.

Тепер можна продовжити вираз (51) для FT , пiдставивши в нього
результат (29) для P :

FT = −NkBT×RP η̃
−1[d1L

−1Iτ − ηRST
], (60)

де для другого доданка було використано ф. (56). Видно, що вiн
зникає в границi низької густини η → 0.

Повна ентропiя i II закон термодинамiки. Додавши усi внески
до ентропiї, фф. (41), (43) i (56), маємо кiнцевий вираз:

S = NkBRS , RS ≡ s0 + s2L
2 + s4L

4 + . . . (61)

з такими коефiцiєнтами si ≡ sT,i + sP,i + sξ,i:

s0 ≡ ln(ΩL/N − b) + D
2 lnT + ξ

(D)
S , (62)

s2 ≡
1

23 ·3

[

Dg2 + ([− 3
2 + η]D − 1)g21

]

, (63)

s4 ≡
1

27 ·32 ·5

[

σ4g4 + σ31g3g1 + σ2g
2
2 + σ21g2g

2
1 + σ1g

4
1

]

, (64)

де величини σα бiля ґрадiєнтiв у виразi для s4 дорiвнюють:

σ4 ≡ 36D, σ21 ≡ (148 −160η+ 48η2)D+120 − 48η,
σ31 ≡ (−108 + 72η)D − 72, σ1 ≡ (−45 + 56η − 16η2 − 4η3)D −
σ2 ≡ (−34 + 16η)D − 16, − 38 + 16η + 4η2.

Видно, що для ентропiї — адитивної величини — коефiцiєнти si зале-
жать вiд вимiрности простору D (на противагу коефiцiєнтам pi для
тиску — iнтенсивної величини). В границi b → 0 (i η → 0) отримуємо
результати для газу низької густини:

s0 ≡ ln(ΩL/N) + D
2 lnT + ξ

(D)
S ,

s2 ≡
D

23 ·3

[

g2 −
3D+2
2D g21

]

,

s4 ≡
1

27 ·32 ·5

[

36Dg4 − 36(3D + 2)g3g1 − 2(17D + 8)g22 +

+ 4(37D + 30)g2g
2
1 − (45D + 38)g41

]

,

якi для D = 3 збiгаються з отриманими ранiше [54].
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Переконаймося, що знайдена ентропiя (61) справдi має власти-
востi, характернi для нерiвноважного стану. Як вiдомо, цей стан в
процесi вiльної еволюцiї зазнає релаксацiї, яка супроводжується зро-
станням ентропiї. Тому уявiмо, що систему в стацiонарному станi
ми повнiстю iзолюємо на межах z = ∓ 1

2L i пiсля цього даємо їй ма-
кроскопiчно великий промiжок часу для релаксацiї. Далi порiвняймо
знайдену ентропiю S початкового нерiвноважного стану, ф. (61), з
ентропiєю Sfin кiнцевої рiвноваги.

Внутрiшня енергiя твердих кульок пiсля iзолювання не мiняє-
ться, тому має мiсце рiвнiсть: E = D

2 NkBTfin, де Tfin — температура,
яку ми приписуємо кiнцевому стану. З виразу (33) для внутрiшньої
енергiї знаходимо:

Tfin = T
[

1 + e2L
2 + e4L

4 + . . .
]

.

Формула (71), дод. A, дає таку ентропiю кiнцевої рiвноваги:

Sfin = NkB
[

ln(ΩL
N − b) + D

2 ln T + D
2

(

p2L
2 + [p4−

1
2p

2
2]L4 + . . .

)

+ ξ
(D)
S

]

,

де було враховано, що ek = pk, а третiй доданок у прямокутних
дужках — це розклад лоґарифма у ряд.

Рiзницю двох ентропiй ∆S ≡ S − Sfin записуємо у виглядi: ∆S =
∆S(2) + ∆S(4) + . . ., де

∆S(2) ≡ NkB
D+2
48

[

− g21L
2
]

,

∆S(4) ≡ NkB
D+2

27·32·5

[

− 36g3g1 − 8g22 + (60 − 24η)g2g
2
1 +

+ (−19 + 8η + 2η2)g41
]

L4.

Для “чистих” g2 i g4 внески пропадають через взаємну компенсацiю.
Залежнiсть вiд η присутня лише для ґрадiєнтiв кубiчної i четверто-
степеневої нелiнiйности. Очевидно, що ∆S(2) < 0, а знак ∆S(4) не-
визначений i залежить вiд величин i знакiв ґрадiєнтiв 4-го порядку.
Проте умови (3), накладенi на слабонерiвноважний стан (для якого
властиво i чиннi одержанi результати), гарантують, що |∆S(4)| ≪
|∆S(2)|. Тому можна стверджувати, що знайдена нерiвноважна ен-
тропiя менша за ентропiю вiдповiдного рiвноважного стану i, от-
же, задовольняє II начало термодинамiки для нерiвноважних проце-
сiв [59].

Аналог вiльної енергiї. Зiбравши разом вирази (47) i (60) для
внескiв до F , отримуємо:

F = −NkBTRP

[

η̃−1
(

d1L
−1Iτ − ηRST

)

+ RSP
+ ξ

(D)
F

]

. (65)
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Додавши i вiднявши в дужках RST
, подаємо цей вираз так:

F = −NkBTRP

[

η̃−1
(

d1L
−1Iτ −RST

)

+ RS − 1
2D

]

, (66)

де було використано, що η̃−1η + 1 = η̃−1 i ξ(D)
S = ξ

(D)
F + 1

2D, а також

що RS = RST
+ RSP

+ ξ
(D)
S .

Комбiнацiя величин у прямокутних дужках зображається як роз-
клад за ґрадiєнтами у виглядi:

ϕ0 + δ2ϕ2L
2 + δ4ϕ4L

4 + . . . , (67)

де з виразу (53) для Iτ слiдує, що

ϕ0 ≡ η̃−1
(

d1τ0 − sT,0

)

+ s0 −
1
2D,

ϕ2 ≡ η̃−1
(

d1
1
12τ2 − sT,2

)

+ s2,

ϕ4 ≡ η̃−1
(

d1
1
80τ4 − sT,4

)

+ s4.

Цi коефiцiєнти можна знайти, скориставшись виразами для τi, sT,j

та sk, див. вирази на с. 16 i фф. (57)–(59) та (62)–(64). Ми отримали
такий результат:

ϕ0 = ln(ΩL/N − b) + D
2 lnT + ξ

(D)
F ,

ϕ2 =
1

23 ·3

[

Dg2 + ([− 1
2 + η]D + 1)g21

]

,

ϕ4 =
1

27 ·32 ·5

{

36Dg4 + [(−36 + 72η)D + 72]g3g1 +

+ [(−18 + 16η)D + 16]g22 +

+ [(36 − 112η + 48η2)D − 104 + 48η]g2g
2
1 +

+ [(−9 + 36η − 20η2 − 4η3)D + 34 − 14η − 4η2]g41
}

.

Пiдставивши ряд (67) у ф. (66) i перемноживши його з RP , одер-
жимо, що кiнцевий вираз для аналога вiльної енергiї можна пред-
ставити у виглядi розкладу:

F = −NkBTRF , RF ≡ f0 + f2L
2 + f4L

4 + . . . , (68)

де коефiцiєнти є дискретними згортками величин {p} та {ϕ}: f0 ≡
p0ϕ0, f2 ≡ p2ϕ0 + p0ϕ2, f4 ≡ p4ϕ0 + p2ϕ2 + p0ϕ4. Їх зручно виражати
через величину Φ ≡ ln(ΩL/N − b) + D

2 lnT + ξ(D):

f0 = Φ + 1,

f2 = 1
12

[(

Φ + D+2
2

)

g2 +
(

−η̃Φ + [− 1
2 + η]D+2

2

)

g21
]

,

f4 =
1

27 ·32 ·5

[

φ4g4 + φ31g3g1 + φ2g
2
2 + φ21g2g

2
1 + φ1g

4
1

]

,
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де

φ4 ≡ 72Φ + 36D + 72,

φ31 ≡ [−144 + 144η]Φ + (−36 + 72η)D − 72 + 144η,

φ2 ≡ [−32 + 32η]Φ + (2 + 16η)D − 16 + 32η,

φ21 ≡ [136 − 232η + 96η2]Φ + (6 − 72η + 48η2)D + 52 − 184η + 96η2,

φ1 ≡ [−32 + 56η − 16η2 − 8η3]Φ + (1 + 6η − 4η3)D −

−18 + 52η − 20η2 − 8η3.

Ранiше було з’ясовано [55], що iнтеґрування густини вiльної ене-
ргiї розрiдженого газу в слабонерiвноважному теплопровiдному ста-
цiонарному станi дає функцiю, яка не має властивостей термоди-
намiчного потенцiала за температурними змiнними. Тому знайдена
тут величина F не дає повного термодинамiчного опису для твер-
дих кульок. Результат для неї наведено лише з мiркувань повноти
розрахункiв.

5. Пiдсумки

Ми розглянули тиск, внутрiшню енергiю та ентропiю системи твер-
дих кульок у слабонерiвноважному теплопровiдному стацiонарному
станi. Їх розраховано в рамках пiдходу суцiльного середовища шля-
хом iнтеґрування вiдповiдних локальних густин.

Результати отримано у виглядi розкладiв за ґрадiєнтами темпера-
тури, обчисленими у ґеометричнiй серединi системи, аж до вснескiв
4-го порядку. Цi вирази фактично визначають вплив розмiрiв ча-
стинок на термодинамiчнi величини системи при помiрних густинах.
Коефiцiєнти розкладiв залежать вiд параметра упакування (що сто-
сується однорiдного стану рiвноваги), тому нерiвноважнi поправки
— зокрема, для внутрiшньої енергiї — залежать вiд об’єму системи.
Показано, що розрахована ентропiя задовольняє друге начало те-
рмодинамiки для нерiвноважних процесiв. З формул для тиску та
енергiї можна вiдшукати iзотермiчнi стисливостi вздовж i впоперек
теплового потоку, а також нерiвноважнi теплоємностi.

Результати отримано для рiзних вимiрностей D = 1, 2, 3. Завдя-
ки використаному наближенню локального рiвняння стану ван дер
Ваальса для твердих кульок вирази для 3- i 2-вимiрних систем за-
стосовнi лише для области невисоких густин, коли цього наближен-
ня достатньо для стану рiвноваги. Для одновимiрних твердих дискiв
(D = 1) рiвноважне рiвняння ван дер Ваальса є точне [60] (див.
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дод. A). Тому є надiя, що результати застосовнi й для високих гу-
стин. Їх можлива неточнiсть зумовлена лише використаним методом,
а не локальним рiвнянням стану.

Аналiтичну форму для термодинамiчних величин i простоту ви-
користаного способу можна вiднести до його позитивних якостей.
До того ж не було використано нiяких стороннiх результатiв, що
слiдують з iнших нерiвноважних теорiй (як от кiнетична теорiя, iн-
формацiйна теорiя чи метод флуктуацiйних теорем). Тобто, спосiб
розрахунку не виходить за межi термодинамiчних уявлень, що теж
є перевагою в порiвняннi з iншими методами.

Подяки

Автор вдячний к.ф.-м.н. Т.М. Верхоляку за обговорення та цiннi
зауваження щодо роботи i повiдомлення про точний розв’язок для
рiвноважної системи 1-вимiрних твердих дискiв.

A. Наближення ван дер Ваальса для твердих ку-

льок

Рiвноважне рiвняння ван дер Ваальса (ВдВ) має вигляд:

PVdW =
NkBT

V −Nb
− a

(N

V

)2

. (69)

Воно, звiсно, наближене. Як вiдомо [59], його отримано на основi
простих мiркувань, щоб за допомогою ефективних параметрiв опи-
сати вплив на тиск двох характерних взаємодiй мiж молекулами —
вiдштовхування (на близьких) i притягання (на далеких вiдстанях),
що характеризуються параметрами b й a.

Твердi кульки лише вiдштовхуються i для них a = 0. Тому в
рамках наближення ВдВ рiвянння рiвноважного стану мiстить лише
параметр b:

PVdW−HS =
nkBT

1 − nb
, (70)

де n ≡ N/V — рiвноважна густина числа частинок, а b тут набуває
сенсу об’єму, що припадає на одну частинку при густинi щiльного
упакування,3 коли PVdW−HS → +∞.

3Рiвняння (70) годиться також i для модельних систем у нижчих вимiрностях
2D i 1D — твердих дискiв i одновимiрних твердих кульок (так звана модель
Тонкса [60]). Параметр упакування ∆(D) (приведена густина системи) показує
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3D
∆ (3)π/3 2

0.7405
0 1

1D
∆ (1)0 1

2D
∆ (2)π/2 3 = 0.90690 1

Рис. 3. Областi змiни параметра ∆(D) i щiльнi упакування твердих кульок
(чи дискiв).

Наближення ван дер Ваальса для твердих кульок (70) врахо-
вує лише суто просторовi кореляцiї мiж частинками призводячи до
ефекту виключеного об’єму. Воно не впливає на температурну зале-
жнiсть тиску, залишаючи її лiнiйною, як у рiвняннi стану iдеального
газу. Тому ми можемо записати вирази для рiвноважних внутрiшньої
енергiї, ентропiї та вiльної енергiї, що вiдповiдають наближенню (70),
ввiвши замiну V → (V −Nb) у виразах, чинних для iдеального газу,
з такими результатами:

Eeq ≡
D

2
NkBT, (71)

Seq ≡ NkB
[

ln
V −Nb

N
+

D

2
lnT + ξ

(D)
S

]

, (72)

Feq ≡ −NkBT
[

− lnN + ln(V −Nb) + 1
2D lnT + ξ

(D)
F

]

, (73)

де вiдповiднi константи ξ
(D)
S ≡ ξ(D) + 1 + 1

2D i ξ
(D)
F ≡ ξ(D) + 1

залежать вiд вимiрности простору D i мiстять комбiнацiю ξ(D) ≡
D
2 ln(2πkBm/h2), див. [2]. Легко побачити, що ξ

(D)
S = ξ

(D)
F + 1

2D.

вiдношення сумарного об’єму самих частинок до об’єму посудини, в якiй вони
перебувають:

∆(3) ≡ N× 1
6
πσ3/V(3), ∆(2) ≡ N× 1

4
πσ2/V(2), ∆(1) ≡ N×σ/V(1) ,

де σ — розмiр частинки, V(3) — об’єм, V(2) — площа i V(1) — протяжнiсть системи.
Значення для стану щiльного упакування такi (Рис. 3):

∆(3) =
π

3
√
2
≈ 0.7405, ∆(2) =

π

2
√
3
≈ 0.9069, ∆(1) = 1.

З пониженням вимiрности системи точнiсть ф. (70) для промiжних густин по-
кращується, а область застосовности розширюється в бiк вищих густин. Для
одновимiрних твердих кульок рiвняння стану (70) є точне [60].
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Диференцiюючи Feq за V i T , можна отримати фф. (70) i (72), а
Feq + TSeq дає ф. (71). Це запевнює нас, що наведенi вирази узго-
джуються мiж собою термодинамiчно.

B. Аналiз припущення про тиск

У пропонованому способi розрахунку термодинамiчних величин як
для газу низької густини [54,55], так i твердих кульок, використову-
ється припущення про тиск. Згiдно з ним, для системи у теплопровi-
дному стацiонарному станi виконується закон Паскаля: тиск iзотро-
пний i всюди однаковий. Математично це означає, що тензор тиску
має дiагональний вигляд з одним i тим же значенням P на дiагона-
лi: P = P I, де I — дiагональний тензор. Це припущення суперечить
висновкам розширеної необоротної термодинамiки [61, 62] та iнфор-
мацiної теорiї [63, 64]. Тут ми наводимо аргументи, що схиляють до
нашої точки зору.

Найперше зауважмо, що коли можливий опис стану газу чи рiди-
ни засобами неперервного середовища, то локальнi поля густин маси
ρ(r, t), iмпульсу p(r, t) i повної енергiї e(r, t) (тут r ≡ (x, y, z) — про-
сторовi координати i t — час) задовольняють свої рiвняння балансу
(див. напр., [4,6,9,33,65]). Рiвняння для локальної густини iмпульсу
системи, що перебуває у зовнiшньому потенцiальному полi U(r), має
вигляд:

∂tp + ∇·[ρuu + P] = ρFU , (74)

де ∂t ≡ ∂/∂t, ∇ ≡ ∂/∂r, u(r, t) ≡ p(r, t)/ρ(r, t) — локальна гiдроди-
намiчна швидкiсть, P(r, t) — тензор тиску (або напружень), FU (r) —
сила, з якою зовнiшнє поле дiє на частку неперервного середовища
одиничної маси. З ф. (74) можна вивести рiвняння для гiдродинамi-
чної швидкости у виглядi

[∂tu + u·∇]u + 1
ρ∇· P = FU , (75)

яке описує механiчний рух середовища. Воно не мiстить наближень.
При русi неперервного середовища з полем швидкостей u(r, t) мо-

жуть iснувати нерухомi точки, для яких

u(r, t) = 0. (76)

Iншими словами, у цих точках середовище перебуває у спокої — в
механiчнiй рiвновазi . Якщо ж деяка область середовища перебуває
в механiчнiй рiвновазi (нiяких механiчних рухiв у нiй нема), то крiм
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ф. (76) для кожної її точки виконується ще

∇u(r, t) = 0. (77)

Таким чином, з фф. (75), (76) i (77) слiдує, що коли деяка область
системи перебуває у механiчнiй рiвновазi, то для неї у вiдсутностi
зовнiшнього поля (тобто, U(r) = 0) має мiсце векторна умова:

∇· P(r, t) = 0. (78)

Тензор напружень у цiй областi має бути дiагональний

P(r, t) =





Pxx(r, t) 0 0
0 Pyy(r, t) 0
0 0 Pzz(r, t)



 , (79)

оскiльки недiагональнi складовi Pαβ

∣

∣

α6=β
не можуть бути вiдмiнними

вiд 0, бо тодi вони би створювали ненульовий ґрадiєнт гiдродинамi-
чної швидкости4 всупереч ф. (77). Тодi 3-компонентне рiвняння (78)
зводиться до умов:

∂xPxx(r, t) = 0, ∂yPyy(r, t) = 0, ∂zPzz(r, t) = 0; (80)

вони означають незмiннiсть дiагональних компонент вздовж своїх
осей, котрi через це залежать лише вiд “чужих” просторових змiн-
них: Pxx(y, z, t), Pyy(x, z, t), Pzz(x, y, t).

Застосуймо цей результат до нашого теплопровiдного стацiонар-
ного стану. Середовище перебуває в механiчнiй рiвновазi, а його стан
не залежить вiд t. Крiм того, воно однорiдне в напрямках, перпенди-
кулярних до теплового потоку, тому величини мають трансляцiйну
й обертову iварiантнiсть у цих напрямках.

Спрямуймо координатну вiсь OZ паралельно до теплового по-
току (рис. 1), а осi OX та OY — довiльно (у поперечних напрям-
ках). З однорiдности системи у площинах, паралельних до XOY ,
слiдує, що Pxx, Pyy та Pzz не залежать вiд x та y. Тому має мiсце
Pxx(z) = Pyy(z). Ми позначаємо цю залежнiсть через P1(z). Згiдно
ф. (80) складова Pzz не залежить i вiд z; отже Pzz = const. Весь
тензор тиску (79) набуває вигляду:

P(z) =





P1(z) 0 0
0 P1(z) 0
0 0 P2



 , (81)
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Рис. 4. Мисленний експеримент: система у теплопровiдному стацiонарно-
му станi, виконуючи роботу сама над собою, втрачає механiчну рiвновагу.

де P2 ≡ Pzz.
Розгляньмо такий мисленний експеримент. Приєднаймо до си-

стеми у теплопровiдному стацiонарному станi (як на Рис. 1) двi тонкi
трубки 1 i 2 з поперечним розмiром d, для якого d ≪ L i d2 ≪ Ω, щоб
збурення стацiонарного стану, яке вони вносять, було зникомо мале.
Другi кiнцi цих трубок пiд’єднано до резервуара R з газом у рiвно-
важному станi (Рис. 4). Спочатку трубки перекрито за допомогою
закрiплених поршнiв Π1 та Π2 з теплоiзольованимим поверхнями. У
резервуарi R початково пiдримується тиск зi значенням, скажiмо,
PR = P2.

Якщо припускати, що тиск анiзотропний, то сила дiї на одиничнi
площадки ω1 ‖ OZ та ω2 ⊥ OZ в загальному випадку буде рiзною.
Отже вважаємо, що тиск P1 на поршень Π1 з боку нерiвноважної
системи вiдмiнний вiд P2. Тепер ми вiдпускаємо поршнi: P1 6= PR,
тому система втрачає механiчну рiвновагу i починає виконувати ро-
боту сама над собою. Завдяки цьому з’явиться механiчний рух всере-
динi системи. Така поведiнка суперечить умовi механiчної рiвноваги
(76) i припущенню про загальний вигляд (81) для тензора тиску. Вiн
можливий лише у частковому випадку P1(z) = const i додатково
P1 = P2.

4Навiть у слабонерiвноважному станi згiдно закону Ньютона для в’язкости
Pxy = −η∂xuy, де η — коефiцiєнт зсувної в’язкости, має мiсце Pxy 6= 0.
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Ймовiрно, що цим ми не дали строгого доведення iзотропности
тиску в теплопровiдному стацiонарному станi. Однак, на нашу дум-
ку, показали, що припущення анiзотропности P1 6= P2 видається сум-
нiвним i суперечливим. А згаданi у вступi результати розширеної
необоротної термодинамiки й iнформацiйної теорiї потребують до-
даткових аргументiв або перегляду.

C. Коефiцiєнти розкладiв для ln(P/kB) та n0

Розклад для ln(P/kB) за ґрадiєнтами запишiмо у виглядi

ln(P/kB) = π0 + δ2π2 + δ4π4 + . . . (82)

й вiдшукаймо коефiцiєнти πi. Пiдставивши розклад (15), маємо:

ln(P/kB) = lnC(0) + ln
[

1 + δ2
C(2)

C(0)
+ δ4

C(4)

C(0)
+ . . .

]

.

Для малого x має мiсце ln(1 + x) = x− 1
2x

2 + 1
3x

3 ∓ . . ., тому:

π0 = lnC(0), (83)

π2 =
C(2)

C(0)
= η̃−1[−κ(2)], (84)

π4 =
C(4)

C(0)
−

1

2

[

C(2)

C(0)

]2

= η̃−1
[

− κ(4) + 1
2 η̃

−1
κ
2
(2)

]

, (85)

де було використано результати для C(k), наведенi в § 3.

Розклад для n0. Вiдшукаймо n0 — густину числа частинок в то-
чках ґеометричної середини системи, ф. (12). Завдяки розкладу (15)
для тиску шукаємо її у виглядi (30). Вираз (12) подаємо так:

n0 =
1

T
(0)
C

C

ζ
, ζ ≡ ζ(0) + δ2ζ(2) + δ4ζ(4) + . . . , (86)

де T
(0)
C ≡ T + bC(0) — “змiщена” температура, ζ(0) ≡ 1 i ζ(k) ≡

bC(k)/T
(0)
C

∣

∣

k=2;4;...
. Скориставшись виразами для C(k), знаходимо:

1

T
(0)
C

=
η̃

T
, ζ(2) = η̃−1η[−κ(2)], ζ(4) = η̃−1η[−κ(4) + η̃−1

κ
2
(2)].
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Формула (86) для n0 набуває вигляду:

n
(0)
0 + δ2n

(2)
0 + δ4n

(4)
0 + . . . =

η̃

T
C
[

ζ
(0)

+ δ2ζ
(2)

δ4ζ
(4)

+ . . .
]

, (87)

де ряд у прямокутних дужках, позначений через ζ, є оберненим до
ряду ζ, ф. (86), тобто, ζ ζ = 1. Коефiцiєнти зв’язанi (симетричними)
спiввiдношеннями

ζ
(0)

= [ζ(0)]−1, ζ
(2)

= −ζ(2), ζ
(4)

= −ζ(4) + [ζ(2)]2, . . . ,

з яких знаходимо:

ζ
(0)

= 1, ζ
(2)

= η̃−1ηκ(2), ζ
(4)

= η̃−1η[κ(4) − κ
2
(2)].

Пiдставивши у вираз (87) розклад (15), пересвiдчуємося, що внески
n
(k)
0 визначаються дискретними згортками коефiцiєнтiв ряду для C

i ряду для ζ:

n
(0)
0 =

η̃

T
C(0)ζ

(0)
= n,

n
(2)
0 =

η̃

T

[

C(2)ζ
(0)

+ C(0)ζ
(2)]

= n [−κ(2)],

n
(4)
0 =

η̃

T

[

C(4)ζ
(0)

+ C(2)ζ
(2)

+ C(0)ζ
(4)]

= n [−κ(4) + κ
2
(2)].

Вираження через ґрадiєнти {g} наведено пiсля ф. (30).

D. Вираження коефiцiєнтiв {ν} i {κ} через ґрадiє-

нти {g}.

Тут ми наводимо явний вигляд коефiцiєнтiв, через якi зручно вира-
жати шуканi величини. Це коефiцiєнти ν

(0)
i та ν

(2)
2 , κ(0)

2 , κ(0)
4 та κ

(2)
2 ,

а також κ(2) i κ(4). Саме через них вище було виражено внески C(k)

i коефiцiєнти πi, ζ(k), ζ
(k)

й n
(k)
0 . Через них нижче виражено внески

в ентропiю (дод. E).
Найперше потрiбно знайти розклади за ґрадiєнтами (а точнiше

— за внесками C(k)) для величин {γ}, якi входять у коефiцiєнти {ν},
див. с. 8. Вираз (12) для γj подаємо так:

γj =
1

j!

Gj

T + bC(0)

1

1 + δ2ζ(2) + δ4ζ(4) + . . .
,
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де коефiцiєнти ζ(k) введено пiсля ф (86).
Мiстячи ґрадiєнт Gk, величина γk має порядок ∼ δk. Ми вра-

ховуємо в обчислюваних величинах щонайбiльше 4-й порядок, тому
внески вiд ζ(2) (iншими словами — вiд C(2)) достатньо врахувати ли-
ше в γ1 i γ2. Для γ3 i γ4 обмежуємося внеском вiд C(0), вiдкинувши
дрiб з рядом у знаменнику. Отже, маємо:

γ1 = g1η̃
[

1 + δ2(−ζ(2)) + . . .
]

,

γ2 = g2η̃
[

1 + δ2(−ζ(2)) + . . .
]

,
γ3 = g3η̃

[

1 + . . .
]

,
γ4 = g4η̃

[

1 + . . .
]

,

де gk ≡ 1
T

1
k!Gk. Ще внесок вiд ζ(2) враховуємо в γ2

1 = g21 η̃
2
[

1 +

δ22(−ζ(2)) + . . .
]

, а для всiх iнших степенiв коефiцiєнтiв {γ} i пе-
рехресних добуткiв досить обмежитися внеском вiд C(0).

З виразiв на с. 8 знаходимо для найнижчих внескiв до {ν}:

ν
(0)
1 = −g1η̃,

ν
(0)
2 = −g2η̃ + g21 η̃

2,

ν
(0)
3 = −g3η̃ + 2g2g1η̃

2 − g31η̃
3,

ν
(0)
4 = −g4η̃ + 2g3g1η̃

2 + g22η̃
2 − 3g2g

2
1η̃

3 + g41 η̃
4.

Врахувавши, що ζ(2) = −L2

12 η̃
−1ην

(0)
2 , отримуємо, що наступнi по-

правки до ν1 i ν2 мають вiдповiдно 3-й i 4-й порядок за ґрадiєнтами:

ν
(2)
1 = L2

12 η[g2g1η̃ − g31 η̃
2],

ν
(2)
2 = L2

12 η[g22 η̃ − 3g2g
2
1 η̃

2 + 2g41 η̃
3].

Множник η ∼ n у цих виразах показує, що в областi низьких густин
величини ν

(2)
i стають малi у порiвняннi з внесками ν

(0)
i .

Вирази для κ
(0)
2 , κ(2)

2 i κ(0)
4 легко отримуємо за допомогою вiдпо-

вiдних результатiв для ν
(k)
i i фф. (22). З них слiдують формули для

перегрупованих коефiцiєнтiв:

κ(2) = L2

12

[

− g2η̃ + g21η̃
2
]

, (88)

κ(4) = L4

80

[

− g4η̃ + 2g3g1η̃
2 + g22 η̃(1 − 4

9η) − 3g2g
2
1 η̃

2(1 − 4
9η) + (89)

+g41 η̃
3(1 + 1

9η)
]

.

E. Розрахунок внескiв ST й SP

Тут ми виражаємо SP й ST через коефiцiєнти {κ} (чи {ν}) i {τ}, а
не через {g}.
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Розклад для SP шукаємо у виглядi:

SP = NkB
[

sP,0 + δ2sP,2L
2 + δ4sP,4L

2 + . . .
]

,

а коефiцiєнти знаходимо з фф. (41), (82) та (83)–(84):

sP,0 = − ln(nT η̃−1),

sP,2 = η̃−1
κ(2),

sP,4 = η̃−1
[

κ(4) −
1
2 η̃

−1
κ
2
(2)

]

.

Пiдставивши вираження величин κ(2) i κ(4) через ґрадiєнти {g},
фф. (88) i (89), ми одержимо фф. (44)–(46) для sP,i.

Розклад для ST . Iнтеґрування густини ентропiї дає ф. (50), а пiд-
становка результату ф. (54) приводить до

ST = kBΩLn0d1
[

v0 + δ2v2 + δ4v4 + . . .
]

, (90)

де задля зручности введено позначення v0 ≡ w0, v2 ≡ 1
12w2L

2, v4 ≡
1
80w4L

4, а величини {w} є згортками: wi =
∑

j νi−jτj . Коефiцiєнти
{ν} залежать вiд тиску i тому розкладаються за ґрадiєнтами. Отже,
{v} теж розкладаються за ґрадiєнтами, подiбно до ф. (23):

vi(C) = v
(0)
i + δ2v

(2)
i + δ4v

(4)
i + . . .

∣

∣

i=2;4;...
; (91)

v
(0)
i визначаються внеском C(0), v(2)i — внесками C(0) i C(2) i т.д.

Ряд у ф. (90) треба перегрупувати, як це зроблено у ф. (24), з
такими новими коефiцiєнтами:

v(0) ≡ v0, v(2) ≡ v
(0)
2 , v(4) ≡ v

(0)
4 + v

(2)
2 , . . .

Зауважмо, що {w} лiнiйнi за {ν}, тому для нульового i другого по-
рядкiв маємо: w(0)

i =
∑

j ν
(0)
i−jτj та w

(2)
i =

∑

j ν
(2)
i−jτj . Такi ж спiввiд-

ношення виконуються i для v
(0)
i та v

(2)
i ; зокрема, коефiцiєнт v

(2)
2 =

L2

12 [ν
(2)
2 τ0 + ν

(2)
1 τ1]. Тодi для величин v(k) одержуємо:

v(0) = lnT,

v(2) = L2

12 [ν
(0)
2 τ0 + ν

(0)
1 τ1 + τ2],

v(4) = L4

80

[

ν
(0)
4 τ0 + ν

(0)
3 τ1 + ν

(0)
2 τ2 + ν

(0)
1 τ3 + τ4

]

+

+ L2

12

[

ν
(2)
2 τ0 + ν

(2)
1 τ1

]

.



30 Препринт

Пiсля перемноження ряду (30) для n0 з рядом у прямокутних
дужках ф. (90) i врахування зв’язку (22) мiж величинами {κ} i {ν},
ми отримуємо розклад для ST у виглядi (56) з такими виразами для
коефiцiєнтiв:

sT,0 = d1 lnT,

sT,2 = d1
1
12 [ν

(0)
1 τ1 + τ2],

sT,4 = −d1κ(2)
1
12L

−2[ν
(0)
1 τ1 + τ2] +

+ d1
1
80

[

ν
(0)
3 τ1 + ν

(0)
2 τ2 + ν

(0)
1 τ3 + τ4

]

+ d1
1
12L

−2ν
(2)
1 τ1.

Пiдставивши сюди вираження коефiцiєнтiв {ν} i {τ} через ґрадiєнти
{g}, ми одержуємо фф. (57)–(59).

Першi два коефiцiєнти для суми ST + SP дорiвнюють:

sT+P,0 = − ln(nη̃−1) + d lnT,

sT+P,2 = 1
12

[

d1ν
(0)
1 τ1 + d1τ2 + η̃−1ν

(0)
2

]

.

Формули для sT+P,4 ми не наводимо, бо вирази для sT,4 та sP,4 майже
не мають подiбних доданкiв, сума яких давала би спрощення — ви-
гляд sT+P,4 буде їх звичайною сумою. Тому краще виразити кожний
з внескiв sT,4 та sP,4 через ґрадiєнти {g} i вже тодi зробити об’єдна-
ння. Кiнцевi результати для коефiцiєнтiв sT+P,i, вираженi через {g},
наведено у фф. (62)–(64).
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